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1
NOTIUNI INTRODUCTIVE

In conformitate cu prevederile documentelor Congresului al X11l-lea
al P.C.R., In etapa actuald si in viitor se va asigura dezvoltarea intensivii &
iuturor ramurilor industriale, industria constituind factorul dinamizator al
intregii economii nafionale. Aceastii dezvoltare se va realiza indeosebi prin
maodernizarea mijloacelor de munci si a structurii productiei, ridicarea nive-
fubui {ehnic al acestora, introducerea continud si aplicarea largd a tehnolo-
aiffor avansate.

In vederea utiliziirii corespunziitoare a masinilor si instalatiilor trebuie
ca acestea st fie bine cunoseute atit in ce priveste modul de functionare cit
si in ce priveste modul cum sint construite.

studierea mecanismelor, dispozitivelor, masinilor si instalatiilor — fo-
losite in procesul de produeclie — necesitd cunostinte despre miscarea meca-
nici a elementelor lor componente, despre comportarea acestora sub actiunea
saveintlor, precum si despre rolul lor funcfional. ‘

Obiectul meeanieil. Mecanica este un capitol al fiziell, deci lace parte
din stiinfele naturii, si studiazd manifestari si insusiri ale materiei.

Maleria este o notiune primari cuprinzitoare care se referd atit la diver-
sele el forme de manifestare in naturd cit si la formele superioare de mani-
festare (ale materiei) cum sint formele sociale.

Existenia materiei este caracterizatd de miscare, care se prezintid sub di-
se forme : miscari moleculare, miscari interatomice, unde electromagnetice,
ctii'chimice, curent electric, activitatea celulei organice, viata organismelor
superioare, gindirea, viafa sociald ete.

Mecanica sludiazd una din cele mai simple [orme de miscare i anume mis-
carea mecanicd, prin aceasta injelegindu-se deplasarea, adicd schimbarea po-
zitiilor in spatiu si timp a corpurilor in raport cu anumite repere de referinta.

Mecanica clasicd se bazeazd pe principiile stabilite de T. Newton.

1.1. NOTIUNI $1'PRINCIPHI FUNDAMENTALE ALE MECANICH

Mecanica are la bazi notfiuni si principii fundamentale care sintetizeazi
proprietatile principale ale corpurilor intilnite in natura. ;
Nofiunile fundamentale ale mecanicii sint : spatiul, timpul si masa.
In strinsi legitura cu notiunea de
masi este notivnea de  forfd (actioneazi

\u

asupra masei). Forfa (F) se reprezinta gralic A -
cu ajutorul vectorului, caracterizat prin
urmatoarele elemente (fig. 1): F
— directie (dreapta ax); 0
— sens (indicat de sdgeald); X~

— modul (04 s.au F) J Fig. 1. Reprezentarea unui vecior
— punct de aplicatie (0). {forta),

Co




Principiile fundamentale ale mecanicii sint : principiul inertiei, prio-
cipiul actiunii forfelor si principiul actiunii si reactiunii.

Prineipiul inerfiei. Un corp isi pistreazi starea de repaus sau de miscare
rectilinie si uniformi atit timp cit nu intervine vreo forfd care si-i modifice
aceastd stare.

Principiul acetiunii forfelor. Acceleratia unui corp esle proporlionali cu
forfa aplicati si este Indreptatd in direcfia si in sensul in care actionesszs
forta. | v L ‘

i

Efectul unei forteé asupra unui corp este independent de viteza corpului,

precum si de efectul altor forfe.
S-a constatat ca Intre forfa care actioneaza asupra corpului si acceleralia
imprimatd acestuia existd un raport constant, care a fosl numit masd m.
Se poate scrie:
BafuTuc v i
w a4

sau

in care:

F este forfa;

@ — acceleratia g
Il — H18S4,

\
Principiul aetiunii si reactivnii. La orice actiune corespunde intotdeanna
o reactiune de valoare egald si de sens contrar sau actiunile reciproce a dous
corpuri materiale sint intotdeauna egale si indreptate in sensuri conlrare.
Pentru a intelege acest principiu se ia urmitorul exemplu (fig. 2) :. pe o

masa I este asezat un cilindru A4 ; acesta actioneazi asupra mesei 2 cu forla /7,

Fig. 2. ‘Exemplificarea principiului egalititii actiunii si reactiunii.

=3

careia i se mai poate spune acfiunea corpului (cilindrului) A asupra corpului
{mesei) B. La rindul ei, masa B exercitd asupra cilindrului o forfa 131, care se
numesle reacfiunea corpului B asupra corpului 4. Forta de acfiune F este
egali cu forta denumit reacfiune Ft. Daci se scoale masa de sub cilindru si

== - - . »~ ayw b .
se introduce in locul ei forfa F, cilindrul continud s fic in echilibru, ca gi
curn s-ar sprijini de masé ; de asemenea, daci se scoate cilindrul de pe masi si

-

= . Al
se infroduce fn locul shu forfa IY, masa rispunde cu reactiunea F,.

1.2. PARTILE MECANICII

Mecanica cuprinde trei par{i distinecte si anume : statica, cinematica,
dinamica.
— Statica studiazd echilibrul corpurilor aflate sub acfiunea fortelor.
. — Cinematica se ocupd de migcarea corpurilor, independent de forjeie
eure actioneazii asupra acestora si fard a fine seama de masele lor.
Dingmica studiszi miscaren corpurilor materiale. {inind seama de
fartele eare aclioneazit agupra lor si de influenta maselor acestor corpuri.

1.3. UNITATI DE MASURA

Pentru a miasura o mirime fizicd, ea trebuie comparatd cu o mirime
de aceeasi naturd, consideratii ca unitate. Deci a misura inseamni a vedea
de cite ari se cuprinde unitatea de misurid in mirimea de misurat. Dacé se
noteazd cu A o mirime oarecare si cu ¢ unitatea de masurit, atunci rapertul

A . ¢ R -
=2 = n sc numeste valoarea numericd a acelei mirimi. Pentru a misura, se

o
folosese, de reguldi, instrumentle de miasurare iar rezuliatul se exprimd prio-
tr-un numir urmat de specificarea unitiitii alese. In marea majoritatea a {arilor
din lume se foloseste Sistemul International de unitiati de misurd (S.1.) care
cuprinde trei clase de unitifi :

— unitati fundamentale ;

unitiifi derivate ;
— unitifi suplimentare.

fn S.I. pentru mirimile mecanice se folosesc ca unitdfi fundamentale :

— unitatea de lungime - metrul;
— unitatea de masd — kilogramul;
— unitatea de timp — secunda.

Unitdtile derivate se deduc din ecele fundamentale pe baza relatiilor
stabilite intre marimile fizice corespunzitoare. Unele din aceste unitafi deri-
vate au cdpidtat denumiri speciale si au un anumit simbol, iar altele sint
exprimale pe baza unititilor fundamentale.

Unitatile S.1., suplimentare se referi la misurarea unghiurilor plan si
solid,




A

1.4. ECUATIHI DE DIMENSIUNI

O mairime fizicd oarecare se exprimi intr-un sistem fizic cu ajutorul
marimilor fundamentale. Astfel, viteza unui punect mobil se obtine impartind
spafiul la timp. Unitatea de misurd a vitezei este deci egald cu unitatea de
misurd a. spafiului impartitd la unitatea de misurd a timpului. Se poate
5Crie ;

[v] = [ﬂ ~[L T

Acecastd expresie poarltid numele de ecuafia de dimensiuni a vilesei.
Eeuafia de dimensiuni a forfei se deduce din ecuatia fundamvma!a u
mecanicii /' = ma, din care rezulta :

[Fl= [MLT].

Omogenitalea Jormulelor

Pentru a verifica omogenitatea unei formule se seriu ccuafiile de dimen-
siuni pentru fiecare termen in parte; pentru ca formula respectivi si fie
corectd, trebuic ca ambele piar{i ale egalititii sd aibi aceleasi dimensiuni:

2
STATICA PUNCTULUI MATERIAL LIBER

Statica studiazii conditiile de echilibru ale sistemelor de forfe si trans-
formarea sistemelor de forte aplicate corpurilor in sisteme echivalente, catre
si aibi acelasi efect asupra corpurilor asupra cirora actioneazi.

Fortele se misoari cu aparale speciale. Cel mai simplu aparat pentru
masurarea forfelor este dinamometrul (fig. 3). "La acest aparat, modulul
unei forte este misurat cu ajutorul deformatiei unui resort AB, care, In anu-
mite limite, este proporlionald cu forta aplicata.

in cazul punctului material, sistemul de forfe ce actioneazd asupra sa
devine un sistem de forte concurente.

Pentru transformarea sistemelor de forte aplicate corpurile In sisteme
schivalente se Toloseste regula paralelogramului (regula trinnghiului) si poli-
gonul fortelor.

REGULA PARALELOGRAM ULUI

In cazul a doud forfe concurente Ivl si F 5 sistemul mecanic echivalent
este o forld ale cirui modul, directic si sens sint reprezentate de diago-
nala ,rmrai’c[ogmmu[m for{elor (fig. 4, a) din acest paralelogram se poale
reline (riunghinl forfelor (fig. 4, b), care se obtine punind cap la cap cel

doi vectori ﬁ_l s ]*?2 (prin transformarea unuia in echipolentul siu) i unind
originea. primului vector cu virful celui de-al doilea.
Ordinea 'in care s¢ iau cei doi vectori este indiferentd.

Laturile triunghiului astfel obfinut’ reprezinta,
la scara aleasdi convenabil, forfele respective. In baza
relatiilor cunoscute din {rigonometrie (fig. 4. ), se
poate scrie :

R? = F} + F} — 2F,F, cos f
si
i }V‘I s ’pﬂ

sin(F, F,) sin a, sim o, '

Fig. 3. Dinamometrul. ;. Fig. 4. Compunerea a doud lori{e concurente.




Se observii cd o, - «, -+ B=ua -+
4z ; p ; :
+ B = w si deci:
3 B O =
de unde :
cos B.= cos(m —a) = — cos
sin § = sin(x — a) = sin a.

Fig. 5. Descompunerea unei forte dupd

3 Cele doud relalii de mai inainte
doudl directii. i { .

devin :
R? = [} 4 F% 4 2F F, cos a.
R - £ F,
sin ® sin ogy sin @, i

Cu ajutorul acestor expresii se pot stabili relatiile existente intre o
dulul rezultantei, modulele forfelor componente si valorile unghiurilor [or
mate de directiile acestor vectori. el '

Paralelogramul forfelor poate fi folosit, atit la compunerea a doui forte,

=2 - . Y Lt . iy
cit i la descompunerea unei forfe F dupd doudl directii date A, §i A,, concu
rente in acelasi punct cu for{a dati. Notind compenentele cu I, 5i F, (Tig. &
se poate serie:

FeF 4P, =F +F, |

2.2, POLIGONUL FORTELOR

‘Daci se consideri un sistem de forte concurente, 7. .. I, (lilll'rtf'li.ﬂul’j:'ik
sistemului echivalent se face tot cu ajutorul paralelogramului forfelor (fig. 0).
Se compun cu ajutornl regulei paralelogramului doud forte (de exem-

>

i ; a1 1 1 9 BV, ‘ > b 3 " b - 4 ¥
plu Fy i I7) §i se obfine o primé rezultanti R’ care se compune in conlinuare

Fig. 6. Poligonul for{elor

cu forta £, si se obline rezullanta 7" ; se continud acest mod de lueru pind la
introducerea ultimei forfe, cind se obfine rezullanta tniregqului sistem. Ordinea
in care sint luafi vectorii-forfa in aceastd operatlie de compunere este indife-
rentd. Se observi ca in figura 6 iese in evidenta un poligon OARBCD ale cirui
laturi reprezintd foriele din sistem §i rezultanta lor. Acest poligon poarta
numele de poligonul for{elor. Pentra construcfia lui se pun cap la cap vectorii
echipolenfi cu vectorii-forle concurente din sistem intr-o ordine oarecare si
se unegte originea primului vector cu virful ultimului veetor echipolent pentrn
a4 se obtine rezultanta sistemului., Rezultanta are acelasi efect asupra pune-

)

tului material ca si sistemul de forfe concurente luat in discufie

2.3. MULTIPLICAREA UNUI VECTOR CU O MARIME SCALARA

Dacd un veetor I, este multiplicat cu o mirime scalara 7. va rezulta un

veetor Iy al carui modul este de A ori mai mare. Se poate scrie : Iy = \F,.
Daca vectorul are modulul egal cu unitatea se numeste persor.

2.4. EXPRESIA ANALITICA A UNU| VECTOR IN PLAN
Se considerd un sistem de axe Oz, Oy determinate de versorij ¢ si ;

(Big. 7). Un vector F, reprezentat prin segmentul OC, care are punctul de
aplicatie in O, poate Ii descompus dupi directiile celor doua axe in componen-

tete J st I, care au mivimile : 04 = X §1 OB = Y. Se poate deci scrie

5 e Fe o — 5
o= 04 = Xj §1 Iy == OF = YL
dect :

- - - a

= 0C = Xi -+ Yy

este erpresic analiticd a unul vector tn plan.

Pentru a determing mérimea vectoralui F

denumitd si modulul vectorului F se poate yh
observa ¢l ;
= v OA?Z L OB — /X2 4 %8
OC = Fove \,/(}fi o oB* = \/A + Y 1 Vit i i
‘ ol 3 BF ws | UE TVE 4 -
} deci s 7 = /X2 L V2 E ra
Lrireclia | veclorului I se stabileste de- J A 28
. A - s - - v
terminiud marimea unghiului « pe care-} 7l = Vi ‘;:4 —
face cu axa Ox. Rezultd, din triunghiul 0AC, c 7
| €3 b o = il . Fig. 7. Descompunerea une forte
£ e

dupd doud axe rectangulare.




2.5 EXPRESIA ANALITICA A UNUI VECTOR IN SPATIU. : |
'REGULA PARALELIPIPEDULUI ! .

Se consideri un sistem de rci'el‘inté triortogonal drepl, format din axele

Oz, Oy 0z, ce au drept versori pet ;, I. (ig. 8)- {n originea O acfioneazd o
L] ’ __’,

forta F, reprezunmm prin vectorul OC’. Acesta se deswmpune dupa dmm
directii in OD 5i O(., astfel ca se obfine :
o = 0C + 00'.

a - .' i -
Vectorul OC din planul zOy se poate, la rindul siu, descompune dupa
directiile axelor Ox si Oy, astfel cd se obtine .

T o + 0B - g
Notindu-se 0: A = X; OB = Y's5i 00" =2Z, prmecirnle pe cele trei axe,

1! )
se obfine expresin analiticd a veclorului I = 0C' in spafiu sub forma:

F = Xi 4 ¥f + 2k
Modulul vectorului F se determini observind cii:

. 3/ OCF + 007 =/ 0A%  0B% + 00>,

24\
i ' 8’
~
N
N
N
'4’ : \ J”
v 2
ff“ ~
P s b
X ._Z— \~
¢ - 5 4
- N
Z o |
\ |
N [
A |

X

Fig. 8. Descompunerea unei forte dupd trei axe rectangulare.

10

D(-('i, . LH'
F= /XY V7

I

Sy ¥ = I

Pentru a se stabili direetia vee- ~ |

terului /' este necesar sii se caleu- '

leze unghiurile «, 8, v dintre direcfia “\ 8 Ji
. s SN - . -
vectorului F si cele trei axe Ox, g B 7

Oy si Oz,

Pentru a se determina, de exem-~ Fig 9. Determinarea unghiului dintre di-

plu. unghiul 8 se poate trasa dreapta
B(C'. Se observid ci facind parte din
planul determinat de fata laterala BCC'B’, dreapta BC’ este perpendicu-
fard pe axa 0y. Se fm‘meam astfel triunghiul dr('ptunghm OBC (fig. 9, a
carui ipotenuzi este OC’ = F si are cateta OR == ¥

Rezulta :

rectia fortei F si axa Ow.

r

L 5 1
Y =Fecos P sau cos f=-—
3
s in mod asemidnitor :

X .
CO8 o = S §1  cos y = —

care poartdt numele de cosinusuri direcloare.
Se observd cd existd relatia :

cos® & - cos? B 4 cos?y =1

2.6. TEOREMA PROIECTIILOR

Se considerd poligonul A BCDE din figura 10, care reprezintd insumarea

grafici o unui sistem de vectori concurenti.

B2
T ———

X
Qu"‘w

g Z Cact
| |
| | 4
l"" | ! £
i ] ]
[ [ | ! |
, : | | i
. ‘ . l i 4
W . b ¢ vl & P
V / V y :-gf’ff

Fig. 10. Insumarea graficd a unui sistem de vectori concurenti (teorema proiectiilor).

11




Considerindu-se o axi A oarecare §i un numair de 1 plane m, perpendicu-
lare pe aceastdi axi, care trec prin punctele 4, B, €, D, If segmentele ab, be,

- - —»
ed, ... reprezintd proiectiile forjelor Fy, F,, ..., I, pe axa A, jar az — pro-

iectia rezultantei R pe aceeasi axa.

Se observid c¢d: ae = ab -+ bc +cd + de -&-1.. si se poale cnunfa teo-
wemra proiectiilor : proiecfia rezultantei unui sistem de forfe cancurente pe o axd
A este eqald cu suma algebricd a proiecfiilor forfelor componente pe aceeayi axd.

2.7. COMPUNEREA"UNUI SISTEM DE FOR}'E CONCURENTE
PE CALE ANALITICA '

Se consideri in spajiu un'sistem de forfe cdn(‘urvnte (fig. 11) in-originea O
- =

a sistemului de axe Ox, Oy, Os cu versorii i, &, j si se propune a se determina,
prin caleul, rezultanta. ! ;
Fiecare forid in parte se pmt? exprima *;uh fmnn

B - giwed +ul

f’z i ngf'*“ Yz._f"f'zzﬁ 7

!:;ﬂ == ‘\’*u—; + -EI;I.)'T; _{":;: Zﬁl‘?'.r

fn baza tearemei proiectiilor Tezultd :

- -
R =%F, }_,\’c "—Z‘Y] +“~‘71‘, undo i are valori de la {...n,
{1

gau :
R X o YR B Zh, §
unde :
_ll ' n T
X=Xy V=3V Z=32%Z
i=1 {=1 =1

Rezultanta este determinati dacd se
cunosc modulul si directia ei.

Modulul rezultantei este

y R~ JXFVTZ

sau

X R:;::.V Y Y‘:ﬂ_[n]’)g
Fig. 11. Sistem de vectori concurenti, ' L ) {— 211 T o4

12

iar directia cu relalia :

Directia rezullantei devine cunoscutd prin. determinarea cosinusurilor
directoare : '

B X0
X 1
COS5 o = ——= =
R i
5,
¥ 1 '
cos f = — =
R R
no
CO§ vy == o e

[n cazul unui sistem de for{e concurente in plan, expresia analitici a
rezultantei devine :

R = Lj" = 3‘ ’(,1 +ZY¢J =a Xi + Yj,

“modulul el caleulindu-se’ cu rt‘lnhu

= JXEYE

1;:&‘_&!1--2.

2.8, ECHILIBRUL PUNCTULU| MATERIAL LIBER

Un punct material asupra caruia actioneazi un sistem de forfe concurente
date, care nu este supus la nici o ingridire a poslblhtatilm de deplasare
este un punel material liber. ,

Un punct material liber este In echilibru daci, rczultantd fortelor ce
actionenzd asupra lui este nuld :

R =0 san R = F; = ‘_,Z'ur +ELJ 4+ T Z ik = ().
£l 1 i

Modulul rezultantei este:
R = /Xt ¥ Y? + 2% = 0.
desi

X2 Y2 22 =0,
Deocarece :

n n 12)
X=3X: Y=3Y,si Z= &
i 1 1
sint mirimi scalare pozitive sau negative, pitratele lor sint mirimi pozitive.

13



Rezullé ei rezulanta este nuli numai dacd :

[ {
XZ}_}X{?O‘
1

n
V=%Y,=0 &— in spatiu ;
1

n
E="S% =0
1

sau

n
XﬁE&=Ol
! — in plan.

n
sznmol
1

Aceste trei ecualii, in cazul fortelor concurente in spafiu, respectiv dou#
ecualii, In cazul forfelor concurente in plan, reprezinté condifiile de echiliiru
al punctului material liber.

In cazul rezolviirii pe cale grafici, rezultanta trebuie si fic nuld deci poli-
gonul forfelor rebuie sd se Inchidd, adicd virful vectorului echipolent uhlimei
forfe trebuie sii coincidii cu originea vectorului primei forte din poligon.

TNTREBARI RECAPITULATIVE

. Ce se infelege prin sistem de forfe concurente in plan ?
. Ce se infelege prin triunghiul forjelor 2 Dar prin poligonul forfelor 2
. Care sint relajille pentru determinarea rezultantei o doud forfe concu-

rente si a unghiurilor dintre rezultantd si componentele ei 2

In ce constd metoda analiticd pentru compunerea unui sistem de forte
‘concurente %
. Care este condifia de echilibru.in cazul unui sistem de forfe concurente
[Cc;rafic si analitic)

um se determind modulul rezultantei unui sistem de forte concurente ?

. Cum se determind directia rezultantei unui sistem -de forfe ‘coplanare-2

N ;o W

3
STATICA PUNCTULU! MATERIAL SUPUS LA LEGATURI

3.1. FORTE ACTIVE SI FORTE DE LEGATURA

Un punct material asupra ciruia actioneazi un sistem de forfe con-
curente, dar care este supus la o restrictie oarecare, este un punct material
supus la legiituri. Prin aceastd restrictie se infelege ci punctul material este
obligat s se afle permanent pe o suprafafd san pe o linie curbd data.

Punctul material si suprafata sau linia de legituri se interactioneazd
vrin forte de interactiune, care poarti numele de forfe de legdiurd sau reac-
fizni, Rezultdi cii asupra punctolui material supus legiturii acfioneazd doud
categorii de Jorte, si anume : :

~ forjele aclive denumite si forfe date (de exemplu, forla gravitalionali,
foria exercitati de un electromagnet, presiunea aburului, forfa = muscu-
fard ete.) ; ' \ \

— forlele de legdturd denumite si reacfiuni (punctul material aclio-
neazd asupra legiturii geometrice, care la rindul ei acfioneazid asupra punc-
tului).

In figura 12, a este reprezentat un corp material care datorith feorjet
gravitationale (greutitii) G este obligat s se alle in contact permanent cu
un plan inclinat. Legitura in acest caz o constituie planul inclinat. In figura
12, b se aratdi o miargea montatd pe un inel de sirmd, actionati de fortele

A o s i :
¢ i T. Inelul, care are forma de cerc, reprezintd legatura punctului mate-
rial (mirgeaua), deoarece el trebuie si fie permanent pe cerc.

3.2. AXIOMA LEGATURILOR

Pentru a se studia mai usor echilibrul san miscarea unui punct mate-
riul supus la legituri, acesta se transformid intr-un punct material liber.
Azest lueru este posibil, dacid in locul legiturii se introduce forfa de lega-
terh corespunzittoare. '

Orice legiturd. geometricd a unui punct material poate fi inlocuiti cu
o fartd de legiitura. Se obtine astfel un punct material echivalent liber, asupra

L
ciraia actioneazd un sistem de forfe format din forfele active F, si forfele

de legiturd Fi,.

¢ 4
Fig. 12. Exemple de punci material supus la leglturl.




3.3. STATICA PUNCTULUI MATERIAL SUPUS
LA LEGATURI FARA FRECARE

In cazul echilibrului, rezultanta sistemului trebuie s lie nuli -

R=3F 5B, =0.

Penlru a se cunoaste cum se introduce in calcul forta de legatura, se
poate lua in considerare un punct material ce se sprijind pe o supralati &

oarecare (fig. 13,} in punctul M. Planul x este tangent in punctul M la su-
prafata, iar dreapla nn’ este normala la acest plan in punctul M. Pealru
simplificare se poate face ipoleza ci suprafata este perfect neteda (lucie),
deci nu apar freciri.

Asupra punctului M aclioneazid o lorld datd & si o fortd de legatura N,

¥ ;
necunoscuta ca mirime, directie $i sens. Forta F poate fi inlocuiti prin com-
— -
ponentele sale £, si &y, dupéa directia normalei nn’ si a planului tangent .
Dacd suprafala este neted, este absolut necesar ca F; — 0 pentru ca punc-
tul sd nu alunece pe suprafati. Rezulti ci pentru echilibru trebuie ca
- -
F, + N = 0. De aici se deduce ci forfa de legiturii are directia normialei
7 ¥ o ¥

comune la linia sau suprafata de contact, iar modulul si sensul ei sinl ne-
cunoscute.

Pentru determinarea modulului si sensului fortei de legaturd, se wserie
ecuatia de echilibru sub formi vectoriali :

R=YF,4+ N —0.
Prin proiectarea acesteia V])L‘ cele tre
axe, se obtin rei ecualii scalare :
.r\‘.:}(ﬂ G 1\".-1' =% ] &
M N sl
3y + N, = 0.

Acestea reprezintd  conditiile de
echilibru pentru punctul material supus
la legaturi fird frecare.

In cazul punctului material SUUS
la legituri prin five, fortele de legituri
sint fensiunile din fire, Ele uu directia si
sensul de intindere coresponzitoare firu-
lui. Pentru exemplificare, se considerid o
lamp& susfinuta de doud fire (lig. 14, «).
Se presupun tiiate firele si se inlocuiese
cu fortele ce se exercitd prin ele, obti-
nindu-se astfel un punct material liber,

la care forfele G ?1 si ;1';’,_, sint in echi-
libru (fig. 14, b).

Fig. 13. Determinarea directiei for-
tei de legdtura. ©
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Fig. 14. Exemplificarea modului de introducere a
fortelor de legdturd.

In figura 15, « este indicat cazul unui punct mat(-arial ac;tionaf;_ de I'i)rl,.u
gravilationald G, sprijinit pe un plan inclinat si susfinnt de un lu pz‘nalcll
cu planul. In Mgura 15, b se aratd modul in care'acest punct Illé?tellﬂl.hli[)l'ib
Ja legdturi esle transformat intr-un punct material echivalent liber, asupra

—

cirnia actioneaza forla activd ¢ si fortele de legaturd N si T

3.4. STATICA PUNCTULUI MATERIAL
SUPUS LA LEGATURI CU FRECARE

5401, Freearea en alumecare. Dach suprafala sau curba de s;ln‘illi.n ce
constituie legitura geometricd a punctului material }n_'ezin.l:“i EIS[?l‘l'ilﬂ:l'l.
atunei in suprafaiit aparve o forfi de rezistenfa, tangenti la supraflala, ce
are dircefia miscarii si sensul contrar tendinfei dc.unusoure“; ;'15'0.2151"(1. puarta
numele de for!{d de frecare cu alunecare si este o forld de legéturd tangentiali.

Modulul fortei de frecare este limitat. Forta de frecare se prodoce con-
form legitor hui Coulomb. care au fost stabilite experiment.a].. L _

Daecd se consideri un punet material rezemat pe o suprafald si aclional

de o forla activid 7, atunci in planul tangent la suprafati, apare o reaciiune

tangentiala I'—’A,. La echilibru valoarea acesteia es‘tc_,F,- F ;J.Z\’.Txar‘in r-fut,uri
cind punctul se afli in miscare este datd de relatia I7 =, ;;'_,v\. In -iil,‘l.‘.d.‘x_f;d
relatie N este modulul reactiunii normale, iar . — un coeficient adimensio-
nal ce poartid numele de coeficient de frecare. Valoarea lui p. de]nnﬂde de : na-
tura materialelor din care sint confectionate suprafetele aflate in contact,

-..._.'\
a 14
Fig. 15, Exemplificarea modului de aplicare a axiomej legéturilor.
2 — Mecanicd, ¢l. @ X-a — ed. 346 17




gradul de prelucrare al aceslor suprafefe, viteza relativi de alunecare din tre
cele doud solide. Acest coeficient nu depinde de modulul reactiunii normale N
si nici de mirimea ariei suprafetei comune de contact.

3.4.2. Conul de freecare. Unghiul de freeare. Daci forta activa T sa r:

roti in jurul normalei la punctul de contact, atunei rezulianta R a [or{elor
de legiturd N si F, s-ar roli si ar genera un con. In mod aseminitor, rezul-

tanta £° a fortelor active T §i G ar genera, de asemenea, un con. Se obtine astfel

un con cu pinzd dubli, care poarti numele de con de frecare (fig. 16).
La limita de echilibru cind 7' = Fy = uN se observi ci :

Fy=uN = Ntgg; rezultd w=tgoa.
Unghiul p poartd numele de unghi de frecare. :
Se poate ohserva ci daed asupra punctului acfioneazi o forfa activa
rezultanta ﬁl aflati in interiorul conului de frecare, atunei componenta
Tl < ﬁ, maz $1 punctul material este in echilibru.

Dacd actioneazd o forth I, aflati in afara conului de frecare, rezulta
Ty = Fpmer i punctul material se pune in miscare.
- f 1) 5

~ e sy s B i
Rezultd cii pentru echilibru este necesar ca suportul rezultantei fortelor
active si fie in interiorul conului de frecare.

3.4.3. Echilibrul punetului material supus In legitori eu freeare. In

cazul legiiturii cu frecare, in ecuatiile de echilibru este necesar si se intvo-
ducéd si forfa de frecare. Trebuie avut in vedere, in plus, cii la echilibru tre-
buje respectatd si inegalitatea :

- -3 .
[E < p|N|
Se oblin o ecuafie vectoriald si o inegalitate :
S+ N+ Fp=0;
‘F‘f S‘; lu_f\\f.

Proiectate pe cele trei axe de coordonate, condifiile de echilibru de-

vin ;
BX, + X A Fpy =0,
Eya ::{"EYEW e Fﬂl =1} }
E‘Z-u "i— Zzh‘.a + Ffz & O:
51
= F, < pN.
— & ¥
/,} 2
PROBLEME
‘ - 1. Doud forfe P si aclioneaza
);f;fgcg?ff \Z asupra boltului O (fig. 17). Si se deter-
mine : rezultanta (modul si directie) si
unghiurile pe care le face aceasti rezul-
Fig. 16. Conul de frecare. tantd cu forfele P si Q.
18

Fig. 17. Determinarea rezuliantei Fig. 18. Directiile si unghiurile fortelor date.
) si unghiurilor.

Rezolvare
Folosind regula puaralelogramului fortelor si relatiile corespunzitoare, se oblin:
R2 == P2y QF o 2P0 cos 30°;

P Q 1

'
sin oy sin @;  sin 30°

de unde : R z\/fn‘}- Q* + Pwag;

3 ¢ sin 30° Q
EIn oy = o R e *
R 2 /P L@ Pof3
) P sin 30° P
sin ®, = == T
R 2/ P+ @+ PQY3
doei !
Q
&y ==arc sin T
2P+ @ POV
IJ

oy == are sin 5 ¢
2 \/Pl 4+ @+ P43
Inelinarca rezuliantei faid de orizontald este :

Q
2 \/ P Q4 POYS

B = 30°4- arc sin

2, Asupra unui punet O actioneazi sase forte (fig. 18) : FI. = 2NipFy =
=3N;Fy =4N;F, =2N;F, = 4NgiF, = 3N, care au taj;sl de axa‘_();zc:
unghiurile de inelinare: ey = 0°; @, = 30°; ay = 45°; a; = 90°; a; = 135
siag = — 30° (fig. 18).

Sa se determine modulul si direcfia rezultantei.
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Itezolvars

Proiectille pe axe ale rezultantei unul sist p
" L 4 em de forfe concurente sinl egale cu s »
proicciiilor pe axcle respective ale for{elor componente : S ChRie i suntEle

= QR 0 K, cod 30° - F, cos 45° 4 Fy cos 90° 4 Fy cos '135° 4 F, cos(--30°);

i, = F, sin 0° 4 F| sin 30°+4 R, sin 45° i 75 sl
. 1 4 Iy sin 30° -4 By sin 45° I’y sin 90* + F, sin 135° . y sind —130°),

[nlocuind cu valorile date se obtin :

= g s \/I 2 [ Iy
=TT 4g—i~2-0—4‘—2~+'3%5_;=7,19 N

LR DR, ey
___+,_.14r4_uk_3‘!—==-1,82N.

1
Ry =204 5— 4 4V
¥ t > + 4 3 5 .

Modutul rezultantei este -

R= JR+ Ry = 7107 L 1,857 — 8,65 N,

Directia rezultantei este dati de relatia -

R 4,82
g o= — = - U,S".
148 719
N deed, !

& w= 35°50)°,

Y:}.‘Pc un plan inclinat ecu unghul «
fald de orizontald (fig. 19, a) se afla o

2 corp supus forfei gravitalionale (f care este
a ~ tras en nbfm'té orizontald T. Si se aflle pen-

- tru ce valori ale forfei 7 corpul sti in echi-
libru, dacj se cunoaste coeficientul de fre-
care .

MRezolvare

Se desface corpul de legdtura sa cu planul $i

s{a reprezintd forfele active G-.si !:': forta de legatura N

normald la plan ¢l forta de frecare F ta
g : angentd [a
plan, avind sensul contrar tendintel d-! igcar 1
& zultd dowd cazuri ; O gt Mo
— corpul tinde s& se deplaseze in sus pe plan

-
~ N

8l In acest eaZ, forfa de frecare ¥, ar ; j
planuluf (fig, 19, by: AR R e
— corpul linde 5d se deplaseze in jos pe plan

N X
—a j ] -
2 sl In acest caz, forfa de frecare F, are seqs:
\\/ ,\\ 7 > pe direclia planului (fig. 19, ). B SRR
- Se aleg drept axe ale sistemului de referinfd
\: = B e diréclia planului si normala 1a plan. e
e i mp;-oarece ccln-pul. poate fi consideral ca un punet
// . (‘L:;I‘el;;;t » el va fi actionat de un sistem de forte con-
Lkl & 2 ! e, : ;
o SN AN . Conditiile de echilibru, finindu-se i de
: legile frecdrii, sint s Fy i o
o EYPEH;FU primul caz (fig. 19, bymie
Fig, 19, ICazur-ile pentru care EY - N (fs(}ac;; (i Bmes;i% mg g;
corpul std in echilib ; ' ) 3 r
ibru, Fg¢<pN. ‘ (3)

|30

fnloculnd, rezuita :

T oeos 2z — (i sin o < w(G cos o+ 1T din )

T{vos = — p 3in @) < G(sin o+ cos @)

sin « 4+ @ cos @

TG

cos o — b sin o

Aceasta este conditia necesard pentru ca respectivul corp sii nu se deplaseze In sus.
— Pentru cazul al dollea (fig. 19, ¢):

YN =Tcosa—Gsina4 Fp=20
EY =N -~Gleosa —T sina=0
F, s uM.

fn mod asemdndtor se obline vondilia nacesard pentru a nu se deplasa corpul In Jos

#

Gsinx — T cos «

i

< w{(r cos o+ T sin o) ;
Gsin o — p cos a) = T (cos a4 sin o),

rexultind

I sl — | COB o
' T = Goll’l [+ 4 |

cos o -+ u osin o

Pentra sehilibral curpu!hl este necesar s fie Indeplinite ambele conditily adich

sin ® — @ cos @ . sin o -+ (L cos o .
{5 _..__._5_.______ =T <G ______p'__,_r._,. .
cod o4 @ osin « cos o — [ sin o

Aceastd expresie se poate serie mai simplu dacd se noteazd @ p =g ¢ 4l ¢ Immparl nu-

mitiatorul ¢ anmiterul cu cos o, Se obiine :

reg ety
1 —tdatgp

=

G tg o —tg p
Pl A I
14t et p

Gonditia de ochilibru a ecorpului se mai poale serie sub forma :

| Gtg— o< T<Glee+o |-

Condigia do auntofrinare. fn foarte
;echilibru pe un plan inclinalb fird si se
care gi descircare). Accasta Inscamnd cd 7 = 0 §i decis

G tgle — p) <0,

de ande !
o = p.

Condiiia de autofrinnce arati cid unghiul de fnclinare o al planului trebuic sd fie maimic

«deeit unghivl de frecare p.

multe situatii este neeesar ea respeclivul corp sl stea in
actioneze asupra Tui (de exempluy, Jn rampele de inedr-
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Fig. 20. Solicitarea cablului.

A lv.ln’ container de secliune dreptunghiulari, acfional de forta gravi-
l:‘lglpllala {greutatea) G = 1500 N este ridicat cu o macara care p,ringe un
achi de cablu lung de 5 m ce poate fi legat de capetele uneia din laturi in doua
moduri (fig. 20). Si se stabileascit in care din cele doui cazuri cablul este maLi
sn[icitatzt_I_,al:urifc containerului au dimensiunile : €D — 2 5\/{7..5 m si DIT -
= .‘2,5\/3 m. ’ o

Rezolvare

In primul caz (fig, 20 @). In cabl i
. [ caz (fig. 20, o). ablul A B tensiunea este de 150 J
Din AACD se obiine AL = 2,5 m, apoi s, i

b E5E Ao oWE -

COS oy = e — LR =
1 2AC 2 55 "—2 ,  ddeci 9 e

Din condiliile de echilibru se abtin :

H it - i
—T, cos T+ T congo;
Y

9T, sin =+ 1500 =0;
4

1 1 500 1 500
T A T = — = o
38 | ¥
)

Iy
2

i ;
In o doilea caz (fig, 20, b). Din figurd rezultd gg = 30° = s deci cos my =
Din ecualille de echilibru se obtin:

7 e T
—T] cos — + Ty cos — =03
\ 6

_T% sin Z 4 1500 =0
x 6
Ty = T, = 1500 N.
Cablul este mal solicitat in cazul al doilea, deoarece T T

5. Un bloc cubic de laturd a actionat de forfa gravitationald (greutalea)
G este ridieat cu o macara, fiind prins pe un ochi de cablu de lungimea 5{; care
il sustine in unul din cele doud situafii aritate (fig. 21). Si se stabileasca
in care situatie cablul este mai solicitat.

Rispuns. Cablul este mai solicitat in primul eaz.

Sojulie
In prima situatie

Salatie .
lr o dove S.'/t/afn.’

¥ | A

=[G

A

7 T
3 \
@ \

&/
EE—\-——M-——- ¢
+

aVz

b ¢
Fig. 21, Solicitarea cablului.




1z 6. Asupra punctului O din col-
v 5 ful unui paralelipiped (fig. 22) ce
// : are laturile «a, 2a, 34, actioneazi un
> sistem de forte '), I, Iy, I, si I,
s P B H deos o o n s
Fgsi I dupa directiile 04', O,
OC, 07, 04, OB, 00'. Se cunosc
| modulele fortelor :
IS Fy = F10 ; F, @ oF /T3 ;

By =3EJ5; F, = B/I%;
Fy=F; F,=29F; F,=3F.

3i se determine rezultanta (mo-
dul, directie si sens).

Raspuns
Expresia analiticiA a rezullantei :

Al -
R = XF, = 6I'f + 14F} + 15FF,
1

N Modulul rezultantei ;
Fig. 22, Actiunea sistemului de forte apli- e B W B e
cate in punctul O, R == JO3FT T 11 R L 1Bt = FJ457,
"

Bireclia rezultantei :

6F 6
cos o = —
NG AN 5
14 3
cos @ = ——: cos v = 1 -
JA57 JA57

Z. l,-‘.n corp actionat de forta gravitationald (greutatea) ¢ se alla pe un
plan inclinat cu unghiul o fald de orizontald (fig, 23). Corpul este tras cu
un cablu ce face unghiul 8 en planul,

Fig. 23. Determinarea tensiunii din cablu pentru cazul de echilibru.

4

Daca se cunoagte coeficientul de [recare w intre corp si plan, si se de-
termine intre ce limite trebuie si se afle lensiunea din cablu, astfel ineil
corpul s stea in echilibru.

Eatspuns

,8in o — pocos « .8in o+ p ocos «
Ly ————— N i e

= T =

cos - @ ocos o Ccos & — @ sin @

TNTREBAR| RECAPITULATIVE

1. Ce se infelege prin punct material supus lo legaturi ¢

2. Ce se infelege prin forfd de legdtura 2

3. In ce consta axioma legdturilor ¢ La ce se foloseste ¢

4. Care este condifio de echilibru, pentru punctul material supus la lega-
turi (vectorial si analitic) ¢

5. Care sint legile de producere o forfei de frecare de alunecare 2

6. Cum se studiazd echilibrul punctului material supus la legéturi cu frecare !

7. Care este semnificatia conului de frecare 2




STATICA SOLIDULUI RIGID
4.1. GENERALITAT!

Solid rigid este corpul care se caracterizeaza prin faptul cd nu se delor-
meazi sub actiunca fortelor. Se considerd un solid rigid (fig. 24) asupra ciruia
actioneazi doud forfe F egale, de sensuri contrare, situate pe acelasi suport,
avind punectele de aplicajie A si B. Dsle
evident ci distantele AB si €D rimin ne-
schimbate, daci forfele se deplaseazii pe
suportul lor, in punctele € si D.

IFForfa poate fi deplasatid de-a lungul
suportului sau fard ca efectul forfei asu-
pra corpului si se modifice. Se poate deci
trage concluzia cit vectorul fortd are, in
cazul solidului rigid, proprietatea e
veclor alunecdior.

In aplicatiile pracitice curente, soli-
:z;%mzil C;i;?g‘ec‘":lagﬁogﬁ‘;;%r ;}SE:; dul rigid este aclionat simultan desmaj

unui solid rigid. multe forte. Dacii suportii acestor forfe
se Intilnese intr-un  puowet, atunei se

poate spune ¢ asupra solidului rigid aclioneazd un sisiemn de forie concurentde.
Dacé suportii forfelor ce aclioneazi asupra solidului rigid nu se inlilnesc in-
tr-un punct si formeazi un sistem de drepte eu directii oarecare, atunci se
spune cd asupra lui acfioneazii un sislem de forfe oarecare.

Problema principali ce se pune esle de a inlocui un astfel de sistemn de
forte cu un sistem meecanic mai simplu, care s& aibd insi acelasi efeel asupra
solidului rigid.

4.2, REDUCEREA UNUI SISTEM DE FORTE CONCURENTE
CE ACTIONEAZA ASUPRA UNUI SOLID RIGID

Forjele F, Fy, ..., Iy (fig. 25) ce actioneazi asupra solidului rigid in
punctele I, 2, ..., n au suportii concurenfi in punctul 0. Tinindu-se seama
de caracterul de veclori alunecitori al acestor forje, vectorii pot fi deplasali
de-a tungul suportilor in punctul O, astfel e vor forma un sistem de forle
concurente fn (), Acest sistem poate fi inlocuit cu rezultanta sa, data de re-
latia ;

o R, n N n o W e
I{ = EI‘; == }:{’lz" + EI' ':’j *‘,L z!‘ fEI.‘
i=1 =1 i=1 fint
Rezultanta astfel obtinuti are modulul, direcfia si sensu; bine deler-

minate si poale inlocui sistemul de forte I, .. .. I, dat.
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e

Fig. 26. Momentul unei forte In ra-
port cu un punct.

Fig. 25. Sistem de forte concurente ce
actioneazd asupra unui solid rigid.

4.3. REDUCEREA UNUI SISTEM DE FORTE OARECARE

Pentru reducerea unui sistem de lorfe oarecare esle necesar ca in prea-
labil si se stabileascii anumite notiuni pregititoare de bazd si anumite ope-
ralii de echivalenta.

Notiunile de hazii sint necesare: momentul unei forfe in raport cu un
punct, momentul unei forfe in raport cu o axi si cuplul de forle.

4.3.1. Momentul unci forte in raport eu un punet. Prin definilie, momen-
tul unei forfe in raport cu un punct O (fig. 26) este egal cu produsul vectorial
dintre vectorul de pozitie al unui punct oarecare A de pe suportul fortei fald
de O si vectorul forta:

—»

Mp sty WH =g T,

Momentul 3, este un veetor care are punctul de aplicatie in 0, perpen-

dicular pe planul format de acest punct si suportul for{ei F' si are sensul dat
de regula burghiului.
Modulul momentului unei forfe in raport cu un punct este dal de relalia;

My = ryffesin g = rg-f9-sin § = Fd,
deoarece
rysin g = rysin f = d.

Deci, modulul momeniului unei [orfe In raport cu un punct esie egal cu
produsul dintre modulul forlei si distanfa de la punciul O la suportul forfei.
Momentul unéi forte in raport cu un punct este un veclor legat (lig. 27)

de acest punct. In baza definifiei date, expresiile momentelor fortei I7 fafd
de punctele O si 0, sint

- = 55
Ml == ol e 0 g
My im=utipt 5% ol

oy




Se observit ci intre aceste doud
expresii se poate obfine o relatie de
legiturd seriind : :

——t - -
00, -1, = r,.
Se poate deel serie :

-

i oo = =
My =r4 X F =(00,4r) x I' =

00, F R x B

T R s -5 i .
== 001 o -+ ""l[r)l. Deci A‘[O F -"‘!‘i;’n-

Rezulta ci dacd se schimbid pune-
tul fatd de care se calculenzd momen-
tul unei forte atunei acesta 31 mo-

difici  modulul, direefia si sensul.

Fig. 27, Proprietatea de vector legat a Aceastdi proprietate aratd i mo- -

momentuiui unei forte in raport cu un g ;
punct. mentul unei forfe in raport cu un
punclt este un vector legat. :
Expresia analitied @ mowmentului unei forfe in raport cu un punet (lig. 28).
Expresia analilicd a vectorului de porzilie al punctului A4 de pe snportul Tor-

tei [ oeste: i

rale= gl b gag sl
unde a0 44 5124 sinl coordonatele punctului A, respecliv peoiectiile vectn-
rului de  pozilie ry pe cele trei axce :
i, j. k& — wversorii axelor de coordonale,

Expresia forlei I poate Ii serisd, de asemenea, sub forma :

e Xi LV 4 2

unde :

X, Y., Z sint proiecitile fortei F pe cele trei axe.

‘;:fﬂ z\ 5

.

Fig. 28. Momentul unei forie in raport cu un punct (a) si in raport cu o dreaptd (b).
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Momentul forfei F' fa{i de originea O va avea, deci, expresiu

Mo = Ty 4 F = (al + yaj 4 2400 % (Xi + YJ + ZK).

Deoarece produsul vectorial este anticomutaliv, va trebui pistrati or-
dinea inmultirilor pentra versori. Efectuind calculele se obfine :

72 o = Fig = 2 g - i M AT

Mg =r, X F=x,Xl X1 dx¥iXjra.2 x k4 g.,X i+
+ ya¥] X J & 9al] X K F3.XE X 14 2,YE % [+ 2,2k % F.

Este necesar sii se stabileascd valorile produselor vectoriale dintre ver-

sorii i, j, k. In baza definitiei produsului veclorial se pot scrie relafiile:

i j' w= ?; )>f P owe st
7 de =iy EOsiff = 4= 13
Kstd=]3 - P
50 e 0 oo il k% F=0.

Inlocuind aceste rezultate in expresia mowentului forfei F in raport
cu punclul O se obfine :

Mg = st =2, Y)'=J@al 5Ny 4 Mzl Y LX)

= ML 4 MJ + M
unde s-a notat :

Mo 551008 5 T Yo oM s =, 2 b 3eiNes

W

M, s Y < X

componentele vectorului moment Afy dupit cele trei axe ale sistemului de
referinl .
4.3.2, Momentul unei fore in raport cu o axd. Prin definific, momentul
8
unci forte I 1n raport cu o axii este egal cu proiectia pe aceasli axi a mo-

2 . - . CEET A
mentuluei forfei & stabilit in raport cu un punct oarecare de pe axit (fig. 25, «).
[n raport eu un punct oarccare 0, de pe axa A expresia momentului for-
& L, = e i
tei I' este Mgy =ry x F.
Proiectia My a acestui vector pe axa A, a ciirui direclie este determinati
de versorul u, se exprima sub forma :

IR u My, o wifEs RF)

Hiit 1]

Observafie : Momentul unei forte in raport cu o axad paraleld cu ca este nul.

4.3.5. Caplal de forfe. Doud torte parvalele, egale si de sensuri contrare,
ce aclioneazd asupra unui solid rigid, formeazd un cuplu de faorle (fig. 29).
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Se observi cd snma algebricii a proiec-
fiilor forfelor pe o directie oarecare A este
nula, cele doud proiectii fiind egale si de sen-
suri contrare. Rezultd ci rezultanta unui
cuplu de forle este nuli.

Efectul cuplului de forte nu ecste insi
nul, iar modulul sdu se misoard prin momen-
tul cuplului.

Expresia momentului cuplului de forte
in raport cu un punet oarecare O (fig. 29)
-este : '

—» - — - i

Mo =1y X F4r, x (—F) =

= =% £ y

=ity =) X X =AB X F,
ra i rp fiind vectorii de pozitie ai unor
' puncte oarecare de pe suportii celor doui
8 g forte,
Modulul momentului cuplului este

My == AB-F.sin a.

Fig. 29. Cuplu de forte.

Deoarece

AR sing = d

!

unde d este distanfa dintre cele doud forte, momentul A, devine :
My = Fd.

Momentul cuplului de forte este un veclor perpendicular pe planul for-
tefor, 1ar sensul siu se slabileste cu regula burghiului.

Momentul cuplului de forfe este un vector liber adici are aceeasi directie,
mirime si sens, indilerent fatd de ce punct se determind. 1l poate fi deplasat
in orice punct al solidului rigid si produce acelasi efect.

Daci se stabileste momentul cuplului in raport cu alt punct O, expresia
s8 wa i '

Mgyt g 138 B vt Py 3 (o s (i =) 300 B

ry sirg fiind veelorii de pozifie ai punctelor A si I3 fa{id de 0,. Rezulla ci
¥ Sy el Listi=s £F
Moy = AB X F si deci My = M,,. - .

1.3.4. Operatii de echivalentit (fig. 30). In cazul unui solid rigid actionat
de un sistem de forfe oarecare pentru inlocuirea acestui sistem de forfe cu
un sistem mecanic-echivalent mai simplu, care sii producd aceldsi efect asu-
pra solidului rigid, este necesar si se cunoascé anumite operafii de echivalentda
simple.

Astfel :

1} Dacd asupra unui solid rigid acfioneazii un sistem de for{e oarceare

- ~3
Iy Iy oony I7 sl una san mai mulie forle este deplasata de-a lungn! supor-

tului sdu (ex. I' din 4 in A’, fig. 30, a), efectul intregului sistem de forge
asupra rigidului nu se modilica.
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Fig. 30. Operatii de echivalentd.

2) Daca asupra unui solid rigid acfioneazd un sislem de [orfe oarecare
Iy, Fa ..., Fy si dacd se adaugi, sau se scot, doud forfe egale, pe acelasi
suport si de sens contrar (ex. forfele F'in A si A°, fig. 30, b), efectul intreguiui
sistem de forte asupra solidului rigid nu se moditica.

= 3 21 | ey 9

) Dacad in caznl unui sistem de forfe I, Iy, oL F, ¥y FY,, L, AR

ce actioneazd asupra unui solid rigid (fig. 30, ¢) existd un grup de forfe con-

T — L 2 : 52
curente {ex, F', F,...,FM), acesta poate {i inlocuit prin rezultanta sa I
fard ca efectul intregului sistern de forfe sit se modifice.

Reciproe, o fortd carecare din sistem poate fi inlocuiti prin componen-
tele sale [fird ca efectul intregului sistemn de Torte asupra solidului rigid s& se
modifice.

4y Daci fn cadrul unui sistem de forle Iy, I, ..., /', F care actioneazi

= e " 2
asupra unui solid rigid existd un cuplu de forfe I (fig. 30, d), acesta poate
fi inlocuit, fie printr-un cuplu de forte echivalent, fie prin momentul cuplu-
i, M, fird ca efectul intregului sistem de forfe asupra solidului rigid si se
modilice,

4.3.5. Reducerea unui sistem de forje oarccare ce actioneazit asupra unui
solid righd in raport ew un punet 0. Prin aceastd operatie se infelege inlocuirea
intregului sistem de forte carecare cu un sistem mecanic echivalent, aplical
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Fig. 31. Reducerea unui sistem de forte oarecare.

i punctul 0, care si aibii asupra solidului rigid acelasi efect. Pentru a realiza
aceasta reducere se vor utiliza operatiile de echivalenii.

Daca in punctul O (fig. 31) sint aplicate cite dous furfe egale, de sensur:
i'(,.)I![I‘:II‘(“ si de aceeasi divectie cu forfele Ky 1-"2,...,!‘-“,, din sistemul dat,
efectul fotregului sistem de forfe asupra solidului rigid nu se modilicid. Se
observi insii ca se obfine un sistem de forfe echivalente Fy, Fyy ..., F, concu-
rente in () (insemnate cu /) si un numir de cupluri de forte, formale din sis-
teiul de forfe inifial si forfele aplicate in O luate in sens contrar (insemnale
cu /). :

Sistemul de forfe cchivalente coneurente in O se poale inlocui prin rezul-

lanta lor R ce se poate obline cu ajutorul poligonului forfelor, Cuplurile de

forte I Fy, oo F B, se pot inloeui prin momentele cuplurilor. Deoarece aceste
momente ale cuplurilor sint vectori liberi se pot aduce tot in punctul 0 astfe!
¢i formieazit, de asemenea, un sistem de vectori concurenfi care se poale inlocui
prin. rezultanta lor care se conslruicgle cu ajutorul poligonului veclorilor.

Rezulté ca sistemul de forfe oarecare dat, ce aclioneazi asupra solidului

rigid, este echivalent cu sistemnl mecanic formal din cei doi veetori :

R -~ rezultanta lorfelor ;
M,  — rezultanta momentelor cuplurilor.

Acesti doi vectori R, A, formeazii un sistem mecanic al cirui efect
asupra solidului rigid este echivalent cu cel al sistemului de forje oarccare
dat. Acest sistlem poarti numnele de florsor (fig. 32).
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Daca se face reducerea 'in raport cu
un alt punct Oy, folosindu-se aceeasi me-

N

todd, se observii ciil rezultanta R este
aceeasi, ca modul, direetie si sens, deoa-
rece poligenul forfelor ce porneste din .
G, este paralel si are laturile egale cu My
cel construil din O, iar momentul rezul-

=4

tant TIOI se modifici deoarece distaniele o
si planele In care actioneazi cuplurile de (] g
torle s-au schimbat (v. fig: 31).-

Daci originea sistemului de referinfi
Oxyz se ia in O, forfele din sistemul con-
curent au expresiile de forma:

ﬁl 5 ‘\-1? o Y,_f_ tH Zl'i:

X

Fig. 32. Torsorul ce rezulti din re-
1 _J HEN ¥ Y ducerea sistemului de forte in punc-
F?e T Xrai _‘_ YnJ + Zu‘l"- tul 0.
tezultanta are expresia :
=5 n o n L5 n 5
Ri=3X;i +3Y,j+XZk
i=1 i=1 i=1
Dacid se noleazi cu -
Iy, Tsy..., T, vectorii de pozitie ai unor puncte oarecare pe suportii for-
teler £, Iy, .., I",, expresia momentelor fatid de punctul O va [i:
== — =% — - — — - -
ﬂ.‘{l = I']_ A Pl H 312 T r?. X F‘Z! LX?) J[u T ‘r‘u X [’u'
Momentul rezultant va avea expresia :
- n_, oy
My, =3r, —F,
i=
In raport cu punctul 0, accleasi puncte de pe suporlii fortelor I7, I'y, ...
<., 7, vor avea vectorii de pozijie rj, ri,....,r, lar expresia momentelor
fatd de O, va Ii:

= — —

S o M : S b e T
B =y gl gl = sl MM e B,

Momentul rezullant va avea expresia:

=

14 n_,
3101 = E‘[.i X F,’-
i=1

Se observi cid se poate stabili o relatie intre M, si M. folosindu-se rela-
tia existentd intre vectorii de pozitic fatd de O si O, ai punctelor de pe
suportii fortelor ;

1o igi i,
7y = 00,4t

deci
—» n o - n o =]
ﬁ/‘o —= }_4 ry X 1[“ E ;% 11‘,:_
=1 =1
Hezulli ca : ‘
Dieci :
3 — Mezanied, cl. a X-a — cd. 346 83




Proiectia momentului rezual-
tant pe direclia foriei rezullente
este constantd indiferent care esle
punctul fald de ecare se face redu-
cerea sisfemului de forfe varecaie
ce aclioneazd asupra solidului rigid.

In concluzie, mirimile inva-
riante ale unui sistem de féri,e
oarecare ce aclioneazd asupra
unui solid rigid sint rezullania
st proieclia momentului re,,u!irmt
pe direclia rezullantei,

In figura 33 se arati modul
de reducere a unui sistem de
forte oarecare, ce acfioneazi asu-
pra unui solid rigid, in ra-
port cu diferite puncte ale cor-
pului. I

Pentru a demonstra ci proiectia momentului Iealltant pe (lnecna Te-
zultantei este o constantd, se foloseste relatia cunoscirti

Fig. 33. Modul de reducere a sistemului de
forte fatd de diferite puncte.

— —_— — — .
I"IG — 001 X R —l— ﬂf{ol,

cireia i se aplicil relatia cu carc se determini proiectia unui vector pe alt
veetor (sau pe o dreapli A)

My = Mol

Se obtine :

oy | oo —_— - - — —
M, (00, x R)-R ,}_Mﬂ-R :
R R r

Deoarece produsul mixt este nul, avind doi vectori identici, rezulti :

MR NP
R

= constant.

4.3.06. Cazurile de reducere a unui sistem de forte oarecarea ce actioneazi
asupra unui solid rigid. Tn cazul reducerii, in raport cu originea 0, a unui

sistem de forte oarecare, in cazul cel mai general, se obtine torsorul R,
) 8t s prcngins - ; a0 ;
My, Se pot intilni insi urmitoarele situatii particulare : 45

1) ﬁ #0; Mg =0 — sistemul se reduce la o rezultanti ce trece prin O
(originea axelor) ;

2) B0y M, # 0 — sistemul se reduce la un cuplu de forte ;
3) ek 0; MFO = 0 — sistemul de forfe se afli in echilibru.
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Intr-adevir : daci: R = 0 si M, = 0 tor-
sorul de reducere in raport cu punctul O
este nul, atunci el este nul in raport cu
orice alt punect. Acest lucru rezulti dln
relatia stabilitd mai inainte. !

4) R #0 si My #0 — se pot Tnf
tilni doud ecazuri.

Sistemul se reduce la o rezultantd ce

fuu frece prin O (fig. 34); pentru a-1 reduce

in raport cu punctul O se introdue in ori- \/
= X

gine doua forte R egale, de sensuri con-

trare, pe acelasi suport, paralele cu forta Fig. 34. Cazul de reducere a unui
\ sistem de fortd la o rezultantd ce nu
irece prin origine.

rezultantd R. Sistemul se reduce astfel la
o rezultanti ce trece prin origine si un
cuplu al cirui moment M}, este perpendicular pe planul fortelor R. Aceasti
proprietate se recunoaste seriind c¢i produsul scalar ﬁ-ﬂ?o = 0.

Rezultd deci pentru R # 0 si M, # 0, ci

- e
— dach R-M, =0 — sistemul se reduce la o rezultanti unici ce nu
trece prin origine ;

— - s
— daci R-M, % 0 — sistemul se reduce la un sistem echivalent me-

canic, format dintr-o forld rezultanti R si un cuplu de moment M,, deci
un torsor,

4.4, CAZUR| PARTICULARE DE SISTEME DE FORTE

4.4.1. Sistem de forte coplanare. Un sistem de forte coplanare are su-
portii tuturor fortelor in acelasi plan (fig. 35).

Se alege pentru simplificare, ca plan al suportilor fortelor, planul z0y.
Fxpresule fortelor din sistem nu vor avea ('omponen[r* dupi axa 0z, deci

r fi de forma :

Fy =X, i+ Y]

W e R i
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ensbnoas
Suld

wny ‘

Fig. 35. Reducerea unui sistem de forte coplanare.

Momenlele forfelor in raport cu originea O vor [i vectori perpendiculari
pe planul xOy dirijati dupi axa Oz, deoarece suportii forfelor i vectorii de
pozifie se afli in acelasi plan. Se scriu relatiile :

M, =1, X I, = Mk

M, L 7 st Ry DR

M, =Yg % Fy = Mk

Momentul rezultant in raport cu originea O va avea directia axei Oz,
iar mirimea va fi egalda cu suma algebrici a momentelor lor(ejor din sistem
in raport cu acelasi punct. ; ‘ .

In cazul sistemelor de lorfe coplanare ce acfioneazii asupra unui solid
rigid acestea se reduc, in raport cu un punct 0, la un sistem mecanie AR
si M, in care elementele sint perpendiculare intre ele, R | M,, adicd R-A; =
= 0. Rezulti ci un sistem de forte coplanare nu se reduce niciodald la un
torsor.
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Cazurile de reducere a unui sistem de forte coplanare sint :.

—

R A0; My = O - sistemul s.c‘r.c'(iucé la o fo;‘,Lz“{ unicit ce trece prin 0 ;
R=0; fo # 0 — sistemul \L reduce la un cuplu;

=il f\?o =0 — sistemul se afli in echilibru ;

R =% s 44?0 # 0 — sistemul s¢ reduce la o for{d unicii ce nu trece

prin origine.

Calenlul grafie. Poligonul fortelor si poligonul funicular. Se consideri
un sistem de forle coplanare ce actioneazd asupra unui solid rigid (fig. 36).
In figurd fortele si distanfele sint reprezentate la scari.

Meodulul, directia si sensul rezultantei forlelor se pot determina don-
struind poligonul forfelor. Prin aceastd conslructlie nu se poate determina,
insd, suporlul rezultaniei. In acest scop se folosesc construclii auxiliare. Se
construieste, alituri de solidul rigid actionat de sistemul de forte dat (fig. 36, a),

]

poligonul fortelor, asezindu-se cap la cap 1*‘1 o 13’;, 13:; elc., egale, paralele
si de acelasi sens cu forfele sistemului. Dacd se uneste originea primei forte
cu virful ultimei forfe din acest poligon se obline rezultanta ca modul, di-
rectie si sens. Se alege un punct oarecare 0, ce se numeste pal, alaturi de
poligonul fortelor si se duc razele polare, 04, OB, OC, 0D, OF ce unesc polul 0
cu origiiea si, respectiv, cu virfurile fortelor din poligon. Figura obtinuti
poartd numele de diagrama polard. Se poate observa cd, prin aceastd con-
structie, fortele din poligon se descompun dupi regula triunghiului in_ doud

Fig. 36. Calculul grafic. Poligonul fortelor, poligonul funicular.
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componente, care au modulul si directia razelor polare corespunzitoaté punc-
tului de aplicalie si virfului forfei re 1)cct1Vt, (f:g 36, b). Aslfel se obfine :
. th

ﬁ};w I-()L‘u a+1‘
Iy — BO 4 0C — — 12 ;
F, =0 _{_a): " r}_‘ + & ’
F,=DO 0L <" --'3 11

5 _s i g — — o - —
R = Iy + Fy oo Iy By AO A4+ OF =104 & unde 0 = 40,

Vectorul vezultant din poligonul fortelor este eégal cu suma véetorilor
reprezentali de razele polare extreme. Pentru a determina suportul rezul-
tantm se construicste ;Johgonul funicular (fig. 36, ¢). In acest scop se ia un

€ LT

puact oarecare b p(' .suponul fortei P 51 se duc din el doud drepte paralele.

la razele polare A0 si on (adica 0 si 1’) din diagrama polarid. Prin aceasti

constructie se poale considera ci s-a inlocuit forfa ¥ prin compénentele
sale reprezentate de \'e(‘tm'ii A0 g1 OB. Din punetul ¢ de intmsc(t‘m dintre

pamleld la raza polara O[) si suportul forfei I‘q se duce o p'ud!eld ia raza
polard O(. In mod asemiinitor se poale considera ci b a mln(mt lmta ]'

——
prin componentele sale 1eplwentalc‘ de vectorii BO si ()(4 T T
Continuind constluclm, in acelasi fel, se obtin laturile ab, be, ca’. de, eo,

paralele cu razele polare 0, 1, 2, 3. 4, care formeazi un poligon funicular
H¥ I ’ poiLyg
Prin aceasld construclie, fortele sistemului dat au fost inlocuite plm com”
sonentele lor care aci,lone azi pe directiile laturilor poligonului funicular-
Se observi cit pe direcfia laturilor be, ¢d si de actioneazii perechile de [orle
reprezentate de vectorii: BO si OB, CO si OC, DO si 0D, respectiv egale,
de semn contrar si pe acelasi suport si cave, deci, isi anuleazi efectele.
Rezultd ca sistemul de lorle, astfel dispus, se reduce la cele doud forte
care actioneazi pe laturile extreme ale poligonului funicular reprezentate de
—

vectorii A0 si ﬁ%i a ciiror sumd esbe egalii cu rezulfania sistemului.

Prelungind laturile extreme ale poligonului funicular, acestea se intil-
nese intr-un punct care se afla pe suporiul rezullantei, deoarece dacl se des-
compune o fortd dupid doud divectii, dupd regula paralelogramului, atunci
cele trei forfe sint concurente intr-un punct.

Prin punctul astfel oblinut, la intersecfia laturilor extreme ale polige-
nului funicular se duce un vector paralel cu rezultanta din poligonul for-
telor, egal ca modul si de acelasi sens. Tn acest mod se determini rezultanta
ca modul, direclie, sens, precum si suportul ei.

Cazuri de reducere a unui sistem de for{e coplanare prm 1m-toda gmfm.l.
In prezentarea metodei grafice s-a amalizat cazul cel mai frecvent, in care
sistemul de forte coplanare se reduce la o rezultanti unici. in aplicatiile
practice se pot Intilni si cazuri in care sistemul de forte coplanare se reduce
la un cuplu sau cind sistemul de forfe este in echilibru.

In ambele cazuri, rezultanta sistemului de forte anlamzo este nuld
{poligonul forlelor trebuie si se¢: inchidi). :
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Fig. 37. Sistem de forie coplanare echivalent cu un cuplu.

Sistem de forte coplanare eare se reduee Ia un cuplu (fig, 37, ). Se constru-
ieste poligonul fortelor si se constatd c¢d virful ultimei forfe coincide cu ori-
ginea primei forfe, astfel ca poligonul fortelor se inchide si deci rezultanta
sistemului este nuld. Se alege un pol oarecare si se traseazd razele polare

04, OB, OC, 0D si OA notate cu 0, 1, 2, 3, 4 si se constati ci razele polare
extreme sint suprapuse (fig. 37, b). !

Se construieste poligonul funicular (fig. 37, ¢) si se constatdi ci laturile
extreme’ ale poligonului funicular sint paralele si nesuprapuse. Deoarece
pe laturile extreme actioneazii forlele reprezentate ca mirime, directic si
sens de razele polare extreme AQ si OA din diagrama polari, deci reprezinti
doud forte egale, paralele si de sensuri contrare, ele au ca elect un cuplu al
cdrui moment este-egal cu produsul dintre modulul fortei AOQ si mirimen
distantei dintre laturile extreme ale poligonului funicular. Rezulti :

M = AO-H, segmentele AQ si-H fiind misurate, primul Ia scara aleass
pentru forfe si celilalt la scara aleasd pentru lungime.

Sistem de forte coplanare ailat in
echilibru (fig. 38). Daci se constru-
ieste poligonul fortelor si diagrama po-
lard se va observa cé poligonul fortelor
se inchide si ed, deci, rezultanta siste-
mului este nuld, ‘deoarece razele po-
lare extreme A0 si OF se suprapun.
Construind poligonul funicular se con-
statd ci Iaturile extreme ale poligonu- o
Ini lunicular ab si ef se alli pe aceeasi' &
d_, C_zlpt_.'d_, distanta I infzg Cl(? fiind, gula Flg 38, Sistem de iortc conlanam in
si deei, momentul cuplului este nul. echilibru.
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Rezultd ci& sistemul este in

cchilibru.

4.4.2. Sistem  de fer{e para-
lele. Unl sistem’ de forte, paralele
(lig. 39) are suportii taturor lortelor
paraleli cu o anwmiti directie cu-
noscutd, delerminati prin versorul
siu 1,

Toate fortele din sistem fiind
paralele cu dreapta A, la reducerea
in‘raport cu punctul O, vor {i pla-
sate doudl cite dou#, egale si de
sensuri coptrare pe aceastd dreapti.

‘/Cele care sint de acelasi sens cu for-

. tele sistemului se vor aduna alge-
bric si se va obtine o rezultanta ce
are directia dreptei A. Se poate
serie :

~ -
F,=Fu;
Iy, =F,u;

F=Fu. SFSgthes ©
Fig, 39, Reducerea unui sistem de forte n_, L H
paralele. v R=\F; =3 Fu = R
=1

i=1 ik
Momentele cuplurilor de forte F; in raport cu punctul O vor [i vectori
perpendiculari pe directia A deci, perpendiculari pe versornl u deci, se vor
afla intr-un plan perpendicular pe axa A ce trece prin 0.
Se scrin momentele cuplurilor de forfe:

—

— v;a — — _" —
M yiminy 0¥ By =iy 1 Fane= oy % 1
25 =3 ; — ! —» - —
M y== by 0 Iy =573 0% gt =19y (06 11

¥ o4 e A w el gk e llenl g oGy

— -

= . o Le 9P e -
M =1 B I = py 3 Bl oo %0

—> n - —= n —» - 13 e -
Rly=30: % Py =Xr; % Fu :( nF, ) ¥ u.
j=1 i=1 i=1 :

Se observi cii momentul A7, este perpendicular pe rezultanta R si c# 3
— '.“-’ ‘
R-M, = 0.

Se ajunge la concluzia ci In cazul unui sistem de forte paralele sistemul
nu se reduce niciodatd la un torsor. '
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Centrul forfelor paralele. Un sistem. de forte paralele
ca rezultanta sa trece printr-un punct fix care poarfa numele de cenfrul for-
felor paralele si care nu depinde de directia versorului . i

Se observil cd fatd de un punct oarecare sistemu] de forte par

are proprietatea

alele se
o B T " oy . 1 |- H S 1 T
1eqm.c, in cazul general, la doi vectori ¥ # 0 si My # 0 care fac intre ej
uty anighit del?90%: ¢ snind ol fuluilens fe atbisoq oh i Sy Bz
o Estecevident of ciin vaport du centrul fortelor paraléle € (fig. 40), prin
care rezultanta trece permanent atit momentul rezultantei cit si moinentyl
rezultant sint nule. !
Se poate:$erie’s o

¥ e

L ek
My —0C % R=0..-

o -y - e . L —> 4
‘ asti relatie se mai poate scrie, dacii se noteazi 0 — P
o tningria ey Gl olgby dnse Selaoge dolafal e 4
n_, - AR LT I
e gl obols :(»E:;Ff) b B (pc}j.ﬁ‘i} S 1= ()
i=1 i=1 . .

n, . on .
» (Z I‘i!-;‘l' _. PC E ]?i] ?_{ 144 = O
: i | %

A

R ol I
3 F L 2T
=1 [e=1
' '
Y nF
=iy
pe ="———— L 2u
n
I o
f=1

~Deearece s-a:ales punctul € ca punct oarecare pe suportul rezultante

se intreduce vectorul Zu, unde % este o mirime sealars oarecare,

HLEELE ) ) pentru a
stabili directia rezultantei.

s e

e

Fig. 40. Determinarea centrului fortelor paralele.
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n _, % - e
El rli,
/ " R
Pentru A =0, P = —— :
| B K

i=]

é(« este exbr'esia vectorului de pozific al centrului forfelor paralele. Pl.'.u_lec‘trlm’l‘
acest vector de pozitie pe cele trei axe se obtin coordonatele centrului forfelos
paralele : i s T i . ¥

5 ]'_l n' } ; P, .
T oad p A ;2‘1 7
. i1 ; ! . et TR il g
Xp = - g Yc T n i s L
¥ i ToE 3 P o Fe
1=1 {21 {za]

Coordonatele centrului forfelor paralele sint utile la determinarea pozi-
tiei centrelor de masd ale corpurilor. o s
" Dach se efectucazi reducerea unui sistem dé forfe paralele, ia raport

en punctul O, se obtine R -ﬁo = ( cu urmitoarele situa'pii :
R+#0; ﬂ-fo = 0 — rezultantd unici ce trece prin origine ;
R-—=0; M, #0 — cuplu de forfe;
R =0; My=0 — echilibru;

R #0; M, # 0 — rezultanti unicd ce trece prin centrul fortelor pa-
' ralele.

915 i p : ideri cazul unui solid rigid ac-
4.4.3. Sistem de cupluri de forfe. r‘:e consideri cazul un : gid a
tionat de mai multe cupluri de forte (fig. 41) ce acfioneazi in plane diferite.

it ]

Fig. 41. Sistem de cupluri de forfe. -

42

s
=

3 = - s § = G A
g FsFy L MRy B, F,F,, actioneazit in

= -3 = —
1

i.Cuplurile de forte -}ui)‘lF
planurile 0y, y0z, 20z si planul oarecare T, Momentele cuplurilor sint vee-
tori liberi ce au direeliile perpendiculare pe aceste plane. Acesti vectori pot
fi deplasati, fiind liberi, in punctul 0 unde constituic un sistem de vectori
concurenti care se.teduce la un moment reznltant M,
Dupi reducere, inacest -caz, pot rezulta : ;

ﬁ?@ # 0 — cuply 1"9221[1[1;1_111:“;7 A
Jl“_l)'t'; =05 eehilibrui b '

Sistemul nu se reduce, in nici wn caz la un torsor.

f_‘lgl | i £k L i 1y i i
4.5. ECHILIBRUL SOLIDULUI RIGID LIBER
Un%ohd I‘igid.‘(‘,si;ej:liil:(icl-l.ilibigll (iac;“.n--to-rsoru] de reducere in raport cu

un punct -oarecare, este:nul :
BIR B Lt § * (ACh T RS ] 5 = :
hRi= 013, 1My =10 san

—

Ryt S O My =Bl 50 B, = 0.

oy

",'Pr'oli_;g"ctiud pe cele, {rei axe de coordonate se oblin sase ecuatii scalare,
in :'(I;'E'\'zu'_lli‘.gcllel‘al al sistemulvi de forfe oarceare, sau Lrei ecuatii, in cazul]
sistemului de forfe plane. "

.,.Gonditiile de echilibru pentru sistemul de forte oarecare in spatiu sint :

Eye s H) 2 M Fea } Dtdgom
ZJL = O‘; 4 ‘: 3[1& T ,:1(.5]&:41 n :!\rri') =0
i=1 =1
I ‘ i n
'_ZI R My =3(nZ = 5X) =0
n Sl E
,EIZI: 4] s v 2§ ; A’fﬂ =‘ ;;(:'ﬂf:yf e g]c.;‘&ri) = (.
Ir i=]

Conditiile de cchilibru pentru sistemul de forfe plane sint :

FXi=0; ZY;=0; T(x¥s— D= (.

TNTREBARI RECAPITULATIVE

1. Ce se infelege prin produs vectorial 2 Care este modulul si sensul vec-
torului rezultat prin produsul vectorial 2

. Ce se injelege prin produs scalar 2 Ce fel de mérime rezultd prin pro-
dusul scalor o doi vecrori @ :

. Cum se calculeazd proiectia unui vector pe un alf vector 2

. Cum se poate determina unghiul dintre doi vector] 2
Ce se infelege prin produsul mixt a trei vectori 2 Ce fel de méarime
rezultd 2 ; o 7 ¥

- Ce se infelege prin momentul unei forfe in raport cu un punct ¢ Ce fel
de mdrime. este 2 Ce proprietdti are - :

/. Ce se Injelege prin momentul unei forfe in raport cu o axd 2 Cel fel
de mdrime este ¢ i

o Dbk N
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3. Ce se infelege prin cuplul de forte 2 Ce progprietafi are momentul cuplu-
lui de forte ¢ :

9. Care sint operatiile de echivalenta 2 La ce se folosesc 2 i

0. La ce se reduce un sistem de vectori oarecare ce actioneczd asupra
unui solid rigid @

1. Care sint cazurile de reducere posibile ale unui sistem de forte 2

2. Care sint mdrimile invariante {constante) ale unul sistem de forte 2

13. Care sint conditiile de echilibru pentru un solid rigid liber oclionat de
un sistem de forte ¢

14. Ce se infelege prin sistem de forfe coplanare 2 Care sint cozurile de
reducere ¢ Care sint conditille de echilibru 2

15. Ce se infelege prin sistem de forfe paralele 2 Ce se infelege prin cen-
tru fortelor paralele 2

4.6. ECHILIBRUL SOLIDULU!I RIGID SUPUS LA LEGATURS

Un solid rigid, cave este obligat si se afle permanent in conlaci cu o
anumitd supralati, linie sau punct este un solid rigid supus la legituri.

{ntre solidul rigid si legiiturid apar forfe de interacliune ce poarli numele
de forfe de legdlurd sau reacfiuni. Solidul vigid actioncazd asupra legiturii
iar legitura actioneazii la rindul ei asupra solidului rigid.

Pentru a pulea studia echilibrul unui solid rigid supus la legituri acesta,
se va (ransforma intr-un corp liber, in baza axviomei legdlurilor.

4.6.1. Axioma legitturilor. Pentro a studia echilibrul sau miscavea unui
solid rigid supus la legituri acesta se transformd intr-un solid rigid liber.
in acest scop solidul rigid sc izoleazd, se desface de legiituri. Se obtine astlel
un solid rigid liber asupra cdruia aclioneazi un sistem de forfe format din
forfele active denumite si forfe dale si forfele de legdlurd denumite $i reac{iuni.

in cazul echilibrului, torsorul de reducere in raport cu un punct oarecare
al sistemului de forte, astfel oblinul, trebuie si fie nul, adica :

= = —
R = E I’fu‘!a’ue -+ }_: Pay; =0

,nl-i() 22 Ej-‘[o Factive Jf E!F[O Fleg — 0.

Acest sistem e ecuatii, scrise vectorial, echivaleazid cu un sistem de
{rei ecualii, in cazul sistemelor de forte plane sau sase ecualii scalare, in cazul
sistemelor de lorte oarecare in spaliu, cbtinute prin proieclia pe cele trei
axe a ecualiilor vectoriale.

Pentru fortele plane rezulti :
Exﬂclius + lecy =i} ’
217“”,,.[. -t Eylcu =10

Zﬂ‘f[o padttee T Eﬂ'fo Pteg = 0.

Pentru fortele spafiale rezulta :

Exactiva 'Jn‘ Exzrg T 0 EF"I.:. Factive + Eﬂ{.v Lleg = 0
Eyac.'fw + EYIeg =0 Zniy Factive '{‘ EA’IV Fleg — 0
BZ eitve = By, = 0 2M, pactive + 2M, prep = 0
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4.6.2, Legaturile soli-
dulni rigid. Pentru a putea
aplica axioma legaturilor
este necesar si se cunoasca
legiaturile solidului rigid si
modul cum se finlocuiesc.

Legaturile solidului ri-
gid sint : reazemul simplu,
articulatia, incastrarea, le-
gituri prin lire.

4.6.2.1. Reazemul sim-
plu. Se considerda doui cor-
puri (solide rigide) in echi-
libru, in care corpul 1 se
sprijind pe corpul 2
(fig. 42, a).

Corpul 1 este actionat
de un sistem de forte oare-

care ﬁ'l, PRI - i spri-
jind in punctul I pe corpul
2, acesl punct situindu-se
in planul tangent 7', comun
la supraletele allate in con- m
iact. Se consideri cele doud
supralele aflate in contact
perfect netede, astfel cd nu
apar rezistente dalorita [re-
CArii.

Aplicind axioma lega-
turilor, se izoleazii corpul I
si sistemul de lorte active /
F,, ..., I'; se inlocuieste cu
torsorul de reducere in [ - -\ |7

|

o

echivalent lui, format din

rezultanta I s momentul ey /
b A

rezullant M.

Elementele torsorului Fig. 42. Reazemul simplu.
K, My, se pot inlocui prin
componentele lor dupid direcfiile normalei nn’ si planului 7

B,y R, si M,; M,
Se observi ci daci :
M,#0 — corpul s-ar rostogoli pe planul 7T';
M, #0 — corpul s-ar roti in jurul axei nn’;
R, #0 — corpul ar aluneca pe planul 1';
R, #0 — planul T" ar sustine_corpul, planu! actionind asupra corpului.
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Tlezulti ci pentru echilibru este necesar si se respecte I'CIa',t,i_ile -
B, =0; M,=0; R, =0si o'l ohifghy didind
Bt anllic g, i hEE

2 el {f
Se deduce deci, ¢i forta de legiturd N trebuie si aibi direcfia normalei
comune la linia sau suprafafa comund de contact dintre cele doud corpuri.
u . [y i z .7;
Mirimea si sensul forfei N sint necunoscute, de cele mai multe ori, deoareée
‘ . e
nu se cunosc nici mirimea si nici sensul forfei R,. Pentru determinarea ma-
G e ] = - - . . !
rimii si sensului fortei de legdturd N se rezolvd ecualiile ce constituie con-,
difiile de echilibru. . . ‘ ke
4.6.2.2. Articulatia este legitura corpului (solid rigid) eare ii permite si
se Toteascd in jurul unei axe sau a unui punct. Se disting doud feluri de arti-
culatii : |
— articulalia cilindricd, care permite rotirea corpului in jurul unei axe,
fard a o parasi; .
— arliculalia sfericd, care permite rotirea corpului in jurul unui punct,
fard a-l1 parasi. - 2
Se considerd un corp articulat (fig. 43, ) in punctul O actionat de un
- -~
sistem de forte oarecare F;...J;. Acest sistem de forfe se poate reduce, in
raport cu articulatia din O, la un torsor format din rezultanta R si momentul
M, (tig. 43, D).
Efectul rezultantei /2 este anulat de articulatie, in schimb momentul

rezultant M, produce rotirea corpului. Se deduce ci articulatia poate fi
a
inlocuitd printr-o for{d de legituri R, de aceeagi directie si de sens contrar
o . . . = )
cu rezuitanta R. Deoarece, in aplicatiile practice, rezultanta I? esle necu-
noscuti ca modul, directie si sens, pentru ugurarea rezolvirii problemelor
— — — —
forta de legaturd R, se inlocuieste prin componentele sale I, R, R, dupi
cele trei axe de coordonate necunoscute ca modul si sens.
Modulul fortel de legiturd rezultd din relafia :

R, =R + R K.

~ni

— K\ '

Co L7
,gyw cptalilnd
\ Lt

a

P Ve

Fig. 43. Articulatia,
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. B

Directia foriei de legiturd este datd de cosinusurile direcloare 3

R,

R R
cos o =—"; cosfl =22L; cosvy =-
B By k
4.6.2.3. Incnstrnrcn este legidtura care fixeazd rigid un corp (solid rigid)
de'un alt corp (solid rigid) si nu-i permite nici o miscare fati de acesta (fig. 44).
- Se consideri un solid rigid incastrat in punctul O asupra ciruia actio-

neazd un sistem de forfe oarecare ﬁl, ..., F,. Sistemul de forte poate fi in-
locuit printr-un torsor echivalent aplicat solidului rigid in puncinl de incas-
trare, al cirui efect este anulat de fncastrare.

Daci se aplici axioma legiturilor rezultd ci torsorul de reducere in 0

Erf% trsﬁuibimulat de torsorul fortelor de legiituri format din vectorii ﬁk si M,
(Tig. 44, b). ‘ ¥ et

" “Deoarece in aplicatiile practice nu se cunoaste torsorul de reducere fin:

punctul de incastrare, elementele torsorului fortelor de legiiturd se inlocuiesc

" h i = — - > — s
prin componentele lor dupi cele trei axe R,, R,, R,, M,, M,, M, necunoscute
ca modul si sens. Din rezolvarea ecuatiilor ce rezullti din condiliile de echilibru

se¢ determini aceste componente. O dati delerminate acestea, resultanta j‘:);g

51]1?;?_Ilnentul resultant din ineastrare M, sint date ca modul si dirvectie, de
relatiile :

Ry=J/RRYTR IR,

B R, i
Cos o = —2; ¢osf=—-L; (‘OS*{:i;
RL‘ Rk ]‘)k

M, = /MEF 3% & M2 ;

§ M, X M, ; ]
cosa’ ==—=2; cos B’ = —; cosy =
~LUAL, M, M,

‘ 4.6.2.4;. Legituri prin fire (fig. 45). Se considera un solid rigid sus-
tinut de fire (ecabluri, lanturi ete.).

Daca se seclioneazid un fir de sustinere, el poate fi inlocuil printr-o
fortd de mirime necunoscutid, care are directin i sensul de intindere
a firului. ’

Rezultéd ca legdiura prin fir se fnlocuieste printr-o fortd de modul necu-
noscut ce are directia si sensul de intindere a firulni. Din rezolvarea ecna-
tiilor ce coustituie condifiile de echilibru. se determini aceste necunoscute.

= B
i 41‘?" ol
e __..yf-——»,‘_\

A PENS—
i

e

-
——

Fig. 44, Ineastrarea.
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4.7, CENTRE DE> GREUTATE

4.7.1. Generalititi. In stndiul mecanicii
corpului solid intervin  nofiunile 1 de -densitate
si de forta gravitationald (gmutate) specifici.

Legiitura intre densitatea p si foria gra-

vitat.lonalla specifica ~ q]Ae unui corp este :

= = ~ = pg, unde: By

g esle acceleratia gravilationald.

Se numeste centru de greulale al unui  sis-
tem de puncte materiale, punctul de aplicatie
al pezultantei tuturor lmLeim paralele ce reprezintd forta .gravitationald
a pmt;cnle]m din care esle alcituit corpul respectiv,

1.7.2. Determinarea eentrului de greutate. Pozitia centr ului de grent
al unui corp se poale determina prin calcul.

Se considerii-un corp oarecare, C"l‘l‘ se poate 1mpa1l1 in mai multe por-

Fig. 45. Legidturi prin fire.

tiuni ale'caror forte gravitationale G, (n,, Fax G,L si centre de greutate €,
o ..y Cp in raport cu un sistem de Jetumta dat, sint cunoscute. Central
forlelor paralele care coincide cu centrul de r,r,'cutute are coordonatele :

26y G0, Gz,

< il 5 i~

e =repnn Mo S Ay A0SR
‘-‘Gi .uGe- .\_4(1,;

In aceste relalii a; y; z; sint coordonalele centrelor de greutafe ale
portiunilor actionate de fortele gravilalionale G; presupuse cunoscute (i =
= Laaqdl)s L

In cazul corpurilor omogene, forta gravitationald specifici [iind aceeasgi
in fiecare portiune de corp, expresia fortei gravitafionale a unei portinni de
corp este: Gy = Vi = Vipyg.

Coordonatele centrului de greutate se potl scrie sub forma:

e ZVeym,  ZViegr pySVer, IV
LJC - —_ = — - == e
G EVipg pg SV, ¥,
in mod asemanitor:
y =V | RV;
o= ——3 Bg= -———:
2V; zV,

In cazul corpurilor omagene pozitia centrului de greutate depinde numai
de forma geometrici a corpurilor.
Tn cazul corpurilor plale omogene (plici UmODeue) ce au aceeasi grosime §
coordonatele centrului de greutate se determind cu relaliile :
EVx; A8, A fx, + A8x, + ...+ Az, SAx

Th — ——— — = o= .
TR A Abd blAs TA

fn mod similar se determini :

y ZA gy, : m Az
Yo, ic = —TF

s4, TA,
unde :

Ay (i = 1...n) sint ariile supraletelor partilor compenente.
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in cazul barelor omogene, de aceeasi arie a secliunii 4 , se lolosese relatiile :

e Zhxy " ¥ Tl | i Bz
o L2 o = il B It
=l =l EI;

T i
unde Z‘(L - n) rcpleunta lunﬁ:mea barelor componenle ,

(mpun omogene simelrice. In cazul corpurilor omogene care aw un nian
o axi sau un centru de simelrie, centrul de greutate se giseste in planul,
axa sau centrul de simetrie respectiv.

4.7.2.1, Pozitia centrului de yreutate in cazul unor corpuri omogene
simple. O bard mnngen& dreaptd, de sectiune constanti, are centrul de greu-
tale la mijlocul sdu, acesta fiind un centru de simetrie.

0 placd d.rcptimqltzu[(ua de grosime constanti, avind douil axe de sime-
trie, are centrul.de greutale la intersectia lor care coincide cu, interseclia
diagonalelor.

Orice corp omogen sau placd omoqcnu de grosime constanti sau bard
omogenéd de sectiune constantd (patrat, romb, cerc, elipsd, sferd, cilindrn
circular drept ete.) au centrul de greutate in cenlrele de simetrie.

Cenirul de greulale al unei plaa omogerne de grosime constanid in formr(
de triunghi oarecare. Penlru a se determina centrul de greutate al unui trinnghi
se fmparle acesta in fisii foarte subliri, paralele cu una din baze, de exem-
plu AC (lig. 46)

Pentru oricare din aceste [isii, centrol de greutale respecliv se wva afla
la mijlocul ei. Rezulta ca centrul de greutate al intregii plici se va afla pe
mediana BB’ Dacit se imparte triunghiul in fisii paralele cu laturile A,
respectiv cu BC, se ajunge in mod similar ca centrul de greutate sid se alle
si pe medianele AA’ si CC'.

Deoarece se slie ed cele trei mediane se intilnese intr-un punet, rezulli
cii cenlrul de greulale coincide cu punctul de inferseclie al celor trei mediane.

Centrul de greutale «l unei bare omogene de secliune constantd in formda
de are.de cere (fig, 47). Raza cercului este 1 iar unghiul la centru este 2¢, ma-
surat in radiani. Deoarece arcul AB admite o axd de simetrie, cenlrul de
greutate se afli pe aceasti axii. Distanfa de Ia centrul cercului O la centrul
de greutate este datid de relafia:

ot L. F S
[+ 4

]

Fig. 4G. Determinareca pozitiei
centrului de greutate pentru
placa triunghiulara.

Fig, 47. Determinarea pozitiei -

centrului de greutate pentru

o bard omogend in formd de
arc de cere,

4 — Mecanica. cl. a X-a — cd. 346 .49




unde :
o esle jumillatea din unghiul la ({‘llllll
r — raza cercului:’

Cenlrul de greulale al unei plici omogene de forina wnui seclor circular.

Raza sectorului este r si'unghiul la centru’este 2«, masurat in radiani.
Centrul de greutate al plicii se afli pe axa de simetvie la distan{a *

P 7 i_rsin‘oc" ‘
3 e

41 7.2.2. Corpuri compuse. In foarte multe apheaLu practice este necesar
sit se determine centrul de Qreutate pentru meuu omogene compuse

Pentru astfel de corpuri se procedeaza in modul urmitor:

— se stabileste un sistem de referinga ;

— g Tmpatte cmpul in parti componente ale ciror volume, suprafele
sau ]unrfum, precum si pozitiile centu,lm de grmnate respective sint cu-
noscule ;

— se aplica relatiile determinate pentru coordonaleld centrelor de gren-
late. i b LIS o :

PROBLEME
1. S& se determine centrul de' greutale i:cntm bhara cotild, alu. cirei
dimensiuni sint date in figura 48.

Rezolvare

" Se alege un sistem de ufude zAlf, Se lmp'l: te b‘ll’i in L:u qui,l ~U’ B, GD fih ciror
centre dL greutate sint Gy, G, si G,. Aplu;infiu se relaliile pentru centrul de g‘rcu{ah se
‘oblin :

3
,E Ly, A4 L 203.0 o rr : - 51 ‘ '
gyl T bty ot g+ Loty _ 120-0 4 30415 + 4030 1 1,.,.0 s
2, boohl ot L 120 -+ 30 + 40 190
3
2 Ly e e LT
1= Ui+ by — Lyly 12060 4- 30120 - 40100 _ 14800 .
e = = 2 = =z g 1.
: 18 Al 4 120 + 30 - 40 190

2. S& se debermine pozitia centrului de greatate al plicii din figura 49,

Tiezolvare

Sc observil cd axa Oy este axid de simelric si rezultd ci rp==0. Se imparte figura in cle-
mente cdrora 1i se cunose suprafetele si pozitiile centrelor de greulate, Se considerit negalive
suprafetele care se scot, Astfel, suprafetele ABCGD si GDIT sint pozitive, iar semicercurile (111
§i DJF sc considerd negative. Se imparte deci sumdhm in patru pirii: un dreptunghi A DR,
un semicere CHD pozitive si cele doud semicercuri (I si DJF negalive. Folosind relatia:

o 8 Slem
P TR o
B4 B :
| 5§
SR 1,
St anke F 9
ST N
e 6} ’ 3
1 a1l
F ] €,
i &~
n
'li i Y Pl
| 2
“4 )\

. Fig. 49. Determinarea ceq‘crulm de
greutate.

Fig. 48. Bard cotiti,
se obline
A Uady — Uady — Ay
A+ Ay — Ay — A

e =

2 ‘rl,br2 - ser? = .m'B ,

2r-12 +(41’+“:3— o7

7 T2 ) 2 i 2
= 5272 2 2 Y
1002 4 el 0% _rrt Tr
2 2 2
.0 “'Lllldd mmplu rezemati la cspetc este mnucata cu o fort® 7 e

se Lul a msldni ele a si b de cele dou& capete (hfr 50, a).
‘m se determwne rulcmlmle ’

lezolvare

Se jzoleazd grinda de legituri si se reprezinta forta laclivé si reactiunile din reazeme

fig. 50, & n =
( Se al)(»m ca sistem de referintd axa barei si normala in A]'l bam Ecuafiile de echilibru

sint ¢
2 5=:0 -
2Y =N, —F+ N, =03

SA, = F-a — Ny(a-+ b) = 0.

Ikerolvind sistemul se oblin :

Ny = — Ly
a+ b
Fa

Ny= —»——
a4—h
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4. O grinda 0A articulati
in O si simplu rezemati in A
este incireatd ca in  figu-
y 8 ' 5 i
. ra 51, «. Se cer reacliunile din
g & 3 0 51 A/!.-

iy

Tezolvare

1 Se izoleazd baza OA si se re-

——— prezintd forlele active §i de legi-
. A= X turi (lig. 51, b). .
¥, b Ay

In raport cu sistemul de axe
x0y se seriu ecualiile de echilibra :

X = H — 2F cos 60° =0
Y=V - F_—2Fsin(0°4 ¥ =0;
M, = —Fa — 2F -2¢ sin 60° +

+ N+dda =0,

Se rezolvil sistemul si se obtin
necunoscutele 71, V si N.

5. O grindil incastrald in

i ] capéatul O este incircald ca in

{ 3 o 7 figura 52, a. Sa se determine
reactiunile de incastrare.

|
g’“1| a ’ Za " gl
é I

Ttezolvare

Fig. 51. Grind4 articulatd la un capit si simplu

rezematd la celdlait. Se izoleazi bhara OA si se re-

Prezintd forfele aclive side legitura
(fig. 52, D).

Ineastrarvea se Intocuicste prin componentele H s1 V dupd eele doudl directii ale forfei
din incastrare si prin momentul M. = M, care, liind un vector perpendicular pe planul
forfelor, se reprezinld prin sigeata cuarbi din liguri,

In raport cu sistemul de referintt a0y se scriu ecuatiile de echilibru :

X = H — 3F cos 60° =0
XY =V —F — 2F sin 60° =0
XMy =M, — Fa— 2F 3a sin 60° = 0,

Se rezolvd sistemul §i sc obtin necunoscutele H, V si M, nge

6. O gheari de smulgere pentru cuie se foloseste pentru scoaterea unui
cui din planseu (fig. 53). Daci forta ce se opune la scoaterea cuiului este de

24 N, ce fortd orizontali I trebuie aplicati ghearei pentru a smulge cuiul
cind se cunosc distantele si unghiul 0 indicate in figura.

Raspuns

= bN cos 15°

a

3]
o

= 2F

; ! | (s

a a ! ik _Z_EL_AA
o R i
%)
5
b5

' A - =/ ]
~ »

Fig. 53. Scoaterea cujului

o rindd in ratd la un capét.
Fig. 52. Grindd incastr p din planised!

7. Un _guseu A BC esle prins in punctele 4 si B de un perete prin doud
buloane (fig. 54, ). Bulonul din B poate culisa dcﬂa“lungul unui canal ver-
tical. In punctul € al guscului actioneazi forta P. S& se determine reactiu-
nile cunoscindu-se

P =500 N; AB =20 em; DBC = 15 cm (fig. 54, &).

Bezolvare
Se izoleazid guscul si se scriu ccualiite de echilibru @
EX =N+ H;=0

BV s P =il

EM, = —P b4 Hyww=0

A b

Fig. 54. Determinarea reactiunilor.
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Rezulld :

B.p
Hy = —— =375 N;
a -

V4= P =500 N;
ey, Pad

Np=—Hy= 2=Z= —37 N. .
Y . :

Ry = JHI T Vi = /5757 £ 5008 = 625 N.

a BS; i%n(fgiimggl)toi{;:ie monti}: Fe o platformi sustinuti prin bolturi in
s D 3 5 ansamblului ator-platiorma » ind o I
et L bubicl: i N S‘uporlgul;l ?S;I;I:dtm pl_al,fm ma determini o forli
{ 3 e i rtel  gravitationale {rec i )
: Y g fions rece printr-v
Fuinct laI acestei platforme de coordonate & = 75 em si y = 100 rrln (‘:npn
. . - = K - - 5 - . : . : -
j;tr Oslslpoist?l agl:ofnat de un cuplu al cirui moment are mirimea de 800 N-cm
sau face un unghi o = 30° fati de ax Si se i
: . s axa Oy. Sd se determine co
okl ) a se | t COIN-
ggn;iifrl: vertlcaletale lreacjmmlor in 4, B, C. (Se consideri ci bul'omci'})'b
< a generatorului pe platformi ti ' 3 e
e o ig. o pe | nu sint actionate de forte orizom-

Rezolvare

Momentul cuplului este: M o= 800 si = =% Tox
ST Lk Calinl 4y = sin 309 i 4 800 cos 30° .= 4007 4 6847 -
Ecuatiile, de echilibru pentru ansamblul Platfarmﬁ-genemtc{r sint g P

i :

J-.J_;\ — O ‘

LY =0 ; M i b

LZ s =Gt Ny N b Ny 001400

N

P i
Z
5 49549
A IV I i
0 %
A Mo 1
. & M
My
d b

Fig, 55. Ge:}erqtqr montat pe o platforma.

BM, == Ng250 — G100 4- 400 =0

DM, = — N, 150 & G275 684 =0

LA =0,
Pezolvind sistemul se obling :

N, = 104,56 N

Np = 784N .

N, = 17,04 M.

9. Un ax AC este solidizat cu o placd IFGDE i sustinut de lagirele
din B si € (fig. 56). Asupra plicii actioneazi in punctele D si E doud forte
) egale, paralele si de sensuri contrare. Dreapta DE face cu axul AC un
unghi de 30° si se alla in planul x0y. in capatul 4 al axului AC se afla o
pirghie A fixatd solidav cu axul. $a sc determine forfa P necesard pentru a
mentine axul in echilibru si reactiunile din lagarele B §i C stiind ci lagirul
din ¢ nu suportd sarcind in sens axial.

‘neznl vaze

Fortele O formeazid un cuplu al cirui momont este un vector perpendicular pe pla nul
forfelor si se afli in planul xOy. Valoarca momentulul cuplului este M = Qe.

TExpresia analitiei a momentului cuplului este :
=4 6BF ath skt

“M = Q¢ cos 30°0 - Qe sin 30°7; filnd un veetor liber acest moment se plaseazi In
ariginea axelor. S izoleazi ansamblul format de ax si placi §i din ecuatiile. de  echilibru se

obfin :

BX =P Hpy Heg=103; BM, = Vb + Qc cos 30°=0-
EY=Nz=0;
BZ =Va+ Vet @—0=0;

Rezolvind sistemul se deterniind necunoscutele.

LM, = Pd + Qe sin 30° =0
SM, — —Hg-b + Pa=0.

*:!

H F

Fig. 56. AX solidarizat cu o placa.
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' Flg." 57, Detérminares J‘c'éiitrului‘ de greutate.

10. Si se determine centrul de greutate al placii hasurate din figura 57.

Solutie. Deoarece axa Oy este axi de simelrie, avem a¢ = 0. Se fmparle placa in ir'el
parti si anume : doudl suprafete pozi tive ABCD si LFMN si o suprafati negalivi HIRJ.

S iniy fle KRR |4 : ‘ a3 ki

11. Un corp actionat de forta gravitationald G.trebuie mentinut-in eghi-
libru cu ajutorul.unei pirghii cotite in unghi drept in pozitia din figura 58, a,
cw-un cablu orizontal ce actioneazii in 4. Si se determine tensiunea din cabln
si reacliunea din articulatia 2 dacii se cunosc G, a, b si 0 (Fig. 58, D).

Riispuns

o Ga
It}

I V=G: H= —P,

12. Un sistem de scripeti este lixat de o placit de sustinere ca in figura 54.
Cablul din scripete este actionat la capele cu cite o forta Ty =T, =100 N.

Placa de sustinere se prinde in doui buloane, fie A si B, A si C sau € st D
Sa se delermine in ce. caz buloanele sint mai solicitate.

AB =8 cm: BC — 12 em; CD = 10 cm.

Rispuns

Buloanele sint mai solicitale eind se punin A si B

¢ simai putin solicitale e¢ind se pun
in B si (0,

BT
)

o

Fig

. 98, Mentinerea In echilibru a greutitii G.

56 P e

F
I
{t,

o

¥

54

74 A
|

| g
: ‘33}/. /A\*

)

S

Fig. 60. Determinarea pozitiei de echilibru a unei bare omogene.
13. O bard om‘Ug{znﬁ AD asezati intr-un plan vertical, se sprijini cu
; . ; : Z ke
pe muchia unui alt perete (fig. 60, a).‘i\su pra barei actioneazi forAjca gll ;\c ;de
tionald & iar lungimea barei este 21, Si se determine reacfiunile in punct

A si ¢ in care se sprijini bara, precum si pozitia de echilibru a barei, cunos-
cind ¢ distanta intre cei doi pereti este a. - g

. \ -:‘ »
G . a
Ny = d =lr \/_
cos o {

i y i1 B
;VA:Nc'SiﬂC&:G V—-[—«'(l—«\/'[—g—)—(;tg 2

Ri#spuns

capitul inferior A de un perete neted vertical si intr-un punct C se sprijini,




5
FRECARILE IN CAZUL SOLIDULUI RIGID

GENERALITATI

La studiul conditiilor de ecchilibru pentru solidul rigid s-a considerat
ed suprafefele aflate in contact sint perfect netede. Acedsta 1})0194& a fost
facuti cu scopul de a simplifica unele probleme. Tn realitate fnsd %upraftfel&
aflate in contact prezintd unele asperitali care se opun dep]asqul unui corp
fatd de alt corp. Se considerd doui corpuri (solide 110'1(1(‘) 1 si 2 simplu reze-
mate (fig. 61, @), allindu-se in contact in punctul I prin care se trece planul T
tangent, comun supraflefelor aflate in contact si normala nn’ in I la aceste
suplaiete Asupm corpului 7 actioncazii un sistem de forte oarccare ce tinde
si il puni in miscare fali de ¢ olpu] 2. Sistemul de forle dat poate fi inlocuit

prin rezultanta R si momentul rezultant H‘f;. Dacd se separi corpul I se obiine

un corp liber (lig. 61, b).

Componentele vectorilor It, M, dupid planul tangenl si normala nn’
= -2 -3 J =3 2 W o P .
sint B,, R, si M, si M,. Aceste componente tind si punil corpul 7 in miscare
iar as])uitﬁtile suprafetelor allate in contact vor produce rezistenle datoriti
frecarii si vor menfine cmpu] 1 in echilibru. ¢ et ; A
Astfel, componenta R, a for tei rezultante va tinde sa pr odu( alunecarea
corpului pe plauul tangent T.10a reacfiune se va produce 0 [011’1 de fm(m‘o
de alunecare a carei mirime este dati cle relatia : bh

}?i = U"]{?l
JIk — 3 0h SRT ! : B & oo
Componenta 3, a momentului reznltant imprimi corpului 7 o miseare
de rostogolire pe planul T in jurnl axei {—{’. Datoritd asperititilor suprafe-
telor de frecare va apiirea un moment rezistent de frecare M, care va:men-

fine corpul I in echilibru daci M, < M,,.

A

Fig. 61. Elementele frecirii.
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R B

(mnponcntd M,, a momentulm. 1ef,ultdnt imprimi cmpulun 1 0o miscare
de mLatle in jurul axei n--n’. Corpul I va pivota pe corpul 2 in jurul axei
n=n' (‘a 1caclm datorita asperliétllm, apare un moment de frecare de pivo-
tare M mcare va’ me-ntmo Lorpul 1 in cchilibru atit tlmp cit existd relatia :

M, € My,

Wi 5.2 FRECAREA DE ALUNECARE

- —

Frecarea cu alunecare apare in cazui in care existd o componentd R, > F,

in punctul de contact I. In cazul echilibrului corpului eu frecare, in afard de
ecuatiile ce constituie conditiile de echilibru, trebuie avuti in vedere sirelatiaz

& piN

5.3. FRECAREA DE ROSTOGOLIRE

Se considerd cazul unei roti, aflate pe un plan orirontal, trasa de o forta

orizontald T ce actioneazi in centrul rotii {fig. 62, «).
~ Se va considera mai intii ¢ reata si planul pe care se s,pu;md sint solide,
ned{‘im nl‘lhll{‘ Practie, sc observa ¢ pentru a pune in miscare roata supusa

sk, [uuuuu for Lu grav Ildilﬂﬂ'llc G este nevoic si se dezvolte o anumita forfi i
Din ¢ nmhlule de E‘th]lbl u al rotii fatd de sistemul 20y, originea fiind in punc-
tui, de contact al »otii cu pIdnul orizontal, se obtin relatiile :

IX'=T'"“F,=<0;
Y =N —-G=0;
ZM, = TR =0;
F, < uN.
~ Se observi céi, in conformitate cu aceste relatii, echilibrul nu este posibil
decit dacid T = 0, ceea cé este' in contradiclic cu realitatea. Pentru a tine
seama de realilale este necesar ca sit se observe cd de fapt planul si roata se

Fig. 62, Frecarea de rostogolive.




deformeazi. Aceasti deformare se produce astfel c¢i In fala rolii, in direc-
fia ei de avansare, apare un mic prag (fig. 62, ). Datorita acestui prag forta

normali N este deplasati paralel cu ea insisi cu o dlslan[d 5. Aceasti dis-
tantd s poartd numele de coeficien! de frecare de rostogolire si se misoard in
centimetri, Marimea acestei distante esle variabili.

Momentul rezistent de frecare de rostogolire esle Mf,, s-N si este

conlrar tendintei de rostogolire a corpului. Daca se reduce forta N in raport
cu punclul de contact I vatrebui, ca in acest punct, s se aplice reactinnea

normald N si momentul de [recare de rostogolire ﬂ-/}f, (fig. 62, ¢).

Seriindu-se conditiile de echilibru pentru roatd in raport eu axele a0y
si linindu-se seamé ci existd atit frecare de alunecare eil si frecare de rosto-
golne se oblin relatiile ;

21=T‘—F~{=0,
2Y =N —6G=0;
BN S R, = TR £704

R‘If,- -<.\ S 'AT.

Coeficientul de frecare de alunecare este adimensional iar coeficiéntlul
de frecare de rostogolire este o Jungime ce se misoard in centimetri. Acest
coelicient depmde de raza rofii si natura materialelor din care smt Cuniec—
tionate roata si planul pe care se rostogoleste.

Deoarece in cazul frecirii de rostogolire apare si freeare de alunccare
este posibil ca in unele situatii s& nu se respecte ambele condifii (inegalildir)
de echilibru. Sint posibile urmétoarele cazuri:

fr;FjiWE,.Iz\rs;N { —roata este in echilibru ;
;}?:Fiwj”;\rﬂ\q { —roata alunecdi [iri sit se rostogoleascd ;
;:R:>F’;1ﬁr H;\TS;N { —roata se rostogoleste, fardi sii alunece;
T > F; € uN;

—roata aluneed sise rostogoleste In acelasi timp.
e i AN { s goles si timp

5.4. FRECAREA DE PIVOTARE

In acest caz torsorul fortelor active ce actioneazii asupra corpului se

A=
reduce la doi vectori colineari R, M ce au directia normalei comune la supra-
fata de contact. Torsorul forfelor de legaturd va [i si el format din doi vecteri

egali si de sens contrar (S.-’, ﬁi'k). Momentul fortelor de legituri este produs

60

de fortele de frecare, apare dalorildl asperitililor din suprafele si are valoarea
maximi M,,..,. Pentru echilibru esle necesar si exisle relaliile :

RN i=0;
'-<\ Ii?‘[fi':‘{"jl‘

 Frecarea de pl\ulal ¢ apare in cuul in care forfele elementare de frecare
de alinecare se pot reduce la o rezultantd si un moment rezultant (un torsor)
al fortelor de frecare. Se disting pivofi cu secfiunea circulard plind si eu secfinne
inelard (lig. 63).

Prin masuriri spc(‘mle s-a stabilit ca presiunea de E‘onfact (apdqawn
pe unitatea de s.u])l'}ia’ta de contact) variazi de la o mirime minimi, la mar-
gine, citre valori mari, spre centrul sectiunii. Din aceasti cauza lubrifiantul
ce se inlroduce intre suprafetele de contact este expulzat de la centru citre
margine si, ca urmare a acestui fapt, pivotul se gripeazi mai usor, jn centru.
Din acest motiv se preferi folosirea pivotilor inelari.

Mirimea momentului rezistent de frecare de pivotare esle :

— in ecazul pivotilor de sectiune circulard,

N gy
— in cazul pivolilor inelari,
MESY

unde :

Fig. 63. Frecarea in pivo\l
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' '5.5. FRECAREA IN ARTICULATII SI LAGARE

Axul cilindrie orizontal al unei articulatii cilindrice se roteste in inte-:

riorul unui locas cilindric astfel cii se afld in contact dupd o generatoare co-
muna. ) ! J
Intr-o secfiune transversali (fig. 64) acest contact se realizeazi inlr-un

punct. Dacd 'asupra axului acfioneazii un thoment motor activ M, si o
forfd R, acestea tind s pund axul in miscare. In punctul de contact T apare
Irecare de alunecare §i frecare de rostogolire. 1

,I)Ecuat.i'i]e de echilibru, fatd de axele de referintd (tangenta si normala
in I) siut: :

F, — Rsineg =0 ;
N —Rcosa=10;
My — M, + Ra sinag =0 ;
F, 5 ulN';
M,, < sN. ' ,
Rezolvind sistemul de ecuatii, se obtin :
F,= Rsina;
N = R cos .
M; = M, — Rasin a.

La cchilibru ;

M, € R-a [sin o +—f_cos cx},
(e

Se observa cd unghiul « este foarte mic si e (gao = atunci, igax
& sin o si cos o = 1. :
Relatia momentului devine :

& R-a(g 4l¥i}=:lbap'
({4

unde :

R . e

p' = p - — este coeficieniul de frecare
[E4

tn arliculafie.

La echilibru B3, = 8, si rezulti:

M < pfﬁ'R.

5.6. FRECAREA IN SCRIPET!

Scripetele este format dinir-un disc
Fig. 64 Frecarea in lagdre si arti- rotund ce se poate rc_rtx in :]urul unel axe
culatii. normale pe planul discului, ce frece prin

62

centrul discului. Peste circumferinta discului este treeul un fir flexibil si
inextensibil, la eapetele ciiruia actioneazi o fortd activa I si o forld re-
zistentd Q. Tn articulatia discului cu axul apare un moment rezistent da-
" &4 el 5w 52 oo : L
torita freciivii. Se constalii cid forla aclivd F este mai mare decit sarcina (.
2 g
Pentru a delermina forfa activd F, la limita echilibrului, necesard pentru a
- 3 LV T2 | . i 2 v A i1 . " g g p1 1412 4
ridica sarcina ( se va fine seama de frecarea in ax si de laptul ci in reali-
tate firul nu este perfect flexibil i are unele abateri fata de tangentele
duse la disc.
Se va considera cazul cel mai nefavorabil (fig. 65).
JTenatiile de echilibru sint. _

DAl v |
' EY =V —F — =03
EM =0 d-z) — B —¢g) My, =03

M, < Ra.
Rezolvind sistemul de ecualii, rezultd :
I=0; R=VZF4Q;

r+ed pa

Foe 0: = 20.

Ak
F—e—ua

- &4 pla

e . r g i i .
Coeficientul 2 = este supraunitar si se numeste coeficient de munlli-

P— =g
plicare. Valoarea sa este practic egald cu A = 1,1—-1,3.

5.7. FRECAREA FIRELOR .

Dach firul este infasurat peste un disc fixat si daca este tras de un capat
peste disc, intre fir si disc apare o fortd de frecare cu alunecare cu coeclicient u.
fn ramura trasi a firului, forta rezistenti 7', este mai micé decit forfa activa
care trage 7', (fig. 66). Relatia dintre cele doud forle stabilitd de Fuler pentru
echilibru depinde de unghiul de infisurare « al firului:

T, < Te.

Fig. 65. Frecarea in scripeti. Fig. 66. Frecarea firelor.
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PROBLEME 3 by fes e Inlocuindu-se N si 7 In (1) se obline valoarca lui ( astfel ca discul s& nu alunece in Jos.

1. Un disc de razd r si acfionat de forfa gravitalionala (greutatea) P =R LS S T B
fig. 67) se menfine in echilibru pe u inclinat c ghi jutorul
(tig. G7) . line in ilibru pe un plan inclinat cu unghiul « cu ajuto ! 0 = P(sin & — . cos @) = Q.
unui fir fixat ¢u un capat de dise, iar la celdlalt capit actionind o forld Q,

paraleld cu linia de cea mai mare pan‘té a planului inclinat. Cunescind coe- fnloculndu-se M, si N in (3) se ob{ine condifia ca discul sd nu se rostogoleascd in jos.
ficienlii de [recare de alunecare p. si de rostogolire S, si se studieze condi-
tiile de echilibru al discului. : ; : ' ~20rc + Prisin @< sP cos
¢ P s
sexnlyare ‘ ) 02 —|sin @ ——cos | =0
AR RS i i ' 2 r
in ipsteza e¢d discul ave tendm;'{ de alunccare §i de rostogolire In sus, asupra lui, acfio-.
nind fertele efecliv aplicate P i Q si forfele de legatura, N (reactiunea mor mala) i T = (1.3’
(forta de Irecare de alunecare) precum si momentul dL frecare de rostogolire Mf (fig. 67, a).
Ileuatiile de echilibru sint :
TX=Q—Psina-T=0; . ) o
- ¥ &) =
2Y =N —Pcos & =0; ; 2) /
EM = Pr sin ¢ - M, — 20r = 0, @ ° : e
Ca si nu apard alunecare si rostogolire, trebuie ca : "
T < pN; )
M, < s'N. (5)
: a
Lkezolvind ecuatiile de cchilibru, rezulté : :
N=Pcosa; T=0Q—Psinae; M, =20r — Pr sin a.
Intocuindu-se N st T n (1) se obfine : AN &
Q— P sin e < pl cos « _ seud cfwend i jos Diseol aw oiuneci Discul alpwecs
3 P
53 | ———o = -
: b discit s Ve P a N Fsma .
Q =< P(sin « -+ u cos &) =0, K v 2 1 N
. ’ f".:%?/ﬂj:?,-{f."_..’-'/&‘ > Diseo! i se N Dol &8 wrelimalasts frags
condifin ca diseul $d ni alunece in sus, L @, R rasiagolists N E .
Intecuindu-se M, si N in (5) se obfine : i ¢
3
20r — Pr sin « < s+P cos o
53 i
P i’ s . b
Q< —1| sin o4+ ~— cos o |= (,, \
9 o ~J &4,
2 r ’
4R
condifio ca diseul si nu se roslogeleased In sus, Discul alynecd i /o3 Q Diseul me oloneca J/‘.mi// alwneca f
Dacd discul are tendinta de a aluneca si a se rostogoli in jos, forta de frecare isi N 5 1 5U8 : \
schimbd sensul, iar acliunea normalid Kf se deplascazd cu distanfa s In jos, astfel cd si mo- = g N 4y . i3 i +
mentul de frecare de rostogolire schimbd sensul (Iig. 67, b). ﬁ-‘cu/’se Yo Psina N Pawnec
LEeaatiile de echilibru devin : 1o 5 = s
rasloge/este Wiscul nu se Dscyl e rosfogelesse i sus |
B (e B st T 0 (6) in jos rostogoleste |
1 N ~
dy - =
Y =N — P cos & = 0; : ™ - NV
¢in k
M = Pr sin & — M, —2Qr =0, (8) NP N
N e BN
Rezolvind sislemul, se obfin : 2 o
N=~FPcosoa; T=—0Q+4 Psino; M, = —20r 4+ Pr sin «. ‘ Fig. 67. Conditiile de echilibru ale unui disc pe un plan’ inclinat.
64 n — Mecanicd, ¢l. a X-a — cod. 36 65




Echilibrul este posibil dacd 1

<0<

| P(sin & — p cos @) < Q < P(sin o + p cos «) | )

Q=0=<Q

2 5 . ' (1m

“

7 ; 8 ¥ s
wo|sne ~—cosa | Qg — (si11a+-—-cosa]

_Ca sé' existe echilibru csté necesar ca valoarea lui
tifile (9) si (10). Pentru a veriflca acest lucru se pot reprez
Hmitd tn ordine cresciitoare (fig. 67, ¢). Se observil e :

@ sd salisfacdd simultan lm-{;.-ati-
enla pe o axd cele patru solufii

Ql + Q?
2

= Psing

@D+ 0,
2

Pentru ca echilibrul si fie posibi) este necesar ca o par i
Eils x 13 parte din ccle doudt intervale fos-
mate de perechile de valori Q51 Qs 51 Q, 81 Q, 83 sec suprapuni (fig. 67, d), adici aine

Qs = Uy

q ;
= — P sin o.
2

Eau
P s
5 sln o 4+ —cos ct)é P(sin @ — p eos a)
=

&

din care se objive conditia necesari ca discul sit fie in echilibru, adica ;

2y B
.

2. Un corp A, supus fortei gravitafionale P, este agezat pe un plan ori-
zontal. Corpul este actionat cu o for{i Q printr-un fir ce face unghiul « cn
planul orizontal (fig. 68, a). Ce valoare trebuie si aibi forfa Q pentru a
pténe in miscare corpul A, dacit coeficientul de frecare al cm-pu?ui pe plan
gste i

Indleatie
. Se desface corpul de legituri si se introduce forfele de legliturd, Plapul orizontal con-
stituie un reazem simplu si, deci, se inlocuieste cu o reaciiune perpendiculard pe plan de

mirime N nf:f:unosculii (fig. 68, b). Deoarece foria atindc sd deplaseze corpul spre dreapla
pe planpul orizontal, for{a de frecare va fi dirijatd in sens ‘contrar

A «
a:_.
‘ <]
T T PAIIITT IS,
1 P H#Y
o

Fig, 68.

Deoarcce asupra corpulul actioneazii un sistem de forfe concurente,
conditta de echilibru este ca rezultanta sistemulul s fie nuld (R =0) siu
prolectiile sale pe dond axe rectangulare si fie nule.

Se atere sistemul de axe zQy, se scriu ecnatlile de proieclil pe cele doud
sxe gl rezultd s
wP

cos &

0=

Corpul A va fi pus in miseare cind foria ava fi mai mare deeil wva-
voarea limitd, deei, cipd existd relafia : ]

wP
o8 o

0=

Fig. 69,

3. O bardi 0A, aclionatd de forfa gravitafionali G si avind l!nngimea
91 este arliculatd in capitul O, raza articulatiei fiind ry si coeficientul de
frecare in articulatie p, (fig. 69).

Sa se determine unghiul B la echilibru.

Rezolvare

La echilibrn :
EX=H=0
YV =V --G=0
LM = M, — Gl sln 0 =0
My = pelNTy-

N=0;V=G} N=G
M, = Gl sin 0 < pGry.

Iiecd

r
Fesaltd s |sin O] < oo
!

‘r = s
dar | sin U}z 1, rezulld cf 1anruE1;—9 > 1 unghiul B poate lua orice valoare,

4. Peste un ecilindru fix trece un fir cu care forta F tine in echilibru
un corp actionat de forja gravitationald P, ca in ligura 70, Si se deter-
mine for{a I7 necesarf dacd se cunose P, o, g

fexolvare

Irac tendinian de alunecare este asifel tneit corpul tinde &1 fie ridicat, conform formulel

el 3
W

“

tut Euler T, < 7,¢%8. Inlocuind cu notatiile din problemd rezulld F< Pe . Daca len-

dinja de aloneeare cste_'aslfcl incit corpul coboardl, acecasi rejafic devine

1 (-'r-t* ¥ ﬂ) //‘9 ?“"fﬁ\\ I
P F : //.7, s
< Fe A
g: N
A
Fentru echilibru rezulld \\_‘_*__//

e
, )

Fig., 70
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5. Un troliu este folosit pentru a ridica un corp
aclionat de forta gravitationald G. Se cunosc razele r,
R ale cilindrilor troliului si ry raza articulatiei si coefici-
entul de frecare in articulafie u, Si se determine
forfa I' necesard pentru a mentine corpul in echilibre
(fig. 71).

Rezolvare
Se are In vedere tendinla de a ridica corpul :

X =H=0 L
{ Y =¥V —-F—6G =0

EM =Gr —~ FR- M, =0

My < poNry

H=0; V=F4G; N=1V.

M = —Gr 4 FR < p(F + G

de unde rezultfi pentru echilibru ;

pg(;iﬂﬂﬂ'

R —yyr,

In cazul lle.ndm&vi te coborire a corpului se va schimba sensul momentului de frecare din arti-
culattic sl se pot scrle ecuailile :

EX=H=0
Z¥Y=V-G-F=0 '
EM = —M, + Gr —~ FR =0,

Rezulis

My, < T,

La echilibru este necesar s se respecte relajia -

o L= tale <F<G Tt gy
RE pore R — ote

INTREBARI RECAPITULATIVE

12, Care sint formele de frecare ce se pot intilni in cazul solidului rigid ¢

- Ce se infelege prin coeficientul de frecare de rostogolire 2 Tn ce se

. mdsoard 7 i . ; .

3. CG;:T ezsfe relafio de determinare a momentului de frecare in cazul pi-
votilor 3

4. Care este relafia de determinare a momentului de frecare in lagdre si

_ articulalii ?

.?, Cum se introduce efectul frecdrii in cazul scripefilor 2

6. Cum se calculeazd forfa din ramura activd in cazul firslor trase, infa.

surate pe un cilindru fixat 2

6
STATICA SISTEMELOR DE CORPURI

Studiul echilibrului unuij sistem de corpuri se face prin doui metode :
— metoda separirii corpurilor ;
— metoda solidificérii partilor.

6.1. METODA SEPARARII CORPURILOR

Se consideri un sistem de corpuri aflat in echilibru (fig. 72) asupra céiruia
aciioneazd un sistem de forfe.

Daci intreg sistemul de corpuri este in echilibru atunei ficcare corp este
in cchilibru. Fiecare corp este un solid rigid supus la legituri.

Pentru a se determina conditiile de echilibru se aplici axioma legdiuriior.
Se separii liecare corp (se desface de legituri) si se inlocuiese legiturile prin
fortele de legiiturd corespunzitoare. Se obtine un corp liber asupra ciiruia
actioneazi un sistem de forte format din forfele active si fortele de lega-
tura.

In cazul echilibrului torsorul de reducere, fn raport cu un punct oarecare,
irebuie sit fie nul. Daci se izoleazdi, de exemplu, corpul IIT (fig. 73, a) sc
objine un solid rigid asupra ciruia actioneazd fortele date Frpy y, ..., Fypp
iar in locul corpurilor If si IV se introduc reactiunile Ny r;r si Nyp_gp).

Ecuatiile de echilibru sint :

e n 4" L . .
& :.X‘ Frop o + Nooir + Nppogpy =0

i=1

5 it | s = & .
My = _Ll Py X Frppo A p0 X Nypgrr e X Nyvo iy = 0.
i

e - -
£ "2 3 =
W1 -1 -2

ag LS
Fig. 72. Sistem de corpuri in echilibru. Metoda separirii corpurilor.
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Se izoleazi corpul fnvecinat IV si se procedeazi in mod aseminilor.
Conform principiului acfiunii si reacfiunii, forfele de legituri f\?,p ri 8
A L
Nyrpogv sint egale, de sens conlrar si au aceeagi directie (suport) deci, asupra

corpul_ui IV va actiona forta de legdturi N;;,_ ,p = ——N’“L”, (fis. 73, b).
Ecuafiile de echilibru sint : l

- no - —+
R=1% I:!y_‘ + N“r;__nf + Nl’ﬁ”' = (.

[

= n . - ~ - - —=
T i :
M, ""E.; re % Fry_¢ + Py B Nyppyr + pa X Ny_y;=0.
Proieclind ecuatiile vecteriale ale rezultantei R si momentului .-ﬁa
pe axel('-. Oz, O‘g{r, 0Oz se obtin sase ecuatii scalare (in cazul forfelor din spaliun)
sau trei ecuatii secalare (in cazul forfelor plane).

-

Fu-2

=

Fig. 73. Corpuri din sistem izolate.

70

Daci se izoleazd un numar s de corpuri se obfine un sistem format din 6+
cenalii, in cazul fortelor in spaliu, respectiv 3s ecualii, in cazul fortelor plane.

Necunosculele pot [i reacfiuni, elemenie geomelrice (unghiuri sau lungimi)
ce determini pozitia, precum si forfe active pentru a menfine sistemul fin
eehilibru. .

Daci numirul de necunoscute esle mai mic sau egal cu numirul de
ecuatii problema se poate rezolva. Daci numirul de necunoscute este mai
mare decit numiirul de ecualii problema nu se poate rezolva si este slalic
nedeterminald.

PRROBLEAE

1. Doui bare 0,4 si 0,4 articulate ]a capete gi simplu rezemate, una
in B, cealaltdi fn A, sint incireate ca in figura 74, a. S& se delermine reac-
fiunile.

Rezolvare

Se separid fiecare corp, sc reprezintd Loale forfele si se aleg axele de referintd (fig, 74, i)
Iicuatiile de echilibru sint :
— pentru primul corp :

EX == =l =0
YV =V, — F+ N, — N, =10
NMg, = —al" 4 2aN, — JaN; =0,
— pentru al doilea corp
EX =, =0
LY = Vy— 2F + N =0
. EMgy = +2Fa — Ny-2a = 0.
Se rezolvdl sistemul si se obline :

H =05 Hy=0; N,=F; N, =2F; V; =0} Vy=F.

7 — 2F
B 17/
33‘0’ f 2 ’ &
g a B a | a
g o !
AV, |F P
# : L i !f
L - sy - |
x -
", 2F y
H. A
HNa ?
Fig. T4.
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2. Bara omogenid AB de lungime 2/ si aclionati de forta gravitafio-
nali B, articulats in 4 se reazem¥ firi frecare in C pe bara omogend D( de
lungime 2q si actionatd de forfa gravitationali (?, articulata in mijlocul ei /7.
De capitul D al acestei bare actioneazi o forti Q' (Fig. 75, a). Stiind ci arti-

culatiile A i E se gisesc pe aceeasi verticald la distanta AL — a, si se de-
termine pozitia de echilibru (unghiul «) a sistemului de bare.

Indleatie

Se separdl fiecare barilt si se aplicfl fiecireia forjele exterioare si de legaturd (fig. 75, 1),
Se scriu ecuatiile de echilibru pentru barele AB §1 GDy

Raspuns
Sistemul de bare este In echilibru (fig. 75, ¢):

— instabil, pentru cos & = 0;
P.] \

— gtabil, pentru cos o =

d4a() ’

Fig. 75. Determinarea pozitiei de echilibru a unui sistem de bare.

V2

- e

6.2, METODA SOLIDIFICARII PARTILOR

Se considerd un sistem de corpuri aflat in echilibru (fig. 76, a).

Daca intreg sistemul de corpuri este in echilibru, atunci un grup formal
din citeva corpuri invecinate se afli, de asemenea, in echilibru. Acest grup
poate fi considerat drept un singur corp ea si cum ar fi fost obtinut prin soli-
dificarea fntregului grup. Se poate lua, la alegere, un astfel de grup, de exem-
plu, cel format din corpurile 711, IV $i V care se poate considera un singur
corp (fig. 76, b).

Se disting trei categorii de forfe ce acfioneaza asupra corpului oblinut
prin solidificare :

= —

— forle aclive : ﬁ;;;_l. ! .F‘”,_ s Fig ols .];‘D”,_,, ; 1:’},,_1. o
— forfe de legdlurd, exlerioare : ﬁ,,d,, 5 I\'f,y_p;

— forfe de legdlurd, inlerioare : KT”I_”, 51 ﬁ“,n,“; NT”»_ v §i :i';,-_ Sk
Se observil cdl forfele de legiturd interioare sint doud cite doud egale,

B §

de sens contrar si pe acelasi suport. Deoarece, in corpul ob{inut prin solidi-
ficare, ele actioneazii in acelasi corp, efectul lor se anuleazi. Pentru a scrie
conditliile de echilibru se vor lua deci, in considerare numai forjele active si
forfele de legdlurd exterioare. Torsorul de reducere in raport cu un punct oa-
recare trebuie si fie nul. '

Yo

Fig. 76. Sistem de corpuri in echilibru. Metoda solidificirii partilor,
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Se scriw ecuafiile de cechilibru sub formé vectoriala :

no_, no_, n o, b i

I o 3 T T
tzglflll—i _i—ZF.{F’—! +El*1’—i+‘t\11—111+h71—7=0
i=1 fe] §

=]

My = \’ r( X PH'! t+Lri - FIP’_J “i‘vr{ TPVZ-& +P1 2 Nu 11 T

rw-vl fonl fan]

~+ Pa Mol r'r[_" poe= 0, .

Proiectind ecuatiile vectoriale ale rezultantei ﬁ’ si momentului M, pe

axele Oz, Oy si Oz se obfin sase ecuaiii scalare (in caull fmte]or din spatiu)
saul tua ecuatii scalare (in cazul fmt,elor plane).

¢ pot forma, dupi cum este nevoie, diverse grupiri ale corpurilor si

de i'ie.-.e:u‘c dati se pune conditia ca torsorul de reducere in raport e un punct

oarecare si fie nul. Se obfine astfel un sistem de ecuatii, care, daca sistemul

este static determinal, se poale rezolva.

PHOBLEME . .

I. Se di sistemul de bare din figura 77, format din barele de lungimi
AB = 3a; BI =a; CD = 2q articulate in punctele B, C §i I, bara 4D
liind incastrata in 4. ITn ;)umtu! D actioneaza o forja orizontali de marime
27 si una verticala de mirime P.

Sa se determine reactiunile din Incastrare.

itezolvare

Problema poate fl rezolvati sepsrind ficcare corp si scriind pentru fiecare bard clle
irei ecnatii de echilibru. Se obiin noud ccuajii. Deoarece nu se cer decit foriele din tnea-
strare, problema se rezolvd mai simplu prin mefode solidiffedrii inlregului sistem.

Separind corpul astfel obtinut de legilura exlerioard,
reprezentatd prin incaslrare, gi introducindu-se in leenl

¥ acestela, forjele If: S;’gi momentl lh'_:,,,, se scriu ecua-
giile de echilibru :

g EX+ HA4 2P =10
. : M, = M, — Pra— AP 2a = 0.
L& ! H_‘.?.‘f Rezuivind sistenul, se.obiin:
Fﬂ_‘z__'_. g 17 H= —2P; V=P M,,, == 3Pa.
8, Un arbore de transimisie- orizontal su-
% . portdi solidar douid rofi cu curele € si D
N (fig. 78). Arborele este - susfinut de. lagarele
A si B. Razele rotilor sint: re=0,2 m si
Mo 4 rp = 0,20 m. Distantele de la roti la lagire
4 A wx sint @, = a, = @, iar distanta intre rofi este
T 2 b = 2¢. Tensiunile din curele p» roata C sint

lg =1y s1 T == 2l, i sint orizontale, iar pe

Fig. 77, Calculul reactiil
g e reRgior roata D sint: {, 51 TD = 3f, si sint verticale.

unui sistem de bare.
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1 A
~ M= 425
LA
j': = : =
Z
Wz
Car
|
¥ 4
L= 2, ‘79=34£, 7

Fig. 78. Arbore solldar cu doud roti cu curele.

Sh se determine tensiunea f, si reaehumle din lagire, in cazul echili-
brului, dac# tensiunile din roata ( sint cunoscute,

Hezalvare

Se separd ansamblul ax cu roti, u.u-e formeazd un singur corp rigid, se aplicdt forfele active
gl cele de legdturd si s acrin ecuatiile de echilibru :

EX =Hy+ Up+ Zo+ to =0
=0

B =V,4+ Vy—~Tp =1, =0

LM, =4aVy — 3a(Tp + Lp) =0

EM, = —ro(To ~ lg) + rp{Tp — tp) =0

EM, = —a(fy — Ty) — dally = 0.

Bezolvind sistemul se cbline :

lp = o = 0L,
i

Vi=0,4tg3 I = =220, Ve=12; Hp= —0,751,.

3. Un sistem folosit pentru ridicarea vagonetelor pe un plan inclinat
(In cariere) este reprezentat schematic in flrrura 795 d.

Se cunosc : P — forfa gravitationala (g‘{eutateq) care aclicneazd asupra
vagonelelor, uw — coelicientul de frecare pe planul inclinat, « — inclinarea
planului, & — forta gravitalionald care actioneazii asupra cilindrului folosit

pentru echilibrave, razele r, R si R,.
Se vor neglija fremule in fire si in articulatia de sustinere a troliului.
S5& se determine valoarea lui ¢ pentru echilibrul sistemului,

Rezoiyare

Se separdi fiecare corp In parte,
Se considerd cazul cind P tinde sd fie ridicald (tig. 79, b) :

LX =T — Psin a— F; =0

EY:N—Pcos o=
Ty < pN.

T, —Pama < pF cos o

-3
&



Fig. 79. )

Rezultd :

T, < P(sin o+ p cos o).

Dacit P tinde sd coboare se obfine :

T, = P(sin o - p cos a).

Ireci 1a echilibru :

' Psin o — . cos o) < T <€ P(sin o+ p cos a). |

Se separd tamburul §i se folosesle numai ecualia de momente (fig. 79, ¢):

T,r — TR =0

i

i
R

5

Se separd cilindrul si se oblin ecuatiile (neglijind Irecdrile) :

Ty Rg 4 Tanu =0

14Ty =G =0.
Rezulla :
. G
=T = —;—
sc obtine :
G T, 'r
2 R
Tor
(=g fonia )
R

Tinind seama de valorile limitd pentru Ty se determindt valorile Iimitd pentru &, pentru
chilibrul sistemului (fig. 79, d)

2r )
E s P(sin o — 1 cos a)< G & L P(sin o 4 @ cos o)
n

s

7
SISTEME PLANE DE BARE ARTICULATE
7.1. GENERALITATI

Prin sistem plan de bare arliculale se infelege un numir de bare articulate
intre ele si cu legiituri exterioare. Dacii sistemul este deformabil, firi a se
desface articulatiile, el constituie un mecanism. Daci sistemul de bare rigide
formeazéi un ansamblu rigid el constituie o grindd cu zdbrele.

In figura 80 este reprezentata o grinda cu zibrele care are opt articulafii
numerotate ca In figurd, care constituie un solid rigid articulat fn 1 si simplu
rezemat in dreptul articulatiei 5. '

Grinzile cu zdbrele intra in componenta construcfiilor metalice (maca-
rale, poduri rulante, ferme, sustineri de rezervoare, fuselaje de avion etc.)

Pentru calculul grinzilor cu zihrele se stabilese urmitoarele ipoteze
simplificatoare :

— barele se considerd articulate la ambele capete, fard lrecare;

— [orfele exterioare (sarcinile) sc aplicd numai in noduri (articulatii) ;

— forlele gravitafionale datorate maselor barelor sint neglijabile ; daci
aceste forfe nu se pot neglija, cle se pot presupune egal repartizate la capelele
barelor respective.

Eforturile din hare. Dacd se separi o bard oarecare din grinda cu za-
brele aflate in echilibru, in locul articulatiilor trebuie sii se introducd fortele
de legaturd de module si directii necunoscute. Se obtine astfel un solid rigid,

in formd de bard (fig. 81) asupra caruia aclioneazi forfele R, si R, ce au
punctele de aplicatie in capetele 4 si B ale barei.

" Pentru ca bara si fie in echilibru forfele l{l si M, Lrebuie sa fie egale,

de sensuri contrare sisi aibd direclia axei barei A13.

! ’immv 3= $OHN
Fig. 80. Grindd cu z#brele,

-

Fig. 81. Bard separatd din grindd cu zdbrele,




Rezultii cii o bard oarecare din grindd poate [i solicitatd, fie de o forfd
de inlindere, fie de o for{d de compresiune.

Pentru determinarea eforturilor din bare se [olosese doull metode : me-
toda separdrii noedurilor si meloda secliunilor.

7.2. METODA SEPARARII NODURILOR

Dacid se separd un nod oarecare din grinda cu zabrele, tiind barele ce
sinl articulate in nodul respeetiv, fiecare bard se inlocuieste cu cite o forfd
axiali, necunoscutd ca modul si sens. Grinda cu zibrele fiind in echilibru
fiecare nod in paric este in cchilibru si sistemul de forte concurente corespun-
2itor fiecirui nod izolat trebuie si aibd rezultanta nuld. Conditiile de echili-
bru pentru fiecare nod in parle se exprim prin anularea sumelor proiec-
tiilor pe douii axe de coordonate. Pentru a putea rezolva acest sistemn el
trebuie si aibd cel mult doudt necunoscute. Rezultd cd nodurile trebuie alese
astlel, incit asupra lor s nu aclioneze mai mult de doud forle necunos-
cute. Alegind succesiv si convenabil nodurile se determini cforturile in toate
harele grinzii.

In primul rind se determina for{ele exterioare de legitura care actioneazi
asupra grinzii (reac{iunile din reazeme, articulajii, incastrari ete.).

PROBLEAA : s

Si se delermine eforturile din barele grinzii cu zdbrele din figura 82, a,
prin metoda separirii nodurilor. Grinda este articulatd in punectul 4 si simplu
vezemaltd in [, Asupra ei acfioneazi fortele indicatle in [igurd.

Rezolvare
Se observit ¢ 1o podul 4 se imbind numai doud bare si sinl numai doud forfe necunovscute

o5 =
eforturile S, , st S, .. Se observil, de asemenea, ci celelalte neduri an cel putin cite trei necu-
poscute.

Se separd nedul 4 (fig. 82, by presupunindu-se barele supusc la compresiune, adici for-

jele Efs i ."\:,,,,_2 trg de nod @ se aleg dond axe de referinla si se seriu ecualiile de proiectiiy

BN e S8y 608 45° ==
TY =P — 8§, sin 45° = 0.

Ilezolyind sistemul, se oblin:
Spa=Py2 s =8, 5=F

Berultit cd bara 4-- 2 este comprimatd si bara 4--3 esle Infinsd.

Se treee n nodul 8 unde sint doud eforturl necunoscule S;ﬂl i §;_ﬁ, si efortul din bara
J—4 cunoseul @ Sy , = 8§; 4 == P (cfort de intindere).
Separind uwodul 3 (fig, 82, ¢), se seriu ecuatiile de cchilibru

YX =P - 5 =

g1
LY = 8, 4 = 0.

Rezultd : S, , = P.
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S5y D Gy i
Sy-2
¢ d
M
]
AV
‘ 515 F
s () T —_— X
6
§p.p =dV2P
——— - =l

Fig. 82. Calculul eforturilor In bare prin metoda izoldrii nodurilor,




Bara 38— I cste supusi la intindere cu o forfd P, iar bara 3—2 ou este supusi la efort,

- =
Se poate trece 1a nodul 2 unde au rdmas douft cforturl necunoscute Sy 51 S, ¢ fn afari
de acesle cforturl necunoseute, asupra nodului 2 mai actioneazd forta exterioard 2P, eforty,

de compresiune 1‘3._,72 = §)2,4 sl efortul S:_ﬁ = L‘;';_z ===
Separind nodul 2 (fig. 82, d) se scriu ccuatiile de echilibru :

Y = — 8, g— Sy €05 45° — P2 cos 45° =0
LY = 2P+ 5, , cos 45" - P .;'.'?Tuos 45% =0,
Rezulli ;
.‘)‘271 =3 \.‘";,!—I) $i S‘_t.,q = —4P,

Se trece 1a nodul O, unde au rdmas doud necunoscute si anume : Sy ; si reacliunca nor-

= IR
malit A din reazemul 0. In nod mai acjioneazi forta .:I’nﬁg care impinge in nod, fiind forld de
compresiune (fig. 82, e). &

Se seriu ecuatiile de echllibru :
X =Ny~ AP =0
BY =85y =0

Rezultd :

.-\'0 = 4P {.l Su,{ =0,

tn articulatia din nodul I au rimas, ca necunoscule, componentele fI; st V, ale reacliunii

ce inlocuieste articulatia. Forjele .§'1_3, ST‘:Z sl S1 p au fost determinate (fig. 82, N.

Se seriu ecuatiile de echilibru

BN = —Hy+ P4 3.43 P cos 45° =1 ;

oy " =
BY ==V, — 32 P cos 45" = 0.

Hezultd :
Vl = & §] 1!1 = 4P,

In acest mod s-au determinal cforturile din bare si reactiunile din legiturile cxlerioare.
Reactiunile din legiturile exterioare se putecau determing, de la inceput, prin scrierca ccua tillor
de cehilibra pentru intreaga grindd consideratdi ca un solid rigid. 2

7.3. METODA SECTIUNILOR

Presupunind cii se taie grinda (fig. 83, @) in doud parli (fig. 83, b si ¢}
si daeit in locul barelor seclionate se introduc forlele ce aclioneazd in rmod
normal in aceste bare, se oblin douii corpuri rigide, fiecare trebuind si Tfie
in cchilibru sub actiunea forfelor exlericare, a for{elor de legdturd erlerioare si

a forfelor ce inlocuiesc barele seclionale.
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Flg. 83. Calculul eforturilor in bare prin metoda sectiunilor,

) ]U]eoa_rece sistemul de forte este coplanar, condiliile de echilibru se ex-
prima prin trei ecuaiii: doud ecuatii-de proieclii si o ecuatie de momente.
Rezulli ci pot exista cel mult trei necunoscute. Sectiunea grinzii trebuie
sa [ie astfel aleasit incit si taie cel multl trei bare, din care cel mult doui s#
[ie concurente.

INTREBARI RECAPITULATIVE

—t

. Care sint metodele de studiv al condijiilor de echilibru pentru un sistem
de corpuri ¢

Ce se infelege prin grindd cu zdbrele ?

Care sint metodele pentru determinarea eforturilor tn bare 2

In ce constd meteda solidificarii pdrjilor in cazul sistemelor de corpuri %
Tn ce constd metoda sectiunilor in cazul grinzilor cu zdbrele ¢

EENAIN

f — Mecanicd, cl. a X-a — cd. 346
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