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I. ALGEBRA BOOLEANA

I.1. Notiunea de algebrd booleand

1.1.1. Latice

In cadrul aritmeticii si algebrei sint studiate diferite operatii cu numere
In logica matematici s-au introdus operatii ca: disjunctia, conjunciia sau
negafia propozifiitor. In cazul mulf{imii pérfilor unei mulfimi s-au intilnit
operafiile de reuniune, intersectie $i complementari. Operatiile amintite se
deosebesc mult intre ele, in primul rind pentru ci se efectueazi asupra unor
elemente aparfinind unor multimi diferite.

Este cunoscut cd operafiile pot avea sau nu anumite proprietafi. Operatii
diferite, care se efectueazd asupra unor elemente distincte, pot avea aceleasi
proprietdti. De exemplu, adunarea, inmulfirea, reuniunea, intersectia, con-
junctia si disjunc{ia sint operafii comutative si asociative.

Aseminarea unor operatii din punctul de vedere al proprietatilor pe care
le posedd a dus la ideea de a nu se {ine seama de semnificatia concreti a acestor
operafii sau a elementelor mul{imii pe care sint definite, ci de a se’lua in con-
siderare numai proprieléfile lor comune. Trecerea de la operatii determinate
la operalii nedeterminate este aseminitoare cu trecerea de la aritmetici la
algebrd, adicd de la efectuarea unor operatii cu numere cunoscute, la operatii
cu numere necunoscute.

Dacé pe o mul{ime sint definite una sau mai multe operatii, care au anumite
proprietdti, vom spune cd mullimea a fost dotatd cu o structuri algebrici.
Mulfimea insdsi, Tmpreund cu operatiile definite, se numeste uneori algebra.
Desigur, denumirea sugereaza unele aseméindri cu algebra obisnuiti, dar trebuie
subliniate cele doud sensuri ale cuvintului algebri si anume ramurii a matema-
ticii, respectiv mulfime dotatid cu o anumitd structuri.

Algebra booleand este un caz particular de algebri, operatiile definite tre-
buind sa satisfacd anumite relatii bine determinate. Pentru a ajunge la defi-
nitia structurii de algebra booleani se va prezenta mai intii o structuri mai
simpld, denumita latice.

Definitie. Se numeste latice o mulfime nevidd M inzestrati cu doud operafii bi-
nare, notate 1 §i L1, astfel inclt pentru oricare elemente a, b, c= M sd fie valabile
urmdtoarele proprietdfi : ,

l.amlb=5bMa U'. ayb=b11a (comutativitate)

2. @b Ne=ani(bre) 2. (@aud)dc=ana(buLec)
(asociativitate)

dafl(apub)=a 3. au (@ b) = a (absorbtie)

O latice se noteazd < M, M, LI >. Dacd nu existd posibilitatea unei confuzii,
notatia poate fi simplificatd, renuntind la specificarea celor doui operatii.

3




Lxemple

1. Multimea partilor unei mulfimi M notatd P(M), inzestratd cu operatiile de intersectie si
ceuniune formeazi o latice. Proprietdfile 1, 2 si 3 pentru infersectie, respectiv 1’, 2" si 3
pentru reuniune sint cunoscute din teoria multimilor. Aceastd latice poate fi notatd < 2(M),
N, U >. .

Si consideram multimea divizorilor pozitivi ai unul numar natural 4. Aceastd mulfime poate
fi inzestratd cu doud operatii binare, care corespund calculului celui mai mare divizor comun
si calculului celui mai mic multiplu comun. Astfel a M b = cmmde (a, b), iar a L b = cmmmc
(a, b). Proprietitile 1, 2, 1" si 2" sint cunoscute, rezultind direct din definifiile cmmde si
cmmme. Proprietatea 3 se poate demonstra astfel : deoarece a L) b este cmmme al nume-
relor a si b, rezultéd cd a (4 b este un multiplu al numarului a; in acest caz a ™ (@ .y b) adicd
emmdc al numerelor a §i @ L] b, nu poate fi decit a. Analog se demonstreazi si proprieta-
tea 3’. Aceastd mulfime formeazi o latice, care poate fi notatd < V, emmdc, emmmce >,
unde V = {x[ x este un divizor pozitiv al lui &}. i
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Observafie. Analizind cele sase proprietati din definifia datd unei latice se remarcéd unele simila-
ritafi. Astfel, inlocuind in oricare dintre proprieté{i o operatie prin cealaltd (5i reciproc) se
obtine tot o proprietate din definitie. Asadar, se poate enunta principiul dualitdfii pentru lalice,
care are formularea :
Dacd intr-o propozifie adeviratd din feoria laticelor se inlocuieste o operafie prin cealaltd (si
reciproc) se obfine de asemenea o propozifie adevdratd. : ]
Aceastd a doua propozifie este numitd propozifia duald corespunzédtoare primei propozitii:
Principiul dualitdtii permite sd se evite demonstrarea unei propozifii atunci cind propezitia
sa duald este demonstrata.
Propozitie. In orice latice L, pentru orice element a € L sint adevdrale relajiile
appa=asgialla=a.
Demonstrafie. Din proprietatea 3 rezulti @ = a M (ayy b), astiel cd

aua=ay (@ (awub)).

Notind a 1) b cu ¢, deoarece ¢ € L rezults conform proprietéfii 3" a 11 (@ M ¢) =
=g, astfel cd aya=a.

Analog afla=aCl(ay (@M b)) =a M (e d) =a, unde s-a notat a M b
cu d.

Observafii
1. In orice latice se poate introduce o relatie de ordine, notati C, astfel : all balJb=0b"
Se verificid usor ca sint adevirate cele trei proprietédfi ale unei relaiii de ordine si anume :

1) reflexivitate : al aq deoarece a| | a=a;

2) tranzitivitate : alC b si bE c=>al ¢ deéarece dinay b= bsib ) c=crezultd
aec=apbyud=(auduc=bpc=c;

3) antisimetrie : alC bsibC a=a=b, deoarcce din a1 b= bsibya= arezultd
a=blHa=ayb=0

2. Se poate ardta cd relatia de ordine poate fi definitd si prin:

aC beallb=a.

Intr-adevir, daci a Ly b = &, atunci
allb=amM (ayb)=a si, similar,
dacd a T b= qa, alunci
agb=(@Mb)ub=bybMa=ha

in cazul celor doud exemple de latice, relatia de ordine corespunde refatiei de incluziune
a doud multimi i respectiv refatiel de divizibilitate a dou#i numere.

Definitie. Simbolul p se numeste prim element in laticea L dacd pentru orice
x € L este adevdratd relafia p C x. Analog, u se numeste ultim element in lafi-

cea L dacd pentru orice x = L este adevdratd relafia x C u.

Propozitie. In orice latice finitd existd un prim element p si un ultim element u
in raport cu relajia de ordine L.

Demonstrafie. Fie L = {a,, a5, ..., a,}. S& ardtdm c4
p=aMa,™ ... MNa, (parantezele au fost omise datoriti asociativitatii).
Fie x € L un element oarecare al laticei L. Presupunind ci acest element se
afla in pozitia i, putem considera x = a,.
Astfel
prx=(a MaM ... Me, M ... Ma,) Ma; =

=g Ma... Na,=p,
adicd p C .

Similar, 4 = a, ] @) ... 1 @, deoarece
upx=(nmual ... LaLy - Lla)a =

=ai ]G ... L] a, = U,
adica x [ u.

Definitie. Dacd intr-o latice L, pentru oricare elemente a, b, ¢ = L sint satisfdcute
relafiile

apbrig=(@ud)M@uuc),

am(bge)=(am by (@ac), '
laticea se numeste latice distributivi.

Exemple

1. Laticea << @(M), M, U > este distributivi deoarece operatiile de reuniune si intersectie
din teoria multimilor sint distributive una fati de cealalts.

2. Laticea < {x[ x este divizor pozitiv al lui £}, cmmdec, cmmme > este distributivi deoarece
pentru oricare trei numere a, b, ¢ = N sint adevirate relatiile
emmme (@, cmmdc (b, ¢)) = cmmde (cmmme (a, b), ecmmme (a, ¢)) si
cmmdce (2, cmmme (b, ¢)) = cmmme (cmmde (2, b), cmmde (a, ©)).

3. Fie mul{imea poligoanelor convexe din plan pentru care definim operatiile [7 si [ | astfel:
a) P,M P,= P, P,, adicd intersectia din teoria mul{imilor aplicati celor doud multimi
de puncte ale suprafetelor poligonale P, si P,.




b) P, P, este cel mai mic poligon convex
care contine pe P, P..
Aceste operatii verifics relafiile din definifia
B unei latice (vezi ex. 6). Sd ardtidm cid aceasta
& B Ds 2 latice nu este distributivi. .
7 £ Fie P=AABC, P,=AMBC: §i Py=
G T2 = AA,B,C, (vezi fig. 1.1).

Py Py= A,B,C,C:B.A,,
P (Pl L Pz) =AE10102E2;
e P M P, =AC\D:Ey,
P P,=ACD,E,,
(PAPYL (PM P)Y)= D,EC,C,E.D,.
Se observd cd AE,C,C,E, # D.E,C,C.E,D,.
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Observafii

1. Cele doui relatii din definifia unei latice distributive sint duale una in raport cu cealalts,
astfel cd principiul dualitatii este valabil si in laticele distributive.

2. Se poate arita ci fntr-o latice cele dou#l conditii de distributivitate sint echivalente (vezi
exercifiul 7).

[.1.2. Latice distributive si complementaie

Definifie. O latice distributivdi < L, M, | > se numegte complementati dacd
sint indeplinite urmdfoarele condifii :

1. existd un element neutru u pentru operafia [ (denumit element universal),
care satisface relafia

aTlu=a peniru orice a <= L ;
2. existd un element neutru n pentru operafia || (denumit element nul), care
satisface relafia
a\ln=a pentru orice a = L ;
3. pentru orice element a < L existd un element complemeniar a = L, care satis-
face relafiile

Exemple

1. Laticea < @(M), N, U > este o latice distributivd complementatd, deoarece multimea M
este element neutru pentru intersectie, multimea vidd @ este element neutru pentru reuniulflGJ
iar pentru orice mulfime A = M, multimea 6,4 = M — A este o mul{ime complementari
a mulfimii 4.

2. Dacii numirul & este compus doar din factori primi la puterea 1, atunci laticea < {x| x este
divizor pozitiv al lul £}, cmmde, cmmme > este distributivd §i complementatd.

Numdrul % este element neutru pentru prima operatie, deoarece cmmde (x, #) = x pentru
orice x divizor pozitiv al lui &, iar numdrul | este element neutru pentru a doua operatie
deoarece cmmme (x, 1) = x penlru orice x.

« S I . k .
Dacd pentru un element x considerim numérul =, atunci cmmde {x— | = 1 si cmmme
X €T

(xﬁ) = k, deoarece aceste numere nu au divizori comuni. Rezults, deci, ci 1‘1uméruli este
X X
complementar numdarului x.

Dacd numdrul & are factori primi la puteri mai mari decit 1, atunci laticea divizorilor nu este
complementatd. Considerind £ = 60 = 22-3+5, nu se poate gisi pentru numarul 10 un nu-
mdr care si satisfacd conditiile de complementaritate. Prima condifie este satisficuti de
numerele 1 §i 3 care nu satisfac insd si cea de-a doua condifie (cmmme (10, 1)=10#60 si
cmmme (10, 3) = 30 # 60).

Propozitie. Intr-o latice distributivi si complementatd fiecare element are un singur
element complementar.

Demonstraie. Fie o latice distributivd §i complementatd L si si presupunem,
prin reducere la absurd, ci existd @ = L, care are doud elemente complemen-

tare, @ si @', distincte (@ # a@').
@=alln (n este element neutru pentru | )

=d | (ami @) (a este complement al lui a)
= (@ a1 (ayy a') (distributivitatea operatiei _, fata de M)
=ull(dy d) (a este complement al lui a)
== d || @ (u este element neutru pentru ).
Analog,
@=dun=dyu@d=(@yuarr@yad=
=yM{@ya=adaya
Deci
d=adayd
= d' ] d (comutativitatea operatiei 1))

in contradicfie cu ipoteza @ # a'.

Definitie. O latice distributivi si complementatd se numeste algebrd booleani.
O algebrd booleand se va nota < A, T, Ly, -, u, n >.

Observati

1. Putem considera, in virtutea teoremei precedente, ci fntr-o algebrii hooleani se poate defini
o operafic unari, care constd din luarea complementului unui element, astfel cii intr-o al-
gebrd booleand sc poate spune ¢ existd trei operatii M1, 13 si ~ Intr-o algebré booleand cele

trei operafii sint notate, de obicei, ,,+, ,, 4+ si ,™, iar cele dou# elemente neutre sint notate,
respectiv, prin 1 si 0.

2. Conditiile din definitia algebrei booleene nu sint independente. S-a aritat, de exemplu, ci
pentru o latice distributivi este suficientd numai una dintre cele dou conditii din definitie.

Se poate ardta cd pentru a defini o algebrd booleand este suficient ca pentru oricare ele-
mente a, b, ¢ s8 fie adevirate relatiile

ab = ba, a+b=0b+a;

a(b + ¢) = ab + ac, a+bec= (a + b)a +¢);
al=a a+0=a;

ea =0, at+a=1.




Celelalte relafii, adica
(ab)e = a(bc), (@ +b) +c=a+ (b +0);
ala +b)=a, a+ab=a

putind fi deduse din primele.

3. Elementul nul este prim element, iar elementul universal este ultim element (vezi exerci-
tiul 8).

4, S-a ariitat, de ciitre Stone, ¢ orice algebré booleani finitd < A4, +, +, 7, 1, 0 > poate fi pusi
in corespondenta bijectivd cu mulfimea pirfilor unei mulfimi finite M, care este de ase-
menea, o algebrd booleand < 2(M), N, U, Cu, M, @ =>. In acest fel rezulld cii numarul
de elemente dintr-o algebri booleand finitd A este 2", unde n reprezintd numdérul de elemente

ale mul{imii finite M asociate algebrei booleene A.
In continuare, se vor prezenta doud exemple de algebre booleene utilizate

in tehnica de calcul.
Algebra B,.
Algebra B, este algebra booleani formatd din doud elemente. Aceste elemente

vor fi chiar elementele neutre ale celor doud operatii : 0 si 1. Putem considera
ci aceastd algebri este cea mai simpld algebrid booleand. Cele trei operatii ale
ei se definesc astiel:

0+0=0, 0-0 =0, 0=1,
0-+1=1, 0.1 =0, T'= 0.
140=1, 1-0 =0,
1+1=1, 1.1 =1,

Pentru a arita ci relatiile din definifia algebrei booleene sint satisfacute, se
verificd egalititile inlocuind elementele a, b, ¢ cu 0, si 1, in toate combinatiile
posibile. De exemplu, absorbtia poate fi verificatd ca in tabelul L.1.

a b a+t+b ala -+ b) ab a4+ ab

(1) (2) (3) 4) (5) (6)

0 0 0 0 0 0

0 1 | 0 0 0

1 0 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1
Tabelul 1.1

Identitatea coloanelor (1), (4) si (6) demonstreazd valabilitatea relatiilor a =
=a(@+ b) = a + ab. - g :

Se observd ci operafia - coincide cu inmulfirea aritmeticd, insd operafia +
este diferitd de adunarea aritmetics, deoarece 1 + 1 = 1. Gésim, de exemplu,
@ 4 b = max (a, b), pentru orice a, b € B,.

Aceastd algebri a avut o deosebitd importanta in evolufia calculatoarelor. O
insemnatd contribufie teoreticd si practicid in domeniul algebrelor booleene si
al aplicatiilor lor a adus matematicianul romdn Grigore C. Moisil
(1906—1973).
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Fig. 1.3

Elementele algebrei B, pot fi interpretate ca reprezentind cei doi dipoli (refea
cu doud borne) din figura 1.2.

Operatiile - si -+ sint interpretate ca legarea dipolilor in serie, si respectiv, in
paralel. Doi dipoli sint considerati echivalenti dacd amindoi, fie permit {recerea
curentului electric, fie nu o permit.

Se poate observa, in figura 1.3, cd aceastd interpretare este in concordanta
cu definitia celor doua operafii. .

Operatia de complementare se interpreteazi analog si corespunde la schimbarea
starii dipolului. Astfel, dacd dipolul permite trecerea curentului, dipolul com-
plementar nu o va permite (si invers).

Algebra propozifitlor

In cadrul mulfimii propozitiilor se pot defini operatiile de disjunctie, conjunctie
si negatic. Dacd se considerd egale propozitiile echivalente, atunci relatiile
de comutativitate, asociativitate si distributivitate corespunzitoare acestor
operatii sint satisfacute. Elementul universal este format de clasa tautologiilor
(propozifii intotdeauna adevirate), iar elementul nul este reprezentat de clasa
contradictiilor (propozifii intotdeauna false). Se verifici usor cd aceste ele-
mente neutre satisfac relatiile din definifia unei algebre booleene. Deci, mulfimea
claselor de echivalentd a propozitiilor formeaza o algebrd booleand, fiecare
clasd confinind propozitii echivalente logic.

1.1.3. Exercitii

1. Sa se arate cd relatia
rU@g=(xuy iz

este verificatd in orice latice dacd:

a) x= 2,
b) x=p,
¢) 2= u.
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2. O latice pentru care este verificatd relatia
xuyng=(yiyymz

dacd x [ 2, se numeste latice modulard;
S& se arate cd orice latice distributivd este jmodularé.

3. Fie A= {a, ay, ..., a,.}, o mullime de numere reale pe catre se definesc operatiile _y si 1
astfel :
a,y b= max(a, b) si ail b= min(a, b).
a) Si se arate c¢d A este o latice distributiva.
b) In ce condifii A este o algebri booleans ?

4, Fie M mul{imea divizorilor lui 30.
a) Sd se arate cd laticea < M, cmmdc, cmmme > este o algebrd booleand.
b) Cite elemente are mulfimea M ?
c) Care este complementul lui 6?

5. Sd se arate cd In orice algebrd booleand sint adevirate urmitoarele relatii :
a) aa = q,

b)j: a, {principiul dublei negatii)

¢} a0 =0,

dda+l=1,

e) 0=1,

f) T=0,

¢) a b= ab, (formulele lui De Morgan).
h) ab="a + 5.

6. Sé se arate cd multimea poligoanelor convexe din plan pentru care se definesc operatiile M
si ) astfel:
P, P,= P, P, (intersectia celor doud poligoane),
P,y P,= cel mai mic poligon convex care contine pec P, P,
este o latice. Care sint primul si ultimul clement al acestei latice ?

7. S& se arate cd intr-o latice L cele doud condifii de distributivitate sint echivalente.

8. Si se arate cd intr-o algebrd booleand elementul nul n este prim element, iar elementul uni-
versal u este ultim element.

9. S& sc efectueze urmitoarele calcule in algebra B,:
a) (I'0 4 1-1) (1 + 01),

b) (T-0 4 1) + 0)-1,
) (0 4T + 0) I + 0).

[.2. Functii booleene

1.2.1. Expresii booleene

Din aritmelicd §i algebri se stie cd o expresie este un ansamblu de elemente
(numere, litere) legate intre ele prin simboluri care reprezinti operafii mate-
matice. Pentru a indica ordinea in care se efectueazi operatiile, expresiile pot
confine si paranteze.
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In mod asemindtor, se pot construi expresii cu elemente dintr-o algebri
booleand, utilizind simbolurile celor trei operatii «, 4+ si -

Definitie. Se numeste expresie booleand orice expresie rezultatd prin aplicarea
de un numdr finit de ori a operafiilor -+, -, ~ unor elemente determinate sau nede-
terminate ale unei algebre booleene.

Exemple

1. (a*b) + (c-1) este o expresie booleand care indicd efectuarea operatiei ,, *“ intre elementele a
§i b, a operatiei ,, +* Intre elementele ¢ si 1, a operatici de complementare a rezultatului ullimei
operatii si a operatiei ,,4+* intre primul rezultat si ultimul.

2. Nu orice fnsiruire de simboluri poate reprezenta o expresie. Astfel, 4-a+-5, nu este o expresie
booleand, deoarece nu respectd definitia. Simbolurile operatiilor care apar in acest sir nu
leagd elementele in mod corect (existd doi operatori consecutivi).

Ordinea in care trebuie efectuate operatiile dintr-o expresie este determi-
natd de parantezele care apar in cadrul expresiei. Scrierea unei expresii poate
fi simplificatd prin omiterea unor paranteze daci se introduc reguli de prio-
titate a operafiilor. De obicei, operafia de complementare are prioritatea cea
mai mare, fiind urmatd de operatia ,-“, cea mai pufin prioritard fiind ope-
rafia ,+" La fel ca in algebra clasicd, in expresiile booleene se poate omite
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simbolul operatiei ,,-“
Astfel, expresia (a-b) + (c-1) se poate scrie ab - cl.

Definitie. Fie o expresie booleand cu variabilele x,, x,, . .., x,. Se numeste valoare
a expresiei booleene, pentru sirul de valori v, v, ..., v,, valoarea obfinutd prin
inlocuirea in expresie a variabilelor x,, x,, ..., x, cu valorile corespunzdtoare

Ui, Us, ..., Uy §i efectuarea operafiilor indicate de simbolurile din expresie.
Exemply. Valoarea expresiei x,x; -+ X,%: -+ £, pentru sirul de valori 0, 1, 0 se obtine astiel
00 +T0+01=04+0+11=04141=1

Definitie. Doud expresii booleene cu aceleasi variabile se numesc egale (sau echi-
valente) dacd pentru aceleagi siruri de valori ale variabilelor iau valori egale.

Dacd numdrul de elemente din algebra booleani este mic, se poate demon-
stra egalitatea a doud expresii booleene prin verificarea egalititii valorilor lor
pentru toate sirurile de valori ale variabilelor.

Exemplu. In algebra booleand B, expresia £,(x, y) = xy -+ y este egald cu expresia E,(x, y) =
= x +y, deoarece:

Ey(0, 0)=00 4+ 0=01 4+ 0=0 + 0= E,(0, 0);
Ey0, D=00 4+ 1=0:0 +1=10+ 1= E,0, 1);
E(L, ) =104+ 0= 11 +0=1+ 0= E4(l, 0);
Ex(l, D= 1T 4 1s= 10 o 1220 4 1= | 4 L= (1, 1).

Egalitatea a doud expresii booieene poate fi demonstrati si prin calcul boolean
folosind proprietitile celor trei operatii booleene.
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Astfel, pentru expresiile E, si E, considerate anterior se poate demonstra ega-
litatea si prin:
Ei(x, ) =x§+y =

= (x + yNJ+ y) = (comutativitate, distributivitate)
= x4+ yl = (principiul tertului exclus)
=x+y= (1 este element neutru pentru %)
= Ez(x’ .l/)

Ca reguli de calcul boolean pot fi folosite atit relaiiile din definitia algebrei
booleene cit si alte relafii stabilite pe baza acestora.

Exemple de calcul in algebra booleand.

lL.x+y+z

=ty +2 asociativitatea adundrii
=Tx 1 9z formula lui De Morgan
= (xy)z formula lui De Morgan
= xyz. asociativitatea Tnmultirii.

9. abc + abe - abec = ac(b + b) 4 ab-0=ac'1 + 0= ac.

1.2.2. Functii booleene

In general, o functie este definitd ca o lege care asociazd fiecdrui element
al unei multimi (numitd domeniu de definitie) un singur element dintr-o altad
multime (numitd domeniu de valori). In concordantd cu multimile care alca-
tuiesc domeniul de definitie si domeniul de valori, functiile pot fi, de exemplu,
functii intregi de variabild intreagd, funciii rationale de variabila intreaga,
functii reale de variabild reald. In cele ce urmeazd, se vor considera funcii
la care atit domeniul de definitie cit si domeniul de valori sint algebre booleene.
Deoarece in practici algebra booleand cea mai rdspinditd este algebra B.,,
functiile booleene care vor fi studiate vor fi definite astfel:

Definitie. Se numegte functie booleand (sau functie binard) de n variabile, o
functie definiti pe produsul cartezian By X By X ... X By cu valori in mulfi-
mea B,. de n ori
Deoarece domeniul de definitie este un produs cartezian, un element al dome-
niului de definitie este un sistem ordonat alcatuit din n elemente din algebra Bs,
adici din 1 elemente 0 sau 1. Pentru fiecare combinatie de n elemente 0 sau 1,
functia 1i asociazd un element din algebra B, (adicd 0 sau 1), numit valoarea
Junctiei booleene pentru sistemul de n elemente considerat. O variabild care
ia valori in algebra B, se numeste varia-
B X B, bilé booleand. Putem astfel considera cd
functiile booleene sint functii de una sau
mai multe variabile booleene.

Exemplu. Putem defini o functief: B, X B, — B,
astfel :

f0, 0)=10, f(0, )=0, f(I, 0O)=10, f(I, =1

deoarece B, X B,={(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, D)}.
Aceastd funciie poate fi reprezentatd prin diagrama
Fig. 1.4 din figura 1.4.
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1.2.3. Reprezentarea functiilor booleene

_ Cea mai simpla forma de reprezentare a unei functii booleene este tabelul
sau de valori. Domeniul de definitie al unei functii booleene, B%, are 2" ele-
mente astfel cid tabelul va contine cele 2* valori corespunzitoare ale functiei.
Exemple

1. Tabelul de valori pentru func{ia din figura 1.4 este

X%, | 00 01 10 11
EEL 0 0 0.4

Tabelul 1.2

O altd forma a aceluiasi tabel este urmatoarea :

. Xa 0 1
X1

0 0' "

1 0 1

Tabelul 1.3

2. Pentru functia din figura 1.5 tabelul de valori poate fi:

XiXaXs 000 001 010 o011 100 101 110 11l [
g 1 0 0 0 1 0 1 1 |

Tabelul 1.4

sau

XoXs 00 01 10 11

X1
0 1 0 0 O
1 h 01 1
Tabelul 1.5

3. Tabelul de valori poate fi alcdtuit prin utilizarea unui cod ciclic pentru sirul de valori ale
variabilelor :

XXy OOF O idlz gl 0
f Qg Wu-ng
Tabelul 1.6




Deoarece atit domeniul de definitie al unei functii booleene, cit si domeniul
de valori sint multimi finite, existd un numar finit de functii booleene cu un
domeniu de definitie si un domeniu de valori date. Astfel, mulfimea funcfiilor
definite pe B% cu valori in B, conjine 22" functii. Aceste functii pot fi nume-
rotate, asociind la fiecare functie un numadr intre 0 si 22* — 1. O functie cores-
punde unui sir de 2” valori 0 sau 1; aceste valori formeaza un numdr binar
cu 2" cifre. Acest numir va fi denumit indexul functiei respective.

In tabelul 1.7 sint date toate functiile de o variabild in numdir de 22' = 4.
Cele patru functii pot fi interpretate astfel :

fo este functia constantd 0,

f1 este funcfia identicd,

[» este funcfia complement,

[s este functia constanta 1.

Tabelul 1.7

In tabelul 1.8 sint prezentate toate functiile de doud variabile. Asupra celor 16 functii de
doui variabile se pot face mai multe observatii. Astfel, functiile f, si f15 sint functiile constante 0
st respeetiv 1. Funefiile [, si [, sint functiile identice cu x; si respectiv x,, iar f,, §i fiq sint func-
{iile identice cu complementul variabilei x, si respectiv x,. Functiile f; si f,; nu depind de nici
o variabild, iar functiile fs, fs, fio S f1. nu depind decit de una din variabile. Celelalte functii
depind de ambele variabile.

X% | 00 01 10 11
fo 0 150" M= 0
7\ 0 0 0 1
i, 0 0 1 o0
X 0 0 1 1
A 0 1 0 0
5 0o 1 0 1
i, 0 1 1 0
[ 0 1 1 1
s 1 0 0 0
fo 1 0 0 1
Fo I 0 I 0
11 1 0 1 1
o 1 1 0 0
f1s 110 1
f1a 1 1 1 0
16 I 1 1 1
Tabelul 1.8

O altd form&d de reprezentare a functiilor booleene utilizeazd expresiile
booleene. O expresie booleand formatd cu variabilele x,, x,, ... x, gene-
reazi o functie booleand de n variabile booleene, care asociazd fiecirui sistem
de n elemente O sau | valoarea expresiei booleene pentru acest sistemn de valori.
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Se poate ardta cid pentru orice
functie booleand existd o expresie boo-
leana care o genereazi.

Exemple

1. Funcfia f: B —» B, din figura 1.4 poate fi

©1.1)e

generatd de expresia x,x,. Aceasta se poate

scrie : (1,00]1°—___

flx1, X2} = X%

2. Functia g: B} — B, din figura 1.5 poate fi
generatd de expresia x,x, + ¥5X,. Deci

8(X1, Xu X)) = X1Xy -k XX,

Sa considerdm expresia (x, 4+ ¥:)(v, + ¥:). Aceastd expresie genercazdi o funciie al_cdrei

tabel de valori este:

X1X,X3 Tq X+ T X Xo 4 &3 (¥ - @) (Xa - T)
000 1 1 1 1 1
001 1 | 0 0 0
010 0 0 1 1 0
011 0 0 0 1 0
100 1 1 1 1 1
101 1 1 0 0 0
110 0 1 1 1 1
111 0 1 0 1 1

Tabelul 1.9

Se observi cd aceastd funcie coincide cu functia generati de expresia x,x, + ¥.¥;. Rezulti
deci, cii aceeasi functie poate fi generati de mai multe expresii booleene,

Cele 16 funciii de doud variabile, prezentate in tabelul 1.8, pot fi generate de urmétoarele
expreSiii fo: 0; fl: X1Xa, fazxxfz; fs: X1 fa:flxz; fs: X2 fa=f1x2 + X%z,
f7:x1+xz;fs=flfz;fu=f1fz + x:%2; fro= %23 f1u= x, +fz;fla=f1;fls=f1 4 Xo;

fuu=x1 -+ %5 fus= L

Funetiile fo, fs, fey fia, f1z 81 fin poartd denumirea de functii booleene degenerate de doud va-
riabile, deoarece valoarea lor nu depinde de ambele variabile. Celelalte functii poarti de-
numiri variate, care sint provenite din teoria mulfimilor sau din calculul propozitional.

Astfel, se intilnesc urmitoarele denumiri :

I — intersectie, conjunctie, si, produs;

foy fo — intersectie indirecta;

e — sumai disjunctiva, sau exclusiv, diferentd simetrici ;
f — sumd logicd, reuniune, disjunctie, sau inclusiv ;
fe — functia nici, functia lui Peirce;

I — echivalentd ;

fu, fis — implicatie :

Fia — excluziune, funcfia lui Sheifer.




Studierea functiilor booleene de dous variabile are o importan{d deosebitd, deoarece se
demonstreazi ci funciiile booleenc de trei sau mai multe variabile pot fi descompuse in functu_
booleene de dou# variabile. De exemplu, functia g(x:, ¥, Xi) = X,%; + X.x; poate fi des-

compusd astfel
gy, Xy x2) = [o(fi(xe, %2, Je(%a, X3)).

Asadar, orice functie booleand poate fi reprezentati cu ajutorul functiilor booleene de doui

variabile.
Daci se {ine scama de faptul c orice cxpresie booleand este formati utilizind cele trei operatii

{*, + si —) si cé aceste operatii corespund functiilor f,, f, §i fi,, rezultd cé sint suficiente
aceste trei functii booleene de doud variabile pentru a reprezenta orice functie booleans.
In aceste condifii, functia g serisi mai fnainte poate fi descompusi astfel :

8(x1, X2y X2y = [o(fulss, %2), [ulfia(%e, 0), Frals, 0)).
Utilizind formulele Iui De Morgan se poate scrie ci:
folxs, %) = FaolFa(faa(xs, ), Frols, 0)), 0) si
il %2) = Fuolfa(Fras, 0), frols, 0)), 0),

ccea ce permite sd se afirme cd orice functie booleand poate fi reprezentati cu ajutorul a
numai doud funcfii booleene de doud variabile: fie f, si fi,, fie f, si fi.. Aceeasi functie g
consideratd anterior, se poate scrie de exemplu :

g(xl, Xy, Xa) = f}z(f1(i12(f1(x1, x,), 0), fm(fl(/cm(xz; 0), flu(xs, 0)))); 0).
O proprietate remarcabild o au insi funciiile fe $i f... Relatiile:

Flx, %) = falfs(x1, 0), felxs, 0));

filxn 1) = [(fulx, 20, 0);

fial)) = s(x1, 0)

permit ca prin inlocuirea functiilor f,, f; si fis, cut expresiile indicate s# se poatd gisi pentru
orice functie booleani o reprezentare care si utilizeze numai functia fs (functia lui Peirce).
Astfel, functia g poate fi reprezentatd sub forma:

g(xlw x21 xﬂ) = fﬂ(fﬂ(fﬂ(fﬂ(xly 0)) fs(xzy 0))5 fB(x21 xa))» O))
deoarece g(x, Xu, Xa) = [o(fi(xs, %2), fa(Xsr %))

Functia lui Peirce fiind o functie binard este notatd uneori ca o operatie binari, utilizindu-se
simbolul | . Cu aceastd notajie putem reprezenta functia g astfel:

X1, 2oy 23) = ({221 0) | (%2 0)) | (x5 %4)) 4 O.

In mod analog se poate reprezenta orice functie booleans utilizind numai functia 1ui Sheffer

(vezi ex. 8).

Functiile lui Peirce si Sheffer nu au numai o importan{ teoretic# ci si una practic, deoa-
rece circuitele electronice care realizeazi functiile lui Peirce gi Sheffer sint mai simple decit
cele care realizeazdi operatiile booleene + si-

|.2.4. Exercitii

—

. S4 se restringd urmétoarele expresii :
a) (x + x)(x + y2);
b) a(@ + by + b(b +¢) + b
¢) (@ + b)a + b)(a + b)a + b);
d) xyz + xjz + xpz + xjz.
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2. S& se verifice urmitoarele identitifi:

a) a4 ab=a + b;

b) (@ + )b +¢) = ac + b

¢) ab + be + ca= (a + b)(b + c)c + a).
3. Fie expresiile :

Ei=(a + ab)a + b);

Ey=ab+(a+b+c+d;

Ey=(a + b)c + d);

Ei=a + bc + abclad + b).

Séd se arate ci:
) Ei=a; b) E,=Ey; ) E,=E,+2d; d) E;=a +b.
4. Si se calculeze valorile expresiilor ;

a) (ab + )& - ¢)
b) abla + ¢) +ab

c) ab + ¢ +ac pentru a=0, b= 0 si ¢= 0.

pentru a=0, b=1gi c=1;
pentru a=1,b=1si ¢=0;

5. Si _sgllverifice urmétoarele relatii din algebra B, inlocuind nedeterminatele cu toate valorile
posibile :
a)'h'b+ab+ab=a+b;
b) (@ + t)a + b)= a; ‘
c) aE+b+ac=a+b;
d) ab + bc + ac = ab + ac.

6. Si se afle care dintre urmitoarele expresii hooleene sint egale,

a) Ey=ab + bc + ac; E,= abc + abc + ab;
b) E,= abc + abd + abc + abd; E,= bid + acd + bod + acd;
O Ex=Xxz+xy +xy4; Ex=(x + i)(x +y + 7).

7. S4 se arate cd :

a) xz 4 xz=y daci xy + xy=12; ]

b) ad + b(c + d) = ad + ac + ac + bed daci ad + be = 0.
8. Si se alcétuiascé tabelul de valori al urm&toarelor funciii:

a) f(x1, %) = xiky + Xa;

b) g(%s, %) = (%1 + x:)(%; + x.%.)

Q) flx, y, 2) = xz + yz + xy;
d) gx, y, 2) = x(y +2) + y(x + 2).

©

Se considerd functiile ;

gia, b, ¢)=ab 4 bc + ca;
gﬂ(a: b: C) = (a + C)(b + a—);
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gila, b, ©)=ab + ca'-;

gila, b, ©)= (a & )b + ) + a);
gi(a, b, ¢)= ac + ba;

ga, b, )= (a + b)c + a).

S# se arate cé:

a) functiile g,, g. si g. sint egale,
b) functiile g4, g, g0 sint egale.

1.3. Forme canonice ale functiilor booleene

1.3.1. Forme normale ale functiilor booleene

In paragraful anterior s-a aritat cd o acceasi funciie booleana poate fi
reprezentata prin mai multe expresii booleene. Este de dorit sa existe totusi
o formi standardizatd de reprezentare prin expresii a unei functii booleene.
Aceastd formd de reprezentare trebuie sa fie unicd, pentru a permite deter-
minarea rapidi a egalita{ii a doua functii prin compararea expresiilor asociate,
Definifie. Se numeste produs elementar un produs de variabile booleene san com-
plemente ale acestora, férd ca aceeasi variabild sd apard de mai mulle ori,

Exemplu. abe, abe, xyz, X.x; sint produse elementare iar ¢ + be, ¥y nu sint produse elementare.

Definitie. Se numegte forma normald disjunctivd a unei expresii booleene o sumd
de produse elementare egald cu expresia datd.

Exemplu. ab + bc + ac, }I}E 4 xyez, X,x, sint expresii sub formd normald disjunctiva.

Vom spune ci o functie booleand este scrisa sub forma normald disjunctiva
daci este reprezentatd printr-o expresie sub forma normald disjunctiva.

Forma normald disjunctivé a unei functii nu este unicd, dupd cum se poate observa din exem-
plul urmétor
f(x, g, 2) = xy + yz + x2=1xy + x2=xy + Wz + xz.

Putem astfel obtine oricite forme normale disjunctive utilizind idempotenta si absorbiia.
Observatie. Condifia ca intr-un produs elementar si nu se repete variabilele are o justificare
simpld. Dacii aceeagi variabild apare de mai multe ori, atunci aceasta poate fi redusd la o singura
aparitie prin idempoten{d. Daca acceasi variabild apare impreund cu complementul sdu atunei
produsul respectiv este egal cu 0, astfel cd poate [i eliminal din suma.

In mod analog se definesc suma elementard si forma normald conjunctiva
a unei functii.

Definitie. Se numeste sumé elementard o sumd de variabile booleene sau comple-
mente ale acestora, fdrd ca aceeagi variabild si apard de mai multe ori.

De exemply, @ + b +¢, @ + b + ¢, X +y + 2, %, + % sint sume elementare iar a + b¢, ¥ +y
nu sint.

Definitie. Se numegte formd normald conjunctivd a unei expresii booleene un
produs de sume elementare egal cu expresia datd.

De exemplu (a -+ b)(b + ¢)(a + o), (; +y +x+y +2), 0+ x; sint expresii sub forma
normald conjunctiva. ‘=
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Nici forma normald conjunctivd a unei expresii ica 4 4 di
| presii nu este unicd, dupa cum rezulta d -
plul urmétor : g -

(C+DY +E +2=(x+yE +2) = (x +h)x +y +2(F + 2).

Orice expresie booleana (deci si orice functie) poate fi adusi la o formi
normala disjunctiva si la o forma normala conjunctiva.

Pentru a aduce o expresie booleand la o formé normald disjunctiva se folo-
seste urméatorul procedeu :

— dacd in cadrul expresiei operafia de complementare este aplicatd unor
expresii, se aplicd formulele lui De Morgan, pini cind in cadrul expresiei date
nu mai apar decit complementele variabilelor ;

— se distribuie operafia ,, - in raport cu ,+* ori de cite orj este cazul;

— se elimind produsele care se anuleazi sau se repetd si variabilele care
apar de doud ori in acelasi produs. ’

Exemplu. Expresia [} = xy(xz + x + 2) -+ xyz poate fi transformati astfel :
E= (_x_—l— v)(xz + x2) + xyz (s-au aplicat formulele lui De Morgan)
= xxz + xxz —*—_f_?/% + xyz + xyz (s-a aplicat distributivitatea operatiel - fati de -+)
= %z + xyz + xyz (s-au eliminat primul §i ultimul produs).
S-a obtinut pentru £ o formd normala disjunctivi,

Daca utilizam si proprietatea de absorbtie, putern elimina si ulti inf
expresia datd o alta forma normald: fe.| ; o 1

E=xz + xpz.

Pentru a aduce o expresie booleeand la o formi normali conjunctivi se
foloseste un procedeu similar, in care, dupi aplicarea formulelor lui De Morgan
se distribuie operafia ,,+* in raport cu ,, - si se elimina sumele care au valoarea
constantd 1 sau se repetd, precum si variabilele care apar de doui ori in aceeasi
suma. '

Exemplu. Aceeasi expresie E poate fi adusi la o forma normal conjunctivi astfel ;
E=34(z +x +2) + 2= (¥ + )z + 52) + xjz =
= (& + 5 + 2 +2) + 2y =
=@EHY+NE T+ PE T +DE 24D +2 45 =
=@ +z+Da+2+0E 2 +9)(E +2 +2) =
=@ +9)x +y + 2+ +Y +2)(x + 2.

Expresia se poate simplifica prin absorbfie astfel ci

E=(x +9)x +2(x +2).
.3.2. Forme canonice ale functiilor booleene

Definifie. Se numegte mintermen in raport cu variabilele booleene x,, %, . .., x,
un produs elementar in care apar, fie simple, fie complementate, toate varia-
bilele x,, xs, ..., X, : -

Textele previzute cu o bard laterald sint destinate numai profilului de matematica.
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Un miﬁtermen are deci n factori. Acesti factori se scriu in ordinea natu-
rald a variabilelor care ii alcituiesc. De exemplu,

Xy XoTy, aDE, TFZ, ab, X1X2X3X X5

Secdrui mintermen i se poate asocia un numar binar ﬂSt:fE]E

I\/’le:;i"::l;l}ie;ET{gﬁlulﬂementat}e se inlocuiesc cu cifra 0, iar var:abilele‘lleco:11-
plementate cu cifra 1. Sirul de cifre obfinut rgprezmta un numar lJm.a_r (in
baza 2), care este asociat mintermenului respectiv. De exemplu, mintermeni-
lor scrisi anterior li se asociaza numerele :

(110)s, (100)s, (000), (11)s, (11111),, care reprezi ntd in baza zece nume-
rele 6, 4, 0, 3, 3L

Considerind n variabile booleene, numarul de mintermeni diferifi care
se pot construi cu aceste variabile este egal cu numarul de numere binare
cu n cifre. Acest numar este 2"

Mintermenii joacd un rol important in cadrul formelor de reprezentare
a functiilor booleene, datoritd urmaétoarei proprietati:

Un mintermen are valoarea 1 pentru un singur sir de valori ale varia-
bilelor booleene care il alcatuiesc.

Intr-adevér, deoarece un produs boolean are valoarea ! dacd si numai
daci toti factorii sdi au valoarea 1, iar factorii unui mintermen sint varia-
bile booleene simple sau complementate, alegind valoarea 0 pentru varia-
bilele care apar complementate in cadrul mintermenului si valoarea 1 pentru
celelalte variabile, se obtine combinatia de valori cautata.

Se defineste in mod analog nofiunea de maxtermen.

Definitie. Se numeste maxtermen in raport cu variabilele booleene x,, x, . . ., x,
o sumda élementard in care apar, fie simple, fie complementate, foate variabilele
e ' ' Tl ' )

Un maxtermen are deci n termeni, care se scriu in ordinea naturala a
variabilelor care ii alcdtuiesc. De exemplu

Wi Gt Xy T Tz, dt+ b8 XAy X b X F X ox X

Pentru un maxtermen se pot face aceleasi observatii ca pentru minter-
meni. Asocierea unui numar binar pentru fiecare maxtermen se face inlo-
cuind variabilele complementate cu cifra 1, iar variabilele necomplementate
cu cifra 0. Numarul de maxtermeni care se pot forma cu n variabile booleene
este, de asemenea, 27

Maxtermenii au o proprietate similara cu aceea a mintermenilor, si anume:

Un maxtermen are valoarea 0 pentru o singura combinatie de valori ale
variabilelor booleene, care il alcatuiesc (0 pentru variabilele simple si 1 pen-
tru variabilele complementate).

Mintermenii permit alcdtuirea unor forme normale particulare, deosebit
de importante.

Definitie. Se numegte formé canonicé disjunctivd a unei expresii booleene cu n
variabile o formd normald disjunctivd echivalentd cu aceastd expresie, alcatuitd
numai din mintermeni cu n variabile.

Forma canonicd disjunctivd a unei expresii se mai numeste si formd
normald disjunctivd perfectd.

Exemple. abc + abc + abe, xyz - XYz + XYz, XXX, + XiXoXsX, + XX.%.%, sint forme
canonice disjunctive.

In aceste exemple, primele 2 expresii au cite 3 variabile, iar ultima expresie arc 4 va-
riabile.

Propozitie. Forma canonicd disjunctivi a unei functii booleene este unicd, dacd
facem abstractie de ordinea mintermenilor.

Demonstrafie. S presupunem ci pentru o functie booleani existd doud
forme canonice disjunctive distincte. i

Deci existd un mintermen care face parte dintr-una din formele canonice
(sd spunem din prima forma) si nu face parte din cealalti. Si consideram
combinafia de valori ale variabilelor pentru care mintermenul respectiv
are valoarea 1 si sd analizim valorile celor dou# expresii corespunzitoare
acestei combinatii. Deoarece pentru aceasti combinatie de valori ale varia-
bilelor mintermenul din prima expresie are valoarea 1, indiferent de valorile
celorlal{i mintermeni, prima expresie are valoarea 1. Pentru a doua expresie
se obfine insd valoarea 0, deoarece to{i mintermenii acestei expresii nu pot
avea decit valoarea 0 (conform proprietifii mintermenilor prezentati an-
terior). Rezultd, deci, cid aceste doud expresii nu sint echivalente, adici pre-
supunerea facuta este falsa.

Cele doua forme canonice contfin aceeasi mintermeni, ceea ce incheie
demonstratia.

Forma canonicd disjunctiva poate Ii deci consideratd ca o repieozentare
standard a functiilor booleene.

Totusi, existd o singurd functic booleand care nu poate fi reprezentats
sub forma canonicd disjunctiva si anume functia constantd 0. Aceasta este
o consecinta a faptului ci fiecdrui mintermen dintr-o formd canonicd dis-

Junctivd ii corespunde o combinatfie de valori ale variabilelor pentru care

functia respectivd ia valoarea 1, astfel ¢ o functie reprezentati sub forma
canonicd disjunctiva ia cel pulin o data valoarea 1. :
Forma. canonica disjunctivd a unei functii booleene poate fi obtinut
atit pe baza tabelei de valori a functiei, cit si pe baza unei forme normale
disjunclive a acesteia.
Tabela de valori a unei functii booleene permite obfinerea formei cano-
nice disjunctive a functiei astfel:

Pentru fiecare combinalie de valori ale variabilelor booleene pentru care
functia are valoarea 1 se considerd mintermenul corespunzitor (adici acel
mintermen care ia valoarea 1 numai pentru aceastd combinafie). Suma
tuturor acestor mintermeni constituie forma canonica disjunctivi a functiei.
Reamintim cd mintermenul corespunzator unei combinalii de valori ale va-
riabilelor este produsul variabilelor care iau valoarea 1 si a complementelor
variabilelor care jau valoarea 0.

Fie, de exemply, funcfia definitd de urmitoarea tabeld de valori

a o 0 0 o0 1 1 1 1
b i Ty Y et maee e S fame o}
c o 1 0 1 0 1 0 I
| T O O 0 1 0 1 1

Tabelul 1.10

Funciia ia de 4 ori valoarea 1, pentru urmitoarele combinaifii de valori ale variabi-
lelor a, b, ¢: (0, 0, 0), (1, 0, O, (1, 1, 0), (1, 1, 1).
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Acestor combinatii de valori le corespund urmétorii mintermeni: abe, abe, abe, abe. ) glx, ¥) = xy;
Forma canonicd disjunctivd a acestei functii este deci:

el B fa, b)= (a + b)a@ + b);
fla, b, ¢)= abc + abc + abc + abe.

. o . . .. . - Qe g )=E+y+Ay +x +y +2); ;
O formé normald disjunctiva a unei funcfii poate fi transformati intr-o [l _ 1

forma canonicd disjunctiva astfel : h) f(x1, %o X, X) == (%1 + X2 + X5 + X:2) (X1 + X, + X, 4 %)
Fiecare termen al formei normale disjunctive care nu este mintermen, 4 Si se afle forma canonici disjunctiv a urmatoarelor expresii :

adicd fiecare termen care nu confine toate variabilele, se tnmulfeste cu ex- -

presii de forma (x - @), pentru fiecare variabild x absent din acel termen. a) ab + bc;

Tinind cont de distributivitatea inmul{irii booleene fa{i de adunarea booleani Nz .

se desfac parantezele si se elimind termenii dubli (finind seama de idem- Y2 T 9z;

potenfa adundrii booleene). Se poate observa usor ca expresia obfinutd nu

I tnarii 2). | : 3 resia obj 1 Q) XoXs + Xika.
confine decit mintermeni §i este echivalentd cu expresia inifiald. Rezultd

deci cii s-a obfinut forma canonici a functiei respective 5. S4 sc gisecascd forma canonicd conjunctivd a expresiilor de la exercifiul 4.
. LA o 6. Fie functia f(a, b, ¢, d) definiti de tabelul I1.11. |
Exemplu. Fie forma normald disjunctiva : a) Sa se scrie forma canonicd disjunctivd a acestei functii.
sl e b) Sd se scrie forma canonicd conjunctiva a funciiei f. )
fa, b, ¢) = bc + ac + ab. c) S& se verifice prin calcul boolean cii expresiile oblinute la punctele a) §i b) sint echi-
Aceasta se transformi astfel : valente.
I;c—+az+ab=50_(a+cz—)+ac_(b+5j+ab(c+c_j= a b c d f(a, b,
YR =n L - c, d
= abc + abc + abc - abe + abec + abe= ] _ 9
T = : 0 0 0 0 1
= agbc + abc + abc + abe. 0 0 s 0 |
In mod analog, utilizind nofiunea de maxtermen, se defineste forma 0 0 1 0 l 1
canonica conjunctivd a unei expresii booleene. Forma canonicd conjunctiva 0 0 1 | 0
permite de asemenea o reprezentare standard a functiilor booleene deoarece 0 1 0 0 0
si aceasta formd are proprietatea de unicitate. Singura functie care nu poate 0 1 0 1 1 |
fi reprezentata sub forma canonicd conjunctivd este functia constanti I. 0 1 1 0 1
De asemenea, forma canonicd conjunctivd se poate obfine pe baza fie 0 1 1 1 0
a tabelei de valori a funciei, fie a unei forme normale conjunctive a acesteia. 1 VR VA | 0 |
1 0 0 1 1 |
1 0 | 0 0
1.3.3. Exercitii ] 0 t 1 1
1 1 0 0 l
1. S4 se gdseascd o formd normald disjunctivil a urmitoarelor expresii : 1 1 0 1 1
1 1 1 0 0
a) (x + xy)(x +y); ) 1 1 1 1 0
b) (x1x.)(xy + X)(X5 + X2) 3
I T 1T LTI Tabelul 1. 11
c) (a+b)c+4d);
d) (@ + b)¢ + abe(ad + b).
2. Si se giseascd o formd normald conjunctivd a expresiilor de la exercitiul 1. |.4. Simplificcrecl functiilor booleene
3. 54 se indice care dintre urmatoarele forme normale sint si canonice. A e X v
1 .4.1. Simplificarea prin calcul boolean
a) f(x, y, 2) = xy + yz; : |
b Fla, bc) = abs + 553 + abe + Zbe: O problema importanti legatd de reprezentarea funetiilor booleene o con- |
T i stituie gdsirea unei forme cit mai simple pentru expresiile acestora.
Q) F(s, Xay Koy Xa) == XiXgLoXs + B Bukoks + $iXutaly: Simplificarea prin calcul boolean este aseminitoare cu simplificarea ex-
presiilor algebrice obisnuite. Trebuie insd si se {ind cont de regulile specifice
dy g(x, y)=x+y; ale calculului boolean.
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In acest sens sint deosebit de utile regulile de idempoten{i (@ + a = a si

aa = d), de absorblie (a + ab = a, a(a +- b) = a) si de combinare (ab + ab = aq,
(a 4 b)(a + b) = a).

Aceste reguli pot fi folosite atit ca reguli de simplificare, cit si ca artificii

de calcul pentru introducerea unor noi termeni necesari pentru combinatiile

ul

terioare.

Exemple

1.

abed + abe 4 abe + abd + abed + wbd =
= abc + abc + abd - abd = (prin absorbiie)
= ab + bd (prin combinare).

. ab + abc 4 abc =

= ab + abc + abc + abc = (prin absorbtie) (artificiu de calcul)

= ab + abc + abc + abc + abc = (prin idempotentd) (artificiu de calcul)
=ab + (a + a)bc + ac(b + b) =

= ab + b¢ + ac (prin combinare).

Totusi caleulul boolean direct nu asigurd obfinerea celei mai simple expresii.

Aflarea celei mai simple expresii trebuie si {ini seama de toate combinatiile
posibile, efectuind o cdutare metodici. Trebuie stabilit, insi, ce se intelege

pr

in expresie mai simpla.
O expresie va fi consideratd mai simpld decit alta daci numirul de aparitii

ale variabilelor din prima expresie este mai mic decit numérul corespunzitor
din cealalté.

Astfel expresia ab - dc (in care variabilele apar de patru ori) va fi consi-

deratd mai simpld decit a -} b + abe in care variabilele apar de cinci ori.

De obicei se cautd cea mai simpld expresie in formid normali disjunctivi,

echivalentd cu expresia dati.
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[.4.2. Simplificarea prin diagrame

Utilizarea diagramelor pentru simplificarea functiilor booleene este’ o
metodd utilizata de obicei pentru functiile reprezentate prin tabele.

Diagramele Euler-Venn sint cunoscute din teoria mulfimilor. S-a aritat
insd ca < PD(M), M, U > este o algebra booleand, astfel cd aceste diagrame
pot fi utilizate si la reprezentarea geometrici a relatiilor din algebra booleani
B,. Intr-o diagrami Euler-Venn fiecare variabili a expresiei booleene se
reprezinta printr-o mulfime, de obicei un cerc. Interiorul mulfimii cores-
punde variabilei respective, iar exteriorul mulfimii (deci complementara
mul{imii) corespunde complementului variabilei. Un termen al unei expresii
booleene corespunde intersectiei -mulfimilor: corespunzitoare variabilelor
care il compun. In cazul unei variabile care apare sub formd de complement
se considerd desigur intersecfia cu exteriorul mul{imii corespunzétoare.

Intreaga expresie va corespunde astfel reuniunii mul{imilor corespun-
ziitoare fiecirui termen.

Tn figurile 1.6, 1.7 si 1.8 sint prezentate citeva exemple de diagrame
Euler-Venn, corespunzind termenilor a, ab si, respectiv, abc. Se poate ob-
serva cd unui mintermen ii corespunde o zoni care nu mai este divizatd in
alte zone. In figura 1.9 au fost inscrisi mintermenii corespunzitori fiecirei
zone elementare. Considerind expresia

abé - abc - abé -+ abe,

Fig. 1.6 Fig. 1.7 I'ig. 1.8

Fig. 1.9 tig, 1.10

se observd ca cei patru mintermeni corespund celor patru zone my, n, m,
$i m,. Reuniunea acestor patru zone (fig. 1.10) formeazd multimea corespun-
zdtoare variabilei a, deci

abe - abc - abe - abe = a.

Utilizarea diagramelor Euler-Venn devine dificild daci expresiile contin
mai mult de trei variabile.
Diagramele Veifch-Karnaugh rteprezintad rearanjarea diagramelor Euler-

Venn sub forma de tablou. In cazul diagramelor Veitch-Karnaugh multimile
corespunzatoare variabilelor booleene sint reprezentate de dreptunghiuri
In figura 111 este prezentatd diagrama Veitch-Karnaugh pentru patru
variabile. Se observd cd fiecare cdsutd a diagramei corespunde unui min-
termen. In figura 1.12 sint prezentate diagramele Veitch-Karnaugh cores.
punzitoare termenilor a, d, be, be, bed, abd .Se observi ci multimile cores-
punzdtoare unor termeni sint reprezentate prin unul sau mai multe pitrate.

O proprietate importantd a diagramelor Veitch-Karnaugh este ¢i min-
termenii care nu diferd decit printr-un factor sint reprezentati pe diagrami
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© prin pétrate aldturate. Pentru aceasta trebuie insi si se considere ci latu- |
<< rile opuse ale diagramei sint confundate (sau suprapuse). Reciproca acestei |
% proprieta{i este de asemenea adevirati. Existd insd o proprietate mai ge- |
nerald, deoarece si termenii_care nu diferd decit prin complementul unei |
variabile (abe si abe, bd si bd) se reprezinta pe diagrami prin dreptunghiuri |
adiacente. Orice dreptunghi, in afara celor cu latura de trei unititi cores- _'
| punde unui termen. Reciproca acestei proprietd{i nu reprezinti altceva ‘
decit faptul cd doi termeni care corespund la doud dreptunghiuri aliturate !
egale pot fi redusi la un singur termen, care corespunde dreptunghiului 1
format prin alaturarea celor doud dreptunghiuri. Aceasti proprietate sta |
S la baza metodei de simplificare a functiilor booleene cu ajutorul diagramelor
Veitch-Karnaugh.
Sd considerim ca exemplu functia definitd prin tabelul 1.12, a cirei
X formd canonicéd disjunctiva este |

fla, b, ¢, d) = abed + abed + abed + abed + abéd + abed + abed.

%

abd

becd
a

-Q
3l

fla.b,c,d)
flab,c.d)
flab.c.d)

/]
’

/

a

7

[

‘|

a b c d fla, b, |
c, d) |
|

|

|

|

=bCT

flab.c,d)

flab,c,d)
77,
77
%

ffab,c.d)

i
el

il )
b
-d

t
(

1.12

S

el e e N R Y Ve R R N )

—_,— OO OO ==, OO =~ OO
—_, O OO = O = OO — OO
—_—t e, D= OO~ OO OO0 D

= =t = D O OO = = = O OO0

b
abed
abcd
abed

Tabelul 1.12 . Fig. 1.13

S |—

abcd
abcd

I In figura 1.13 este prezentatd diagrama Veitch-Karnaugh corespunzi-
toare acestei functii. , :
Simplificarea funcliei corespunde cu acoperirea mulfimii corespunzitoare
expresiei respective cu un numar minim de dreptunghiuri cit mai mari.
In figura 1.14 sint prezentate trei posibiliti{i de acoperire, corespunzitoare
expresiilor ac -+ bd, - ac + béd -+ abed, bed 4 abd + abe - acd -+ abed. Se |
observd ca prima expresie, care corespunde acoperirii cu doui patrate mai :
J mari, este-cea mai simpla. ! = i '
‘ " Diagrama Veitch-Karnaugh poate fi consideratd si ca un tabel de valori
P S ; | ‘= cu doud dimensiuni al unei functii. Pentru aceasta, diagrama se rescrie ca in
€ B ® [ '8 figura 1.15. Valorile funciiei se vor trece in:cisutele diagramei, considerind '
3 ‘valorile variabilelor funcfiei drept ,coordonate“ pentru stabilirea pozifiei
e 7 in tabel. Functia din exemplul anterior va avea diagrama prezentatid in .
i figura 1.16. Se observii ci aceastd diagrami este asemanitoare cu diagrama |

b
abéd

Fig. 1.11

&
abéd
abca
abed

a
cod
d

a7 |




P Pentru a putea efectua simplificiri pe aceasti diagrami -se consideri
— cd patratele simetrice fajd de axa de simetrie a diagramei sint adiacente.
I In figura 1.17 functia reprezentatii este: ’
fa, b, ¢, d, e) = bc+ atd + abe(d -+ e).
AL B
777 / ab
-,/f;//f ' d CONL 00 01 a1l 10 10 1, 01 00 |
// ool 7 lolof|oflo]|lo]|ol]|1
4 ‘ | orlolol ||l ]|7 ol
l | o e frr ool fa]o J
—_——
b
o] 0 ! 7 0 0 ] ] 0
a A\ J A S
ab b =
e =0 ex]
CINCoo0 01 11 1o
Fig. 1.17
- 00 .
be // ‘ -
Voo ! 071 [.4.3. Exercitii -~ ¢
/ !
=c d
1 . RS
abed \\\\\\ 1 ‘ 1. Si se simplifice prin calcul boolean expresiile
\
\\\\\ N i o ) - = =Rt s, 4
¢ \-\\\N 0 a) (ab tb)(u {- 0); b) x:z(-‘s_l‘ X)) + xr‘fi("s 3l i;) H | |
\\ S:\MJ ) x+z+ylx+2) +(x+2)x+y+2); d a+b +abe
\__ﬁz;_.___,\ e Fig. 1.15 2. Si se simplifice prin calcul boolean complementara expresiilor :
a a) f‘+b+c—‘-i;b) @"‘l‘z;C) X1Xo+ Xs+ Xa;
d) a4 be + d); ©) (s + 1) + £, (%e¥s + xJ).
ab 3. fSé se giseascd prin calcul boolean o formi mai simpld pentru expresiile urmétoarelor
It unciil : .
AN 00 01 1110 i o
Q) f(x, y, 2) = xyz + xyz + xyz;_ e
oopo0)o |00 b) gla, b, c)=(@+b+cNa+b+c)a+b+0);
I C) h(xly Xz, xa) = XX, + )Elx;, + XoXs.
k\ oo 7 ! 0 ' 4. Sd se gaseascd prin calcul_bool_ean o forma normalé disjunctivd mai simpla pentru funciiile :
c 7N\ mlol || . | 2 [ 4 )=z + 2z + 2 4y |
%i"&\‘g‘% I b) g(x1, X0y %a) = (X1%s + XaX)(XoXs + Xox0);
2SS _ e
ol ol ol s ; ¢) f(a, b, ¢) = (a + b)@ + b)(a + b).
b - 5. Folosind artificii de calcul boolean, si se simplifice expresiile :
Fig. 114 Fig. 1.16 alfachitic i JGL I -
_ b) abed + abed + abed + abed ;
c]asica‘i'. Avantajul acestei forme a diagramelor Veitch-Karnaugh este cd desi Q) xy 4 xyz + ylx + 2) + gz
If'apregl!‘lta untabel de valori, poate‘ SCON m acela§1 tlmp la 51mp11f1carea 6. Functia majoritard M(x, y, 2) se defineste ea fiind funciia booleanii care are valoarea |
Lln(:t{EI. A RN » g i daci cel pufin doud dintre argumentele sale sint egale cu I.
- Diagramele Veitch-Karnaugh se utilizeazi de obicei pentru functiile 1")) 22 se f;i‘-‘ﬁ[‘”'a‘“é t:be.‘"} (f_e. V““t?'.",‘*l. ‘}"‘35‘?‘Pf‘;]"cf.":. T My
H : 3 g H i g s )] od se alle lorma canonica disjunctiva §l lorma canonica conj Vi a CRiL.
boolet.ene cu mamfnum cinci variabile (foarte r.ar pen'.cru. §ase. Vfirlablle)‘: ¢) Si i se determine prin calcul boolean cea mai simpld form# normald disjunctiva.
Diagramele Veitch-Karnaugh pentru o functie cu cinci variabile arati d) Si se arate cit Mla, b, M(c, d, &)] = M[M(a, b, ¢), d, M(a, b, e)].
ca in figura .17, , '
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7. Pentru functiile din urmatorul tabel si se afle: g o S . P -
a)forma canonlcd digjunctivi} ; 11. Aflafi functiile reprezentate prin diagramele Veitch-Karnaugh din figuragl.19.
b) forma canonicd conjunctivi; [

¢) cea mal simpld formd normald disjunctiva. | R e
b 00 0! nm oo 00 01 11
a ab 1 0 N
| 00 0 0 0 0 00| 0 ! 0 0
. T Xy Ty Loz f
4 8 olo o | ] orf-7 i ot el *
0 o0 o0 1 1 0
g 0 0 : ! 0 171 0 b} ] ] il 7 ] 0 0 |
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1 8 N2 / l ; o I ’ : :
1 60 o0 1 0 1
1] w01 Il 1] =0 i b
1 1 () 0 1 1
1 1 1 1 1 0
| abc

' de\_000 oor ©on o010 10 1 101 100
00| 0 0 1 1 7 1 0 0

Tabelul 1.15

8. 54 se indice pentru fiecare din functiile ale céror diagrame Euler-Venn sint reprezentate
in figura 1.18 forma canonici disjunctivd si sd se simplifice, i

or| 0 ! / / 0 ! ! 0

a ~ e A o o e o et oy
A s W
0| 1 0 0 ] 0 0 0 !
/
|
~ c i
C
L Fig. 1.19

a C I

. 12. Folosind diagrama Veitch-Karnaugh, sd se simplifice urmétoarele functii :
! T8 a) f(a, b, ¢, d)= ab + acd + ¢ + béd;

9. Sd se alcdtuiascd diagramele Euler-Venn pentru urmitoarele functii de trei variabile P[5, y, )= (x 4y + 2+ +2);

date prin dezvoltdrile lor si s se simplifice : ¢) &(x, 4. 2, W)= xyz + Byw + syzw + ¥ + yew + Fyzw ;
d) h(Xl, Xay Xy, X3) = XoX3Xy + X1X:Ts + T1XeXsKe;
a) miUmaUmsUm,; b) m ] o , - - e
t Uns b) my \Uma U my U m, e) fla, b, ¢, d) = acd + abed + abc + abd 4+ bcd.
c) moUml;d)mlUszmsUmaumsUme. : i
unde m,, my, ..., m, corespund notatiilor din figura 1.9, |

. - , |.5. Realizarea fizicé a functiilor booleene
10. S4 se construiascd diagramele Veitch-Karnaugh pentru urmitoarele functii booleene:

a) fla, b, c)=a + b¢ 4 ac + abe; I
1.5.1. Circuite cu contacte

b) fx1, X2, X3, X,) = £,8:%s + X%5 + FuXoke l
O prima aplicafie a teoriei functiilor booleene este reprezentati de studiul '

c) f(x,y,2)=x+y+xy+yz+xz+xyz; . g : ) : . \
circuitelor dipolare cu contacte. Aceste circuite sint formate prin legarea

d) g(x, y, 2, ©) = Xy + 3z + yz + %y ; '_ in serie sau in paralel a unor contacte care sint de doud tipuri: contacte

, e BECIE AMDCHE IS g mBpiyeile T ; normal deschise si contacte normal inchise.

¢) fa, b,.¢, d) = abcd + abed + abed + abicd + abed + abed + abed ; Fiecare contact poate fi pus in corespondentd cu o variabild booleana.

I i L ol e g Contactele normal inchise sint puse in corespondentd cu complementele |
) Bl Xa Xy X = (%0 + E)xs + (%2 + T4 . eea variabilelor booleene. Un contact se poate afla in doud stari: starea de |
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Tig. 1.20

repaus sau normald si starea de lucru. Aceste stdri corespund, respectiv,
valorilor 0 si 1 ale variabilelor booleene asociate contactului. Un contact
normal deschis permite trecerea curentului numai in starea de lucru. Un
contact normal inchis permite, insi, trecerea curentului numai in starea de
repaus. Un circuit dipolar cu contacte nu se poate afla decit in doud stéri :
permite trecerea curentului sau nu o permite. Aceste doud stiri vor fi aso-
ciate cu valorile booleene 1 si respectiv 0.

Considerind cele doua circuite simple din figura 1.20 se poate observa
cil acestea pot i asociate celor doua functii de o variabild [(x,) = x, si g(x1) =
= @, Intr-adevir, daci contactul normal deschis se afli in starea de repaus
(xy = 0), atunci circuitul nu permite trecerea curentului (f(0) = 0), iar daca
contactul normal deschis se afli in starea de lucru (xy; = 1) alunci circuitul
permite trecerea curentului (f(1) = 1). De asemenea, daci contactul normal
inchis se afld in starea de repaus (v, = 0) atunci circuitul permite trecerea
curentului (g(0) = 1), iar daci contactul respectiv se afli in starea de lucru
(xy == 1), atunci circuitul nu va permite trecerea curentului (g(l1) = 0).

Se poate observa ci dacd un circuit este obfinut prin legarea in serie a
allor doua circuite mai simple, acestuia i se poate asocia o funciie care co-
respunde produsului boolean al funcfiilor asociate celor doui circuite.

In mod analog funciia asociatd unui circuit format prin legarea in paralel
a altor doui circuite este suma booleand a [unecfiilor asociale celor douni
circuile legate in paralel.

Rezultd, deci, cd oricdrui circuit dipolar i se poate asocia o functie boo-
leand care sa reprezinte funcfionarea circuitului. Trebuie remarcat ci, in-
tr-un circuit dipolar cu contacte, mai multe contacte pot corespunde aceleiasi
variabile sau complementului acesteia.

De exemply, circuitului din figura L21 1i corespunde funcfia f(¢, y) = ¥ + Xy, iar
celui din figura 1.22 i se asociazd functia f(x:, %, Xs, xs) = (¥, + X)(XaXo + (Ty + %2)%,)

%
X
o—+F ——— {3
_._._...o/a—-—-n-ofo—
X Y
Fig. 1.21
X, 2
)
| | Se—ry
X X,
2 ! 2
X .
X
3
Fig. 1.22

Reciproc, orice functie booleani poate fi realizati printr-un circuit
dipolar cu contacte, adicd se poate aledtui un circuit dipolar cu contacte a
carui funcfionare sa fie reprezentati de functia dati.

Realizarea functiilor booleene prin circuite dipolare cu contacte reprezint
o modalitate de uiilizare practici a teoriei functiilor booleene.

Este cunoscut ci funcfionarea celor mai multe circuite de automatizare,
precum si funcfionarea calculatoarelor electronice se bazeazii pe utilizarea
numerelor binare, care pot [i reprezentate cu numai doui cifre, 0 si 1. Func-
{iile care reprezintd comportarea in functionare a circuitelor respective sint
functii booleene. Aceste circuite pot fi deci construite, realizind fizic functiile
booleene corespunzitoare.

Simplificarea unei funcfii booleene reprezinti in acest caz realizarea
aceleiagi funcfii printr-un numdr cit mai mic de contacte.

In practica, circuitele cu contacte sint folosite de obicei sub formi de
circuite cu relee si contacte. Releele sint necesare in cadrul acestor circuite
pentru a acfiona contactele. Un releu va actiona toate contactele corespuin-
zaloare unei variabile, astfel cd valorile variabilei pot fi asociate cu cele doui
stari, de conducere a curentului sau nu, corespunzitoare circuitului de co-
manda a releului. Se di astfel posibilitatea de a se reprezenta in mod omogen
valorile 1 si 0 prin starea de conducere sau nu a curentului prin diferite
circuite. Circuitele cu relee si contacte au fost inlocuite treptat prin circuite
logice alcatuite din tuburi electronice, apoi prin circuite alcituite din tran-
zistoare, iar in ultimul timp prin circuite integrate.

1.5.2. Circuite logice simple

Circuitele logice sint realizate sub forma unor circuite multipolare (cu mai
multe borne). Un circuit logic are una sau mai multe borne de intrare si una
sau mai multe borne de iesire. La bornele de intrare se aplici semnale (in ge-
neral impulsuri de tensiune electrici), care reprezinti variabile booleene si pot
lua doua valori (de exemplu, o tensiune de 4 V poate reprezenta valoarea lo-
gica ,1% iar o tensiune de 0 V valoarea logici »0%). La bornele de iesire apar
semnale, care corespund valorilor unor functii booleene de variabilele de la
intrare. Aceste circuite logice se vor numi combinationale. Existi posibilitatea
ca functiile booleene si nu depindi numai Ye valorile actuale ale variabilelor
de la intrare ci §i de valorile precedente ale acestor variabile. In acest caz cir-
cuitele logice se vor numi secventiale sau ,cu memorie®.

In manualul de fati nu vom studia decit circuitele logice combinafionale.

In cazul general, un circuit combinational are n borne de intrare, corespun-
zatoare unor variabile booleene x, X, ..., x, si m borne de iesire, corespun-
zatoare unor functii yy(xy, ..., X)), +. -, Ym(Xy, +.., x5). Un astfel de circuit se
reprezinta ca in figura 1.23, fira a se descrie structura sa internd.

2 2 Yz(X/.Xz“"",'Xn/

{”o_‘— —-—uoym()(hxz. ey )

Fig. 1.23

4
3 — Matematicd aplicatd in tehnica de calcul cl, a X-a — cd. 23 33




—Oy:f(k,,x‘,‘- -;xn,’

Fig. 1.24

O proprietate importantd a circuitelor logice este ci acestea pot fi combi-
nate pentru a forma circuite logice mai complexe. Astfel, bornele de iesire ale
unor circuite pot fi cuplate la bornele de intrare ale altor circuite. Aceastd
proprietate permite ca un circuit logic mai complex si poata Ii realizat din
circuite logice mai simple.

Un circuit combinational cu mai multe borne de iesire poate fi conceput ca
fiind format din mai multe circuite care au liecare cite o singurd bornéa de iesire
si care corespund fiecare la cite o func{ie. Un circuit combinational cu o singura
borna de iesire va fi denumit circuit logic simplu (flig. 1.24). Func{ionarea unui
circuit logic simplu este descrisd printr-o functie booleani de variabilele de la
intrare. Putem spune astfel cd un circuit logic simplu realizeazi functia booleana
corespunzitoare. Daca funclia booleand este o funcfie elementard de doui
variabile, circuitul logic simplu corespunzitor care o realizeaza va fi denumit
circuit logic elementar. Existi deci trei circuite logice elementare, corespunza-
toare celor trei operatii de baza ale algebrelor hooleene, si amune circuitul SI
pentru operatia ,,+“, circuitul SAU pentru operatia ,.-+" si circuitul NU pentru
operafia de complementare. Aceste circuite logice elementare au o reprezen-
tare conventfionala speciald care este aratala in figura [.25.

Deoarece orice funclie booleana poate [i reprezentati cu ajutorul celor
trei funetii elementare, corespunzatoare celor trei operafii ,+* -+ si ,7%
rezultd cd orice circuit logic simplu poate fi realizat prin combinarea unor
circuite logice elementare. Reprezentarea unei func{ii booleene cu ajutorul
functiilor elementare poate fi consideratd drepl schema de combinare a cir-
cuitelor logice elementare.

De exemplu, funclia ol
[y, Xa,w%,) = X3, + XX,
care poale [i reprezentata sub forma
(CRNEN(CAREADE
este realizatd de circuitul logic simplu din fig. 1.26,
Dacét reprezentdm insd aceeasi funclie prin
flxy, X5, %) = X%, -+ %0 + Xy,

realizarea funciiei va [i diferitd, corespunzind circuitului logic din figura 1.27.

Rezultd deci, cd o funclie booleana poate [i realizatd de diferite circuite
logice simple, corespunzind diferitelor reprezentiri ale acesteia. Se poate acum
infelege importanta simplificarii funcfiilor booleene, deoarece astfel se pot
realiza aceleasi funclii, insid cu scheme mai simple si economice.

In 1.2.3. s-a arilal cié orice functie booleand poate fi reprezentaté cu ajutorul unei singure

funetii de doua variabile, acria_s[ﬁ functie fiind fie funcfia lui Sheffer [u(x, y) = x + y, fie
funetia Ini Peirce fy(x, 1) = xy. Existd circuite Jogice simple care realizeazil aceste funefii,
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.@ccste circuite vor fi dem_lmite circuite logice universale. Rezultd, deci, ci orice circuit logic
simplu poate fi realizat printr-o combinatie de circuite logice universale. Circuitele logice uni-
versale sint simbolizate ca in figura 1.28, Aceste circuite poartd denumiri proprii, particulare.
Astfel circuitul care realizeazé functia lui Sheffer;se numeste circuit NU-SI, iar cel care realizeaza
functia lui Peirce se numeste circiitul NICIL. - fomia

Functia consideratd anterior poate fi reprezentat astfel ;
— prin funcfia lui Sheffer (notati cu ,|*)
[0e1y %2y %3) = (2 [ 2} | ((xa] %) [ (5] %))
— prin funcfia lui Peirce (notatd cu , | ")
o 8l Xay Xa) = ((%1] %) { (%] %)) 1 (%2} %),
iar f(x:, %2, X3) = g(x1, x4, x5) | g(X1, X2 %)

.. Circuitele logice simple corespunzitoare acestor reprezentiri pot fi vazute in figura 1.29
si figura 1.30. e WA
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Desi schemele acestor circuite sint mai complicate decit cele ale c:rcmtelqr‘dml_hgurnv‘tl.ﬁﬁ
si 1.27, compuse din circuite logice elementare, s.int. totusi mai ugor de r_cal_u‘fl E_n_} p_um.t I{:
vedere tehnic, deoarece sint alcatuite din qcelagl_ tip (_lc Cll’_{:lute: pe ‘(abmm,.n_]s;lﬁtl‘c:rc_ngut
logice universale sint mai ugor de realizat §i contin mai pufine piese, iar lllll:‘tjll:l ‘c's[ LII'IIHIIIL";‘ g
nomic si se realizeze chiar si circuitele logice elementare prin combinafii ale circuitelor logice

iversale. = N, =
e eRrealizarea circuitelor logice elementare prin circuite NU-SI este prezentatd in figura 1.31

si are la bazd urmatoarele reprezentdri :
X1'Xy = xl_xz 'xl_xz = (xl | X,) | (xx [ xz)s
Xyt Xy = XuXy Eky = (il x) ] (x: [ %),

;;= x,+x,=(x1[x1)-

Realizarea circuitelor logice elementare prin circuite NICI este prezentatd in figura 1.32
sl are la bazd urmétoarele reprezentéri :

X1°Xs = X, +x1 + X+ x,= (xllxl)l (x3lx2)'

X+ X=X + X + X+ X = (%1 ] X) | (%1 ] %),

X1= X1+ X =X .

REED =D
e B

Fig. 1.31
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In tehnica sint de asemenea usor de realizat circuite SI, SAU, NICI sau
NU-SI cu mai mult decit douii borne de intrare. Aceste circuite au aceleasi
simboluri ca i circuitele corespunzitoare cu numai doud borne de intrare. Un
astfel de circuit poate fi realizat oricind in locul unui circuit similar cu mai
pufine borne de intrare, daci la bornele de intrare suplimentare se aplica fie
semnale avind o valoare logici constanti (,,1 pentru circuitele wol“si ,\NU-SI“
$i 0" pentru ,SAU“ si ,NICI"), fie unul dintre semnalele de la celelalte borne.
In figura 1.33 se prezinta exemple de utilizare a unui circuit cu patru borne de
intrare pentru realizarea unei functii booleene cu doud variabile.

Circuitele logice simple cu un numar mai mare de borne de intrare de tip SI

si SAU pot fi utilizate la realizarea functiilor booleene reprezentate sub o formi
normala.

De exemplu, functia f(x,, %., X)=X%.%, + %1%.%; + Frxe¥s poate fi realizatd cu circuitul
din figura 1.34.

In practicd pot apare situatii care si necesite aflarea functiei booleene rea-
lizate de un circuit logic simplu a cirui schemi (structurd) este cunoscuts.

Pentru a obtine expresia functiei booleene realizate de un cireuit se pro-
cedeazd astfel : se identifici variabilele booleene corespunzitoare bornelor de
intrare ale circuitului ; se alcatuiesc expresiile booleene corespunzatoare acelor
circuite elementare pentru care s-au identificat variabilele de la intrare ; aceste
expresii constituie intrérile altor circuite elementare; se obfin astfel expresii
din ce in ce mai complexe, iar in final expresia cautata, corespunzitoare iesirii
circuitului. '
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culator electronic. Ele realizeaza diferi
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3b are ca vériaﬁile de intrare @ si.b. Dacd

De exemplu, circuitul din figura I.
im expresiile booleene corespunzdtoare,,

dreptul iesirii fiecdrui circuit not

vom scrie pe rind, & b, ab, ab, ab - ab.. . | ‘

1.5.3. Proiectarea circuitelor logice.

importantd din circuitele unui cal-
te expresii booleene care sint nece-
torului. Este cunoscut ci funclionarea
ormarea unor semnale binare, ale caror

valori ,0 sau ,1* au fiecare o anumiti semnificatie. De exemplu, un numar
se reprezintd intotdeauna in baza 2, astfel ci cifrele sale nu sint deeit O sau 1.
Un numdér cu cinci cifre binare se reprezintd cu ajutorul a cinci semnale bi-
nare, cite un semnal pentru fiecare cifra. Semnul unui numér poate fi de

asemenea reprezentat printr-un semnal binar, considerind cé valoarea O co-
respunde semnului -, iar valoarea 1 semnului —.

Transformarea semnalelor binare este efectuald conform unor reguli
bine stabilite, in funciie de rezultatul urmirit. Adunarea a doud numere
binare se reduce la o transformare a semnalelor corespunzétoare celor: doi

operanzi, pentru a se obfine semna
lilor de adunare a doud nunere.

O activitate importantd din cad
electronic o constituie proiectarea

Circuitele logice reprezinta o parte

sare pentru functionarea calcula

rul etapei de proiectare a unui calculator
circuitelor logice din care este alcatuit.

Proiectarea unui circui i i
uit logic se desfisoard 1 i i
be sontt To contindae s $ n mai multe faze, descrise
— stabilirea variabilelor de intr i de fesi
- ntrare si i ificatiei
valorilor aostiora si de iesire precumn si a semnificatiei
vari-;hi?eeiféT-Iqama fu‘uctiei !)ooIeexxe (sau a funciiilor, in cazul mai multor
ol .D$'rf).’ care corespunde transformirilor necesare ale variabilelor
I rat:_'le i alcituirea tabelului de valori corespunzitor ;
— aflarea unei expresii booleene, de obicei s ’ ica disj
.- a r esii cei sub forma ¢ 4 disjunc-
tivi, corespunzaloare fiecdrei functi'i: e Sapie disjiine
- flllnci'l‘il;.?l?r(:::l(::nl?i]a[il':gn'l?[(ll: expresii pentru fiecare func{ie booleana ;
Ieituire circuit logic care sa realizeze
o ST g izeze functiile booleene in
s E(slte :pOtSIFI‘li ca unele etgpe sa nu fie necesare tn anumite cazuri. De exem-
!b’ci'lclla(l:ilalaz:;;]l de \raiton al funcfiei este alcatuit sub formd de diagramé
eitch-Karnaugh, nu este necesari aflarea unei expresii oar iei
_ . ] s xpresii oarecare a functiei
ci se poate trece direct la aflarea celei mai si esii ;
: elei mai simple expresii a funefici respecti
ct 1a i 3 i respective.
. APrOIﬁglare? ’urnul“ circuit cu cor]tacte se face urmind acelefaqi fazle astfel
a 1;;1 ut lima faza sd se alcdtuiascd schema circuitului respecti-}.
Cﬁl‘étiiltllﬁxsgg:::;fillcaf'{;:rse va p[rezlconla proiectarea unui circuit comparator
3 ‘a care frebuie proiectal este desti g ;
7 | kil care buie | stinal sa compare
dou%’a?imllﬁnli (fle cite lelil cifre, indicind pe cel mai mare dintre acesl:tea.
My ?ellafe;infcm'lfrm;e Ei’nt in rfumar de patru. Alegem, de exemplu, ca x,
si X, S cinte cifrele binare ale primului numar, iar x; $i x :
s reprezin| . Xy sioxy pe cele ale
numarului al doilea. Semnalul de iesi jcamnmirud cel mabir :
! ea. Se sire va indica numdrul cel mai mare astfel
f!accsi ]]r1111l|l] numdr este cel mai mare, semnalul de iesire va ;-l\rea‘ \-';:!(;al'ea [«
isgrejuﬂcf‘ cll:(;;};? :Liﬂnillr este cel mai miare. semnalul de iesire va avea "\'ai
a 40" a cele doud numere sint egale, convenim si considerd
! aca cole _ ¢ 4 consideram al
d_(}lle{clt nqu‘mn ca ’fn’m] cel mai mare. !n tabelul 1.14 se indici valorile funciiei
;:;!;c?:l li;l}l)éi()?l};dffl}ﬁ c{ix_lsulcrlml cd nuimerele sint reprezentate in baza 10
elul 115 Tunclia circuitului este definitd ¢ (i eanii.
I _ s itd ca o functie boolean:
ibeta® 116 Iy sircuituly 1 » booleana.
Diagrama Veitch-Karnaugh a acestei functii este prezentati in{ figura 1.36.

lele coréspunzatoare sumei, conform regu-

n. ng / T T, Xy oay [
0 0] o0 0 0 0 0 0
0 1]o0 oo O 0
0 210 0 0 1 0 0
cl) 3 (1) 0 0 1 1 0 .

0 0 1 0 0 1 oo
7 i 0 5 i s i 3 X Xy 00 01 1 Ho)
1 2 .0 0 1 1 0 0
i 13 fho o "q 1*[7 0 ®L° ’ ’ 0
2 0 1 1 0 0 0 1
2 1 1 1 0 0 1 1 or| (M

| B 0

2 2 1'lo 1 0 1 0 0 N ’ ’
2013 |10 1 0 1 1 0 LA
3001 1 1 0 0 1 i "JW o | (]
31 |1 1 1 0 1 1 il a3
3 2|1 1 1 1 0 1 |
3 3]0 1 1 1 1 0 \_ ] ¢ 0
Tabelul I.14 Tabelul 1.15 " Fe13
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Forma canonica disjunctivd a acestei functii este:
f(x1,X2,X5,%0) = T1XoTqTy+ 01 B BaTyt X1 TpTaXy T X1 X 0T s X1 X 5TpX g+ X1 XX 5 Es.

Cea mai simpld forma normald disjunctiva este :

= [(X1, %o, X3, xa) = X1da + X129Eq + XoEais,
L -
6 dupa cum se poate vedea si pe diagrama din figura I.36. Corespunzitor acestei
& forme normale se obfine circuitul cu contacte din figura 1.37 si circuitul
Do logic din figura 1.38.
Daca se doreste realizarea circuitfului logic numai prin circuite NICI,
&5 v transformind functia definita anterior, se obtine expresia
@
= = = = = =
] o Do [y, Xa, X3, Xg) = T3 -1 E1X5 + Eyxg |+ TpXs + XXy
o=
M T 8 e si circuitul asociat din figura I1.39.
< a1 [.5.4. Circvite logice complexe
)T |
~3
r D—DO— I o b N ol - IS B o
n echipamentele electronice sint utilizate adeseori circuite logice com-
Lo—>0 : plexe, care realizeazd simultan mai multe functii booleene. Aceste functii, \
- | de obicei nu sint independente, ci se completeazi reciproc.
<'o i Vom analiza in continuare citeva circuite logice complexe, mai frecvent
B ‘ utilizate.
i & Decodificatoare
Circuitele decodificatoare sint destinate sa recunoascd diferitele com-
binatii de valori ale variabilelor de la intrare. Schematic, un circuit decodi-

ficator se reprezintd ca in figura 1.40, indicindu-se pentru fiecare borni de
iesire combinafia de valori ale variabilelor de intrare corespunzatoare. Re-
zulta, deci, cd functiile booleene realizate de un astfel de circuit sint compuse
fiecare dintr-un singur mintermen. Se poate astfel observa ci pentru orice
combinatie de valori ale variabilelor de intrare, una si numai una dintre
bornele de iesire va indica valoarea logicd ,1* (si anume borna de iesire a
functiei compuse din mintermenul a-

sociat respectivei combinatii de valori oy, &
ale variabilelor). In figura 1.41 se
prezintd un circuit decodificator pen-
tru doua variabile.

| 4 In practica pot fi necesare uneori X %

Ilk" i"‘v circuite decodificatoare care sa indice AD—"

absenfa unor combinatii de valori

Xy o—
X 50—

f

ale variabilelor de la intrare. Desigur
& I" 5 . cd In acest caz pentru fiecare com- X %
ir;? Vi ) 53 & < binajie de valori ale variabilelor de :)> °
o . la intrare numai o singurd bornd de
B [ iesire va indica valoarea logicd ,,0“ (si

£ anume borna de iesire a functiei, co- —‘D_X,Xz_a
o respunzitoare acelei combinatii, de-

oarece aceasti combinafie nu este

¥ = absentd). Un exemplu de astfel de _ T
l <o circuit decodificator cu doud varia-
o bile este prezentat in figura I.42. Fig. 1.42
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Fig. 1.43

Exist! si circuite decodificatoare reduse, care nu au borne de iesire pen-
tru toate combinatiile de valori posibile ale variabilelor de intrare, c¢i numai
pentru cele necesare. Un exemplu de astfel de decodificator este prezentat
in figura 1.43. Acest circuit serveste la decodificarea cifrelor zecimale codifi-
cate in binar, conform tabelului I.16.

Xo A" X‘,, Xj X4 X5 Xé. X? xexg
OTPOTOO(’ET(’R
Xy Xa XNy Xy f D—o.ﬂ
0000 0
000 1 1
0010/ 2 A =———p =
0 01 1 3 : 3
01 00| 4
01 01 5 t L
01 10 6 ﬂa )-
01 1 1 7 —
1 000 8
1 001 9
e e———
L _ 1\\ o,
Tabelul 1.16 ' Fig. 1.44
Codificatoare

Circuitele codificatoare realizeazi o operatie inversd in raport cu circui-
tele decodificatoare. Astfel, variabilele de la bornele de intrare ale acestor
circuite nu capita toate combinatiile de valori posibile, deoarece atunci cind
o variabila are valoarea 1% celelalte variabile nu pot avea decit valoarea 0%,
Rezulta, deci, ca numirul de combinatii ale variabilelor de intrare este egal
cu numdrul variabilelor de intrare. Pentru fiecare dintre aceste combinatii
se obfine la bornele de iesire o combinatie de valori care reprezinti codul
semnalului de la intrare. Un circuit codificator este compus din mai multe
circuite SAU, cite unul pentru fiecare bornd de iesire, Fiecare circuit SAU
are mai multe intréri. In figura 1.44 este prezentat un circuit codificator care
codifici in binar cifrele 0, 1, ..., 9. Codul considerat pentru fiecare cifri
este indicat in tabelul 1.17. Se observi cd borna de intrare corespunzitoare
cifrei 0 nu este legatd cu alt circuit, deoarece codul necesar este format din
valorile 0 pentru toate bornele de iesire.

Sumatoare
Unul dintre circuitele cele mai importante ale unui calculator electronic
il constituie sumatorul. Acest circuit participi la

efectuarea operatiilor aritmetice. Este cunoscut
ca numerele cu care lucreaza un calculator elec- Yo Yo Ys Ya
tronic sint de obicei reprezentate in baza de
numeratie 2. 0 0 0 0 O
Adunarea a doua numere binare (in baza 2) 10 0 0 1
se efectueazd conform regulilor obisnuite, cifra 21 0 0 1 0
cu cifrd, Un circuit sumator este realizat pe baza |3 0 0 1 1
circuitului sumator elementar. Circuitul sumator |4 0 1 0 0
elementar efectueazd adunarea a doud cifre 50 1 0 1
binare. Rezultatul adunirii este alcituit din [6] O I 1 0
doud cifre binare: o cifra a sumei si o cifra g ? (1) (1) (1)
transport care trebuie adunatd la cifrele coloa+ g 7 (¢ o
nei aliturate din stinga. Aceasta inseamnid ci

in realitate un circuit sumator elementar va Tabelul 1.17
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trebui sd efectueze adunarea a trei cifre binare
(cite o cifrd de la cele doud numere si cifra transport
de la coloana precedenta).

Notind cu a si b cifrele celor doi operanzi, cu
t cifra transport de la coloana anterioard, cu s
cifra sumei si cu ¢’ cifra transport citre coloana
urmatoare, se poate alcitui tabelul I1.18.

Putem deci considera s si ¢ ca functii booleene
de a, b si t. Diagramele celor douid funcfii sint
indicate in figura 1.45, iar in figura 1.46 se pre-
zinta o diagrama comund pentru cele doud functii.

Din diagramele Veitch-Karnaugh se pot deduce
expresiile booleene simplificate ale celor doui
Tabelul 1.18 functii :

s = abt + abt + abi + abt si
t' = ab - at + bt

Folosind aceste expresii, un sumator elementar are schema prezentata
in figura 1.47.
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Simbolic, un sumator elementar poate fi reprezentat ca orice circuit
logic (fig. 1.48).

Un sumator pentru numere binare cu # cifre este alcituit din n sumatoare
elementare, care aduni fiecare cite o cifri. Circuitele sumatoare elementare
sint interconectate pentru a-si transmite reciproc cifrele de transport res-
pective. Schema unui sumator pentru patru cifre binare este prezentata in
figura 1.49. Un astfel de sumator este denumit sumator paralel, deoarece
cifrele celor doua numere sint introduse simultan.

Daci este memorata cifra transport, atunci un singur sumator elementar
poate fi utilizat (in mod repetat) pentru caleulul tuturor cifrelor rezultatului.
Un astiel de circuit, denumit sumator serie, nu mai constituie insa un cir-
cuit combinational, c¢i un circuit secvenfial, iar realizarea fizici a sa este
mai complicatd decit a sumatorului paralel.

1.5.5. Realizarea practicé a circuitelor logice

Circuitele logice elementare sint realizate practic utilizind elemente de
circuit obisnuite : rezistente, condensatoare, diode, tranzistori. Existd diferite
scheme de circuite electrice care realizeazia functii booleene.

Vom prezenta citeva exemple de scheme simple care realizeazi operatiile
booleene elementare. In cazul acestor scheme se presupune ci valoarea logici 0
este reprezentatd de o tensiune de 0 V, iar valoarea logicd 1 de o tensiune de
+4 V.

In figura 1.50 este prezentatd schema unui circuit SI. Analizind functionarea
circuitului, se observad cd dacd una dintre bornele de intrare are tensiunea 0 V,
dioda corespunzdtoare se afld in stare de conductie, astfel ci borna de iesire
are de asemenea tensiunea O V. Deci, borna de iesire va avea tensiunea de +4 V
numai dacd toate bornele de intrare vor avea de asemenea o tensiune de +4 V,
toate diodele fiind astfel blocate.

In figura 1.51 este indicatd schema unui circuit SAU. In acest caz, oricare
dintre bornele de intrare ar avea tensiunea de 44 V, dioda respectivi ar fi in
conduciie, astfel ca la borna de iesire s-ar obtine tensiunea de +4 V. Tensiunea
de la borna de iesire este 0 numai daci la toate bornele de intrare tensiunea
este 0. .

Circuitul din figura 1.52 realizeaza functia de complementare (circuit logic
NU). Conform principiilor de functionare ale unui tranzistor, daca tensiunea
de intrare este -4 V, tranzistorul se afld in stare de conductie, astfel ¢4 tensiunea
de iegire este 0 V, iar daca tensiunea de intrare are valoarea de 0 V, tranzistorul
este blocat, astfel cd tensiunea de iesire este de -4 V.
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Se pot realiza cu usurin{é circuite logice universale cuplind un circuit NU
cu un circuit SAU si respeetiv cu un circuit $I. Se obiin astfel scheme pentru
un circuit NU-SI (fig. 1.53) si penfru un circuit NICI (fig. 1.54).

Tehnica de calcul moderni foloseste asa-numitele circuite integrate pentru
realizarea functiilor booleene. Circuitele integrate sint de o mare varietate. De
obicei au un numar mare de borne (14, 16 sau 32). Unele circuite integrate
realizeazi functii simple, elementare. Insd, datoritd numérului mare de borne,
un circuit integrat poate con{ine mai multe circuite logice elementare indepen-
dente. Existi insd circuite integrate care realizeaza functii complexe, cum ar fi
codificatoare sau decodificatoare. De asemenea, existd circuite integrate care
au functiunile unor circuite secvenfiale, avind si posibilitatea de a memora
valoarea unor semnale.

1.5.6. Exercitii

1. Sii se giseascd expresiile functiilor realizate de circuifele cu contacte din figura 155,
_sii se simplifice §i sd se traseze schemele circuitelor care realizeazi aceleagi functii, con-
form expresiilor simplificate.
2, Si se afle expresiile Tunctiilor realizate de circuitele'din figura 1.56.
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3. S4 se simplifice funcilile realizate de circuitele din figura 1.57 si sd se traseze schema

7.

circuitelor care realizeazéi aceleasi functii, conform expresiilor simplificate.

. Corespunzdtor codului prezentat in tabelul I.19, sd se deseneze schema unui circuit

a) decodificator ;
b) codificator.

. Sd se proiecteze un circuit logic care pentru trei semnale de intrare sd indice prezenta

unui numér impar dintre acestea.

. Sd se proiecteze un circuit logic cu trei borne de intrare, care s producd un semnal de

iesire egal cu valoarea majoritdtii semnalelor de intrare.

Séd se conceapd un circuit logic cu patru borne de intrare. Doud borne de intrare Dy, D,
sint considerate borne de date, iar celelalte doud C,, C, sint considerate borne de control.
Dacéi ambele intrari de control au valoarea 0, iesirea trebuie si aibd o valoare egalid cu
produsul logic al celor doud intréri de date. Dacd ambele intrdri de control au valoarea 1,
atunci valoarea semnalului de iesire trebuie sd fie egald cu suma logicid a semnalelor
celor doud intrari de date. Dacd numai o intrare de control are valoarea 1, atunci valoa-

rea semnalului de la jesire trebuie s fie egald cu valoarea semnalului de la intrarea de
date corespunzatoare (D, pentru C, si D, pentru C;),

o —

ll. GRAFURI NEORIENTATE N\

[1.1. Notiuni de bazé

Un graf neorientat G este o pereche ordonati de multimi (X, U), unde X
este o multime finitd, iar U este formatd din perechi neordonate de elemente,
din X. Putem considera deci cd U este o familie de submultimi cu doui elemente
din multimea X. Vom nota G = (X, U).

Mulfimea X se numeste mulfimea virfurilor sau a nodurilor grafului G si
multimea U se numeste mulfimea muchiilor grafului G. O muchie fiind un ele-
ment din U, ea este o submulime cu doui elemente din X, deci are forma
{%, y}, unde x, y = X.

Vom nota muchia {x, y} prin [x, y] si vom spune ci ea uneste virfurile x
si y. Deci notatiile [x, y] si [y, x] reprezintd aceeasi muchie ; virfurile x si yse
numesc extremitdfile acestei muchii.

Daca [x, y] € U vom spune ci virfurile x si y sint adiacente in graful G,
iar virfurile x si y sint incidente cu muchia [x, y).

Deci un graf G poate fi considerat ca o multime de virfuri, dintre care unele
sint unite doua cite doud prin muchii.

Un graf G poate fi desenat in plan reprezentind virfurile sale prin puncte
i muchiile prin linii care unese anumite perechi de virfuri.

Astfel graful G= (X, U), unde X = {1, 2, ..., 14} si U= {[1, 2], [1, 3], [2, 4], [3, 4],

[4, 5. [5, 6], [5, 7], [5, 8], [9, 14], [10, 14], [11, 14]), [12, 14], [13, 14]}, se reprezinti ca in
figura II.1.

De exemplu virful 4 este adiacent cu virfurile 2, 3 si 5, virful 8 este adiacent cu virful 5
iar virful 14 este adiacent cu virfurile 9, 10, 11, 12 si 13.

Gradul unui virf x este egal, prin definitie, cu numérul muchiilor incidente
cu virful x si se noteazi cu d(x).

De exemplu, pentru graful din figura 1I.1 obfinem :
d(1) =d(2) = d(3) = 2; d(4) = 3; d(5) = 4; d(6) == d(7) = d(8) = 1.

Un virf cu gradul egal cu 1 se numeste virf ferminal al grafului. Pentru grafu]
din figura II.1, virfurile 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 sint virfuri terminale. Un

\
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virf care are gradul egal cu zero, deci care nu mai este adiacent cu nici un alt
virf al grafului, se numeste virf izolat. Graful din figura I1.1 nu contine virfuri
izolate.

Existd o relafie simpld intre suma gradelor virfurilor unui graf si numarul
de muchii, datd de propozifia urmditoare :

Propozitie. Dacd graful G are m muchii gi virfurile x,, ..., x,, existd relafia:
n
3 d(x;) = 2m.
i=1

Demonstrafie. Fiecare muchie [x, y] a grafului G are doud extremitdti x si g,
ea contribuind cu o unitate si la d(x) si la d(y).
Deci suma gradelor grafului este egald cu dublul numirului de muchii.
In particular, suma gradelor este un numar par. De aici mai rezulti urmi-
torul corolar.

Corolar. Pentru orice graf G numdrul virfurilor de grad impar este par.

Demonstratie. Sd notdm cu S, suma gradelor pare si cu S, suma gradelor impare
ale virfurilor grafului G.

Conform propozifiei demonstrate putem scrie S, + S, = 2m. Si presupu-
nem, prin reducere la absurd, cd numérul virfurilor de grad impar ale lui G
este un numir impar. In acest caz S, este un numir impar. Insi S, este un
numar par, deoarece fiecare termen din suma care il defineste pe S, este numar
par. Am ajuns astfel la o contradictie si anume suma dintre un numér par, S,
si un numdr impar, S,, este un numér par, egal cu 2.

Rezultd cd presupunerea ficutd nu este adeviratd, deci proprietatea este
demonstrata.

Pentru graful din figura I11.1 exista 10 virfuri de grad impar si anume :
4, 6,7, 8 9, 10, 11, 12, 13, 14.

Un graf parfial al unui grai G = (X, U), este un graf G, = (X, V) care are
aceeasi mulfime de virfuri cu G, iar V C U. Deci, un graf parfial al lui G este G
insusi sau se obiine din G prin suprimarea anumitor muchii ale lui G.

Un subgraf al unui graf G = (X, U) este prin definifie un graf # = (Y, V),
unde Y C X iar muchiile din mul{imea V sint toate muchiile din U care au
ambele extremitdti in mul{imea de virfuri Y.

Deci un subgraf A al unui graf G este graful G insusi sau se obtine din G
prin suprimarea anumitor virfuri si a tuturor muchiilor incidente cu acestea.

Vom spune ca subgraful H este indus sau generat de mul{imea de virfuri Y.

Astfel, subgraful grafului G din figura II.1, indus de multimea de virfuri ¥ = {1, 2, 3, 4,
5, 7} este desenat in figura I1.2.

Un graf parfial al grafului din figura I1.2, obfinut din acesta prin suprimarea muchiilor
[1, 3], [3, 4] si [4, 5] este desenat in figura II.3.

Spunem cé graful din figura I11.3 este un subgraf partial al grafului din figura II.1.
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Un graf cu n virfuri pentru care oricare doudi virfuri sint adiacente se nu-
meste graf complet cu n virfuri §i se noteazi prin K,.

In figura 11.4 esle reprezentat graful K.

Deoarece pentru graful K, oricare doui virfuri sint adiacente, rezultid ci
numarul m de muchii ale acestui graf este egal cu numirul submultimilor cu
2 elemente ale unei mulfimi cu n elemente, adicd m = C2.

Un graf G se numeste bipartit dacd existd o partifie a mulfimii virfurilor :
X:XIU Xz, Xl mX2:®

astfel incit fiecare muchie a grafului uneste un virf din X, cu un virf din X,.

Dacé X, are p elemente, X, are g elemente si oricare virf din X, este adia-
cent cu toate virfurile din X,, graful s numeste bipartit complet si se noteazi

3

prin K, , Graful K3 , este desenat in figura II.5.

Deoarece fiecare virf x € X, are gradul d(x) = ¢, rezulti ci numirul de
muchii ale grafului K, , este egal cu pq.

Un lan} este un sir (succesiune) de virfuri :

L = [x5, %1 <.+, x,]

cu proprietatea cd oricare doud virfuri vecine sint adiacente, adici %oy x.],
(X1, %], « .y [Xr_y, x,] € U. Viriurile x, si x, se numesc extremitétile lanfului L,
iar numdrul r se numeste lungimea acestui lant. Daci virfurile xp, X, ..., x,
sint distincte doud cite doud, lantul L se numeste elementar.

Pentru graful din figura I1.1 urméitoarele siruri de virfuri sint lanturi :
Li=1]1,2 4,5, 6], L.=14, 5, 8, 5, 6], Ly=1[9, 14, 10],
Ly=19, 14,10, 14, 11], Ly=11, 2, 4, 3, 1].

Lanturile L, si Ly sint lanfuri elementare, deoarece contin numai virfuri
distincte doud cite doud. Un lant L = [x, ..., x,] poate fi interpretat ca traseul
unei deplasdri pe muchiile grafului in ordinea [x,, %], [¥1, %], -+, [*r_1, %,].
De aceea lanful L de extremitafi x, si x, se.mai spune ci este un lanf de la x,
la x, sau de la x, la X,. Lungimea lanfului L este deci numarul de parcurgeri ale
muchiilor grafului G. ;

Dacid x, = x, si toate muchiile [xy, x,], [*1, X2, -+« [¥,_1, %,] sint distincte
doud cite doud, lanful L se numeste ciclu. Daci toate virfurile ciclului, cu ex-
ceptia primului §i a ultimului virf, sint distincte doua cite dous, ciclul se nu-
meste elementar.

51




2 Astfel, lanful L, este un ciclu elementar care trece
prin virfurile 1, 2, 4, 3.

‘ Lanturile [4, 5, 4] sau (1, 2, 4, 5, 4, 3, 1] nu sint ci-
J cluri deoarece folosesc de mai multe ori aceeasi muchie.
i Pentru graful din figura 11.6 obtinem trei cicluri ele-
mentare :
6 > Co=1[1,2 3 1], C.=11, 4,5 1] si C.,=[l, 6 7, 1.

7
Flg. 11.6

Deoarece nu conteazi sensul de deplasare pe fiecare muchie,
aceste cicluri pot fi scrise si sub forma: ’

C.=11,32 1} C,=[1, 54, 1} si G,=[I, 7,6 1],
sau alegind alte virfuri ca primele virfuri in scrierea ciclului. De exemplu :
C,=1[2 1, 3, 2] sau C,=12, 3, 1, 2].

Ciclul C,= |1, 2, 3, 1, 4, 5, 1] nu este elementar, deoarece virful 1, care este prim si ultim
virf, se mai repetd o datd in acest sir.

Un graf G se numeste conex daci pentru orice pereche de virfuri {x, y} cu
x # y, existd un lant de la x la .

Graful G din figura 11.1 nu este conex, deoarece nu existd nici un lan{ intre un virt din
mul{imea X, = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} si un virf din mulfimea X, = {9, 10, 11, 12, 13, 14}.
Fiecare din multimile X, si X, induc un subgraf conex al grafului G.

Aceste doua subgrafuri conexe se numesc componentele conexe ale grafului G.
In general, o componenta conexd C a unui graf G se defineste ca fiind un

subgraf conex al lui G care este maximal in raport cu aceastd proprietate, adica
nu existd nici un lant al lui G care si uneasci un virf din C cu un virf care nu
apartine lui C.

Pentru graful G din figura 11.1 mulfimea de virfuri {6, 7, 8} nu induce o componenta
conexd deoarece nu induce un subgraf conex. Mulfimea de virfuri ¥ = {9, 10, 14} care induce
un subgraf conex nu formeazi o componenti, deoarece nu este maximald in raport cu aceastd
proprietate. Intr-adevir, existd de exemplu muchia {14, 13] care uneste virful 14 din ¥ cu
virful 13 care nu apartine lui Y.

Graful din figura 11.2 este conex, iar graful din figura II.3 are trei componente conexe :
una este formati din virful izolat 3, alta este formata din virfurile 1, 2, 4 si cea de a 111-a are
virfurile 5, 7.

Exemple

1. Tn figura 11.7 este reprezentatd o parte a schemei céilor ferate din {ara noastra.

Acest desen este un graf, virfurile sale reprezentind nodurile de cale feratd, iar muchiile
reprezentind legéturile directe pe calea feratd dintre doud noduri. Dacé cunoagtem distaniele
in kilometri asociate fiecérei muchii, ne putem pune problema gisirii celui mai scurt traseu
pe calea feratd intre doud localitati.

Acesta va corespunde unui lant elementar in graful din figura 11.7, care uneste cele doud
localitéti si pentru care suma distanfelor asociate muchiilor este minima.

O excursie 1n circuit care trece o singuré datd prin anumite localita}i, intorcindu-se in loca-
litatea de pornire, va corespunde unui ciclu elementar in acest graf.
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‘2. Vom considera acum un éxemplu din fizicd si anume calculul intensititilor curentilor
care trec prin ramurile unei retele electrice, ca cea din figura 11.8.

Pentru a rezolva aceastd problemd, cunoscind schema refelei, tensiunile electromotoare
si valorile rezistentelor, se scriu legile lui Kirchhoff relative la noduri §i la ochiuri de retea.

Fécind abstraciie de elementele de circuit care se gésesc pe laturile 'schemei putem desena
aceastd refea sub forma grafului din figura I11.9. Nodurile refelei vor corespunde virfurilor gra-
fului din figura I1.9, iar ochiurile de refea vor corespunde ciclurilor elementare ale acestui graf.

Fizicianul Kirchhoff a studiat, la mijlocul secolului trecut, retelele electrice cu metode
care aparfin astizi teoriei grafurilor, contribuind la dezvoltarea acestei teorii.

3. Formulele de structurd ale substantelor chimice sint grafuri pentru care legiturile dintre
virfuri corespund legéturilor dintre grupérile sau atomii care compun molecula.

Astfel, apa are molecula reprezentatd in figura 11.10.a, acetilena are formula de structurs

in figura 11.10.b, molecula de benzen este reprezentati in figura IL.10.c, iar cea de glucozi
in figura 11.10.d.
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In figurile I1I.11.a — I1.11.d aceste formule de structurd au fost reprezentate sub forma
de grafuri pentru care virfurile sint atomii (respectiv grupérile) din moleculd, muchiile reprezen-
tind legdturile lor chimice.

Grafurile din figurile II.11.b i IL.1l.c nu sint grafuri in sensul definitiei
date, deoarece intre anumite perechi de virfuri existi mai multe muchii.

Un astfel de graf cu muchii multiple se numeste multigraf.

Intr-un graf sau multigraf care este desenul moleculei unei substante, gradul
unui virf este tocmai valenta atomului (grupirii) respective.

In figura 11.12 sint reprezentali cinci izomeri ai compusului organic numit ciclooctatetreni,
care are formula CyH,. Fiecare din cele cinci multigrafuri contine cite trei muchii duble si sase
muchii simple, in virfurile acestora gasindu-se gruparea CH, de valentd egali cu trei. Din acest
motiv fiecare virf este incident cu exact trel muchii, deci are gradul trei.

Acesti izomeri pot trece unii in altii prin actiunea diferiilor factori exteriori si enumerarea
tuturor izomerilor posibili, deci a tuturor multigrafurilor cu un numdir fixat de virfuri, toate
avind gradul trei, poate da sugestii despre obtinerea lor in laborator.

Probleme

IL.1.1. S4 se determine lanturile elementare dintre virfurile 1 si 7 ale grafului din figura 11.13

I1.1.2. Dacé un graf G nu confine cicluri, orice lant care nu foloseste de mai multe ori o aceeasi
muchie este elementar.

I1.1.3. Un graf G cu n virfuri are m muchii astfel incit sd aibd loc inegalitatea :

m> Ci_,

o4

~
Y
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Fig. I1.13 Fig. I1.14

Sé se arate cd G nu are virfuri izolate.
11.1.4. Un graf G are n virfuri §i p componente conexe. Si se arate ¢ numérul m al muchiilor
grafului G verifici inegalitatea :

2
m< Ch_pyy.

S se indice pentru ce grafuri aceasti inegalitate devine egalitate.
II.1.5. S4 se arate c# orice graf contine cel putin doud virfuri care au acelasi grad.
IL.1.6. Doud grafuri G= (X, U) si H= (Y, V) se numesc izomorfe dacd existd o bijectie:

f:X—>Y

astfel incit [x, y] & U daci si numai daci [f(x), f(y)] = V. Deci doud grafuri izomorfe
au acelasi numdr de virfuri si se obtin unul din celilalt printr-o renumerotare a vir-
furilor. S& se arate ci grafurile din figura I1.14 stnt izomorfe. Aceeasi problemi pentru
grafurile din figura 11.15.

IL1.7. Fiind dat un graf G= (X, U), complementarul siu G — (X, T) se defineste ca fiind
graful cu aceeasi mullime X de virfuri, dous virfuri fiind adiacente in G dac si numai
daci ele nu sint adiacenle in G.
De exemplu unul din cele doudi grafuri din figura I1.14 este complementarul celuilalt,

Sa se arate cil dacd G nu este conex, atunci complementarul siu G este conex.

I1.1.8. 84 se calculeze numirul grafurilor cu n virfuri date: Xy Koy vty X
I1.1.9. Pc mulfimea X a virfurilor unui gral G== (X, U) se introduce urmitoarea relatie
binari :

Spunem cd x este In relatie cu y si scriem x ~ y dacii x = ¥ sau existd un lant de extre-
mitdti x i y. Sd se arate cil aceastd relatie binari este o relafie de echivalenti si clasele
acestei echivalente sint mulfimile de virfuri ale componentelor conexe ale grafului.
I1.1.10. Fie G un graf care nu contine cicluri elementare de lungime para. S se arate ci G con-
fine un virf x de grad d(x) < 2.
IL1.11. S& se gdscascd toate subgrafurile complete cu 8 virfuri ale grafului din figura II.16.

.%2@04

i
./\?/Aﬁi

Fig. I1.15 Fig. I1.16




11.2. Grafuri hamiltoniene

Un ciclu elementar al unui graf G care trece prin toate virfurile grafului se
numeste ciclu hamiltonian.

Un graf G care are un ciclu hamiltonian se numeste graf hamiltonian.

Originea acestui termen se giseste intr-un joc inventat in anul 1857 de ma-
tematicianul William Hamilton. Partea sa principald era un dodecaedru regulat
facut din lemn (fig. 11.17).

Acesta este un poliedru cu 12 fete care sint toate pentagoane regulate, iar
in fiecare din cele 20 de virfuri se intilnesc cite 3 muchii. Fiecare virf al dode-
caedrului lui Hamilton era marcat cu numele unui oras. Jocul consta in gésirea
unui drum de-a lungul muchiilor dodecaedrului care sd treacd prin fiecare din
cele 20 de orase exact o datd si sd se intoarcd in orasul din care a plecat.

Pertru a usura memorarea trecerilor efectuate, in fiecare virf al dodeca-
edrului era cite un cui cu o floare mare, astfel incit in jurul acestor cuie putea
sd se intindd un fir care sd indice drumul parcurs in aceasta cildtorie ima-
ginard in jurul lumii.

Problema revine la gisirea unui ciclu hamiltonian in graful format cu vir-
furile si muchiile dodecaedrului. Acest graf este hamiltonian, un ciclu hamilto-
nian in reprezentarea plani a grafului dodecaedrului fiind desenat cu linii
ingrosate in figura I1.18.

O problemd mai generald este aceea a voiajorului comercial, care are urma-
torul enunt: Un voiajor comercial trabuie si prezinte in n orase produsele
fabricii pe care o reprezintd, dupa care se intoarce in orasul din care a plecat.
Cunoscindu-se costul deplasarii intre oricare doud dintre cele n orage, se cere
s se determine un traseu care si viziteze o singurd datd cele n orase §i care
sd aibd un cost total minim.

In termenii teoriei grafurilor, problema revine la determinarea unui ciclu
hamiltonian in graful complet K, ale carui virfuri reprezintd cele n orase,
pentru care suma costurilor asociate celor n muchii ale ciclului si fie minima.

Pentru a rezolva practic aceastd problemd ar trebui definit un algoritm eficient de rezolvare.

Desi aceastd probleméd a fost mult studiatd, nu a fost descoperit pind in prezent un algo-
ritm eficient de rezolvare si nici nu se cunoaste daca poate exista un astfel de algoritm pentru
gésirea unui ciclu hamiltonian de cost minim.

Ciclurile hamiltoniene in grafuri particulare au fost de fapt studiate cu
mult inainte ca Hamilton si fi propus jocul sdu.

Fig. I11.17 Fig. 11.18
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Fig, 11.19

In special jocul calului pe o tabla de sah a fost analizat de Euler in anul 1759.

Acest joc cere sd se gidseasca un ciclu hamiltonian in graful cu 64 de virfuri
care reprezinti cele 64 de pétrate ale unei table de gah §i pentru care doud virfuri
sint adiacente dacd un cal de pe tabla de $ah poate siri in L de pe un pitrat
pe celdlalt. In figura 11.19 sint reprezentate doua solutii ale acestui joc.

Teorema urmaitoare ne da o condifie suficienta pentru existenta unui ciclu
hamiltonian.
Teorem#. Dacd G este un graf cu n = 3 virfuri astfel ipcit gradul oricdrui virf x
verificd inegalitatea :

n
d(x) = —>
(x) >

rezultd cd G este hamiltoniarn.
Demonstratie. Vom rationa prin reducere la absurd. Sa presupunem deci ci

. A n o, . . . . .
pentru orice virf x avem d(x) > 5— si G nu contine nici un ciclu hamiltonian.

Vom adiuga muchii intre perechi de virfuri neadiacente atit timp cit aceasta
este posibil, fard ca in graful astfel obfinut sa existe un ciclu hamiltonian. Se

obtine astfel un graf f cu proprietatea cd d(x) = g- pentru orice virf x, deoa-

rece prin addugarea de muchii gradele virfurilor cresc. In plus, pentru orice
pereche de virfuri neadiacente x si y, prin adaugarea muchiei [x, y] se creeaza
un ciclu hamiltonian care foloseste muchia [x, y]. Deci in graful H existd un
lant elementar de extremitati x si y:

L =[xy, X3 .+, Xal,
unde x, = x, x, = y si virfurile x,, ..., x, sint toate cele n virfuri ale grafului f.

Este clar ci existd micar o pereche de virfuri neadiacente x, y in graful H,
deoarece in caz contrar H = K, si graful complet cu n virfuri este hamiltonian.

Sa notdm d(x) = k si fie x;, x¢p ..., Xi, unde f; =2 <iy < ... < iy,
virfurile adiacente cu virful x.

Deoarece A nu este hamiltonian, rezulta cd y nu este adiacent cu nici unul
din virfurile x¢ 1, « ..y X1 Intr-adevir, in caz contrar rezultd ci x este adia-
cent cu un virf x, si y este adiacent cu x;_,, ceea ce ar produce un ciclu hamil-
tonian in H. Acest ciclu este desenat cu linie ingrosata in figura I1.20.

X’ X2 X}'-’ X,“ Xn_l Xn

Fig. 11.20
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Insd aceastd proprietate contrazice ipoteza ficutd cd H nu este hamiltonian.
Deci dintre cele n — 1 virfuri: xy, ..., x,_,, virful X» = y nu este adiacent cu
cel pulin & virfuri, adici :

diy) <n—1—k sn—1-_"2_

o
2 2

deoarece in graful H avem d(x) = & >-’21-

Am obfinut deci d(y)< %, ceca ce contrazice proprietatea d(y) = —’21—,
valabild pentru orice virf din /. Deci am demonstrat prin reducere la absurd
cd H este hamiltonian.

Probleme

I1.2.1. Contine unul din cele dous grafuri din figura I1.15 un ciclu hamiltonian ?
Dar graful din figura I1.217?

I'ig. 11.21 Fig. 11.22

[1.2.2. Un delegat al unei tntreprinderi din orasul A trebuie si meargd in orasele B, C, D si E
si apoi sd se intoarcd in orasul 4.
Cunoscind costurile deplasirii dintr-un oras tn altul, care sint numerele asociate muchiilor
grafului din figura 11.22, si se determine succesivnea de orase pentru care costul total
al deplasdrii si fie minim, stiind ci
sosirea in orasul B este mai urgent
decit sosirea tn orasul D.

I1.2.3. O magind postald trebuie si plece de
la oficiul postal P, s videze 11 cutii
postale si si se refntoarci la oficiul P.
Cele 11 cutii sint reprezentate ca
virfuri ale grafului din figura 11.23,
far distanfele dintre cutii sint repre-
zentate prin numere in cerculete
asociate muchiilor acestui graf, care
la o cutie 1a alta. S& se giseascd un
ciclu hamiltonian fn acest graf, care
sd corespundd unui traseu al masinii
postale de lungime totald minim3.

I1.2.4. S se arate cd numérul ciclurilor hamiltoniene ale grafului complet K, cu n = 3 virfuri
este egal cu
(n—1)!
TR
11.2.5. S& se arate cd numdirul ciclurilor elementare ale grafului complet K, este egal cu:

n

il n(n — 1), ..(n— k1)

2 I
k=3

pentru orice n = 3.

[1.3. Grafuri euleriene

Un ciclu al unui graf G care contine toate muchiile Iui G se numeste ciclu
eulerian. Un graf G care are un ciclu eulerian se numeste graf eulerian.

Din definitia unuvi ciclu toate muchiile pe care acesta le contine sint distincte
doua cite doud. Deci pulem spune ci un ciclu hamiltonian trece o singura data
prin toate virfurile unui graf, in timp ce un ciclu eulerian trece o singurd daté
prin toate muchiile unui graf.

Ciclurile euleriene isi trag denumirea de la numele matematicianului Leonard
Euler care in anul 1736 a caracterizat grafurile care au un astiel-de ciclu. Euler
a fosl condus la aceastd problemi de jocul celor 7 poduri din orasul Kaliningrad.
Cele 7 poduri sint desenate in figura 11.24 si problema era urmitoarea :

Se poate realiza o plimbare peste toate cele 7 poduri, trecind o singura dati
peste fiecare pod ?

Am reprezentat cele 4 regiuni A, B, C, D si cele 7 poduri a, b, ¢, d, e, [, g
ca virfuri ale grafului din figura 11.25, muchiile grafului reprezentind :posi-
bilitafile de trecere de pe un mal pe un pod sau reciproc. '

Problema celor 7 poduri are o solufie daci existd un ciclu eulerian pentru
graful din figura I1.25. Un astfel de ciclu la fiecare trecere printr-un virf utili-
zeazd doud muchii, care nu mai pot fi folosite pentru o nous trecere. Existenta
unui ciclu eulerian pentru acest graf este imposibild, decarece, de exemplu,
gradul virfului D este egal cu 3.

l.a o primi trecere prin D sint utilizate doud din cele trei muchii, o noui
trecere fiind deci imposibili si una din muchiile incidente cu D rimine nefolosits.
Aceastd observalie simpld ne conduce la urmétoarea caracterizare a grafurilor
euleriene :

Tig, 11.24 Fig. 11.25
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Teoremd. Un graf G fdrd virfuri izolate este eulerian dacd gi numai dacd este conex
si gradele tuturor virfurilor sale sint numere pare.

Demonstrafie. S presupunem ca graful G nu are virfuri izolate si confine un
ciclu eulerian. Fie x, y dou# virfuri oarecare ale lui G. Dacé x si y sint adiacente,
rezultd ci existd un lan} de lungime egald cu unu intre x si y. In caz contrar,
deoarece G nu are virfuri izclate, existd doua muchii « si v astfel incit u este
incidentd cu x si v este incidentd cu y. G fiind eulerian, existd un ciclu care
trece prin u si v, deci prin virfurile x si y. Rezultd cd x si y sint unite printr-un
lan{, deci G este conex.

Daca ciclul eulerian este [x;, x5, ..., X,, X,] 5i dacd virful x apare de & ori
in sirul Xy, x5, ..., X, rezultad d(x) = 2k, deoarece fiecare trecere printr-un virf
utilizeazd doud muchii. Deci toate gradele virfurilor lui G sint numere pare,

Pentru a demonstra suficienta conditiei, sd presupunem ca graful G nu are
virfuri izolate, este conex si are gradele tuturor virfurilor numere pare. Sa
ardtdm cd G contine un ciclu eulerian. Sa presupunem, prin reducere la absurd,
ca G nu contine un ciclu eulerian. Deci sau G nu contine cicluri, sau contine numai
cicluri care nu parcurg toate muchiile lui G. Fie C un ciclu al grafului G care
contine un numar maxim de muchii ale lui G. Vom arita ca presupunerea ca C
nu existd sau C nu contine toate muchiile lui G ne conduce la o contradictie.

Pentru aceasta vom considera graful partial A al lui G obtinut din G prin
suprimarea tuturor muchiilor parcurse de ciclul C. Déoarece ciclul C foloseste
in fiecare virf x al lui G un numar par de muchii si conform ipotezei gradele
virfurilor lui G sint numere pare, rezultid ci gradele tuturor virfurilor lui H
sint numere pare, ca diferenfe de numere pare. Ciclul C nefiind eulerian, rezulta
cd H are multimea muchiilor nevidd si macar una din muchiile lui H are in
comun una din extremitétile sale, fie z, cu ciclul C. Intr-adevir, in caz contrar
ar rezulta cd mulfimea virfurilor parcurse de ciclul C ar forma 0 componentd
conexd care nu contine toate virfurile lui G. Insd acest lucru contrazice ipoteza
facutd cd G este conex. S plecam din virful 2 pe muchia lui / incidenta cu z,
deplasindu-ne pe muchiile grafului A, firi a trece de doud ori pe aceeasi muchie.
Dacd G nu contine cicluri, objinem H = G si alegem pe z un virf oarecare al
lui G. Dupa un numar finit de astfel de deplasari ne vom intoarce in z. Pentru
a justifica aceastd afirmatie, si observdm ci gradele grafulvi A fiind numere
pare, iar fiecare trecere printr-un virf utilizind exact doud muchii care nu mai
pot fi parcurse, ramin tot un numar par de muchii. Deci odata ajunsi in oricare
virf diferit de z al lui H# mai rdmin un numir impar, deci nenul, de muchii ne.
utilizate si putem pérdsi acel virf. Deoarece H are un numdr finit de muchii,

rezultd cd dupd un numdr de pasi ne rein-
toarcem in s.

Am obtinut astfel un ciclu C, in graful A,
care nu are nici o muchie In comun cu ci-
clul C. Reuniunea muchiilor Iui C si C, ge-
nereazd un nou ciclu in graful G care contine
un numar mai mare de muchii ca C (fig. 11.26).
S-a ajuns astfel la o contradictie, deoarece
s-a presupus cd C confine un numar maxim

z de muchii. Rezultd ca G este eulerian si teo-
rema este demonstrata.

Ordinea de parcurgere a muchiilor lui C
si C, pentru a obtine un ciclu mai lung ca C

Fig. I11.26 este de exemplu urmétoarea :

C)
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Plecim din z si ne intoarcem in z pe muchiile ciclului C, apoi facem aceeasi
operafie pe muchiile lui C,. Procedeul constructiv utilizat pentru a demonstra
suficienta teoremei constituie in acelasi timp un algoritm pentru a obfine cicluri
din ce in ce mai lungi, pina la obf{inerea unui ciclu eulerian intr-un graf conex
si cu gradele virfurilor pare. Ciclurile euleriene intervin intr-o serie de probleme
de colectare si distribuire. Condifia impusé unui ciclu de a nu parcurge de mai
mt;lte ori] o aceeasi muchie se poate traduce printr-o conditie de lungime minima
a traseului.

Astlel, un postas care pleacé de la un oficiu postal pentru a distribui corespondenta pe un
numdr de strézi si se intoarce la oficiu, trebuie si parcurgi un ciclu eulerian in graful care re-
prezintd refeaua stradala respectivd, pentru a avea de strabitut un traseu de lungime minima4.

Probleme

I1.3.1. Sa se gdseascd un ciclu eulerian pentru graful din figura 11.27.

2 7
0,
7 T4
g /
é
6 2
Fig, 11,27 Fig. 11.28

11.3.2. Sé se indice care este numitrul minim de muchii care trebuie addugate grafului conex
din figura 11.28 pentru a-l transforma intr-un graf eulerian.

I1.3.3. Sd se indice cum poate i transformat graful neconex din figura 11.29 intr-un graf eule-
rian prin addugarea unui numir minim de muchii.

T sl 7

§ 5 3

Fig. 11.29

11.3.4. Un graf G contine o mulfime de cicluri elementare astfel incit fiecare muchie a Iui G
aparfine exact unuia din aceste cicluri elementare dacd si numai dacd toate gradele
virfurilor lui G sint numere pare.

I1.3.5. Fie G un graf conex si x si y doud virfuri distincte alelui G. Si searateci existd un

lant de extremitdii x si y care utilizeazd o singurd datd toate muchiile lui G, daci si
numai dacd x si y sint singurele virfuri de grad impar ale grafului.
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[1.4. Arbori

Un graf conex si fdrd cicluri se numeste arbore. In figura
I1.30 este desenat un arbore cu 10 virfuri.

Se observa din aceastd figurd cd oricumm am suprima o
muchie a arborelui se obiine un graf neconex care are doui
componente conexe. De asemenea, oricum am uni printr-o
muchie doud virfuri neadiacente ale unui arbore se creecaza un
ciclu unic. De exemplu, dacd adiugdm muchia [3, 4] apare
ciclul [2, 3, 4, 2], dacd addugdm muchia [5, 7] apare ciclul
4 "5, 1, 10, 7, 5] etc. Aceste proprietiti au loc pentru orice ar-

’ 33 bore, asa cum rezultd din teorema urmatoare.
Fig. 11 L

Teoremi. Urmdtoarele afirmaftii sint echivalente pentru un graf G:
1) G este un arbore. : o o ]
2) G este un graf conex minimal, adicd G este conex si dacd 1 suprimdm o muchie
oarecare [x, y] graful obfinut devine neconex. M el
3) G este un graf [drd cicluri maximal, adicd G nu confine ;zclun §i dacua xsiy
sint doud virfuri neadiacente ale lui G, atunci graful obfinut din G prin addugarea
muchiei [x, y)} confine un ciclu. .
Demonstrafie. Vom arita c¢d 1) = 2), 2) = 1), 1) = 3) si 3) = 1), ceea ce va
demonstra echivalenfa celor trei proprietati a.leu u1\1ui graf. o o .
1) = 2). 8d presupunem ci are loc 1), adicid ¢ este conex si f:a_ra cicluri.
Trebuie ardtat cid are lec 2), adicd prin suprimarea oricirei muchy ¥, ¥l se
obtine un graf neconex. Sd presupunem prin reducere la absurd cd graful G,
obtinut din G prin suprimarea muchiei [x, y] este conex, deci exista un lant

L =[x, ..., y] de extremitiiti x si y. Dacd se repetd un virt z In sirul care il
defineste pe L, adici
L = [ agabs 1i2sn Liyeliool siimmlines Iow 40|

vom suprima din lanful L una dintre aparifiile lui z impreund cu virfurile
ty, ..., 1z obtinind un nou lant L' de extremitati x si y..ConquAmd acest procedeu
vom obtine in final un lan{ elementar de extremitati x si y in graful G,. AceAst
lant elementar impreund cu muchia suprimatd lx, y] jformeaza un ciclu in
arborele G, ceea ce contrazice delinitia unui arbor(j,. Deci are loc 2)_.

2) = 1). Daci G este un graf conex minimal, sd presupunem prin reducere
la absurd ca G contine un ciclu Ix, 2, ..., 25, y, x]. Prin suprimarea muchlfn
[x, y] a acestui ciclu se obfine un nou graf G,. Graful G, este conex deoaliece in
orice lant de la u la v in graful G care foloseste muchia [x, 4] putem ln.loAcul
aceastd muchie prin lanfut L =[x, 2z, ..., 24 y] care existd in Gy, obtmm(}
un lant de la u la v in graful G,. Deci G, este conex, ceea ce contrazice 2). Rezulti
cd G este fard cicluri si este conex, deci G este arbore. . )

1) = 3). Dacd G este arbore rezultd ca G este fard cicluri. Fie x si y doud
virfuri neadiacente ale lui G. Am vazut ca exista un lant elementar [%, 21 25 s
25, y) de extremitafi x si y. Deci prin addugarea mughviei [%, y] se obtine un nou
graf G, care contine ciclul [x, 25, ..., s, y, x], adica are loc 3).

3) = 1). Fie G un graf fard cicluri maximal. Trebuie aratat cd G este conex.
Presupunind ¢d G nu este conex, rezultd existenta a doud virfuri x §i y care apar-
fin unor componente conexe diferite ale lui G. Prin addugarea muchiei [x, y]
se formeazd un nou graf G, care nu poate confine un ciclu [x, 2, 2, .. ., 2, Y, x],
deoarece n acest caz G contine lanful [x, z;, ..., 2, y], ceea ce contrazice pre-
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supunerea cd x si y aparfin unor componente conexe diferite ale lui G. Tnsi
acest lucru contrazice proprietatea 3), deci G esle conex. Deoarece G este firi
cicluri rezultd cd G este arbore si are loc 1). Demonstrafia este incheiat.

Un graf partial A al unui graf G cu proprietatea ci H este arbore se nu-
meste arbore parfial al lui G.

Corolar. Un graf G contine un arbore partial dacd si numai daci G este conex.

Drmonsiratie. Pentru a demonstra necesitatea, si observim ci deoarece arbo-
rele parfial 4 este conex si G se obfine din H prin unirea prin muchii a unor
virfuri neadiacente din H, rezulti ci si G este conex. Si aratim acum ca orice
gral conex G confine un arbore partial /. Daci G este un gral conex minimal,
din teorema precedenti rezulti cd G este arbore, deci vom lua H — G. In caz
contrar, existd o muchie [x, y] a lui G cu proprietatea ca graful partial G, ob-
{inut din G prin suprimarea muchiei [x, y] este conex. Daci G, este un graf conex
minimal vom lua A = G,. In caz contrar vom repeta pentru G, procedeul de
suprimare a unei muchii aplicat lui G s.a.m.d., pini la obfinerea unui graf conex
minimal, care va fi un arbore partial al lui G.

Procedeul descris are un numir finit de pasi deoarece graful G de la care
pornim are cel mult C2 muchii daci el are n virfuri, iar la fiecare etapd se su-
prima cite o muchie a grafului partial obfinut in acel moment. :

Propozifia 11.4.1. Orice arbore cu n = 2 virfuri confine cel pufin 2 virfuri terminale (de gradul 1)

Demonstrafie. S& presupunem, prin reducere la absurd, cd existd un arhore A cu n = 2 virfuri
care are cel mult un virf de gradul 1.

Fie L == [x, 2, ..., 2, y} un lan} clementar de lungime maxima al lui A, deci care contine
un numér maxim de muchii. Cel pui{in una dintre extremitilile lui L, fie aceasta g, are gradhl
d(y) = 2 deoarece A are cel mult un virf de gradul 1. Deoarece y este adiacent cu z,, rezults ci Y
mai este adiacent cu un virf al lui A. Deoarece lantul L are o lungime maximé, rezultd ci y
nu poate fi adiacent decit cu unul dintre virfurile X, 21, «.., 2.y, ceea ce produce un cielu in
graful A. Deoarece A este arhore am ajuns la o contradicfie si proprietatea cste demonstrati.

Sd observdm ci arborele din figura 11.30 are 10 virfuri i 9= 10 — | muchii. Accastd pro-
prietate are loc in general, asa cum ne arati propozifia urmétoare :

Propozitia 11.4.2. Orice arbore cu n virfuri are n — | muchii.

Demonstratia se face prin inductie dup4 n. Pentru n = 1 existi un singur arbore cu un virf
si fard nicl o muchie, pentru n = 2 obtinem de asemenea un arbore unic K, cu 2 virfuri si o
singurd muchie.

Sd presupunem ci proprietatea este adevirati pentru orice arbore cu cel mult n virfuri
si fie A un arbore cu n + 1 virfuri si m muchii. Conform propozifiei precedente, arborele A are
cel pufin doud virfuri de gradul 1. Fie x unul dintre acestea st A, subgraful obtinut din 4 prin
suprimarea virfului x si a muchiei incidente cu x. Deoarece A nu confine cicluri, rezulti ci nici 4,
nu confine cicluri. Vom arita ci in plus graful 4, este conex, deci A este un arbore cu n virfuri.
Fie u $i v doud virfuri diferite intre ele si diferite de x ale arborelui A. Deoarece A este conex
rezultd cd existd un lant, deci si un lant elementar L = [ ..., v]. Dacd muchia incident cu x
este [x, y], rezultd cd lanful elementar L nu foloseste muchia [x, y) pentru ci d(x) = 1. Deci L
este un lanf de extremita{i u si v si pentru subgraful 4,. Rezultd ci A, este conex. Aplicind
ipoteza de induclie pentru A, gisim ci el are un numir de muchii egal cum,=n — 1. Dar 4
confine in plus fatd de A, muchia [, y], deci 4 are m = {n— 1) 4 1 = n muchii si proprie-
tatea este demonstrata.

Proprietatea unui arbore de a fi un graf conex minimal face ca arborii si
intervind intr-o serie de probleme de optimizare, cum este urmitoarea :
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Problema arborelui partial minim

S# considerdm un graf conex G = (X, U) si o functie c: U — R, care aso-
ciazi fiecdrei muchii a grafului G un numar real pozitiv numit costul acelei
muchii.

Costul unui graf parfial H = (X, V) al lui G este egal prin definitie cu suma
costurilor asociate muchiilor lui #, ceea ce vom nota prin:

c(H) = 3 c(u).
nev

Se pune problema determinarii unui graf parfial A al lui G care sa fie conex
si si aibd un cost minim.

Un astfel de graf partial de cost minim trebuie si fie un arbore partial,
deoarece arborii sint singurele grafuri conexe minimale.

Intr-adevir, dacid H este un graf partial de cost minim al lui G si H contine
o muchie u = [x, y] a cédrei suprimare conduce la un alt graf partial f,, conex,
rezulta cé :

c(H) = c¢(H,) -+ c(u) > c(H),).

Insi inegalitatea obfinutd c(H,) < ¢(H) contrazice minimalitatea grafului H.

Rezultd ci orice graf partial de cost minim care este conex este un arbore
partial al lui G. Daci virfurile grafului G reprezintd de exemplu nodurile unei
retele de telecomunicatii, iar costul unei muchii reprezinti costul instaldrii unei
linii telefonice intre cele 2 noduri ale refelei reprezentate de extremitifile muchiei,
problema determinirii refelei conexe de cost minim este tocmai problema gasirii
unui arbore partial de cost minim in graful care reprezinta reteaua.

Reteaua de comunicafii obtinutd trebuie si fie conexa pentru a facilita
realizarea de convorbiri telefonice intre oricare doud noduri ale refelei, direct
sau indirect, printr-o serie de noduri intermediare.

Pentru gasirea unui arbore partial de cost minim, pe care il vom numi in
continuare arbore partial minim al unui graf conex, prezentdm urmétorul
algoritm :

Algoritmul APM (arbore parfial minim)

Fiind dat un graf conex G = (X, U) cu o funciie cost ¢: U — R, se alege
o muchie u# cu costul c(x) minim. Dintre muchiile nealese se va selecta mereu
muchia de cost minim care nu formeazi cicluri cu muchiile deja alese.

Aplicarea acestui algoritm se termind cind se abfine o mul{ime de mu-
chii V, deci un graf parfial # = (X, V) al lui G cu V C U, cu proprietatea cd
oricare dintre muchiile rimase ale lui G formeaza cicluri cu muchiile Iui A.
Deci H este un graf fira cicluri, maximal, cu aceeasi mul{ime de virfuri ca G,

Conform teoremei demonstrate rezultd cd H este un arbore parfial al lui G,

S# aplicdm algoritmul APM pentru graful conex G cu
6 virfuri din figura I1.31, pentru care costurile muchiilor sint
desenate lingd muchiile respective.

Alegem mai intli o muchie de cost minim, de exemplu
[1, 2] cu costul 2, apoi muchia [1, 4] care are de asemenea un
* cost minim egal cu 2. In continuare existd doud muchii dintre
cele nealese avind costul minim egal cu 3 unitd{i si anume
[2, 3] si [3, 4]. O alegem de exemplu pe [2, 3]. Muchia rdmasa
de cost minim este [3, 4], dar ea nu mai poate fi aleasd
deoarece formeazd ciclul {1, 2, 3, 4, 1] cu muchiile deja
alese. Alegem de exemplu muchia [1, 6] cu costul 4 si apoi

Tig. 11.31 muchia [1, 5] cu costul 4, fird a apdrea cicluri formate cu mu-
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Fig. 11.32 Fig. I1.33 Fig. 11.34

chiil.e alese. Am o.btinut 5muchii: [1, 2], [2, 3], [, 4], [1, 6], [1, 5], deci am obtinut un arbore
partla'l. al grafului G, deoarece propozitia 11.4.2 ne arati ci un arbore cu n virfuri are n — 1
muchii. Se observd usor ¢d oricum am adiuga o noud muchie grafului partial obtfinut in fi-
gura I1.32 apare un ciclu.

Deci graful din figura 11.32 este un arhore parfial minim, de cost egal cu 15, al grafului
conex din figura I11.31.

' .Dac.é fn. locul muchiei [1, 6] alegem muchia [5, 6] cu acelasi cost egal cu 4, obfinem arborele
ml'mm din figura 11.33. Se mai poate obtine un arbore minim inlocuind muchia |1, 5] prin mu-
chia [5, .6] pentru arborele din figura 11.32. Se mai obtin trei arbori minimi dacd se Tnlocuieste.
pentru flecare.s din cei trei arbori ob{inuti, muchia'[2, 3] prin muchia [3, 4] de acelasi cost, egal
cu 3. Unul dintre acesti arbori este desenat in figura I1.34. Rezultd cd graful din figura I1.31
are 6 arbori partiali minimi.

In general, daci existi mai multe muchii cu acelasi cost, pentru un graf
conex G pot exista mai multe posibilititi de alegere a unei muchii de cost minim
care nu formeaza cicluri cu muchiile deja alese, deci pot exista mai mul{i arbori
partiali minimi.

Vom incheia acest paragraf indicind o formi a algoritmului APM care
este usor programabild pentru un calculator electronic.

Pen_tru aceasta, sd observam ci inifial se pleacd cu un graf parfial al
gra{u]m G care nu confine nici o muchie, deci care confine n virfuri izolate
daca G are n virfuri. Ulterior, prin addugare de muchii se formeazi grafuri
partiale care nu confin cicluri, deci care au drept componente conexe arbori.
Se observd ci o noud muchie u poate fi selectati daci are un cost minim
printre muchiile nealese si dacd extremititile ei apar{in unor componente
conexe diferite ale grafului partial obtinut pind in acel moment.

In caz contrar apare un ciclu, deoarece conform teoremei demonstrate
un arbore este un graf fird cicluri, maximal.

Pentru a memora numerele de ordine ale componentelor conexe in care
se gasesc la un moment dat virfurile grafului G vom folosi o listd cu n pozitii,
astfel incit pozifia i din listd, notati cu L(i), si indice numirul de ordine al
componentei in care se giseste virful { al grafului.

Pen_tru a usura cautarea muchiei de cost minim, vom alcitui lista muchiilor
grafului G Tn ordine crescitoare a costurilor. Algoritmul se va opri dupi ce a
selectat exact n — 1 muchii, deoarece un arbore cu n virfuri are n — 1 muchii.

Algoritmul APM devine :

I. Pentru i =1, ..., n se face L{i) ~ i;

2. Se alcituieste lista muchiilor grafului G in ordinea crescitoare a cos-
turilor ;

3. Fie [p, ¢] prima muchie din sirul muchiilor Iui G ;

4. Au fost selectate n — 1 muchii ? Daci da, stop.

Am obtinut un arbore parfial minim.
Dacé nu, mergi la pasul urmitor.
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5. Se verifica daci L(p) = L(q). Daci da, se censiderd urmitoarea muchie

din sirul de muchii ale lui G. Se noteazi cu_p, respectiv g cele doud extremi-
tati ale acestei muchii si se repetd pasul 5. Dacd L(p) # L(g) se merge la
pasul urmitor,

6. Se selecteazi muchia [p, g] ca 0 noud muchie a arborelui partial minim.
Dacd de exemplu L(p) < L(g), toate elementele L(i) = L(g) se fnlocuiesc
cu valoarea L(p) si se merge la pasul 4.

Se observi ci dacd L(p) = L(g), cele doud extremititi ale muchiei [p, g]
sint in acelasi arbore, deci alegerea lui [p, ¢] ar crea un ciclu in graful parfial
ob{inut la momentul respectiv. Deci trebuie considerata urmatoarea muchie
din sirul de muchii. La pasul 6 se unifici componentele conexe carora le
apar{in cele doud extremita{i ale muchiei [p, ¢] ,dind tuturor virfurilor din
reuniunea celor doua componente numarul de ordine egal cu L(p). La siirsitul
aplicarii algoritmului lista L va avea toate pozitiile egale cu 1. De fapt, dupa
selectarea ultimei muchii putem sid ne oprim, fidrd a mai unifica numerele
de ordine ale celor doud ultime componente conexe.

Pentru exemplul grafului din figura 11.31, o ordonarc posibild a muchiilor in ordinea

cresciatoare a costurilor este urmétoarea :
[1, 2], [1, 41, [2, 3], [3, 4], [5, 6], [1, 5], [1, 6], [4, 5], [, 3], [2, 5], [4, 6]. Initial, lista L

are forma | 1 l 2 I 3 I 4 l 5 | 6 | Deoarece L(1)# L(2) se selecteazd muchia [1, 2] si se

obtine lista L:| 1] 1 [ 3 | 4 | 516 |, Acum L(1) =1 % L(4) == 4, deci alegem si mu-
chia [1, 4].
Noua lista L: | 1 | 1 | 315 I 6 ].Ob’[incm L(2)=1 # L(3)=3, deci alegem si mu-

chia [2, 3], reactualizind lista L: | 1|11 |1 [5]6 |. Deoarece L(3)= L(4)=1
nu vom alege muchia [3, 4], trecind la urmétoarea muchie [5, 6]. Deducem L(5) = 5 # L(6) =

= 6, deci selectim muchia [5, 6] si gdsim noua listd L: |t | 1|1 ]1]5]|5 l. Selectim
si a V-a muchie [l, 5] deoarece L(1)= 1 3 L(5) = 5 ob{inind arborele din figura 11.33
si noua listd L cu toate componentele cgale cu L.

Probleme

11.4.1. Si se giseascd un arbore partial minim al grafului conex din figura 11.35.
11.4.2. Fie G un graf cu n = 3 virfuri. Sa se arate cd urmaitoarele afirmatii sint echivalente :

a) G este un arbore;
b) G este conex si are n — | muchii;
¢) G este fara cicluri si are n — | muchii.

11.4.3. Daca G este un graf conex cu n virfuri, si se arate cé
pentru orice k astfel incit 1 < & < n existd un sub-
graf conex al lui G cu % virfuri.

11.4.4. Si se arate cd un graf cu a virfuri si cel putin # muchii
contine cel putin un ciclu.

I1.4.5. Fie G un graf conex cu n virfuri §i m muchii. Si se
arate cd numdrul minim de muchii care trebuie inli-

turate astfel incit graful obtinut sd nu contind cicluri
este egal cu m — n + 1 (acest numédr se numeste
numdrul ciclomatic al grafului).

I1.4.6. Numerele d; = d, = ... > d, = 1 sint gradele virfu-
: rilor unui arbore cu n = 2 virfuri, dacd si numai dacd
Fig. 11.36 d+d:+ ... +d,=2n—2.
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I.5. Arbori binari si aplicatii

Un arbore binar se defineste in modul urmiitor :

meIf;i u(lll(;iarllj_‘;):e“cam ?r;-: mti virf numit raddcing, al cirui grad este zero
8 . dca gradul radacinii este zero, arborele binar [
numai din radicini. In caz contr ddiicina < o D e it
L I : s ] ar, radicina se leagi printr-o hi
prin doud muchii de unul sau doui a i Virturi ear eneazk b
rin dot . . alte noi virfuri car 1 a
radacind si care se numese fiii vi i rddédcind L tnieare vitaie o
S s¢ it virfului radacind. Modul i irfurile fi
se deseneazii sub ridicini, la st ] ‘ peompmiriatl i L
24 sub ri nd, la stinga sau la dreapta, are i ¥:1 i
vom face distinctie intre fiul di Ml W
i din dreapta si fiul din sti adacinii '
noduri fiu au fiecare zero S 3 noduri fiu, Ia stings sau o dieers
ero, unul sau doud noduri fiu, la st l
$am.d. Vom spune ci ridicina ar i ivelul 0, i Fhddo s
> s c¢ina arborelui are nivelul 0, fiii ridicinii ni
: Jom & u » Hii radéacinii ni-
\;eITLilIvlu, fué dces:inlra nivelul ?, (descendentii de ordin k ai radécinii nivelul &
$ I‘ f_rn esend fa aceeasi fnalfime fafd de marginea de Jos a unei pagini.
e ln'xpl':g:'ﬂ\?irlf lI“?:éIS e};tc 'r?‘aregent?t }m arbore binar cu ridicina A. Pe nive-
ape rile 5 st C; B este fiul din sti
i dreapta al lui 4. Pe nivelul 2 se gait.}ses{é”vffg;l stllnga ‘?lllﬁ‘m‘l 4 e L
J S PG : urile £ s1 £, iar pe nivelul 3 virfu-
arh(}l"i‘rfégfeger}guga% sgu Vlirfurife de grad 1 diferite de ridicing ale acestui
rbore s o £y Uy GlSe observi cd aceste virfuri sint virfurile ¢
‘ sint h * observi ste virfuri ¢ ¢ care nu au
{flzfxr Tll fligu;-at!I.S? sint deaepat_l doi arbori binari care sint identici ca arbori
ﬁ{” {‘}:ﬂ ~!c;;gu1cill L:.‘:lral:b(]!’l Ilunarl. deoarece pentru unul dintre ef B este
din s a al raddcinii 4, iar pe ale sste fi i y
o M : pentru celdlalt B este fiul din dreapta al
e t.Da.L'z-l s11prm‘1é1'n'| radacina si muchiile incidente ey aceasla, arborij dbti-
Uz 1150. aumesc subarborele sting, respectiv subarborele drept al ridicinii
h_nu d.mtr‘e acestia sau amindoi pot fi vizi. De exemplu pentru arborele
Dma: din f:g}l:‘a [1.36 virful A are subarborele sting format din virfurile B
; L:, F G iar subarborele drept format din virful C. ,
Notiunea de subarbore se aplica si altui virf diferit de ridscing
) rDIeEe-xemp[u virful terminal D are ambii subarbori sting si drept vizi
viriul £ are subarborele sting format din vi i ' ’
frful e | n virful F si subarborele dr
din virful G. ’ et
. D.e?ca fiecare virf care nu este virf terminal al unui arbore binar are exact
doi fii, arborele binar se numeste complet.
Arborele blnflr din figura 11.36 este complet, dar arborii binari din fi-
gura I1.37 nu sint completi.

A A

Fig. 11.36 Fig. 11.37
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11.5.1. Notatia férd paranteze o unei expresii aritmetice

Oricdrei expresii aritmetice formate din constante si variabile s_xl_carle
utilizeazi operatiile de adunare, scadere, inmulfire, impariire §i ridicare
la putere i se poate asocia un arbore binar. De exemplu, expresiei :

(x+yz+7
in i S * popre-
i se asociazii arborele binar complet din figura 11.38, unde semnul * repre
zinta inmulfirea. . N " i

In virfurile acestui arbore sint reprezentali operatorii, adici operaliile
din expresia aritmeticd sau operanzii, adicd constantele i variabilele din
expresie. Ultima operalie efectuatd este adunarea, care se reprczm(tla u:
radicina arborelui binar. Subarborele sting, respectiv suparvborele .rc;:;
reprezinti cele doud expresii cdrora li se aplica aceasta ultima opgratle de
adunare si anume (x + y)z §i 7. Penlru expresia (v -- y)z se aplica aceeasj
reguld de reprezentare, deci in rddédcina subarborelui sting vom reprezenta
operafia de inmulfire §.a.m.d. Constanta 7 se reprezinta in radacina subarbo-
relui drept, care nu mai confine alte virfuri.

Si reprezentam dupa aceeasi regula expresia :

X
(x*—3yp +————="
y+4
Se obtine arborele binar complet din figura 11.39, unde semnul | reprezinta
operatia de impirtire, iar T reprezintd operafia de ridicare la putere. Deci
vom nota :

2 alb, iar a* = al b.

b
Un arbore asociat unei expresii aritmetice este un arbore binar comp{et.
oricare virf neterminal avind asociat un operator are exact doi Fii. l’ntr-aflf_i\rar.
operaliile intilnite intr-o expresie aritmeticd sint 0?)Erélllll blnare.. adica au
doi operanzi. Virfurile terminale ale arborilor din figurile 11.38 § Il'.39_ au
asocia{i operanzii din expresia aritmetici, care sint constantele §i variabilele
expresiei.

Fig. 11.39
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Se observd ca deoarece aperatiile de scidere, impartire si ridicare la
putere nu sint comutative, arborii obfinuti sint intr-adeviir niste arbori
binari, pentru care se face distincfie intre fiul din dreapta §i fiul din stinga
al Tiecdrui virf neterminal.

Asa cum am Ficut in figurile 11.38 §i I11.39, vom reprezenta expresiile

a—b, %Q a” dupa cum se arata in figura 11.40, cu a desenat la stinga si b

desenat la dreapta virfului care reprezinti operatorul de scidere, impartire
sau ridicare la putere.

In general, pentru a reprezenta o expresie aritmeticd £ sub forma unui
arbore binar, procedim dupi regula urmitoare :

a) Daci E esle o constantd sau o variabili, arborele binar se reduce la
raddcind, cdreia ii asociem constanta sau variabila respectivi ;

b) Dacid E = E,a E,, unde « este unul dintre operatorii : 4, —, *, [, 1
vom asocia raddcinii arborelui binar operatorul «, subarborele sting va re-
prezenta dupd aceeasi reguld expresia aritmeticd £,, iar subarborele drept
va reprezenta dupa aceeasi reguld expresia E..

Aceasta reguld conduce, prin recuren{d, la un arbore binar complet
asociat expresiei £. Invers, fiind dat un arbore binar complet care conline
in nodurile terminale constante sau variabile si in celelalte noduri operatori,
se poate obfine usor expresia aritmetici asociata. Din punctul de vedere al
calculului automat, cu ajutorul unui calculator electronic, o alti formi a unei
expresii aritmetice este mai ulild. Aceastd formi se obtine de exemplu prin-
tr-un procedeu de parcurgere a virfurilor arborelui, plecind din ridicini si
trecind prin fiecare virf o singura data. Parcurgerea arborelui binar asociat
unei expresii aritmetice are loc dupi regula urmatoare : se pleaca din rada-
cina pe muchia din stinga, iar in momentul cind intreg subarborele sting
al unui virf a fost parcurs, se parcurge subarborele drept al acelui virf dupa
aceeasi regula. De fiecare dati cind se trece printr-un virf se scrie operatorul
sau operandul asociat acelui virf.

Pentru arborii binari din figurile 11.38 si 11.39 ordinea de parcurgere a
fost desenatd printr-o linie punctata.

De exemplu, pentru arborele din figura 11.38 plecim din radicini pe
muchia din stinga i ne deplasim pe muchiile din stinga pind ajungem in
virful terminal asociat variabilei x. Deoarece subarborele sting al virfului
diferit de riddicini, asociat cu operatia +, a fost parcurs, parcurgem sub-
arborele drept, care se reduce la radacini si are asociati variabila y. Acum
subarborele sting al virfului asociat cu * a fost parcurs, vom parcurge sub-
arborele drept, care se reduce la radicina si are asociati variabila z. Am par-
curs subarborele sting al ridécinii intregului arbore, deci mai rimine de par-
curs subarborele drept care se reduce la ridacind si are asociati constanta 7.

Am gisit succesiunea: -+ * - x yz 7, care se numeste nofafia polonezi
sau nolafia [ard paranteze a expresiei aritmetice (x + y)z + 7. Se foloseste
termenul de notafie polonezd pentru sirul de semne obfinut in urma par-
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curgerii cu regula datd a unui arbore binar asociat unei expresii aritmetice,
deoarece matematicianul polonez Lukasiewicz a fost primul care a definit-o.

In urma parcurgerii arborelui binar din figura 11.39 se obtine sirul de semne :
+*— 1t x2*%3yt/x+yd4,
care reprezinti notatia polonezd sau notajia fard paranteze a expresiei aritmetice :
X

y+4

(x2 — 3t +

Pentru a caleula valoarea numerica a unei expresii aritmetice, trebuie ca toate
variabilele sa aibd atribuite anterior anumite valori numerice. Calculul
valorii numerice a unei expresii aritmetice cu paranteze, pentru care toate
variabilele au atribuite anumite valori numerice, se realizeazi intr-un cal-
culator, dupd ce a fost obtinutd notatia polonezi a acelei expresii, in modul
urmator :

Se detecteaza in sirul de semne care alcituiesc notatia polonezi ultimul
operator in sensul de la stinga la dreapta.

Se aplicéd acel operator celor doua valori numerice care il urmeazi in sir
si numarul astfel obtinut este plasat in sir in locul operatorului si a celor
doud numere care au fost utilizale in caleul.

Sirul nou obtinut confine cu 2 semne mai pufin decit vechiul sir. Daci
am ob{inut un singur numér ne oprim, deoarece el reprezinti valoarea nu-
merica a expresiei aritmetice. Daca nu, aplicim acelasi procedeu sirului de
semne obtinut in acest moment. :

Tn cazul sirului + * + xy 2 7 se va inlocui stccesiunea + ¥ y prin rezultatul adundrii
valorii lui  cu valoarea lui y pe care il notdm a. Se obtine sirul : + ¥ a2 7, unde a = x+ y.
Se inmulfeste @ cu z §i se obfine irul : + b 7, unde b = az. In final se obtine o singurd va-
loare, b +7T=uaz + 7= (x + )z 4 7, adicd valoarca numerici ciutata.

Vedem deci cum un studiu de logicd matematicd si-a gisit aplicatii la
programarea calculatoarelor electronice, care au aparut cu 15 ani mai tirziu.

11.5.2. Arbori de sortare

A sorta n numere reale a,, a,, ..., a, inscamni a scrie aceste numere in
ordine crescdtoare, adicd a gisi o permutare p a mulfimii {1, ..., n} care
verifica :

Ap(r)y Spey S o0 S Ay
Daca numerele a,, ..., a, se afld depuse in aceastd ordine in memoria unui

calculator, sortarea lor presupune rearanjarea acestor numere astfel incit
ele si apard in ordine crescatoare.

Vom vedea cit de usor putem gasi unul din aceste numere in cazul cind
ele sint sortate, in raport cu situafia cind numerele sint aranjate intr-o
ordine oarecare. Se apreciazd ca cel putin o treime din timpul de lucru al
calculatoarelor care lucreazd in domeniul informaticii de gestiune este afectat
unor sortdri de date.

Vom presupune mai intii cd vrem si determindm cel mai mic dintre
numerele a,, ..., a,, pe care il notdm min (a,, ..., a,), comparind nume-

rele doud cite doua.

Propozitie. Nunidrul minim de comparafit a cite doud numere necesare pentru
a gasi min (a,, ..., a,) este egal cu n — 1,
Demonstrafie. Sa notam numirul minim de comparatii a cite doud numere
necesar pentru a giasi minimul din # numere prin [(n).
Dacid n = 2 gisim minimul comparind cele doui numere, deci f(2) = 1.
Presupunind proprietatea adevirati pentru orice m <n—1, Tie n
numere a,, ..., a,. Dupid prima comparalie gasim b = min (q,, a;), unde
I <i <J s n. Ramine si determindm minimul din n — | nunere, care
formeaza mulfimea {a,, ..., @y} \{ay, ag, la care se adauga numirul b.
Deci putem scrie :

f(n) =1 f(n—1).

_ Deoarece conform ipotezei de inductie fn—1) =n—2, rezultd ci
[(n) = n — 1 si proprietatea este demonstrat.

Procesul de gasire a minimului din n numere se poale reprezenta prin-
tr-un arbore binar. Intr-adevir, se poate proceda prin analogic cu reprezen-
tarea unei expresii aritmetice printr-un arbore binar, deoarece operafia de
gasire a minimului din doui numere este o operafie binari.

De exemplu, dacd determinim min (2, 7, 5, 1) putem proceda astfel : gisim min (2, 7) =
= 2 apqi min (2, 5) = 2 si in fine min (2, 1) = 1.

Acest calcul este reprezentat prin‘arborele binar complet din figura 11.41.

In ridicina arborelui apare numarul 1, care este rezultatul si fiecare
virl neterminal! are asociat un numir care reprezintd minimul celor doud
numere asociate fiilor sii. S

Pentru a sorta n numere a,, ..., a, pulem proceda dupi cum urmeaza :

Determinam mai intii min (a, ..., a,) §i acest numar il punem pe pri-
mul loc in sirul sortat. Pentru a gasi numarul de pe locul al doilea defer-

Smindam minimul din cele n — I numere ramase s.a.m.d.

Numarul de comparatii necesare pentru a sorta cele n numere cu acest
algoritm este egal cu:
A
n{n—1
(m = D)y H-' L) LU g -::LE——).

Vom vedea ca acest numir poate fi imbunata{it substaniial prin con-
structia unui arbore de sorlare pentru care toate virfurile terminale apar pe
un singur nivel sau pe doud nivele consecutive. Pentru a construi un astfel
de arbore, sd observam cii daci arborele éste complet si toate virfurile termi-
nale apar pe nivelul r, atunci el confine 27 virfuri terminale.

Fig. IT.41
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: , : +oturi. pe nivelul 2 sint 4 virfuri §i daca
. ; relul 1 sint 2 virfuri, pe nmve! o A

‘Tmﬂ,?él,ff‘érr{ i[):a nr:i\\?elul r—1 sint 27-* virfuri, rezultd cd pe nivelul r

presup =4 Deci daci numarul de virfuri terminale este o pu-

sint 2.2 =2 _\‘fTrfuri. _ it b ; ;
tere a lui 2, adicd n =2, putem construi un arbore binar complet cu toate

virfurile terminale pe un acelagi myel. e -
In caz contrar, vom nota cu 7 numdrul natural care verifica inegalitatile :

27 o D8 (1

S5 notim cu x numarul de virfuri care se gisesc pe nivelul r 4 1 intr-un
arbore binar complet cu toate virfurile terminale pe doud nivele consecu-
tive si cu y numarul de virfuri care se gédsesc pe nivelul r.

Deoarece numirul total de virfuri terminale este egal cu n, putem scrie :

x-+y=n @)

Daci construim pentru fiecare virf de pe nivelul r cei doi fii care se gdsesc
pé nivelul r + 1, obtinem, impreund cu cele x noduri deja existente pe
nivelul r 4 1, un total de 27! virfuri pe nivelul r 4 1. Deci mai obfinem :

x+ 2y =2+ 3)

Ecuatiile (2) si (3) formeazd un sistem care determina complet pe x si y si
anume: y = 2™#'—n si x =2n— 2% Deoarece sint verificate inegali-
tatile (1) rezultd cd 2 —n > 0 §i 2n —2"* > 0, deci virfurile arborelui
se gasesc pe nivelele r si 7 |- 1. De exemplu, dacid n = 6 oblinem 2* < 6 < 2°,
deci r=2si y =2*—6=2iar x = 12 —2° = 4. Arborele binar complet
cu 6 virfuri terminale pe doud nivele consecutive va avea deci 2 virfuri pe
nivelul 2 si 4 virfuri pe nivelul 3. El este desenat in figura 11.42, Sa presu-
puriem acum ci vrem sa sortam numerele din sirul : 4, 6, 3, 5, 2, 8.

Vom aplica urmitorul algoritm, numit selectia arborescentd: repre-
zentdm aceste 6 numere in virfurile terminale ale arborelui din figura 11.42.
Completdm celelalte virfuri interioare ale arborelui, astfel incit in fiecare
virf interior sa se afle scris minimul din cele doud numere asociate fiilor sai,

Numirul de comparatii necesare este egal cu 5, adicd numarul minim
de comparatii pentru gisirea minimului din 6 numere.

In virful arborelui se afld numaérul 2, care este minimul din cele 6 numere.
Scriem numaérul 2 pe prima pozitie a sirului sortat si scoatem numarul 2 din
arborele de sortare, punind o linioara in virful terminal unde a fost scris
numirul 2. Pentru a completa’arborele §i a gisi minimul din numerele ra-
mase, este suficient si completdim numerele inscrise in virfurile lanfului
care uneste radicina arborelui cu virful terminal unde a fost scris numarul 2.

Fig. 11.42

Fig. 11.43 Fig. 11.44

Acest lant a fost reprezentat cu linie punctata in figura 11.43. Numarul 8
nu are cu cine si mai fie comparat pe nivelul 2, astfel incit el urca pe nivelul 1.
Aici el se compari cu 3. Gasim min (3, 8) = 3, pe care il scriem in radicina
arborelui. Deci al doilea numar in sirul sorlat este 3.

Considerind lantul care trece prin virfurile cu numarul 3, reprezentat
in figura 11.44, scoatem numarul 3 din arbore §i mai facem doua comparatii :
min (4, 5) = 4 si min (4, 8) = 4. In riadacina arborelui apare acum numa-
rul 4, care este al treilea numir din sirul sortat. Se reactualizeazi lanful
desenat punctat in figura 11.45 prin incd doud comparafii : min (5, 6) =5
si min (5, 8) = 5, care se ridica in raddcina arborelui. Al patrulea numar
din sirul sortat este 5 si se obtine arborele din figura 11.46 dupa inca o com-
paratie : min (6, 8) = 6. Deci penultimul numir din sirul sortat este 6.
Tn final numérul 8 apare in ridicina arborelui fard nici o comparatic si el
este ultimul numér din girul sortat.

Si evaluim numirul de comparalii necesare pentru a sorta n numere,
folosind algoritmul de selecfie arborescenta.

Din (1) deducem ci r <log,n < r -+ 1, deci r = [log, n], adica r este
partea intreagd din log,n. Dacd n = 2" obfinem ci r = log, n = [log, n],
deoarece in acest caz log, n este numir intreg. La primul pas facem n —1
comparatii pentru a completa intregul arbore de sortare si deci pentru a
gisi min (aj, ..., @,) care apare in radacina. La fiecare din pasii urmatori
facem comparatii cel mult la nivelele r, r —1, ..., 1, pentru a completa
virfurile care se gisesc pe lanful care uneste radécina cu virful terminal din
care a fost suprimat un numar. Pentru exemplul dat, [log, 6] = 2 si la fiecare
pas ulterior am facut cel mult r = 2 comparafii.

Deci numirul de comparatii este majorat de :

n—14@n—r=(n—1)r+1) = @—1)log,n] +1).

Fig, 11.45 Fig. 11.46




Avantajul algoritmului selectiei arborescente fats de algoritmul de gisire
repetatd a minimului in ceea ce priveste numdirul de comparatii iese clar
in eviden{d pentru n mare. y

" De exemplu, dacd avem de sortat | 001 numere, cu algoritmul de gisire repetatd a
minimului, trebuie si efectufm

1001(1001 — 1)
et — 1)

= 500 500
2
comparafii.
Deoargee 219 = | 024, rezulti r— [log: 1 001] = 9 si algoritmul selecfiei arborescente
necesitid numai 100010 == 10 000 comparalii, adicii de 50 de ori mai pulin,

Incheiem aceastii aplicatie mentionind ci oxisti metode eficiente de
reprezentare a structurii de arbore binar in memoria unui calculator.

11.5.3. Algoritmul de céutare binars

Problema regisirii informatiei slocate in memoria unui calculator constd
In gésirca unui articol, care confine de obicei mai multe inregistriri memo-
rate secvenfial, dupid anumite valori, numerice sau alfanumerice, ale uneia

. Sau mai multor inregistriri care formeazs acel articol. :

Deci in cazul valorilor numerice, problema gisirii unui artico] dintr-o
mulfime de articole memorate secvential in memoria unui calculator, revine
in-esentd la urmatoarea problemi- de. ciutare : ‘

Dindu-se n numere intr-o ordine fixati, a,, @y« oy @y, 53 se determine
care numar are o valoare dati b. Vom presupune ca problema are un rezul-
tat unic, deei existi cel mult un numar dintre ay, ..., a, care este egal cu b,
Putem rezolva. aceasti problemd citind pe rind fiecare dintre numerele

“ly @y, ... din memoria calculatorulyi si comparindu-le cu b. In momentul
cind gasim un numir g, egal cu b ne oprim sau citim de exemplu si celelalte
inregistriri ale articolului care are inregistrarea ciutati egala cu a,. Spunem
ca in acest caz am avut o ciutare cu succes, Daci insd, dupi citirea tuturor
aumerelor a,, ..., a, am constatat ci nici unul dintre ele nu este egal cu 0,
spunem cd a avut loc o ciutare fird succos. ]

In cazul unei ciutiri cu succes numarul mediu de comparafii necesar
pentru gasirea valorii b este egal cu —i—j—, iar In cazul unei ciutiri firs siicces

numarul de coinparatii este egal cu n.

Dacid efectuim multe ciutiiri printre inregistririle ay, ..., a, este mal
avantajos din punctul de vedere al numarului de comparatij, deci al vitezei
de calcul, si se procedeze astfel: se sorteazd mai intii cele n numere
(de fapt articolele care contin respectiv Inregistririle a,, ..., @,). Decl
vom presupune in continuare cj : )

a1<az<...<an.

Apoi se aplicid un algoritm rapid de cdutare, care se bazeazi pe urmétoarea
observatie : ) . .

Dacéd comparim numirul a; cu b, rezultd urmitoarele trej posibilitafi:
[ 8) a; =0 i ciutarea este tnchejatj :
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b) a; < b si deci vom continua ciutarea printre numerele a,,, < Uipg <
< :«. < @y, care sint mai mari ca a,. Daci i — n, deci nu mai existi numere
mai mari ca a;, ne oprim, deoarece ciutarca nu a avut succes. Numirul b
nu se gaseste printre numerele a,, TN

¢) a;>b §i deci vom continua ciutarea printre numerele q, <, <
< v.. < @y, care sint mai mici ca a;. Daca i — 1, deci nu mai existid nu-
mere mai mici ca a; ne oprim, deoarece ciutarea nu a avul succes. Rezulti
ca b nu se gaseste printre numerele date. Algoritmul de ciutare care va fi
prezental in continuare alege mereu numérul a; la mijlocul sirului de numere
In care cautam numirul b, De exemplu, dacd n este impar, numirul de

indice

se gaseste la mijlocul sirului ay, ..., a,. Dacii insi n este par,

existd doua numere care se gisesc la mijlocul sirului si anume numerele de

n-+1 .
. Algoritmul
2 ] £

Jpentru indicele numi-

L R _ . n
indici — si 3 + 1. Deoarece n este par olﬂ,mem-é— -
g )

: S G g i o =
de cautare binara utilizeazi mereu \-‘aloarea[” G q

rului de la mijlocul sirului :
ap<ap+1< <aq-

Algoritmul de cdutare binard. ‘ »

Fiind date numerele in ordine crescitoare @ <a, < ... <a, se cauti
in acest sir numarul b.

1) Se stabileste p — I, g n. :

2) ¢ < p? Da: Stop. Algoritmul se termini firi succes. In caz contrar

* se stabileste [ — [p_;— qJ.~

3) Se compard b cu a;. Dacd b < a,, se merge la pasul 4): daci b > a;,
se merge la 5), iar daci b — a;, algoritmul se termind cu succes.

4) Se atribuie g — i — 1 si se merge la 2.

5) Se atribuie p i + 1 si se merge la 2.

La pasii 4 §i 5 se redefinesc marginile subsirului care trebuie cercetat in
continuare; in functie de rezultatul comparafiei de la 3. Conditia de oprire

In cazul cdutdrii fara succes este g < p, asa cum vom verifica pe un exemplu.
Si aplicdm algoritmul de ciutare binari pentru gasirea numérului 25 din sirul sortat :
3, 5, 12, 14, 15 18, 24, 25 42.

Decin=09, 0,=3,a,=35, ..., a, = 25, 2= 42. Inifial p=1, g=9, i=5. La peis;.ll 3
gésim 25 > a,= 15, deci la pasul 5. redefinim p = 6. Se merge la 2 §i se calculeazd { =

- i5_] =7. La pasul 3 gisim 25 > a, = 24, deci trecem la pasul 5 unde redefinim p = 8.

) 4y, o4 B l7. 1. o
Ne intoarcem la pasul 2 unde calculdm noua valoare a lui i = [—2-] =8, iar la pa;ul 3 ga-

sim 25 = aa._Algoritmul s-a terminat cu succes .dupé _ti'ei comparatii. .
- s# presupunem acum cd vrem sd ciutdm (fard succes) numirul 13, Initial p = l,g= 9:
{ =15. La pasul 3 gdsim 13 < g, = 15, deci la pasul 4 redefinim g = 4. Mergem la 2 si

caleulim (= [i] = 2. La pasﬁl 3 gdsim 13 > 5= g,, deci trecem la pastl 5 unde rede-
2 1 . X ;
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Fig., 11.47

-

finim p = 3. Ne intoarcem la 2 unde caleulim i = L, =3, La 3 gasim 13 > a,= 12,

fieci mergem la pafml 5 unde obtinem p = 4. Ne Inloar:'e'm la 2 cu valorile p = g = 4, deci
t=4, iar la 3 gdsim 13 < @, = 14. Mergem la 4 unde ddm valoarea g= 3.

Ne intoarcem la 2 unde giisim ¢ < p, deci algoritmul s-a terminal fird succes dupi
efectuarea a 4 comparalii.

In cazul unei ciutiri fard succes a numarului b, la iti
azul unei , la pasul 2 conditia ¢ <
este verificatd cind p =r, ¢ = r — I si existd inegalitatile : A Tl

a,_y < b < a,.

Tptr-adeyér. algoritmul localizeaza numarul b intre numerele de indici r — 1
si r, deci la un moment dat p == r — 1 §i ¢ = r. Deoarece b > a,_y, i se da
lui p valoarea r. Gasim b < a,, deci ¢ ia valoarea r — 1 si ne oprim deoa-
rece ¢ < p. Algoritmul de cidutare binard poate fi privit ca un arbore de de-
cizie binar, ca cel din figura 11.47 pentru cazul n = 9.

In acest caz prima comparafie efectuati este aceea a lui b cu a., cafe este
reprezentatd prin nodul radicina al arborelui binar din figura 11.47. Daci
gasim b = a; ne oprim. In caz contrar, daci b < a; vom compara pe b cu @,
comparalie care este reprezentala prin riidicina subarborelui sting al rida-
cinii 5. Dacd insd b > a; vom compara pe b cu a,;, comparatie care este
reprezentatd prin radicina subarborelui drept al ridicinii 5. In fiecare virf
al arborelui care se obfine in acest mod este seris indicele ¢ al numérului a;
cu care se compard b in acel moment. Dacd b < a; se urmeazi ramura din
stinga, efectuind o comparatie cu numérul al cirui indice este scris in ridi-
cina subarborelui sting al nodului i. Dacid b > a; se urmeazi ramuri din
(]'reapta. efectuind o comparafie cu numirul al cirui indice este scris in ridi-
cina subarborelui drept al nodului i. O ciutare fard succes va conduce la unul
din nodurile terminale, reprezentate printr-un pitrat, numerotate de la 0
la 9 in sensul de la stinga spre dreapta.

De exemplu, se ajunge la nodul 0 daci b < a,, la nodul 1 daci &, < b <
< @y, ..., la nodul' 9 daci b > a,.

_Céutarea cu succes a numarului 25 a fost reprezentati in figura 11.47
prin linie punctatd si corespunde parcurgerii lantului care uneste ridicina
arborelui cu nodul neterminal cu numirul 8. Ciutarea fari succes a numarului

=13 a fost reprezentatd prin linie intrerupta si corespunde parcurgerii
lanfului care uneste ridicina cu nodul terminal cu numirul 3, deoarece
4y < b <ay Se observd cd in fiecare caz numirul de comparatii este egal
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cu numirul de noduri neterminale care se gdsesc pe lanful care uneste rada-
cina cu virful care reprezinti sfirsitul procesului de cdutare. Astiel, in cazul
cautirii numirului 25 = a, s-au efectuat trei comparatii, iar in cazul cdutéarii
fird succes a numdrului a; < 13 < a, au fost efectuate patru comparatii :
cu a;, Cu a, cu as si cu ay.

Reprezentarea strategiei de cdutare in cazul algoritmului de ciutare
binara printr-un arbore de decizie binar ne va ajuta la evaluarea performanielor
acestui algoritm. Folosim termenul de arbore de decizie binar deoarece de-
cizia de continuare a procesului de ciutare, adica fie oprirea cautarii, fie
ciutarea pe ramura din stinga, fie cautarea pe ramura din dreapta a unui
nod, depind de rezultatul comparafiei numarului ciutat cu numirul din
sir indicat de nodul in care ne aflam. Evaluarea eficien{ei acestui algoritm
este datd de urmitoarea teoremi, care poate fi demonstratid prin induclie
dupd k.

Teoremii. Dacd efectudm o cdiutare intr-un sir ordonat de n numere cu algoritmul de cdutare
binard si dacd n verificd inegalitdfile :

21 g n o< 2, ()]
atunci :
a) O cdutare cu succes necesitd cel mult k comparafii ;
b) O cdutare fdrd succes necesitd k — 1 sau k comparafii.

O ilustrare a acestei proprietdfi pentru cazul n= 4 este datd in figura 11.48.
Observam cd numirul maxim de comparatii in cazul unei céutdri cu succes este egal cu
numirul de nivele pe care se giisese nodurile neterminale, adicd cu 3. Se vede din figura 11.48
ci acest numir maxim de comparatii se atinge numai pentru gisirea ultimului numar a,.

In cazul unei cdutéri fird succes numirul de comparatii este egal cu 2 sau cu 3, deoa-
rece nodurile terminale se gisesc pe nivelele 2 si 3. Din figura 11.48 se observi cé in acest
caz numirul de comparatii egal cu 3 se atinge numai pentru virfurile terminale 3 si 4,
deci in cazurile cind a, < b < a, si respectiv b > a,.

Din (1) deducem k — 1 < logsn << k, deci & — | = {log, n] de unde k£ = [log, n] + L

De exempluy, dacdi vrem si cdutdm un numdr printre 1 000 de Inregistréri citind inre-
gistrare cu inregistrare i ficind comparatiile respective, trebuie si facem in medie 500 de
comparatii 1n cazul unei ciutdri cu succes si 1 000 de comparatii in cazul unei ciutdri fard
succes.

Dacé insd inregistririle sint sortate, tn cazul folosirii algoritmului de cautare binard
vom evalua numirul de comparatii aplicind teorema anterioara.

Deoarece 22 = 1 024, objinem k = [log, 1 000] 4+ 1= 10. Deci orice cdutare cu succes
necesitd intre una gi zece comparatii, iar orice ciutare fard succes necesitd 9 sau 10 compa-
ratii.

S-a obtinut o reducere importanti a numirului de comparatii, deci implicit i a timpului
de cdutare, in raport cu cazul inregistririlor nesortate.

Fig. 11.48

(4
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Probleme

I1.5.1. S& se scrie notatia fird paranteze pentru fiecare din urmitoarele expresii aritmetice :

a. (¥ + YNy + 2)(z + x);
b. 3x*%y — 5x%y? + 2xy?;

xty [ yte ztx
v+e z4+x xt+y’

d. a® 4+ b* 4 ¢ — 3abc;
o, (2x33'+z | a)(14t .. 3)’

Lo + x

2+

NIQ

11.5.2. 8& se arate ci orice arbore binar complet eu a virfuri terminale are in total 24 — |
virfuri. Si se dedued de aici o relafie simpld intre numirul de operatori si numérul
de operanzi dintr-o expresic aritmetici.

11.5.3. Sa \sc deduci scrierea obisnuiti a urmitoarelor expresii aritmetice, date in notatia
fard paranteze, stiind ¢i toate constantele numerice utilizate an o singuri c:il'r:‘i‘:

8. — — " **hxyz*4* t x5y*32
b./x+y/ 1t x22
c. Tx+a+*2b*%3 1 ¢c9
d* +* 4 x*3ag—y124+ 1595
I1.5.4. S& se construiascd un arbore de sortare pentru cazul n = 10,

I1.5.5. Sii se dea o definifie matematici pentru relatia de ordine lexicograficid (ordinea

Is.‘.:iria:-rii intr-un dictionar) a cuvintelor formate cu litere dintr-un alfabet cu 24 de
itere.

I1.5.6. Pe o bf'mdé magneticd sint fnscrise un milion de numere. Indicati un algoritm de
determinare a numirului de numere distincte de pe bandi,

11.5.7 Se ei)nside':ré un fisier cu 4 001" cuvinte binare distincte de 30 biti: ay, @, - .., Ay,
Doud cuvinte binare x = x,. . X SI Y == Yy.. .Y S€ numesc complementare daci

¥+ yi=1pentrui=1, ..., 30.
Cu alte cuvinte, putem spune ci x si y sint complementare daci yi numai daci
x+y=11...1,,

ele fiind considerate ca numere binare. Si se defineasci un algoritm pentru a gisi
toate perechile de cuvinte complementare {a;, a;}, cu un numir cit mai redus de
operafii (de comparafie si adunare).

I1.5.8. La un tufncu de tenis de cimp participd n jucitori. Cum trebuie organizat turneul,
care conlmf: numai meciuri eliminatorii de simplu, astfel incit daci pentru determi-
narea campionului sint necesare n — 1 meciuri, pentru determinarea celui de al II-lea
jucdtor al turneului si mai fie necesari disputarea a numai [log, n] meeciuri ?

I1.5.9. Se considerd urmétorul algoritm de sortare prin interschimbare a sirului de nu-
Mere dy, ds, ..., &y'

l.ie—n;
2. t < 0. Efectueazd pasul 3 pentru j=1, 2, ..., { — 1 si apoi executd pasul 4.

3. Daci a; > ajy,, interschimbd numerele a; si a;,, In sir (a, este trecut pe pozitia
j -+ 1, deci el va fi notat cu ay,, si ;. trece pe pozitia j, fiind notat in continuare
cu a;). Se stabileste £« j.

4, Dacd ¢ = 0 ne oprim, Sirul obiinut este sortat. In caz contrar i « ¢ si se re vine
la pasul 2. '

S sc justifice acest algoritim, considerind mai multe exemple de aplicare si s&
se arate cd are un numdr finit de pasi. '

11.5.10. Se considerd doud. siruri sortate de numere :
GBS S . oS8 S0, < 000 < b

S& se propund un algoritm de inferclasare a celor doud siruri de numere in-
tr-un singur sir sortat ¢, < ¢, < ... < ¢y, format din clementele celor doud
siruri, care si foloseascd cel mult m -+ n — | comparatii.

I1.5.11. Ce algoritm de ciiutare corespunde arborelui binar complet din figura 11.49 in cazul
unui sir sortat format din 4 numere ? ‘

Fig. 11.49

11.5.12. Sa se calculeze numérul mediu de comparatii in cazul unei cdutéri cu succes si in
cazul unei ciutdri fard succes pentru arborii de cdutare din figurile I11.48 si I1.49.

I1.5.13. O bandd magneticd contine n inregistrari.

Se presupune ci frecvenfa acceselor la cele n inregistrari este diferitd, adic
unele sint citite mai des, altele mai rar. Se stie ¢a timpul de citire a unei inregis-
trdri este cu atlt mai mare cu cit fnregistrarea respectivd se gdseste mai departe
de fnceputul benzii, deoarece creste timpul necesar deruldrii benzii magnetice.

S4 se indice o strategie simpld de auto-organizare a datelor pe banda mag-
neticd, astfel incit timpurile medii de acces la inregistréri sd [ie cit mai mict.
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IIl. GRAFURI ORIENTATE

[I1.1. Notiuni de bazd

Un graf orieniat G este format dintr-o pereche ordonata de mﬂultirpi G =
= (X, U). Ca si in cazul grafurilor neorientate, X este mulfimea virfurilor sau
nodurilor grafului. Mulfimea U este formata din perechi ordonate de elemente
distincte din X, numite arce. Orice arc « = U va i notat prin u = (x, y) cu
X,y =X siox #y. ) ) i

Spunem ca virful x esle extremitatea inifiald a arcului u, iar vu‘ful_ y este
extremitatea finalad a arcului u. Spre deosebire de cazul grafurilor neorientate,
notafiile (x, y) si (v, x) vor desemna doua arce diferite.

Daca graful G confine arcul (v, y) vom spune cé virfurile x si y sint adiacente
in G si amindoud sint incidente cu arcul (x, y). Deci un graf orientat GApoate fi
imaginat ca o mullime de virfuri, dintre care unele sint unite douz} cite doua
prin arce. Un graf orientat poate fi desenat in plan reprezentind \?ll'flll"ll(.: sale
prin puncte si arcele prin sigefi care sint orientate de la extremitatea inifiala
catre extremitatea {inala a fiecarui arc.

Graful oriental G = (X, U/) unde:
n= {’. 2, ey 8} cn f} Tl {(t; 2]r (2| 3]- (3| ]}- {3. 2}! (21 4)! (‘h 5}1 {3l 5)‘ (G} 8)' (SI Y}I
(7, 8), (7. 6)} e e = (L9
se reprezinta ca in figura 111.1. Vom nota arcele asa cum se indica in figurd, adicéd u, = (1, 2),
= (3, 1), ..., ;= (6, 8.

Gradul exterior al unui virf x, notat prin d*(x), este rm[né’n’ul arcelor de Iosma
(x, ) eu y = X. Gradul interior al unui virf x, notat prin d-(x), este numarul
arcelor de forma (y, x) cu y = X.

De exemplu, pentru graful din figura ITLI, obfinem: d¥(1) = L, d7(1)= 1, d*(2) = 2,
d=(2) = 2, dYB) = 0, d7(5) = 2 ele,

Un graf parfial al unui graf orientat G = (X, U) se defineste in acelasi
mod ca si in cazul neorientat. El este un graf G! = (X, V) urlde V C U, deci
este graful G insusi sau se obtine din G prin suprimarea anumitor arce,

$i defini{ia unui subgraf al unui graf orientat G = (X, U) este asemédnitoare
cu cazul neorientat. Prin definitie, un subgraf al lui G este un grai H = (Y, V)
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unde ¥ C X iar arcele din V sint toale arcele din U care au ambele extremitii
in mul{imea de virfuri Y.
Deci un subgraf A al unui graf orientat G este graful G insusi sau se obfine
din G prin suprimarea anumitor virfuri si a tuturor arcelor incidente cu acestea.
Vom spune ci subgraful H este indus sau generat de mul{imea de virfuri Y.

Astiel, subgraful grafului G din figura 11L1, indus de mul{imea de virfurl ¥, = {1, 2,
4, b} are ca mulfime de arce mul{imea V, = {(1, 2), (2, 4), (4, 5)}, iar subgraful indus de mul-
{imea dé virfuri Y, = {6, 7, 8} are mullimea arcelor V,= {(7, 6), (6, 8), (7, 8), (8, N}

Un gral orientat este complet dacé oricare doui virfuri sint adiacente. De
exemplu, subgraful grafului din figura I11.1, indus de mulfimea de virfuri Y,
este complet.

In timp ce in cazul neorientat un graf complet cu n virfuri este unic deter-
minat, in cazul orientat exista mai multe grafuri complete cu un numir dat de
virfuri. Ele se deosebesc fie prin orientarea arcelor, fie prin faptul ci intre doui
virfuri oarecare existd un arc sau doui arce de sensuri contrare.

“Un lan{ al unui graf orientat se defineste ca un sir de arce:

L= [u;, tts, iy lp)

cu proprietatea ci oricare doud arce vecine ¢, si uy,, au o extremitate comuni
pentru orice i =1, ..., p—1I.

Extremitalea x, a lui «, care nu este comuni cu u, si extremitatea x, a lui Up

care nu esle comuna cu u,_, se numesc extremitdfile lanfului L.

Daca toate arcele lantului L au o aceeasi orientare, care este dati de sensul
deplasirii de la x, citre x,, lanful se numeste drum.

Deci un drum intr-un grafl orientat G = (X, U) este un sir de virfuri notat :

D =il Ry sveny &)

cu proprietatea ci (x, xy), (¥, ¥2), «.., (X,-1, X,) = U, deci sint arce ale gra-
fului.

Virfurile x, si x, se numesc extremititile drumului D. Daci virfurile x,,
Xy, ..., X, sint distinete doud cite doud, drumul D se numeste elementar. Din
aceste definifii rezultd cd orice drum este i lan{, daci il privim ca un sir de arce.

Pentru graful din figura 111.1 urmétoarele siruri de arce sint lanfuri :

Ly= [wy, ts, tta, ), Lo== [tts, 3], Lo= [ttg, ttsg], L= [tts, tis, tte, s, ], Ls= [tty, ttss]
Lantfurile L; si L, sint chiar drumuri §i ele pot fi scrise ca un sir de virfuri fn modul urmator :
(2, 8, 2), respectiv (7, 6, 8).

L, are extremitifile | i 4, L, are extremitifile G si 8, L, are extremititile 2 si 1, iar pentru L,
cele doud extremitaii coineid cu virful 2. Pentru acelagi graf urmiitoarele siruri de virfuri sint
drumuri ;

D, =21{I, 2,4,8,D,=(7,6,87),D.=(3 1,2 8 5),D.,=(3 2 4 5), D;= (2,3,
2,3, 1, 2).

Drumurile D, si D, sint drumuri elementare, deoarece nu trec de doud ori printr-un ace-
lasi virf.

Un drum D = (xo, ..., x,) poate fi interpretat ca traseul unei deplasiri
pe arcele grafului in ordinea (¥, x,), (X3, Xa), ««., (X1, X))

De aceea drumul D de extremititi x, si x, se mai spune ci este un drum de
la x, la x,. Daca x, = x, si toate arcele (xg, x1), (X1, X2), +.., (X1, X,) sint dis-
tincte doud cite doud, drumul D se numesie circuit.

Daci toate virfurile circuitului, cu exceptia primului si a ultimului virf,
sint distincte doua cite doud, circuitul se numeste elementar.

6§ — Matematics aplicath in tehnlea de eaicul ol. a X-a ~ od. 20 81




- —T—— o

Fig. I11.2

De exemplu drumul D. nu este circuit, deoarece foloseste de doud ori acelasi arc u,. Dru-
mul D, este un circuit elementar. Considerind graful orientat din figura III.2, un circuit care
nu este elementar este urmdtorul : C== (1, 2, 1, 4, 3, 1), care trece de doud ori prin virful I.

Ca si in cazul ciclurilor din grafurile neorientate, circuitele pot fi scrise in
| ' mai multe moduri, alegind ca prim virf un virf arbitrar prin care trece circuitul.

De exemplu, circuitul € din figura I11.2 mai poate fi scris :
| C=1(21,4,3 1,2 sau C= (4, 3, 1, 2, 1, 4) sau
C=1(1,4312 1)sau C=(3, 1, 2, 1, 4, 3).

| Notiunile de conexitate si de componentd conexi a unui graf orientat sint
{ similare cu cele de'la grafurile neorientate, utilizind notiunea de lan{ din cazul
grafurilor orientate. .
| Astfel, un graf orientat G se numeste conex daci pentru oricare doud virfuri
' distincte x si y existd un lant de extremltatl xsi yin G. O componentd conexdi C
a unui graf orientat G se defineste ca fiind un subgraf conex maximal al i G,
deci nu existd nici un lant care si uneasca un virf din C cu un virf care nu
apariine lui C.

Graful din figura II1.1 nu este conex si are 2 componente conexe : C,
de virfuri {1, 2, 3, 4, 5} si C, indusd de mul{imea de virfuri {6, 7, 8}.
Graful din figura 111.2 este Tnsd conex, deci are o singurid components conexa.

indusd de mul{imea

Probleme

II1.1.1. S&se gdseascd drumurile elementare dela virful 11a virful 8 pentru graful din figura I11.3.
Care sint circuitele elementare, ale acestui graf ?
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Fig. II1.3

IT1.1.2. S se arate ca dacé graful orientat G cu multimea de virfuri X are m arce, au loc ega-
litafile
Zd~(x) = Zd*(x) = m.
reX reXx

I11.1.3. Si se calculeze numarul grafurilor orientate cu n virfuri date: x,, ..., x,. Cite grafuri

orientate si complete cu n virfuri date exista ?

111.1.4. Pe mul{imea X a virfurilor unui graf orientat G = (X, U) se introduce urmitoarea
relatie binard : Spunem cd x este in relatie cu y §i scriem x ~ y dacd x = y sau daci
existd un drum de la x la y i un drum dela y la x.
Sé se arate cd aceastd relafie binard este o relafie de echivalen{. Clasele acestei echi-
valenfe se numesc componentele tare conexe ale grafului. S3 se determine componentele
tare conexe ale grafului din figura III.1.

I1.1.5. Fie D= (x, ..., y) un drum de la x la y (x # y) in graful G. S& se arate ci exista
un drum elementar de la x la y in G.

I11.1.6. Un graf orientat cum este cel din figura II1.4, care are proprietatea ci intre oricare
. doua virfuri distincte x gi y existd un arc §i numai unul se numeste graf-turneu.

*

LY

Fig. I11.4

Un graf-turneu poate reprezenta rezultatele meciurilor directe intre participantii

la o competitie sportiva in care nu existd meciuri nule si nici meciuri eliminatorii. S&
se arate cd orice graf-turneu contine un drum elementar care trece prin toate virfurile

grafului.
1I1.1.7. Pentru un graf-turneu cu n virfuri x,, ..
pentru =1, ..., n. S4 se arate cé :

ri+s;=n—1

. l‘c,, se noteazd r;= d~(x,) i s;= d*(x))

n n )
2 =% s=0C
i=1 i=1

i a2

3) E ri= 3% s '

i=1 i=1

II1.1.8. Si se arate cii pentru orice graf-turneu G existd un virf x, astfel incit toate virfurile y
diferite de x ale grafului pot fi atinse plecind din x pe drumuri care au un arc sau doud
arce.

l1l.2. Metoda drumului critic

111.2.1. Drumul critic intr-un graf de activitati

Una dintre aplicatiile cele mai raspindite ale teoriei grafurilor in probleme
de economie o constituie metoda drumului critic.

O lucrare complexd a cérei realizare comportd mai multe activitati, se poate
reprezenta printr-un graf orientat care dd o imagine graficd a esalondrii in timp
si a interconditiondrii tuturor activitaiilor elementare care alcatuiesc intreaga
lucrare.

Pentru un astfel de graf, arcele reprezinta efapele sau activitdfile elementare
ale lucririi. Fiecare arc are o anumita lungime, care reprezinta timpul de des-
fasurare a activitd{ii asociate acelui arc.
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Momentul inceperii activitdlii este reprezentat de extremitatea initiald,
iar momentul termindrii activitifii este reprezentat de extremitatea finald a
arcului respectiv.

Astfel pentru graful de activitati din figura 111.6 inceperea intregii lucréri este reprezen-
tatd prin virful A, iar terminarea ei prin virful .

<10 13 15 20
Fig. 1I1.5

In aceastd lucrare anumite activiti{i se desfdsoard 1n acelasi timp, de exemplu activititile
reprezentate de arcele (B, €) si (B, D).

La fel activititile reprezentate de arcele (D, E) si (£, G) se desfdgoard in acelasi timp cu
activitifile reprezentate de arcele (D, F) si (F, G).

Nodurile in acest graf de activitafi reprezintid evenimente, care pot fi inter-
pretate ca indicind realizarea unor obieclive parfiale ale lucririi.

Astfel, virful A reprezinta inceperea intregii lucrdri, virful B reprezintd evenimentul care
constd in terminarea activitd{ii reprezentate de arcul (4, B) si Inceperea activititilor reprezen-
tate de arcele (B, C) si (B, D), nodul D reprezintd terminarea activititilor reprezentate de ar-
cele (C, D) si (B, D) si inceperea activitifilor reprezentate de arcele (D, E) si (D, F) ete.

Activitatea reprezentatd de arcul (C, D), desenat cu linie intrerupti, este o activitate
fictiva, care are asociat un timp egal cu zero si reprezintéd pur si simplu o relatie de anterioritate
intre terminarea operatiei (8, C) si inceperea operatiilor reprezentate de arcele (D, E) si (D, F).

La definirea grafului care reprezintd succesiunea in timp a activitétilor unei
lucrari complexe, pentru orice virf x trebuie si fie indeplinita urmétoarea regula :

Toate arcele care pleacd din x reprezintd operafii care nu pot incepe decit
dupd terminarea tuturor operatiilor reprezentate de arcele care sosesc in virful x.

Activitétile fictive se introduc pentru a nu avea mai multe arce paralele
si de acelasi sens intre doud virfuri ale grafului.
" Un graf de activitd{i are o proprietate importantd si anume aceea cd nu
contine circuite, deoarece in caz contrar, conform regulii introduse, o aceeasi
operafie ar trebui si inceapd dupd terminarea ei insasi, ceea ce este absurd.
Intr-adevir, dacd intr-un graf de activititi, ar exista un circuit :

C:(X, yl: y.?.v O ypv X)

aceasta ar insemna cé operatia (y,, x) incepe dupa terminarea operatiei (¢,.1, Ys).
Insd operatia (y,_;, Y,) poate si inceapi numai dupi terminarea operatiei
(Yp_2» Yp_1) s.a.m.d. Gésim ca operatia (y,, x) poate incepe numai dupa termi-
narea operatiei (x, y;), ceea ce contrazice conventia de alcdtuire a unui graf de
activitati.
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Duratele operatiilor sau timpii operatori, care sint numere reale nenegative,
sint asociati arcelor grafului, care reprezinti operatiile lucririi.

Astlel arcului (4, B) i sc asociazi timpul 3, arcului (B, C) timpul 3, arcului (B, D) tim-
pul 4 etc., unitatea de mésurd a timpului fiind ziua, sdptimina, luna etc.

Acesti operatori timpi vor fi interpretafi drept lungimi ale arcelor respective.
Lungimea unui drum intr-un graf de activiti{i se defineste ca fiind egali cu
suma lungimilor arcelor care compun acel drum, deci este egali cu timpul ne-
cesar peniru executarea tuturor operafiilor cuprinse in drumul respectiv.

Stabilirea grafului de activitafi necesitid pentru fiecare operatie cunoasterca
duratei sale cit si a operafiilor care o preced nemijlocit, deci toate relatiile de
ordine temporald privitoare la aceasta, sau antecedentele obligatorii.

Pentru graful din figura 111.5 succesiunea in tin']p a operafiilor a fost marcatd prin linii
verticale intrerupte, care ne indici evolutia realizirii in timp a intregii lucrdri. Astfel eveni-
mentul A are data ¢, = 0, evenimentul B are data ¢, = 3, evenimentul C are data fe =6 si
evenimeniul D are data ¢, = 7, deoarece pentru producerea evenimentului D trebuie ca ambele
activitdti (B, ©) si (B, D) si fie terminate. Deci t, == max(t, + 4, f, 4+ 3) = max(7, 6)= 7.
In continuare gisim f,=1¢, +3=10, =14, + 6= 13, {,= max(ty + 2, tp +4)=
= max (15, 14) = 15 si ¢, = ¢, + 5= 20.

Rezultd ca timpul total de executie a intregii lucriri este de 20 unita{i de timp,

Considerind ca evenimentul care constd in inceperea intregii lucriri are data
zero, timpul total de executie a lucririi este data realizirii ansamblului de
lucrari.

Aceastd datd este egald cu suma timpilor operatori considerali pe drumul
cel mai nefavorabil de la A la H, adicd acel drum care di intre aceste doui
virfuri o suma maximé de timpi operatori.

Acest drum, care poate sid nu fie unic, este chiar drumul de lungimme maxima
de la A la H, numit si drum critic. Drumul critic pentru graful din figura 111.5
a fost desenal cu linii ingrosate si el este (4, B, D, E, G, H). Drumul critic
reuneste activitali de a céror realizare la timpul previzul depinde realizarea
la timp a intregii lucrari.

Orice mdrire a timpului asociat arcelor drumului critic conduce la mirirea
timpului de realizare a intregii lucrdri.

De aceea in cursul executiei lucririi activitatile situate pe drumul critic si
numite activitati critice, trebuie supravegheate cu deosebita griji, pentru a nu
depdsi timpul planificat de realizare a lucririi.

Calculul datei de realizare a evenimentului final H revine deci la ciutarea in graf a drumului
celui mai lung sau a drumului critic dela 4 la H. Acest drum are o lungime de 20 unititi de
timp si am vdzut cd ol reprezintd timpul de realizare a lucririi pornind de la data zero, care
este atribuitd evenimentului initial A.

Deci dacé lucrarea se desfésoard fdré incidente, durata sa va fi egald cu 20 unititi de timp,
de exemplu 20 de luni.

Operatiile critice sint reprezentate de arcele (4, B), (B, D), (D, E), (E, G) si (G, H)
ale drumului critic.

111.2.2. Evenimente critice si intervale de fluctuatie

Sé considerdm un graf de activitati G, ale carui virfuri reprezinti evenimen-
tele £y, E,;, ..., E,, virfuri care vor fi notate la fel cu evenimentele pe care
le reprezintd. Presupunem cé E, reprezinti inceputul lucririi si E, reprezintd
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terminarea ei. Pentru a calcula datele de realizare ale diferitelor evenimente E;
trebuie sid determindm cele mai lungi drumuri in graful de activitdfi de la E,
la celelalte virfuri E;, pentru a fi siguri ci toate operatiile anterioare eveni-
mentului £; au fost terminate. :
Lungimea maximi a drumurilor de forma D = (E,, ..., E;) din graful de
activitati se numeste dafa asteptatd a evenimentului E; si se noteazd cu ¢,.

Astfel pentru graful de activitdfi din figura 111.5 vom alege £, = 0. Data asteptat a eve-
nimentului B va fi f, = 3, deoarece existd un singur drum dela A la Bsi anume arcul (4, B).

De la A la D existd doudl drumuri, insd drumul (4, B, D) are lungimea maximi egald
cu 7, decit, = 7.Dela A la C existd un singur drum de lungime 6, deci {; = 6. La fel ob{inem
fe=10si f; = 13. De la A la G existd patru drumuri in graf si anume (4, B, C, D, E, G);
(A, B,C, D, F, ®; (4, B, D, F, G\ sl (A, B, D, E, G), insd numai ultimul are o [ungime
maxim3, egald cu 15. Deci {; = 15. Am vizut cd lungimea maximé a drumurilor dela A la H
este egald cu 20, deci £, = 20.

Este util sd cunoastem pentru fiecare eveniment E; dafa sa limitd de realizare,
datd a cérei depdsire va determina intirzierea inftregii lucrari. Timpul necesar
pentru realizarea operatiilor situate intre E,; si evenimentul final E, se obtine
cautind in graf drumul cel mai lung de la E;la E,, deoarece trebuie sd fim siguri
cd operatfiile care urmeazd dupa evenimentul E; pot fi toate realizate, {inind
seama de duratele lor.

Deci data limitd a evenimentului E;, care se noteazi %, se obfine scazind
din data ¢, a evenimentului final E, lungimea maximd a drumurilor D =
= (Ey ..., Eu).

Pentru graful de activitdti din figura I11.5 obtinem ¢ = ¢, = 20. Existd un singur drum
de la G la H si anume arcul (G, f) de lungime 5, deci & = 20 — 5= 15. Deoarece drumurile
(E, G, H); respectiv (F, G, H) au o lungime egald cu 7, respectiv 9. obtinem ¢ =20 — 7= 13
sith=20—9=11.

Cel mai lung drum de la D la H este (D, E, G, H) de lungime egald cu 13, deci ¢} = 20 —
— 13=17.

In mod analog t& = 7. t§ = 3 si % = 0. Pentru evenimentele critice 4, B, D, E, G, H,
se observi cé aceste doud date coincid:

ba=15=0, tg=t5 =23, t,=tp =7, t; =1t =13, t,=1&= 15 si {, = t§ = 20.

Aceastd proprietate are loc pentru toate evenimentele critice dintr-un graf
de activitdti. Pentru a o justifica, si presupunem cd evenimentul E; este critic,
deci virful E, se gdseste pe un cel mai lung drum de la E, la E,, fie D = (E,, ...,
E;, ..., E,), a cdrui lungime o notam (D). In acest caz attt drumul D, =
= (Ey, ..., E;) format cu sirul de virfuri ale lui D dintre E, si E}, cit si drumul
D,=(E; ..., E,) format cu sirul de virfuri ale lui D dintre E; si E,, sint
drumuri de lungime maximi intre extremititile lor. Intr-adevir, daci presu-
punem prin reducere la absurd cd de exemplu Dy nu are o lungime maxima, il
putem inlocui printr-un alt drum Dj cu extremitétile E; si E;, de lungime mai
mare ca D,. Insd in acest caz drumul D} impreund cu D, formeazd un drum D’
de la E, la E,, de lungime {(D") = (D7) + UD,) > [(D,) + (D) = (D), deci
[(D") > (D). Am ajuns astfel la o contradic{ie, deoarece am facut ipoteza ca D
este un drum de lungime maximé de la E, la E,. Am demonstrat astfel ci atit D,
cit si D, sint drumuri de lungime maxima fn mulfimea drumurilor de aceleasi
extremitati. Rezultd cd ¢, = I(D,) si {5 =1, —I(D,). Deoarece {, = I(D) =
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= U(Dy).-+ (D), deducem cd ¢; = {¥ = [(D,) pentru orice eveniment critic E,
dintr-un graf de activitd{i. Am obfinut astfel pentru fiecare eveniment doui
date :

-— data ¢; este data agteptatd a realizirii evenimentului E,;

— data {% este data limitd de realizare a evenimentului E,, dupi depdsirea
cdreia timpul total de execuiie a ansamblului lucrarilor este majorat.

Data ¢; este numita si dafa cea mai apropiatd, iar data limitd * esle numita
si data cea mai tirzie a evenimentului E,.

Am vizut cd pentru evenimentele critice data limiti ¢ se confundi cu data
asteptata {,. Intervalul de timp [¢,, #¥] se numeste inferval de fluctuatic si el
reprezintd intervalul in care poate avea loc realizarea evenimentului necritic E,,
fard a modifica timpul total de executie a ansamblului lucrarilor. In cazul eve-
nimentelor critice acest interval se reduce la un singur numér, deoarece ¢, == .

Pentru exemplul considerat singurele evenimente necritice sint C si F. Intervalul de fluc-
tuatie pentru C este [6, 7], iar intervalul de fluctuatie al evenimentului F este [10, 11]. Deci
evenimentele C g F pot intirzia cu cel mult o unitate de timp de la data lor asteptats, fird ca
data evenimentului final ¢, sd se modifice. Aceastd intirziere poate avea loc de exemplu din
cauza maririi timpilor operatori ai operatiilor (B, C), respectiv (D, F) cu cite o unitate.

Dacd ambele operatii (8, C) si (D, F) isi miresc durata de la 3 la 4 unititi, in graful de
activitd{i toate operatiile devin critice, iar toate cele 4 drumuri de la A la H devin drumuri
critice. In acest caz nu ar mai fi admisi nici o intirziere in executarea nici unei operatii, pentru
a nu produce fntirzierea intregii lucrari.

Este util sd cunoastem pentru fiecare operalie o;;, reprezentati de arcul
(Ey, E;) in graful de activitati, intirzierea care poate fi admisi la inceperea sa,
fard a modifica data asteptatd de realizare a evenimentului E;. Aceastd intir-
ziere, numitd marginea liberd a operatiei o, este egald cu:

b —ti—1y

unde £, si ¢; sint datele asteptate ale evenimentelor E; si E,, care incadreazi
operatia o;; de durata ¢

Intirzierea care poate Ii admisi la inceperea operatiei o,;, fira a modifica
data limitd de realizare a evenimentului £, se numeste marginea totald a ope-
rafiei o;; si ea este egald cu

J

Aceasta este deci intirzierea maximd care poate fi admisi la inceperea opera-
{iei o0, fard a miri durata de executie a intregii lucriri.

Intr-adevir, operatia o;; are o durati egali cu £,;, trebuie si se termine cel
mai tirziu la data £} si nu poate incepe mai devreme de data ¢, deci ea poate
incepe la cel mult #§ —7; —{;; unitdti de timp dupa durata ¢,. Deoarece % > ¢,
rezultd ca marginea totald este mai mare sau egald cu marginea liberd a ori-
carei operatii. :

Dacé operatia o;; se gdseste pe drumul critic, deci este o operafie critici,
rezultd cd evenimentele E; i E, sint critice si in plus 5 =¢; =¢; + ¢;;. Deci
marginile libere, cit si marginile totale ale operatiilor critice sint nule, inceperea
lor trebuind si se facd fird nici o intirziere.

Intervalele de fluctuatie si marginile operatiilor inisoar elasticitatea unei
luerdri, in sensul cd, cu cit acestea sint mai reduse, cu atit termenele de executie
a diferitelor faze ale lucrarii sint mai rigide.
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1n cazul in care tirru]ii_op_eraiqri ai npcratiilpr negritice p.qt fi m.a”lyiti, marginea
liberd va corespunde miririi posibile a duratei unei operaii necritice oy, lisind
neschimbate datele £; §i ¢; ale evenimenlelor E; si E; care incadreazi aceasti
operalie. . . — .

Marginea totald a acestf:: Aopcrai,u. va corespugde dele maririi maxime a
duratei operafiei o, astfel incit evenimentul E; si poatd avea loc la data sa
limitd de realizare 1§, dupd depasirea cireia toatd lucrarea ar intirzia, in con-
difiile in care evenimentul E se produce la data asteptati ¢,.

De exemplu, pentru graful din figura I11.5 marginea liberd a operatiei reprezentate de arcul
(B, Q) este

le—tp—tge=6—3—3=0.
in timp ce marginea sa totald este egald cu
6 —ty—type=7—3—-3=1

Deci operatia (B, C) poate admite o intirziere maxima de o unitate de timp, fard a produce
intirzierea executiei intregii lucrari.

Pentru operatia necriticd (D, F) marginea liberd este #, — ¢, — fpr =0 si marginea total3
este egald cuth — £, — £y = 1, iar pentru operatia (F, G) marginea liberd cste tp — #p — fpe=
= 1 si marginea totald este t§ — ¢ — tre = 1.

Cunoasterea intervalelor de fluctualie ale evenimentelor care compun o
lucrare, precum si a marginilor totale ale operatiilor componente permite si se
urmareascd executarea la timp a intregii lucriri.

Astfel, dacd toate evenimentele se produc inaintea sau la datele lor limit3 1
lucrarea se va desfisura normal si data realizirii finale ¢, va fi respectata.

Dacd insd se va intimpla ca data producerii unui eveniment E, si depi-
seascd data sa limitd #3, pentru a nu se depési data ¢, de realizare a intregii
luerdri va trebui si se accelereze execulia operatiilor situate pe cel mai lung
drum de la E; la E,. Aceasta se poate face de exemplu prin alocarea de resurse
suplimentare (for{a de munci, materiale sau utilaje) in detrimentul operatiilor
progrmului care au margini totale mari.

Dacd nu existd aceastd posibilitate, se va putea evalua intirzierea datei ¢,
de realizare a ansamblului operatiilor care compun lucrarea.

Metoda drumului critic este utilizats, din aceste motive, in urmirirea exe-
cutiei unor proiecte de cercetare sau de dezvoltare care pot cuprinde mii de

operafii, in urmdrirea lucrarilor de constructii-montaj a unor obiective econo-
mice etc.

111.2.3. Deferminarea drumului critic

Sd presupunem ci graful de activitdfi G are virfurile x,, ..., x,, unde x,
reprezintd inceperea lucrdrii, iar x, reprezinti terminarea tuturor activititilor
lucrdrii. Vom nota prin £;; durata activititii reprezentate de arcul (x;, x,) al lui G.

Vom nota pentru orice virf x; prin p(x;) predecesorii lui x;, adici multimea
virfurilor de la care pleaci arce care au extremitatea finald in x, si prin s(x,)
succesorii lui x;, adicd mulfimea virfurilor citre care pleaci arce care au extre-
mitatea inifiald in x;.
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De exemplu, pentru graful de activitafi din figura I111.6 obtinem : p(1) = & ; s(1) = {2, 3},
p(4) = {2, 3}, s(4) = {5, 6}, p(6) = {4, 5}, s(6) = @ etc.

Fig. 111.6

Vom ardta cd datele {;, respectiv #} ale evenimentului reprezentat prin
virful x; al grafului G se pot determina printr-un calcul recursiv, bazat pe for-
mulele :

a) t; = max (; -+ ¢;9),

ijp(xi)
unde toate datele ¢, asociate virfurilor x, care sint extremititi inijiale ale ar-
celor (x;, x;) au fost calculate 1a un pas anterior, plecind de la ¢, = 0, care este
data inceperii lucrérii.

b) 1% = min (5 —t.3),

& e8(n)) )
unde toate datele ¢ asociate virfurilor x; care sint extremiti{i finale ale arcelor
(x4, x;) au fost calculate la un pas anterior, plecindu-se de la t% = ¢,, care este
data termindrii lucrarii.

Intr-adevir, am vizut ci ¢, este lungimea maximi a drumurilor de la x, la ¥, in graful G.
Daci x, este penuitimul virf al unui drum de lungime maximi de la x, la x,, putem scrie ¢, =
= t; 4 £, deoarece drumul considerat de lungime maximé de la x, la x; se compune dintr-un
drum de lungime maximé de la x, la x;, de lungime ¢ si din arcul (x,, x;) de lungime #,;. Daci
insd x; = p(x;) sl x, nu este penultimul virf al nici unui drum de lungime maximi dela x, la x,
rezultd ¢, > ¢, + £;;, de unde se deduce formula a).

Data limita 7} se obtine scézind din data ¢, a evenimentului final lungimea maximi a dru-
murilor de la x; 1a x,.

Fie D = (x;, x;, ..., x,) un drum de la x, la x, in graful G, unde x; < s(x,).

S& notdm prin D, drumul care se obtine din D prin suprimarea primului virf x;. Este clar
cd D, este un drum de la x, la x, in graful G si avem {(D) = ¢;; + (D).

Putem deci scrie:

tf =t, — max (D) = t, — max({;; + max [(D,)) = min(t, — max [(D)) — ;) =

j D, i D,
= min(tf — ¢,),
J
unde j parcurge mulfimea indicilor cu proprietatea ci x; = s(x,), adici existd un arc de la x,
la x,, deoarece orice drum D == (x4, x;, ..., ¥,) de lungime maxima se compune din arcul (x;, x,)
i un drum de lungime maximé de la x, la x,, iar ¢, — rrlx)ax D)=t}

Sé aplicdm aceste formule pentru graful de activititi djin figura II1.6. Mai intii vom calcula
datele ¢, cu formula a). Plecim cu £, = 0. Deoarece p(2) = {1} si p(3) = {1}, rezultd {,= ¢, +
+l.=25it,=1 + ¢, = 3. Avem p(4) = {2, 3}, deci vom calcula

to= max(f, + ty, £ + f) = max(7, 99 =09.
In continuare p(5) = {3, 4}, deci
ty= max(t; + ti, ty + ti) = max(8, 13)= 13.
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In fine data termindrii lucririi este Probleme
¥
I11.2.1. S& se determine intervalele de'fluctuatie gi drumul critic pentru graful de activitati
S& calculdm acum datele limitd £ cu [ormulele b), plecind de la evenimentul final citre din figura IIL7: '
evenimentul initial.
Avem (§ = ¢, = 5. Urmdtorul virf care va fi luat in consideratie este virful 5, deoarece
5(5) = {6}. Gisim
t¥ = 1§ — t,,= 13. Apoi s(4) = {5, 6}, deci
t§ = min(f§ — t,,, ¥ — £;) = min(11, 9)=0.
In continuare putem alege fie virful 2, fie virful 3. De exemplu t§ = #f — ., = 4, deoarece
s(2) = {4}. Apoi gisim :
t = min(tf — t,, 1§ — ty;) = min(3, 8) = 3.
Ca verificare obtiuemﬂ Fig. T11.7
1= min(t§ — ti., 5§ — £,) = min(0, 2) = 0.
Evenimentele pentru care {, = {f vor fi tocmal evenimentele critice din graful activititilor. 111.2.2.
1n cazul hostru gdsim ci toate evenimentele cu exceptia evenimentului 2, sint critice.
o N
S4 observim cd dacd o activitate reprezentatd de arcul (x;, x,) are ambele evenimente care
o delimiteazii critice, adici #, = ¢} si {,= ¢J, nu rezultd céd aceastd activitate este critics, decit
dacd t,=1; + ¢;..
De exemplu, activitatea (3, 5) din graful din figura I11.6 are ambele extremitéti eveni-
mente critice, Tnsd nu este o operatie critica.
Intr-adevir, ea are o margine totald egald cu f — ¢, — f,; = 5 unititi, deci execuiia ei
poate admite o intirziere de cel mult 5 unitati de timp, fard a afecta data de realizare a intregii
lucrdri.- In: schimb. operatia (3, 4) este criticd, deocarece ¢, = #; + f...
Deci activitéiile critice ale, grafului activitdfilor se determind considerind toate arcele. cu ‘

ty == max(t, + lss, t5 + t;6) = max(13, 15) = 15, deoarece p(6) = {4, 5}.

Sa se construiascd graful programului si sd se determlnv.drumul critic, intervalele de

fluctuatie ale evenimentelor si marginile totale ale operajiilor in urmétoarea sntuatle

de constructie a unui ansambluy hidroelectric, cu unitatea de timp luna. Operatnle care

trebuie si fie realizate si duratele lor sint urmétoarele :

a) Constructia drumurilor de acces la uzind si la carierele pentru obtinerea materla
lelor (t,=4); R

b) Pregitirea carierelor de éxploatare si a fundatiilor (£, = 6);

¢) Constructia unui centru pentru personal si administratie (f,= 4);

d) Comanda si constructia materialului electric si hidraulic {generatoare, turbine, cotl-
ductd fortata ctc.) (4,= 12); p

¢) Constructia wzinei' (¢, = 10);
f) Construcfia barajului, a digurilor si a deversoru]m de suprafatd (t,— 24) ;

g) Constructia galeriilor de fugd si a conductelor de aductiune (¢, =17);
h) Montajul uzinei si al conductelor (¢, = 10);
i) Probele tehnologice (¢,= 3).

Evenimentele programului sint urmétoarele :

1) Pornirea lucrérilor ;

2) Terminarea drumurilor de acces;

3) Terminarea centrului pentru personal si administratie si a fundatiilor ;

4) Terminarea uzinei si a mont#rii conductelor de aducfiune y

-5) Terminarea ansamblului energetic;

6) Livrarea lucrérilor cétre benefitiar.
| 111.2.3. Si se arate cii orice graf orientat care nu contine circuite are cel pufin un virf x cu

ambele extremitéti evenimente critice si care fn plus.verificd conditia mentionata.

(Arcele critice compun drumul sau drumurile critice ale grafulul activititilor. In ¢azul
ex_emplulul_ considerat se obfine un singur drum critic §i anume (1, 3, 4, 5, 6). Cunoscind |
datele ¢, si #§ se pot determina intervalele de fluctuatie ale evenimentelor, cit si marginilelibere
si totale ale activitatilor. ‘

Se poate ardta cd formulele a) i b) pot fi efectiv aplicate, deoarece graful activitédiilor G
nu contine circuite.

Dacd multimea A a virfurilor pentru care am determinat datele asteptate contine & ele-
mente, pentru gésirea noii date ¢, a virfului x, ¢ A cu formula a) sint necesare cel mult % adu-
ndri si £ —l comparatii, acest numar maxim fiind atins cind p(x,) = 4 ‘

Deci numéru! de comparatii necesare pentru a aplica formula a) este majorat de

= — (n— D(n— 2) proprietatea p(x) = @ si cel pufin un virf y astfel incit s(i) = @.
(k- 1= R e | 111.2.4. S iders graful de activitati din figura 111.8, pentru care duratele operatiilor au
9 , .2.4. Se considerd graful de activitdti din figura 1I1.8, pentru ca p ,
E=1 =1 fost scrise 1ingd arcele respective.

iar numdrul de aduniri este majorat de

n—1 &
z ;k= n(n — 1) .

2
=1

Obtinem un rezultat analog pentru numirul de comparatii si de sciideri necesitat de aplicarea
formulei b). Deci pentru determinarea intervalelor de fluctuafie ale celor # evenimente ale unui
program prin acest algoritm sint necesare in total cel mult (n — 1)(n — 2) comparatii si cel
mult a(n — 1) adundri §i scdderi. Fig. 111.8
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Operatiile reprezentate de arcul dintre virfurile 2 si 3 si arcul dintre virfurile 4 i b se numesc

operafii disjunctive, deoarece desenul din figurid are urmitoarea interpretarc: Existd fie ar-
| cul (2, 3) de duratd egald cu 4, fie arcul (3, 2) de duratd egald cu 6. La fel pentru perechea de

! virfuri 4 si 5 existd fie arcul (4, 5) de durati 2, fie arcul (5, 4) de durati 3, insi nu amindoui
aceste ‘arce. Si se determine orientirile arcelor disjunctive astfel incit intreaga lucrare si se

ter
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mine intr-un timp cit mai scurt, adici drumul critic si aibi o lungime minim4.

l1.3. Flux maxim intr-o refea de transport

Un gral orientat G = (X, U) se numeste refea de transport daci satisface
urmatoarele conditii :

a) existd un virf unic @ = X in care nu intrd nici un arc sau o (a) = &,
unde prin  ~(a) se noteaza multimea arcelor care intrd in virful a:

b) existd un virf unic b & X din care nu iese nici un are sau w*(b) = &,
unde prin o' (b) se noteaza mulfimea arcelor care ies din virful 4 ;

¢) G este conex si exista drumuri de la @ la b in G;

d) s-a definit o functie ¢: U — R astfel incit c(u) = 0 pentru orice arc
ue U,

Virful a se numeste intrarea refelei, virful b se numeste iegirea refelei, iar
numarul nenegativ c(u) se numeste capacitatea arcului w.

Un exemplu de refea de transport cu 8 virfuri este reprezentat in figura I11.9.

Fig. 1I1.9

Virful @ este intrarea refelei, virful b este iegirea refeleisi se verificd de exemplu ci w™(2) = @
ot(a)= {(g, 1), (a, 2)}, o= (b)= {(4, b), (5, b), (6, 6)} 5i wH(b)= .

Valorile capacitafii fiecirui arc au fost trecute in paranteze lingii arcele respective.

Graful din figura IT1.9 este conex si existd drumuri de la a la b, de exemplu (a, 1, 3,
5, b) sau (a, 2, 3, 4, 5, b).

Un exemplu de lant de extremitéti a §i b care nu este drum este [(a, 2), (2, 6), (5, 6),

(5, b)].

O functie f: U — R astiel incit f(u) > 0 pentru orice arc u se numeste flux
in refeaua de transport G cu funcfia de capacitate ¢, care se noteazi G =
= (X, U, ¢), dacéd sint indeplinite urmétoarele douid conditii :

~

C) Condifia de conservare a fluxului :

Pentru orice virf x cu x # a, x $ b, suma fluxurilor pe arcele care intri
in x este egald cu suma fluxurilor pe arcele care ies din x, adici:

3 fw)= % f(u
new-(x) new+(xr)

pentru orice x € X \ {a, b}.

Sd observim cd aceasta lege are aceeasi formd cu prima lege a lui Kigchhoif
din teoria refelelor electrice.

M) Condifia de mdrginire a fluxului :

Pentru orice arc al refelei, valoarea fluxului nu poate depisi capacitatea
arcului respectiv, adici

f(u) < c(u) pentru orice arcu e U.

Pentru refeaua de transport din figura I11.9 valorile unui flux pe arce au fost reprezentate
in figura I11.10, lingd numdrul din paranteze care reprezintd capacitatea arcului respectiv.

Fig. II1.10

Se verifici condifiile C si M relative la virfurile si la arcele refelei. De exemplu, pentru virful 4
conditia de conservare se scrie: 5 +2 +0=3 + 4.

Pentru orice mulfime de virfuri A C X vom defini o tdieturd de suport A
ca fiind mulfimea arcelor care intrd in mulfimea A din exteriorul lui 4 si
o vom nota astfel : '

o (A)={C ylx¢ A yeAsi(xy = U
Vom mai nota :

o' (A) ={(x yix <4, ye Asi(x, y) € U},
adicd mulfimea arcelor care ies din multimea A de virfuri.

Capacitatea tdieturii »~(A) se noteazi prin c(w(A)) si ea este egald prin

definitie cu % ¢(u), adicd cu suma capacitifilor arcelor care fac parte
uew-{A)

din tdietura considerata.
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f Pentru reteaua de transport din figura I111.9 dacéd alegem A = {4, 3, 5, 4}, obtinem:
‘{ o o (A) = {(1, 4, (1, 3), (2, 3), (6, O)} si '
I ot(A) = {(5, 6)}, iar capacitatea tdieturii de suport 4 estec(w™(4)) =5 +7 +2 + 4= 18

‘f In continuare vom lucra numai cu tdieturi de aceastd formd, avind ca
| suport o mul{ime de virfuri ale refelei care confine iesirea b si nu confine
intrarea a.

‘I Teorema II1.3.1. Fiind datd o refea de transport cu intrarea a si iesirea b $i
| un flux f, are loc egalitatea : :

‘ X fw)= X fu). (1)

uewt(a) ucew-(h)
Demonstrajie. Egalitatea (1) exprimi faptul c@ fluxul care iese din a ajunge in b, deoarece

este verificatd conditia de conservare in fiecare virf x # a, b. S calculdm in doud moduri
suma :

SO X j— X Hu), 0 (2)
‘ xeX new-(x) newt(x)
adicdi pentru fiecare virf al refelei facem diferenta dintre fluxul pe arcele care intrd in acel
virf si fluxul pe arcele care ies din acel virf si apoi insumim toate aceste diferente.
Din cauza conditiei C de conservare a fluxului ‘pentru orice virf diferit de intrare i de
‘ iegire, termenul éorespunzétor din suma (2) este nul. Deci suma (2) se reduce la
' i ' T fw— Z fu) (3)
uew-(b) uewt(a)
deoarece w™ (@) = ' (b) = B. X
Tnsd fiecare arc (x,.y) = U apartine atit multimii «*(x), cit si muliimii o™ (y), cind
valoarea fluxului f(x) apare cu semne contrare, deci regrupind termenii putem scrie suma (2)
sub forma

2 (fw) — fw) = 0. 4
uelU

Comparind (3) cu (4) rezultd (1).

In continuare vom numi valoarea comund a celor doud sume care apar
in egalitatea (1) fluxul la iesirea refelei (care deci este egal cu fluxul laintrarea
refelei) si il vom nota cu f,. ; :

Pentru cazul fluxului reprezentat in figura 111.10 fluxul la intrare este egal cu8 + 4=
= 12, fluxul la iegire este egal cu f, = 4 + 5 + 3= 12, iar capacitatea téieturii de suport
A= {4, 3, 5, b} am viizul cii este egald cu 18 > 12. _ '

Proprietatea fluxului la iesire, de a fi mai mic sau egal cu capacitatea oricdrei tdieturi
are loc in orice refea de transport, asa cum ne indici teorema urmatoare.

Teorema 111.3.2. Pentru o refea de transport G = (X, U, ¢) cu intrar(?a a si
iesirea b si un flux f, sd considerdm o mulfime oarecare de virfuri A C X cu
proprietatea cd a ¢ A gi b = A. Au loc relafiile:

fo= X f)— B f1) <c(w(A) 6)

uen—(4) new+(4)
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Demonstrafie. Pentru a ardta ci fluxul la iesirea refelei este egal cu diferenta dintre suma
fluxurilor pe arcele care intrd in mulfimea A si suma fluxurilor pe arcele care ies din mul-
timea de virfuri A, se poate proceda fn mod analog ca pentru dernonstrarea egalititii (1),
considerind suma:

rEA uEwW T(T) uewtH(x

fly — = )f(u))- (6

Deoarece pentru orice arc # & U existd inegalititile 0 < f(%) < ¢(«) putem scrie

= 2 Jw— % j)s T flw)<s T cu)=-clu™(4).

uew=(4) uemHA4) uew-(4) uemw-(4)

In cele ce urmeazd vom studia problema determinirii unui flux maxim f,
la iegirea unei refele de transport, pe care o vom numi pe scurt problema
fluxului maxim.

Algoritmul lui Ford-Fulkerson pentru obfinerea unui flux maxim.

Pentru obfinerea unui flux maxim la iesirea b a unei refele de transport
G = (X, U, ¢), unde capacitatea ¢(u) > 0 a fiecirui arc este un numir intreg,
se procedeaza dupd cum urmeaza
1) Se pleacii de la un flux ini{ial care verifica conditiile de conservare in
fiecare virf si de mirginire pe fiecare arc, de exemplu de la fluxul avind
componente nule pe fiecare arc al retelei.

Deci putem lua f(u) = 0 pentru orice arc u € U.

2) Se determind lan|urile nesaturate de la a la b (adicd lanfurile pe care
fluxul poate fi marit). Se utilizeaza pentru aceasta urmitorul procedeu de
etichetare :

a) Se marcheazi intrarea a cu - ;
b) Un virf x fiind marcat, s¢ va marca :

— cu —-x oricare virf y nemarcat cu proprietatea ci arcul u = (x, y)
este nesaturat, adica f(u) < c(u);

— cu —x oricare virf y nemarcat cu proprietatea cd arcul u = (y, x)
are un flux nenul, adicad f(x) > 0.

Dacéd prin acest procedeu de marcare se eticheteazd iesirea b, atunci
fluxul f, obtinut la pasul curent nu este maxim.

Se va considera un lan{ format din virfuri etichetate (ale ciror etichete
au respecliv semnele + sau —) care uneste a cu b si care poate fi usor gisit
dacd se urmdresc etichetele virfurilor sale in sensul de la b citre a. ‘
Fie v acest lan{. Sa notdm cu v* multimea arcelor (x, y) ale lui v, unde mar-
cajul lui y are semnul 4, deci care sint orientate in sensul de la a citre b
si cu v~ mulfimea arcelor (x, y) ale lui v, unde rgarcajul lui y are semnul —,
deci care sint orientate in sensul de la b ciitre a.

Calculdm ¢, == min (c(u) — f(u)), €, = min f(u) si e = min (e, €,).
uevt+ uev-

Din modul de elichetare rezulta ¢ > 0. Vom miri cu e fluxul pe fiecare
arc u = v* si il vom micsora cu e pe fiecare arc # = v-, obtinind la iesire
un flux egal cu f, -+ ¢ > f,. Se repeta aplicarea pasului 2 cu fluxul nou
obtinut. '

Dacd insd prin aplicarea pasului 2 nu mai pulem marca iesirea b, am
obfinut un flux maxim si ne oprim. In plus, mul{imea arcelor care unesc
virfurile marcate cu virfurile nemarcate constituie o taieturd de capacitate
minim4.
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Din modul de definire a lul € obfinem un nou flux {" care Averificé 0< f’(u) < c(u-.)
pentru orice arc u € U. In plus, condilia de conservarce in fu.acare virf x # d, b maite in conti-
nuare verificatd. Intr-adevir, dacd lanful o tn:cg prin x si cele douzf arce II'UiCIdcntc’ T
din v apartin amindoud fie lui o*, fie lui vT, se |n{|re$te cu e (sat'x se micgoreaza cu f) fluxul
pe tnare de intrare si fluxul pe un are de iesire din x, deci cond'1t1a C este Ver'lflcata Pen.tru
noul flux f’. Daci cele doud arce incidente cu x ap’:ll'tm unul lu£ vt si altul 1ui v, atunm.se
micsoreazi, respectiv se mireste cu e fluxul pe doud arce, care sint ambele sau arce de in-
frare in x sau arce de iesire din x. Fluxul la lesire creste deoarece f, = f, + e > [, ultimul
arc al lantului v care intrd in & aparfinind multimii %,

In cazul refelei de transport cu fluxul reprezentat in figura I111.10, aplicind procedeul
de etichetare expus obtinem cd iegirea b poate fi etichetatd pe lantul [(a, 2), (2, 6), (6 b)].
Toate arcele acestui lanf au sensul de la « cétre b si ctichetele virfurilor sint trecute lingi
virfurile respective in figura I11.10.

Gisim e = ¢; = min(8 — 4, 4 — 2, 4 — 3) = 1, deci vom miri fluxu!l cu cite o unitate
pe arcele {a, 2), (2, 6), (6, b), obtinind fluxul din figura T1I.11.

* 2! [-3]

Fig. I11.11

Iesirea poate fi din nou etichetatd, asa cum rezultd din figura 111.11. Pentru a gisi lanful
nesaturat v de la a la b, proceddm astfel : b are marcajul +4, deci ultimul arc al lanfului v
este (4, b); virful 4 are eticheta +5, deci arcul anterior lui (4, b) este (5, 4) si nu (4, 5)
care are sensul de la b céitre a. Virful 5 are eticheta — 6, deci urmétorul arc este (5, 6) ; virful 6
are marcajul +2, deci urmatorul arc este (2, 6) ; virful 2 are marcajul +a si deci ultimul
arc este (a, 2). Scriind arcele obtinute in ordinea inversd gisirii lor, deducem v= [(a, 2),
(2, 6), (6, 5), (5, 4), (4, b)]. Calculdm e, =min(8 —5,4—3, 1 -0, 6—4) =1sl¢, =
= min(1) = 1, deoarece v~ = {(5, 6)}.

Rezultd &= I, deci vom miri fluxul cu cite o unitate pe arcele (a, 2), (2, 6), (5, 4) si
(4, b) si 1l vom micsora cu o unitate pe arcul (5, 6), obtinind noul flux reprezentat in fi-
gura III.12.

Acum jesirea nu mai poate fi etichetatd, deci fluxul obtinut este maxim.

Mulfimea virfurilor neetichetate este 4 = {4, 5, 6, b}, deci v (4) = {(1, 4), (3, 4),
(3, 5), (2, 6)}, de capacitate c(w™(A4)) = 14. Arcele acestei tdieturi sint traversate de curba
fnchisd desenatd in figura IIL.12 in jurul iesirii &.

Fluxul la iegire este f,= 5 + 5 + 4 = 14 = ¢(w(4)). Conform teoremei 111.3.2 pentru
orice flux si orice tdieturd de suport A existi inegalitatea: f, < ¢(w™(4)). Deoarece am
gasit un flux si o tdieturd pentru care aceastd inegalitate si fie chiar egalitate, rezultd ci
fluxul objinut in figura I111.12 este maxim, iar tdietura w™(4) are o capacitate minima,

Fig, 1I1.12

Teorema 111.3.3. Algoritmul lui Ford-Fulkerson are un numdr finit de pasi
pentru orice refea de transport cu capacitafi numere intregi. In momentul cind
prin procedeul de etichetare de la pasul 2) nu mai putem en.chqm iegirea .refeiez,
[luxul obfinut esle maxim, iar mulfimea arcelor care unesc wrfu.r_u’e ehqhq!u.‘vf’
cu virfurile care nu au putut Ji etichetate formeazd o tdieturd de capacitate minimd.
Demonstrafie. Vom ardta mai intii ca algoritmul are un numdr finit de pas,
majorat de exemplu de Z(l)c(u), adicd de suma capacititilor arcelor care
ucw-(b

intra in b. !

Intr-adevir, conform teoremei 111.3.2 existd inegalitatea f, < c(w7(4)),
deci max f, < c(ow~(4)), unde o (A) este o tdieturd oarecare a refelei. Daca
alegem A = {b}, rezultd cd o (4) = .« (b). Obtinem max f, < ¢(w7(A)) =
= 2 c(u).

JIG{rJd(fI] !
Inifial se pleacd cu fluxul nul pe fiecare arc sau cu un flux oarecare, deci
fo =0 si la fiecare pas fluxul [, creste cu e Deoarece capacitéfile arcelor
sint numere intregi si nenegative, rezultd cd valorile fluxului pe arce i
valorile lui e sint numere intregi, iar ¢ > 0 implica e intreg, ¢ > ]l 1

Deci la fiecare pas fluxul f, creste cu cel pufin o unitate, deci numérul de
pasi ai algoritmului este majorat de capacitatea unei liii(::tun. .

Si aratam ca, in momentul in care iesirea nu mai poate fi marcata, fluxul
obfinut este maxim, iar mul{imea arcelor care unesc virfurile marcate cu
virfurile nemarcate formeazi o taietura de capacitate minima. Pentru aceasta,
sa notdm cu A mul{imea virfurilor care nu pot fi etichetate g:u_algoritnm!
descris. Obfinem @ & A si b = A, deoarece am presupus cd iesirca refelei
nu poate fi marcata. Deci w~(A) formeazé o taieturd a refelei de transport.
Pentru orice arc u = @ (A) obfinem f(u) = c(u), deoarece din « = (x, y)
rezultd ci x ¢ A si y = A. Daca f(u) < c(v) ar rezulta ca virful y ar putea
fi etichetat, ceea ce contrazice faptul cd y = A. Pentru orice arc u € w'(4)
obfinem f(u) = 0, deoarece daca u = (y, x) rezultd ci y < A sl x ¢ A.
Daci f(u) > 0, virful y ar putea fi etichetat plecind de la virful etichetat x,
ceea ce contrazice faptul ci y € A. Deci putem scrie, conform egalitatii
din (5) : _ i \

fo= 2 fi)— £ fu)= I e(u) = c(w(4)). Insi pentru orice

new-(A) newt(a) new-(Aj . . ) =
flux J si orice taieturd w(A) existind inegalitatea f, < c(w™(4)), rezultd
¢i fluxul f, este maxim, iar tdietura «~(A) are o capacitate minima.

7 — Matematicd aplicatd in tehnica de caleul cl, a X-a -— cd. 23 97
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Am objinut in acelasi timp si urmétorul rezultat :
m

Pentru orice refea de transport, valoarea maximd g fluxului la iegire este egald cu capq-
olar. Pen BT R e

C;;tm minimd a unet tdieturi, adicd

C

max f, = min c(w~(A4)).

Acest rezultat a fost dedus in cazu] capacititilor intregi, insi el este valabil pentru orice
funcfie de capacitate ¢: U —+R,. :

Pentru a programa efectiy |a calculator algoritmul de flux maxim trebuie
sa se utilizeze o structuri de date adecvati structurii de refea. De exemplu,
arcele refelei pot fi reprezentate prin extremitatea inifiala, extremitatea
finala, capacitatea si fluxul lor in aceastd ordine sub forma unei liste liniare,
O altd listd poate mernora marcajele tuturor virfurilor diferite de intrarea
refelei :

De exemplu, pentru refeana din figura 11].11 aceasti reprezentare poate aréta astfel :

b laliToleTa 2 Ta s 1 s 7 a0

s

- > —_—
(a, 1) (a, 2) (1, 3)

unde primele patru pozitii ale listei [, memoreazd informatia relativi la arcul (a, 1)

dinea mentionatd, urméatoarele 4 cea relativi la arcul (a, 2) urmitoarele 4 cea relat
arcul (1, 3) s.a.m.d.

Pentru a ugura gésirea arcelor care pleacd din fiecare virf se poate folosi o alti lists L,
care indicd pe care pozitie a listei £, incep arcele care pleaci din fiecare yirf diferit de iegire,

in or-
ivd la

s

Pentru exemplul considerat, vom avea L] 1|9 [17 [ ..
—_— e
a 1 2

deoarece reprezentarea

arcelor care pleacd din ¢ fncepe in pozitia 1 a listei Ly, reprezentarea arcelor care pleacy
din 1 incepe in pozifia 9 a listei L,, a arcelor care pleacd din 2 tn pozitia 17 s.a.m.d,

Folosirea listei L, asociati cu L, face de fapt inutily reprezentarea in
lista L, a extremititilor initiale : a, 1, 2, ++ - ale arcelor retelei G, Pentru a
usura gasirea arcelor care intry Intr-un virf x, ceea ce este necesar peniru
procesul de marcare, se poate utiliza o lists Ly si o lista L; asociati care sj

memoreze arcele care intrj in virful 1, virful 2, ...,in b, in aceastd ordine,

In fine, lista pentru marcaj in cazul refelei din figura 11111 arats astfel ;

Ly | +a| +al +1] +5]—6] 12] +4]

Pozi{ia intti din L este rezervats pentru marcajul virfuluj L, pozifia a 11-g, pentru mareajul
virfului 2, ..., ultima pozitie pentru marcajul iesirii 5. Plecind de la lista L, so poate gisi
simplu lantul nesaturat care permite cresterea fluxului Ia iesire : Ultimul marcaj din L,
este -H4, deci ultimuyl arc este (4, b). Pe pozitia a IV-a in Ly gasim +5, deci arcul anterior
este (5, 4). Pe pozifia 5 gisim in Ly numérul —6, Acest numar fiind negativ, areul anterior
nu este (6, 5), ci este (5, 6) s.a.m.d.

D

inind iv itatile a;

4 exista i inind respectiv: cantitét 1,

4 existd n depozite conf d oy s
fililrli’élrl-jl?rrlna;imit produs, care trebuie transportate la m destinatari, p

{)Ell-iir?itgglgngelliebgoate fi transportatd se reduce la problema gasirii unui flux

In cazul retelei din figura I111.12 lista L, aratd astfel :

Ls | 4+al +a]l +1]0 J0 o |o |

deoarece virfurile 4, 5, 6 si ¥ nu au putut fi marcate.

Aplicatii

- mplu si pre-
Unele probleme de transport sint probleme de flux. De exemp f) il

R He
itati di . Problema maximizarii can
., b, unitdti din produs

i irfurile

im 1 [ i t definita astfel: Graful G are virfurile

maxim in 'rleteaua ;10 E?rrlltsrpa(ire asioiesire b. Mulfimea U est'e forérlleat? dmb)

S s huias el o st g o i o

y o 2 2 ; : !

i q[caplac:t?tie’%e;lia lcusb]? psel};gucare a{l o capacitate corespunzitoare capa-

Eﬁ%tﬁl de B‘anspor’t de la x; 1a y, (prolglema III.3,3).dacﬁ o
Vom putea satisface toate cererile in y;, ..., yu

se i = > )

i i i dieturii de capaci-
- citatile de transport sint suficient de mari. Determinarea taietu p

tate minimé prezinté interes intr-o serie de aplicafii (vezi problemele 111.3.5
si 111.3.6).

Probleme — o
I11.3.1. Si se giiseascd fluxul maxim in reteaua de transport din figu .13.

Fig. 111.13

I11.3.2. Aceeasi problemd pentru refeaua de transport cu capacitdfi numere fracf{ionare din
figura II1.14,

I 115/ 4
(73]
Fig. 117.14 ,
e
las11) f1o/3)
{972 5 .
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. . . a .
[ I 5 . ort entru a transporta 0 can itafe i a de pro 0Stt ecesa )e]lt] a (eie]]ll na ace e](}l darea ()])ela'l 6] ]) ()g amulul cu (:lie o unt-
1 3 e transp p 51
I .3.3. Sc ¢ gﬁsed&cﬁ ])]anu] d maxim. (: t 1

o tiind cd se pot transporta din x; in y, urmétoarele L G it CHGEEsie 1 PG Gt g .
duse din x,, X;, X3 IN Y1, Yz Yo Y 1 Operatia Costul  Operatia Costul
canlitai maxime, date in tabelul:
Y Y Ys
(1,2) 6 (3,6) 3
Xy 12 21 46
% | 15 18 | 34 (1,3) 2 (4,5) 4
b x| 9] 2 | 12 2,3) 6 (4,6) I
La intersectia liniei ¥, cu coloana Y, se giseste cantitatea de produse care pot fi (2.4) | (5.6) | |
' transportate din x, in y,. ’ ’ |
Il Disponibilul la centrele x, este dat de a, = 60, a, = 24 si ay= 36, iar cererile
| in centrele y, sint urmétoarele : b, = 33, b, = 19, b, — 68. S se transforme aceasti (2,5) 3 6,7 !
problemd intr-o problemd de flux maxim intr-o retea de transport si si se deter- |
mine un plan optim de transport utilizind algoritmul Iui Ford-Fulkerson, (3,4) 5 6,7 5
111.3.4. Fie G o retea de transport cu intrarea a, iesirea b si w=(A) o tiieturs oarecare clt _ |
| a¢ Asi b=A. Si se arate ci orice drum D=(a,...,b)delaalabin retea con-
- - sall i i i costul total |
I11.8.5. Doud localitati o si b sint legate printr-o retea de drumuri cu 6 puncte de inter- incit durata de executie a intregii lucrarlnsa vserscur.te.ze cu o unitate de timp si c |
sectie. Pentru a ajunge din a in & trebuie si urmam drumurile de la 4 la b din pentru scurtarea duratelor acestor operatii sd fie minim.

graful din figura I11.15. Costurile de instalare a unor posturi de control al circulatiei

pe arcele acestui graf sint indicate prin numerele scrise Tn paranteze lingéd arcele

o : i ie sa fi ite o unitate de timp, astfel
) tine cel putin doud virfuri vecine X §l %40, astfel fneit arcul (x, x,,,)e o (A). 53 se determine care operatii trebuie sa fie accelerate cu cite P, 4
|
|
‘ respective.

Fig. TI1.15 |

Sd se determine pe ce arce ale refelei trebuie instalate posturile de control, astfel '
I incit sd poatd fi supravegheate toate drumurile posibile de deplasare din a in b, |
[ iar costul total de instalare si fie minim. |
II1.3.6. Se considerd graful de activititi din figura 111.16, unde virful | reprezinta ince- ‘
perea lucrdrii, virful 7 reprezintd terminarea ei, iar timpii operatori sint numerele
scrise in dreptul fiecérui arc.

Fig. II1.16
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IV. ALGORITMI $I METODE DE REPREZENTARE

[V.1. Notiunea de algoritm.

IV.1.1. Definitia algoritmului

Nofiunea de algoritm este o nofiune matematici foarte veche. Cuvintul
nalgoritm* este de origine arabi. El derivi din numele matematicianului ,Abu
Ja'lar Mohammed ibn MfisA al Horezmi“ care a scris o carte celebri intitulati
»Kitab al jabr w'al-muquabala“. Din titlul acestei cirti provine cuvintul al-
gebra.

In evul mediu se folosea termenul de ,algorism® cu intelesul de proces al
efectudrii operatfiilor aritmetice cu ajutorul cifrelor arabe. Se presupune ci din
asocierea cuvintului algorism cu domeniul lui de referint4, aritmetica, a rezultat
termenul algoritm. Incepind cu anul 1950 in toate manualele de specialitate
cuvintul algoritm este frecvent asociat cu procesul de aflare a celui mai mare
divizor comun a douii numere naturale, asa-numitul ,algoritm al lui Euclid*.
De asemenea, regulile operatiilor aritmetice sint denumite algoritmi de efec-
tuare a operaliilor respective.

Nofiunea de algoritm nu are o definifie matematici. Tn aceeasi situafie se
afla si alte nofiuni din matematici, cum ar fi notiunea de multime.

Prin algoriim se acceptd si se infeleagd un sistem de calcule, care, pentru o
anumita clasi de probleme, din condifiile inifiale ale problemei permite si se
obfinid solufia problemei respective, cu ajutorul unui sir finit si ordonat de
operatii univoc determinate, efectuate mecanic, farad aportul creator al omului.

Exista totusi defini{ii matematice riguroase pentru unele categorii de algo-
ritmi : funetii recursive, magini Tiiring, algoritmii normali ai lui A. A. Markov.
S-a demonstrat ci aceste clase de algoritmi sint echivalente. S-a emis ipoteza
ca oricare dintre aceste clase defineste nofiunea de algoritm. Pini in prezent
aceastd ipoteza nu a fost infirmaté, deoarece nu s-a gisit nici un algoritm care
sd nu poatd fi reprezentat conform regulilor acestor clase.

Un algoritmr este compus din unul sau mai multi pasi, un pas reprezentind
efectuarea unei singure operatii din sirul celor care alcituiesc algoritmul.

Exemple
1. Algoritmul impdrfirii intregi a doud numere naturale

Se stie cd impirtirea intreagd a doud numere constid din efectuarea unor
scdderi succesive, pina cind descizutul devine mai mic decit scizitorul. Pentru
fiecare scddere care se efectueazd, descizutul este rezultatul sciderii prece-
dente, iar scdzitorul este imparfitorul. Rezultatul ultimei scideri efectuate
este tocmai restul impartirii celor doud numere, iar numirul de scideri efec-
tuate reprezinta citul impéar{irii.

Pagii acestui algoritm sint constifuifi de operatiile de scidere si de operatiile
de comparare a descizutului cu scizitorul. Este evident ci sirul acestor ope-
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rafii este finit, deoarece descdzutul se micsoreazd cu fiecare noud sciadere, in
timp ce scdzitorul rdmine neschimbat. _ _

Fie, de exemplu, numerele 17 si 7. Pasii algoritmului care duc la aflarea
citului si restului impdrtirii sint prezentafi in tabelul IV.1.

Numarul
Operatia Pasul o
scadere 17—7 =10 1
comparare 10 <7 nu —
scidere 10 —7 = [3] 2
comparare 3«7 da — &
(desciizutul este mai mic decit scdzatorul)

Tabelul 1V.1

Numarul de scideri efectuate este 2, iar rezultatul ultimei scideri efectuate
este 3, deci citul Tmpértirii numdirului 17 prin 7 este 2, iar restul este 3.
2. Algoritmul lui Euclid o o

Acest algoritm se foloseste pentru obtinerea celui mai mare divizor comun
a doud numere naturale. ) .

Notind cele doud numere naturale prin m §i n, vom presupune cé mn este mai
mare decit n. . I e

Algoritmul consta din efectuarea unui sir de impartiri intregi Emauc:_nd se
abtine un rest nul. Pentru fiecare impdrtire care se t-:fcc.tuuee_aza, 1|npar-ht01:ul
este restul impartirii precedente, iar defmparfitul este impirlitorul din impar-
tirea precedentd. Impirtitorul din ultima impiriire efectuatd constituie cel
mai mare divizor comun al celor doud numere. _ '

Pasii acestui algoritm sint constituifi de operatiile de impartire si {|EA veri-
ficare a anulirii restului. Deoarece restul unei impartiri este mai mic decit im-
pértitorul, sirul de resturi al impértirilor succesive este strict descrescitor,
astfel c& numérul de impdrtiri din algoritm este finit.

Fie; de exemplu, numerele 78 si 30. Pasii algoritmului care .cqnduc la aflarea
celui mai mare divizor comun al acestor numere sint prezentati in tabelul 1V.2.

Pasul Operalia

78:30 = 2 rest 18 impartire
18=20 nu verificare
30:18 =1 rest 12 impdrtire
12=0 nu verificare
18:12 =1 rest 6 impaértire
=0 nu verificare
12:[6] =2 rest § | impértire
0=0 da verificare

Tabelul 1V.2
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IV.1.2. Proprietéatile algoritmilor

Orice algoritm trebuie si se bucure de urmitoarele trei proprietiti funda-
mentale, numite proprietati de bazd ale algoritmilor.
1. Claritatea. Orice algoritm trebuie si fie caracterizat printr-o descriere pre-
cisd, riguroasd, fara ambiguitati a tuturor acfiunilor care urmeazi si se execute.
Cu alte cuvinte, un algoritm, datoritd caracterului siu de automatism, trebuie
sa precizeze in mod univoc toate etapele de calcul pe care le va urma execu-
tantul algoritmului (omul sau masina). De aceea, aceasts proprietate este denu-
mitd uneori si unicitate.
2. Generalilatea. Un algoritm este util daci rezolvd nu numai o problemi par-
ticulard, concrets, ci o intreagi clasi de probleme asemanatoare. Aceasta
fnseamnd cd un algoritm trebuie si se aplice la o multime de sisteme de date
initiale. Aceastd mul{ime poartd numele de domeniu de aplicabilitate al algorit-
mului.
De exemplu, algoritmul Iui Euclid se poate aplica la orice pereche de numere
naturale. Vom spune deci cd domeniul de aplicabilitate al algoritmului lui
Euclid este mulfimea perechilor de numere naturale. Aceastd proprietate este
cunoscutd si sub numele de universalitate.
3. Eficacitatea. Orice algoritm urmireste prin execufia sa obtinerea unui anumit
rezultat. Pentru aceasta nu este suficient ca acliunile algoritmului si fie bine
determinate, ci trebuie ca pentru orice sistem de date initiale numirul de ac-
tiuni (pasi) care urmeazi si se execute si fie finit. De aceea, aceasti proprietate
poartad denumirea de finitudine. La exemplele de algoritmi prezentate anterior
s-a ardtat cd numirul de pasi corespunzitori unui sistem oarecare de date
initiale este finit.

IV.1.3. Structura algoritmilor

Acfiunile componente ale unui algoritm se efectueazi asupra unor date
inifiale sau asupra unor rezultate intermediare ale operatiilor anterioare. Atit
datele cit si rezultatele intermediare apar ca valori ale unor variabile. O varia-
bila are, in cadrul unui algoritm, o semnificatie deosebiti de aceea din matema-
ticd. Astfel, in timp ce in matematicd o variabild reprezinti o nedeterminati
cu care se pot face operafii matematice fird a fi cunoscuti valoarea sa, intr-un
algoritm variabilele sint utilizate pentru a denumi date sau rezultate interme-
diare. Deci, o variabila este destinatd sd aibi o anumitd valoare. Aceastii va-
loare poate fi totusi schimbata pe parcursul algoritmului. Este cazul asa-numi-
telor variabile de lucru. O variabila de lucru este folosita pentru retinerea unui
rezultat intermediar si poate fi refolositd pentru refinerea altui rezultat inter-
mediar, atunci cind rezultatul anterior nii mai este necesar pentru alte calcule.

Actiunile unui algoritm ‘se realizeazd sub forma unor operatii. Aceste ope-
rafii constituie pasii algoritmului.

Operatiile care pot apdrea intr-un algoritm sint de dous categorii : operatii
de calcul si operatii de decizie.

O operatie de calcul constd in efectuarea calculelor indicate de o expresie
simbolicd, inlocuind fiecare variabild cu valoarea sa. Razultatul acestor calcule
adicd valoarea expresiei respective, este refinut sub forma valorii unei varia-
bile. Se spune, de obicei, ci valoarea expresiei este atribuiti variabilei respective.
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Notafia utilizatd pentru operaliile de calcul poate fi dedusi din urméitoarele
exemple :

X y* 42
o JBE—12
S« LUNGIME X LATIME

X X
X, ks

Obszruafii

1. Variabilele pot fi notate atit prin litere, cit si prin cuvinte. Se pot utiliza si indici,

2. Simbolul ,,—*, care se citeste ,ia valoarea*, este intrebuintat pentru a marca atribuirea unei
valori variabilei indicate. In matematici pentru acelasi scop se utilizeazd simbolul ,,.=*,
Simbolul ,=* este insd folosit si pentru relafia de egalitate. Pentru a evita ambiguitatea in
cadrul unui algoritm, se preferd folosirea a doud simboluri distincte, astfel ci simbolul ,,=*
va fi folosit numai pentru a marca relatia de egalitate.

Intr-o operatie de calcul se poate atribui o noud valoare unei variabile a
carei valoare este utilizatd in cadrul calculului respectiv.
De exemplu, operatia de calcul

X~ X?

atribuie variabilei X o noui valoare, egald cu vechea valoare ridicata la patrat.
In acest fel iese in evidentd modul de succesiune a valorilor unei variabile.
Astfel, dacd fnainte de efectuarea operatiei de atribuire prezentate, variabila X
are valoarea 3, dupa efectuarea operatiei, aceeasi variabild va avea valoarea 9.

Un rol deosebit de important in structura unui algoritm il au operatiile de
decizie. \ :

In general, prin operatie de decizie se intelege determinarea valcrii logice de
adevdr a unei propozitii. Propozitiile analizate de operatiile de decizie sint
propozitii enuntiative, care nu pot fi decit adevirate sau false. De obicei, aceste
propozifii enuntd cd un obiect are o anumita proprietate (de exemplu : valoarea
variabilei X este pozitivd, variabila Y are ca valoare un numér intreg). De cele
mai multe ori, propozifiile asupra carora se aplici operatia de decizie se refera
la o relafie intre doud obiecte. De exemplu : valoarea variabilei X este egala
cu valoarea variabilei Y, valoarea variabilei X se divide prin valoarea varia-
bilei Y etc.

Rezultatul unei operafii de decizie il constituie valoarea ,adevarat“ sau
»fals* a propozitiei analizate. In cadrul acestei operafii se calculeaza valorile
diferitelor expresii care constituie obiectele relatiilor respective, tinind cont de
valorile variabilelor care apar in aceste expresii. Astfel, propozifia

X+2>Y—1

are valoarea logica ,adevdrat" dacd, de exemplu, variabila X are valoarea 7,
iar variabila Y valoarea 2 si valoarea logicd ,fals“ dacd variabilele X si ¥ au
valorile 3 si, respectiv, 8. '

O importantd deosebitd in descrierea unui algoritm o are si specificarea
succesiunii de efectuare a operatiilor componente. ‘

Inldnfuirea pasilor unui algoritm poate fi indicatd implicit sau explicit.

Astfel, succesiunea implicita de efectuare a pasilor unui algoritm este dati
de ordinea de prezentare a acestor pasi in cadrul algoritmului.
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Specificarea explicitd a succesiunii de efectuare a unor pasi apare in cazul
operatiilor de decizie. In acest caz se specificd (explicit) care pas urmeazi sa
fie executat dacd rezultatul operafiei de decizie este ,adevarat® si care pas
daci rezultatul operatiei este ,fals“. Deoarece acesti doi pasi Aurmatun‘ sint
obligatoriu diferiti, operafiile de decizie reprezintfa ramificatii in succesiuriea
de pasi ai unui algoritm. Sd exemplificam cele doud tipuri de operatii in cadrul
algoritmului impartirii intregi (cu rest).

S4 notam wariabilele acestui algoritm astiel :

D — defmpartitul ;

I — impartitorul ;
C — citul ;
R — restul.

Presupuriind ci variabilele D si [ au deja valorile corespunzdtoare datelor
algoritmului, pasii acestuia sint :

Pasul 1. C+~ 0;

Pasul 2. R~ D;

Pasul 3. < I'; daci este adevarat urmeazi pasul 7,

daci este fals urmeazd pasul 4;

il

s )i

: dacd este adevirat urmeazd pasul 7,
dacd este fals urmeazd pasul 4;

R
Pasul 4. R
Pasul 5. C
Pasul 6. R <

Pasul 7. Terminarea algoritmului. . s 1

Se observa cd pasii 1, 2, 4 i 5 specificd operatiile de calcul, in timp ce pasii 3
si 6 reprezint3 operatii de decizie. In tabelul 1V.3 se prezintd succesiunea pa-
silor algoritmului in cazul numerelor 17 si 7.

Valorile variabilelor inainte Rezultatul
Pasul de executia pasului operatiei
D | I I C l R de decizie
] 7] 7] — = -
2 17 7 0 — —
3 17 7 0 17 fals
4 17 7 0 17 —
5 17 7 0 10 —
6 17 7 1 10 fals
4 17 7 1 10 —
5 17 7 1 3 —
6 17 7 2 3 adevarat
7 17 7 |2] |_3| —

Tabelul 1V.3

Este posibil ca si se specifice explicit urmatorul pas si in cazul operatiilor
de calcul: Astfel, in exemplul anterior, observind identitatea pasilor 3 si 6, se
poate elimina pasul 6, specificind la pasul 5 ¢d urmeazd pasul 3.

Rezulta  astfel urmatorul algoritm : i
Pasul 1. C« O;

Pasul 2. R~ D;
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Pasul ‘3. R < I, daci esle adevirat urmeazi pasul 8,
dacd este fals urmeazi pasul 4 ;

Pasul 4. R « R — [ ;

Pasul 5. C < C 4 1, urmeazi pasul 3 ;

Pasul 6. Terminarea algoritmului.

De asemenea, este posibild specificarea implicitd a pasului urmator si in
cazul operatiilor de decizie. Totusi, deoarece intr-un pas corespunzitor unei
operalii de decizie se specificii doi pasi urmitori, rimine necesari specificarea
explicitd a unuia dintre acesti doi pasi. Astfel, in exemplul prezentat poate fi
modificat pasul 8 in modul urmator :

Pasul 3. dacd R < [ urmeazd pasul 6. )

IV.1.4. Clasificarea algoritmilor

In functie de structura lor algoritmii pot fi impar(i{i in mai multe clase.
Algoritmii liniari sint acei algoritmi care stht alcituiti numai din operalii
de caleul. Absenta operaliilor de decizie din cadrul algoritmilor liniari are ca
efect execuiia pasilor acestor algoritmi intr-o singurid succesiune. In aceasti
categorie intrd, de exemplu, algoritmul pentru calculul valorii unei expresii,
cum ar fi algoritmul pentru calculul valorii palinomului ax® + bx + ¢, prezentat
in continuare.
Pasul 1. v« a;
Pasul 2. ve v X x -+ b;
Pasul 3. v v X x ¢
Pasul 4. Terminarea algoritmului. 2

Algoritmii liniari sint cei mai simpli algoritmi.

Algoritmii cu ramificafii reprezinta acei algoritmi care cuprind si operatii
de decizie printre operaliile de calcul. Tn acest caz, in functie de valorile varia-
bilelor i de rezultatele operafiilor de decizie, pentru un algoritm cu ramificatii
existd mai multe posibilitafi in ceea ce priveste ordinea de execufie a pasilor sai.

Algoritmii aciclici cuprind acea categorie de algoritmi cu ramificatii, pentru
care in cadrul execufiei nu se poate efectua de mai multe ori un acelasi pas.
Algoritmul rezolvarii unei ecuafii de gradul doi, ax®* -+ bx 4-¢ = 0, este un
exemplu de astfel de algeritm.

Pasul 1. DELTA « b* —4ac;
Pasul 2. dacd DELTA < 0 urmeazd pasul 5;

Pasul 3. x, « wOish \Q/QDELTA 3
Pasul 4. x5« —b_\2/aDELTA ; urmeazd pasul 7; .
Pasul 5. RE «~ i;
‘ : 2a
Pasul 6. IM \_/_']2)#;

Pasul 7. Terminarea algoritmului.
Se observi céd nu sint posibile decit doud succesiuni de pasi si anume : 1, 2,
3, 4, 7 in cazul radicinilor reale si 1, 2, 5, 6, 7 in cazul radicinilor complexe.
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Algoritmii pentru care existi posibilitatea repetérii executiei unvia sau mai
multor pasi, alcituiesc categoria algoritmilor ciclici. Succesiunea de pasi care
poate fi executatd in mod repetal poartd denumirea de ciclw. Numirul de
repetari ale unui ciclu poate fi fix sau variabil.

Cea mai mare parte a algoritmilor utilizati in practicd este reprezentata de
algoritmii ciclici. Acesti algoritmi permit o descriere concisa a unor succesiuni
cu numerosi pasi. Algoritmii ciclici sint indicafi in special pentru a fi executati
cu ajutorul calculatoarelor c'ectronice. In acest caz numarul mare de pasi de
efectuat este compensat de viteza mare de executie a operatiilor.

Exemplele de algoritmi prezentate la inceput, algoritmul lui Euclid si algo-
ritmul Tmpértirii intregi constituie algoritmi ciclici. Ciclul algoritmului lui
Euclid este reprezentat de pasii corespunzatori efectudrii unei impar{iri, iar
ciclul algoritmului impartirii intregi este format din pasii corespunzatori efec-
tudrii unei scaderi.

Un algoritm ciclic poate avea mai multe cicluri, acestea putind fi incluse
unul in altul.

IV.1.5. Exercitii

1. Fie N un numar natural. Este corect urmatorul algoritm :
Pasul 1. M~ 2N +1
Pasul 2. Dacdi M = 0 atunci urmeaza pasul 4;
Pasul 3. M « M — 2, urmeazd pasul 2;
Pasul 4. Terminarea algoritmului.

2. Se dd algoritmul :
Pasul 1. [« 1;
Pasul 2. S« 1;
Pasul 3. S« S X /7;
Pasul 4. 1 — [ + 2;
Pasul 5. Dacd [ < b atunci urmeazd pasul 3;
Pasul 6. Terminarea algoritmului.
Care este valoarea lul S la terminarea algoritmului?

3. Si se scrie pasii algoritmului lui Euclid penlru numerele 459 si 170.

4. Se dd polinomul P(x) = agx* + a,;x* 4 a,X* + a,x + a,. S& se alcdtuiascd un algoritm care
sd calculeze valoarea P(x,).

5. S& se gdseascd un algoritm care sd determine cel mai mare numar dintre trei numere date.

6. Folosind schema lui Horner si se conceapd un algoritm care sd calculeze citul §i restul impar-
tirii polinomului ax® + bx* +cx + d la x — x,.

7. Si se scrie un algoritm pentru calculul sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice
cu rafia ¢ si primul termen a.

8. Si se conceapd un algoritm pentru calculul numirului de combindri Ck.
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IV.2. Metode de reprezentare a algoritmilor
IV.2.1. Scheme logice

. Cea mai simpld metodi de reprezentare a algoritmilor este metoda folositi
in exemplele anterioare, care utilizeazi pentru descrierea fiecirui pas al algorit-
mului un limbaj apropiat de cel obisnuit.

Sghet_nele Iogiceuconstituie forme grafice mai sugestive de reprezentare a
algoritmilor, cu o raspindire largd, o schemi logicd fiind alcituiti din blocuri
lgltreacare se stabilesc legaturi orientate (sdgeti). Blocurile au diferite forme gra-
fice, in functie de actiunile (pasii) pe care le (ii) reprezintad (tabelul 1V.4).

Denumirea  bloculur Simbolul

Terminal

De calcul
DA /‘\NU

De decizie

| '

ol

NU

De intrare

De iesire

De procedurd

it

Tabelul 1V.4

Operatiile de calcul sint reprezentate prin blocuri de calcul, iar operatiile
de decizie prin blocuri de decizie. ,
. Pentru a pune in eviden{d inceputul sau sfirsitul unei scheme logice se uti-
lizeazd blocuri terminale. 7
_ Datele de intrare ale algoritmului precum §i rezultatele acestuia sint puse
in ev1d§nt5{ cu ajutorul unor blocuri de intrare-iesire.

Legiturile care se stabilesc intre blocuri reprezinti succesitnea efectuirii
actiunilor reprezentate de blocurile respective.

Se remarci, la blocurile de decizie, legiturile corespunzatoare celor dou#
rezultate posibile ale operatiei de decizie.

Schema logica a algoritmului impértirii intregi este prezentat in figura 1V.1.

Pentru a simplifica trasarea legiturilor, precum $i pentru a usura urmérirea
succesiunii pasilor unui algoritm se obisnuieste ca aceste linii de legitura si fie
parcurse de sus in jos sau de la stinga la dreapta. Liniile de legatura care nece-
sita sa fie parcurse in alt mod trebuie si fie desenate sub forma de sageli. Este
insa recomandabil ca toate liniile si fie trasate sub formi de sageti.
. Pentru a nu diminua claritatea unei scheme logice se recomandi evitarea
intersectérii liniilor de legiturd. Daci totusi unele intersectiri nu pot fi elimi-
nate, ex1st5£ un simbol special, denumit conector, care permite intreruperea unei
linii de legatu_ra.v Un conector este alcituit dintr-un cerculet in care se inscrie
o literd sau cifrd. Se presupune ci intre doui simboluri conector care contin
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Date
01
R -
( sTART ) @
C=0
Date Rezultate
- Dl C.R
DA
Rei
R == STOR
C w0
R= R -/ =

DA
CuC ot Q!

B

R=-R -/
Rezultate
C:R
C-(C 1
I s TOP ) L
Fig. TV.1 . Fig. 1V.2

aceeasi literd sau aceeasi cifré existd o linie de legdturd netrasatd. In figura IV.2
se prezintd un exemplu de utilizare a acestui tip de simboluri. :

Pe miisurd ce un algoritm este mai complex, schema sa logica cuprinde mai
multe blocuri, iar legiturile necesare sint mai numeroase, Pentru a simplifica
descrierea unui algoritm mai complex, se pot folosi operafii complexe, a cédror
efectuare si reprezinte de fapt execufia unui intreg algoritm. De exemplu, in
cadrul algoritmului lui Euclid se poate folosi operafia de impérfire cu rest,
pentru a cirei efectuare se poate utiliza algoritmul impirfirii intregi prezentat
anterior. Pentru reprezentarea acestor operafii speciale se foloseste in schemele
logice un tip de bloc denumit bloc de proceduri (vezi tabelul 1V.4). In figura IV.3
se poate urmiri reprezentarea algoritmului lui Euclid in care s-a utilizat algo-
ritmul Tmpér{irii cu rest. Se observi ca blocul de procedurd din figura IV.3
descrie aplicarea algoritmului Tmpértirii intregi pentru valorile variabilelor M
si N, obfinind ca rezultate valorile variabilelor P si Q. , :
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( /NiTALIZARE )
( s7T4arRT )

INITIALIZARE ”

]

R<i 24 T =
NU

‘ C=D ‘

SCADERE

‘_’_""———J ( rELUARE )

Rezultate
C; R

Rezultat
N

NP
Fig. IV.4

Fig. IV.3

o> £ 3 ua n a

Cu o notatie de acest fel algoritmul impértirii intregi apare ca in figura IV 4.

efortligfl:]za{m }fum algur'ltnj corect si a"unui scheme logice clare intr-un timp scurt si cu un
1ai mic constituie scopul cercetérilor in domeniul programérii. S-au obtinut b
zultate folosind meloda programirii structurate, apiruta in 1965 ‘ o
|1im]t(;‘:l:::rff-lc]m(?t?::?l I|)r(‘Jqu'H‘I‘IlﬁI"ii structurate un algoritm poate si fie realizat folosind o com-
fshe g .oricc ':i 5 : e adrllL.t.Lfrl e]ementarr;:: liniara, alternativi si repetitivi (fig. IV.5). S-a
e pr]ntr.gs;]?\;:;;}r;‘l ‘eicm de o sr:uizema .Ingicﬁ poate fi transformat astfel ca si fie repre-
g s "LM 'uglc.s. structu.rala. In figura V.6 se prezintd algoritmul tmpér|irii intregi
mna S.llltllll ata, Singura modificare necesari (fafi de fig. 1V.1) a fost Ia blocul d fzi

unde relafia respeetivii s-a inlocuit eu relatia complementari l o Ehsies
Structura alternativi corespunde in limbajul curent unei p.ropozitii conditionale de forma:
dacd C atunci B altfel 4. ' ‘




NU

DA

1

Fig. IV.5

n cazul algoritmilor, structura alternativd corespunde unei operatii de decizie de forma
dacid  propozitia C este adevirati,
atunci urmeazd pasul i;
altfel urmeazi pasul j.

DA NU
Date
! D!
| = -
4 =L
l R=D
Pentru ca structura alternativd si fie
corect construitd este insid necesar ca si
=0 l urmeze acelasi pas, atit dupd succesiunea
de pasi corespunzitoare blocului de proce-
durd A, cit si dupd succesiunea corespun-
zétoare Dlocului de procedurd B.
l \NU Structura alternativd poate fi utilizatd
R>/ si sub o formd simplificatd, dacd una dintre
|| alternative nu contine nici un pas. Grafic,
. Rezultate aceasti situatie se prezintd ca in figura IV.7,
| C:R Structura respectivi corespunde in lim-
R=R-1 bajul curent unei propozitii de forma:

In cazul algoritmilor structura repeti-

| tivd corespunde ciclurilor de pagi, propo-
C - Cri STOP zitia C determinind numirul de repetdri
I ale ciclului.

Fig. IV.6

l atit timp cit este adeviratd C executd A.
|

IV.2.2. Exercitii

! 1. Si se alcatuiasci schema logicd a unui algoritm care sa calculeze n ! cind se dd n.
2. S# se alciituiascd schema logicd a algoritmului pentru rezolvarea ecuatiei

axt + bx +¢c=0.
3. Ce valoare are S cind se termini executia algoritmilor reprezentafi de schemele logice din
figura 1V.8.

112 '

K'_'/-f-l K-_/+2
i
2 2
S-S FaK S-S+ Kl
y
[ ] [t o]
Da

Nu

4. S se alcituiascd schemele logice ale algoritmilor descrisi tn exercntule 4,5, 6§ 7 din para-
graful anterior. {

Fig. IV.8

5. Se dd girul {a,}, k=1, 2, ... ai cirui termeni sint definiti de relafia :
1
A= —(ar; -+ _b_), a=1

Si se alcatulasca algorltmul pentru caleulil valom termenulul a,.

Sé se deseneze schema logicd a acestui algoritm.
| 6. Si se alcituiasca algoritmii si schemele logice pentril caleulul urmitoarelor sume
| a)$=1’+3=+5=+...+(2n+1)=
B) S=11+21 431+ ... +nl _
) S=CL+C+C+ ... +Cn

8 — Matematics aplicati in tehnica de caleul cl. a X-a — cd. 28 113




Indicatii si raspunsuri

Cap. I

L8 L a)rxL@O=xUE0N=xsi kU Nxr=x(xLy==x:bpUEN
Mz)=yMzsi (UNMz=yMz; o xU @l =>GLY s x LYNe=xuy.
2. x;ze)xl_jzﬁi.x,astielrcé(x[;}y.)m%,:(xmzf)u(ymz).__xu_(ymz)'_js_ b) =2k
a,= psi a,=u. Fiea, # o, éi # e Q] Gy = U=0,=> T,7= d,, 18 G; N8, = p= 01 =>
:Ezz= a, imposi_bil, deoarece a, ¥ a,. 4. b) 8; ¢) 5. 5. a) aa=qa(a + Oy=a; b) =20
siat+a=Il=a=a; c)_a0=0-|-0a=0; dagl=14+1a=1;¢e 1:0=0s 1+
+0=1= 1X0; §) 1=0= 0. 6. 0, planul. 8. a-hznbnga]?"éﬁtfh“di'fééasia 4+ u=
=u=>a_[;upentruoricea.9, ay1;:b)0;¢) 1. ] ;

1.2.4. 1. a) x; b)Y b;c)0;d) x. 4. a) 1;b)0;¢)0.6. =‘a) da; b) da;c)‘(ﬁu.

1.8.3. 1. a) x; b) £ %.5%; ¢ ab+cd; d) ac+ b +abe. 2. a)x; b) FEELG o (@ +
+ 6 + D@ + DG+ D d) @t b6 +@+70). 3 b, ¢, e £ 4 a) abe + abe + dbe +
+ @bt b) xyz + Fyz 4 T2 VTXaXs + XiFoks +EF0e 5.2) (@ + b +0)a + b + e + b+
FO@+b AN+ +DE+Y +DE Y +DE+y +DE T+ 0) (Kt
F 2)(Fs + %o+ B)(F + Fo + X)(Fa + Ry + K)(F + Fo +5). 6 a) abed + abed + abed +
4 abed + abod + abed + abcd + abad;. D) (@ +b+c+da+b+c+dDE+E +c+d)
@+b+c+d@a+b+c+da+b+ctdia+b+c+d@+b+c+d.

1.43. 1. a) 0; b) xuFsFe; ©) X +y +2; d) a+b +c 2 a) abe + abd; b) xyz; ) Xuxs +
FEAE . d) b +Taed s ) %18 8) %7 +%z; b) @b - Ac 4 acse) xix, + Fuxs 4ioa) 15 D)
Xxaxss ) @b, 5. a) ac + b2: b) bd; ¢) x +y + 2 8. b) Tyz + xjz + xyz + xyz; @ Ey+
+2)x 4y +2)x+F+DE+ g+ 2 0)xg a2 + gz 10a) fi = FufoFe HEXKaH 0T T
F XaFaks + XakoXs, [2= FaFafa + KaFaks + FaXaXs h NaFa¥s + 0¥k + XuXoXs,  [o = FaFuXs +
F BiFafs + XKaFai D) fr= (50 + % +E) + %5 F 2)F F T 4 20), fo = (01 + Zot 2}t
+ X2+ %), Fo= (0 + X2 o+ Xa)(¥0 A Fa S )% + %, +rfg)(f1+Xz+ E)Ey A %y 4 X3)5 ©)
Fom= Koks + Xiks + Fofay [2=%s + FuFa + %aXe o= 1%, + Fifets. & a) ABC + ABC +
+ ABC + ABC = AC + AB; b) ABC +7ABC'+ ABC= AB@+ BC} ¢) ABE + ABC+
4+ ABC. 9:.2) C;.b). AB + AB; ¢ AB: d) AC £ AB:+ BC: 1% 2) abed + abed:+-abed +;
+ abed + abed + abed + abed; b)  abed + abed +-abed + abed + abed + abed. + abed ; )
abade + abode - abede + abcde + abcde + abede + abede + abede + abede + abede + abede +
+ abcde + abede + abede + abide. 12. ) ¢ +d + ab; by X+ xz 20 "$7 4 xw; d) Kafs
e) bd-i—al;c_. : S e T BT

114,

t- 6. . = 3 £ & = = o

-_5*3-1 a) xlf.' + XXy - HiX, =%, + Xy; b) (%5 + xz-‘:][fl(f:xs + Xa)Xy + X%, fz«’-’:] =
= Faka(ry + x5 o) (%, X2) (%14 'I'.fx.fa)(xzfa + FoXy) = Fidaiy 2. a) a: Ayt Ay + @y A
-_&- aq fh._b) bc_-_J-_ a(b + f}(a -t b_+ c) r_ abe; ©) [(%s + £k, + X1X,%)%0%5 3. 2) (@b) -(bc) =
= a -+ be; b) abed + abed + abed 4 abed = ¢d; ¢) abd + abd + abc + ac= ab + ¢, 5.
fig. V.1). 6. (vezi fig. V.2). 7. (vezi fig. V.3).

c. 5, (vezi

e bt e
?
aloooor 1) %
bloo1 1007 ===
clororo07107
FlOTi07T007
|
Fig. V.1
ffb ¢
aloooo 11 T
bloorr1o00 1 _—Df
cl010107 0
floooTo0 7T T

Fig. V.2

t=0,0,+C,D, » (68
Fig. V.3
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Cap, 11 i

IL.1.1. Se obtin 13 lanturi elementare, 7 care incep cu muchia [1, 2] si 6 care incep cu muchia
[t, 3.

11.1.2. Se va rafiona prin reducere la absurd.

I1.1.3. Dacéd G coniine un virf izolat x, toate muchiile lni G unesc virfuri diferite de x, deci

m< Ci_,.

IL1.4. Numérul maxim de muchii ale lui G se obt{ine cind fiecare components conexi este un
subgraf complet. Presupunind c# existd doud componente care confin n,, respectiv n, virfuri,
astfel incit n, = n, > 2, vom face urmétoarea transformare : Suprimém un virf x din compo-
nenta cu n, virfuri si il ducem in componenta cu n, virfuri, unindu-1 prin muchii cu toate cele n,
virfuri deja existente. Se obtine un nou graf G, cu m, muchii si

m=m—(n,— D+m=m+m—n)+1z2m+l,

ceea ce contrazice maximalitatea grafului G. Deci G are p componente care contin respectiv
n—p+1,1, ..., 1 virfuri, cind m= C%_,,,.

IL.1.5. Presupunind prin reducere la absurd cd G contine n virfuri de grade diferite, rezulti ci
sirul gradelor lui G este: 0, 1, 2,..., n — 1. Deci G contine in acelasi timp un virf izolat si un
virf adiacent cu toate celelalte virfuri, ceea ce este contradictoriu.

11.1.6. Pentru grafurile din figura II.14 bijectia f se defineste de exemplu prin: f(1) = a, f(2) =
=¢, fQ)=¢, f(4)=b, f(5) = d si pentru grafurile din figura I1.15 prin: f(1) = a, f(2) = b,
f@=c fA)=d, [GY=1r¢ [(6) =], f(7)= h, f(8) =], f(9) = g, f(10) = i, urmirind ciclurile
elementare din cele doud grafuri.

11.1.7. S& presupunem cd G nu este conex. Dacid virfurile x i ¢y din G nu sint adiacente, rezults
cé ele sint adiacente in G.

Deci x 5 y apariin unei aceleiagi componente conexe a lui G. Graful G mai confine cel putin
0 altd componentd conexd, deci existd un virf z care nu apartine in graful G unei aceleiasi com-
ponente cu x si cu y.

Rezultd céd x §i z, respectiv y si z nu sint adiacente in G, adici [x, 2] = U si [z, 4] = U,
deci x si y sint legate printr-un lan{ de lungime egali cu doi. Deci G este conex.

I.1.8. Fiecare din cele C: = 1

(n—1)
2

muchii ale grafului complet K, poate fi aleasi sau nu

ca muchie a unui graf cu aceeasi multime de virfuri.

. . 1w 2 o A .
Deci existd 2% grafuri cu n virfuri date.

IL1.9. Din definitia datd rezultd ci relatia binari este simetrici si reflexivd. Dacd L,=
=[x .., ylsiL=[y, ..., 2] rezultd cA L=1[x, ..., y, ..., 2] este un lanf de la x 1a z, deci
relatia binard ~ este tranzitivi.
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I1.1.10, S& presupunem, prin reducere la absurd, cé orice virf x al lui G are gradul d(x) > 3.
Fie :

L=1[xy, ..., )

unde p > 4, un cel mai lung lant elementar care pleacd din x,. Rezultd ¢ x,, este adiacent numai
cu virfuri din multimea {x,, ..., x,_,}. Virful Xp are gradul cel putin 3 si este adiacent cu x,,_,,
deci existd doi indici 1 < r < s < p — 2 astfel incit x, sd fie adiacent cu X, 81 x,. Ciclurile ele-
mentare C, = [x,, %55, ..., Xy %] 51 Co= [%,, Xpp1, +.., X5, ¥, x,] sint impare conform ipo-
tezei. Tnsi ciclul elementar Co = [Xpy X1y ooy Xpos, X, X,] este par, ceea ce contrazice ipoteza.

IL1.11. Virfurile 4, 5 §i 6 nu pot aparfine doui cite dou unui aceluiagi subgraf complet.

Fiecare din ele aparfine unui numér de 6 subgrafuri complete cu 3 virfuri. Se obtin in total
18 subgrafuri complete cu 3 virfuri.

11.2.1. Cele doud grafuri izomorfe din figura I1.15 nu sint hamiitoniene.
Graful din figura I1.21 este hamiltonian, un ciclu hamiltonian fiind :

[, 2, 12, 11, 10, 9, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 1].

11.2.2. Din cele 8 cicluri hamiltoniene ale grafului dat exist doud cu un cost minim, egal cu
12 unitati §i anume: [4, E, B, C, D, Alsi[A, D, C, B, E, A). Réspuride cerintelor problermei
ciclul [4, E, B, C, D, A].

11.2.3. Virfurile 2 si 6 avind gradul egal cu 2, rezultd ci ciclul hamiltonian contine muchiile
[P, 2], [2, 4] si [5, 6], [6, 7].

Se obtin deci patru cicluri hamiltoniene, dintre care ciclul [P, 2, 4,5 6,7 8 11, 9,
10, 1,.3, P] are o lungime totald minims, egals cu 33 ‘unititi. i

11.2.4. Notind cu H(n) numirul ciclurilor hamiltoniene ale grafului K, obtinem H(3)=1'si
H(n 4 1) = nH(n), deoarece virful x,.1 poate fi intercalatl in n noduri distincte printre vir-
furile.xs, .., x, ale unui ciclu hamiltonian.cu n virfuri pentru a obtine un cicly, hamiltonian
cu.n + 1 virfuri, Demonstratia rezultd prin inductie dupi n. ' o ‘

11.2.5. Dacd notdm cu X multimea virfurilor lui K,, fie C un ciclu elementar cu £ virfuri
(3 < k < n), careformeazi multimea 4, al lui K,.. Considerind subgraful lui K, indus de A,
el este un graf complet care admite pe C drept ciclu hamiltonian. Deoarece A poate fi aleasd

in X in C} moduri, {inind seama de problema precedentd, rezultd c# numdirul ciclurilor elemen-
tare cu & virfuri ale Iui K, este egal cu ‘

C‘,’i (k— 1 _ 1 an—1)...(n— k—l—l)'
2 2 k
Insumind aceste numere pentru k=3, ..., n se obtine rezultatul ciutat.

IL3.1. [1, 2, 3, 4,5,6, 4,786, 8,7, 2, 10, 8, 9, 10, 1]. Acest ciclu nu este unic.

I1.3.2. Graful confine 6 virfuri de grad impar §i anume: 2, 3, 4, 7, 8, 9, deci sint necesare
cel putin-3 noi muchii pentru ca gradele tuturor virfurilor sé fie pare, deci ca graful obfinut si
fie eulerian.

Dacd addugim de exemplu muchiile ; [2, 91, [3, 7]si[4, 8], aceastd conditie va fi verificatd
si graful obtinut are un ciclu eulerian.

I1.3.3. Se vor adduga trei noi muchii, de exenplu [1, 2], [6, 10] si [3, 7].

I1.3.4. Dacd G are gradele tuturor virfurilor numere pare, rezultd din teorema demonstrati ci
fiecare componentd conexi diferitd de un virf izolat contine un ciclu eulerian, Dar fiecare ciclu
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jan se poate scrie ca 0 reuniune de cicluri elementare, parcurgind ciclul eulerian plecind
E?Ifrun virf x. Pentru a demonsira necesitatea, sd observdim ci fiecare ciclu elementar care
[,-::e printr-un virf x al grafului G utilizeazd doud muchii incidente cu x. Considerind una din
muchiile rimase, ea aparfine unui alt ciclu impreund cu o altd muchie incidentd cu » s.a.m.d.
Deci d(x) este par. : ) : . -
11.3.5. Se considerd graful ob{inut din G in modul urmétor : se adaugs un nou virf « impreuns
cu muchiile [u, x] §i [«, y].

I1.4.1. Se obtin trei atbori partiali minimi. Unul dintre ei are muchiile [6, 7], [1, 6], [1, 4},
(1, 2), [2, 3] si [4, B].

11.4.2. a) = b) rezultd din propozitia 11.4.2.

Dacé are loc b), G fiind conex confine un arbore partial A. Deoarece A are n — 1 muchii
rezultd cd G = A, deci G nu coniine cicluri, adic# are loc ¢). Daci are loc ¢), s presupunem prin
reducere la absurd cd G nu este conex. Rezultd ¢4 G are p > 2 componente conexe care contin
respectiv n,, ... n, virfuri. G fiind fird cicluri, fiecare componenti conexi este un arbore,
deci G are (m;,— 1) + ... +(n,— 1)=n— p < n— 1| muchii, contradictie. Deci G este
arbore si c) = a).

I1.4.3. G fiind conex contine un arbore parial A. Suprimind cite un virf terminal al lui A si
al subarborilor care se obtin in acest mod gésim un subarbore A, al lui A cu k virfuri. Subgraful
lui G care are aceeasi mul{ime de virfuri cu A, satisface conditiile problemei.

1L.4.4. Sa presupunem prin reducere la absurd ci existd un graf G cu n viriur i cel pufin n
muchii care nu contine nici un ciclu.

ﬁezulté cd @G are p > 1 componente conexe; fiecare este un arbore-si :le contin respectiv
iy, ..., #y virfuri. Deci G are (1, — 1) + ... 4+ (1, — 1)=n— p < n — 1 muchii, contra,

11.4.5. S& presupunem ci prin eliminarea anumitor muchii din G am obtinut un graf fdrd ci-
cluri, cu p componente conexe care-sint arbori si contin ny, ..., n, virfurl, Acest graf are
(mi—=1) 4 :.. +(n,— )=n—p<n~—1 muchii.- Deci din graful G trebuie .eliminate
cel putin m — (n — [y=m — n + 1 muchii, acest numir fiind suficlent pentru a obtine un
graf fird cicluri daci se suprimi toate muchiile care nu apartin unui-arbore partial al lui G-

11.4.6. Conditia este necesard, deoarece d;, + ... + d, = 2m = 2(n — 1). Suficienta se demon-
streazd prin inductie dupd n. Pentru n = 2 ob{inem un singur arbore cu d, = d,= I. Pre-
supunind proprietatea adeviirati pentru n, fie numerele d, > ... > dppr =1 cud + ...
«+e +duy:=2n. Rezultd d,,,= 1. Deci dy - ... + d,= 2n — 1. Obfinem d, > 2, deoarece
in caz contrar am avead; + ... + dy=n < 2n— 1. Notind d; = d, — 1, rezultd d; + d, +
+ ... +dy=2n — 2 5i conform ipotezei de inductie existi un arbore A, cu gradele celor n
virfuri egale respectivcud, — 1, d,, ..., d,.

Arborele ciutat A4 se obtine din A, considerind un nou virf pe care 1l legém printr-o muchie
d e virful lui A; de grad d, — 1.

IL.5.1. Dacd facem convenfia ca operatiile de aceeasi prioritate si se efectueze de la ;tfnga lq
dreapta, se obi{in rezultatele: a) ** + xy + yz + z«x. i ;
b) o = %3F* T x3y*5% 1 x2 1t y2*2*x 1 y3.

&) ++/+xy+tyz/ tyztzx/+zx +xy.

d) —++1ad31tb31c3*3*a¥pe.

e) *—*2 1 x+_,’f73.yza—-* 14¢3.

l + tatbelx+42/yz
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11.5.2. Se utilizeazi inductia dupd n > 2. Orice expresie aritmetici cu n operanzl contine n — 1
operatori.

11.5.3. a. Bxyz — 4viy - 3z,

b..

ioC. xq-}vzb«{—aﬂ;

e X¥ :

g+ =
z

d. ((x + 3a)y — 1) + 2% + 5).

IL.5.4. Deoarece 2° < 10 < 2¢ obtinem un arbore binar complet cu 6 virfuri terminale pe ni-
velul 3 si 4 virfuri terminale pe nivelul 4. ’

IL.5.5. Daci alfabetul contine literele @1, @y, ..., ay in aceastd ordine, deci putem scrie: a, <
<@y < ... <@y, ordinea cuvintelor formate cu aceste litere intr-un dictionar se defineste
astfel: cuvintul x= x,...x, spunem ci este mai mic- decit cuvintul y =y,...y,, si el va fi
scris in dictionar fnaintea cuvintului y dacd :

a) x este un fnceput propriu al lui g, adici m>nsix, =y, ..., %,= y,sau:

b) existi un indice p =1 astlel incit: x,=y,, ..., x,_,= Yp1 §i Tp < Y
EAY _Aéeasté relatie de ordine este o relafie de ordine fotald, adici pentru x y avem sau x < y
sau y < X. .

11.5.6. Intii se sorteazd cele 1 000 000 de numere, adici se obtine un sir :
a1 €Ay S ... < @ 900 000-

Apot se parcurge secvential lista acestor numere, matind cu o unitate valoarea unui contor ¢
de fiecate datd cind intilnim un nou numir, conform urmitorului algoritm :
l.e~1; i 3 Bl : =
2 i1 L : . BT o E
" 3.i=1000000? Daci da, né oprim’ Daci nu, frecem la pasul urmitor ;
4. a,>a,?Dacida, c= ¢ + 1 si mergem la 5. Daci nu, mergem la 5.
5. i+ 41 si'se mierge 1a 3. Eal . : . ] oA e

La sfirsitul aplicirii algoritmului valoarea variabilei ¢ va indica rdspunsul Ia pir_o"bigmé.
I1.5:7. Dacid compardm toate cele CZ,, perechi de cuvinte binare trebuie sd facem 8 002 000
comparatii.

Pentru a reduce numdarul comparatiilor, proceddm astfel : Se sorteazd intii fisierul, astfel

incit a; < @, < ... < @uo:. Trebuie si verificim condifia a; 4+ a, = ¢, unde suma se face in
baza 2 si ¢ = 11...1,. Tinind seama c# fisierul este sortat, putem proceda astfel : .

L. i1, j+« 4001 §i apoi se repet pasul:2 pind cind j < i;

2. Dacd a, + a,= ¢, se tipareste perechea {a:, a,}. Se stabileste i« { + 1, je—j—1;:
Dacd a;, +a, <c, se face i —{ 4 1; ’ o
Dacd a;, + a;> ¢, se face j— j— 1.

Se observi cé la pasul 2 se fac cel mult n — 1 comparatii cu ¢, dacd sint n'cuvinte in fisier.
Deci in cazul nostru se fac cel mult 4 000 comparatii. Pentru a softa celé 4 001 cuvinte binare,
considerate ca numere scrise in baza 2, mai sint necesare cel mult 48 000 comparatii. Rezults
un total de cel mult 52 000 comparatii. .

I1.5.8. Se construieste un arbore binar complet de sortare cu virfurile terminale pe cel mult
doud'nivele consecutive. Cei n jucitori se asociaza celor n virfuri terminale, fiecare nod tati
avind asociat eftigitorul meciului ‘direét dintre cei doi fii al sil. Cistigdtorul “turneului-va fi
asociat rddécinii arborelui. Pentru a gisi al 11-lea cel mai bun jucétor trebuie si jodce intre ei
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insii campionului. Am vizut c#-sint suficiente r = [log, n] comparafiila niveleler, r —1, ...
fnvmf deci [logs n] meciuri. Dacd n = 27, acest numér de meciuri se reduce la r — 1, deoarece
t'c;a.ic ;wdurilc terminale stnt la nivelul 7, deci trebuie ficute noi comparatii la nivelele r — 1,
r—2, ..., L.

11.5.9. Algoritmul schimba intre ele oricare dousi numere vecire, dintre care cel mai mare se
glseste fnaintea celul mai mic. La fiecare etapd indicele { are proprietatea ci inregistrérile
Qi1 « ., Gp S€ glsesc in pozifia lor finald. Daci ¢ = 0, inseamni ci sirul de numere obtinut
verificd proprietatea a; < a;y, pentru j= 1, ..., i — 1; Cum numerele Qpii, - .., @, S€ glsesc
in pozitiile finale, rezultd ci sirul este sortat si ne oprim,

Dacd definim o inversiune ca fiind o pereche de numere {a,, a,} cu i < j si a;> a;, rezulty
cd sirul ay, ..., a, care trebuie sortat prezinti cel mult C, inversiuni, in cazul cind a, > a, >
> ... > a, Sirul @y, ..., g, este sortat dacé si numai daci el prezinta zero inversiuni.

Daci a; > a;,, prin interschimbarea numerelor a; si ay,, intre ele, sirul obfinut are cu o
inversiune mai putin decit sirul de la care am plecat. Deci dupd un numdér finit de interschim-
biri obtinem un sir cu zero inversiuni, deci un sir sortat.

IL5.10. Se compard primele numere din cele doud siruri sortate, iar cel mai mic se trece in
sirul final. Se repetd operatia pentru sirurile obtinnte s.a.m.d. Cind unul din siruri este epuizat,
toate numerele rdmase in celdlalt se trec in sirul final, ele fiind cele mai mari -elemente din cele
doud siruri. Putem deci scrie:

1. Se stabileste i+ 1, j— I, £ I.

2. Dacd a; < b;, mergi la pasul 3, altfel treci la pasul 5.

3. Se fac atribuirile ¢, a;, k< & +.1, i« i + 1. Daci i < m, mergila 2. In caz contrar,
treci Ia pasul urmitor. ' '

4. Stabileste (ci, - .., Cuyn) &< (b, ..., b,) §i termind algoritmul.

5. Stabileste ¢y b, ke~ k + 1, j+ j + 1. Dacd | < n, merg 1a 2, altfel. treci 1a pasul

urmitor, S ' ) _ ' . ’

6. Stabileste (cx, ..., cnin) = (@s ..., @,) §i termind aplicarea algoritmului.

e .La pasii 4, respectiv 6 ajungem cind unul din siruri este parcurs in intregime, copiind in
sirul final, ceea ce a mai rdmas din celdlalt sir.

La fiecare comparafie de la pasul 2 transmitem in sirul final ¢y, . .., ¢pyqcel putin un numér,
la pasii 3 sau 5. Deoarece ultimul numdr este trecut tn sirul final firj nici o comparatie, rezulti
cd acest algoritm de interclasare necesits cel mult m +n — 1 comparatii.

Acest numér maxim de comparatii este atins cind de exemplu avem max (ay, ..., Gp_;) <
< b] $i ay, > bﬂ.

11.5.11. Algoritmul de ciutare este urmitorul ;

l.i< 1

2. b=a,? Da: Stop. Cutarea a avut succes. Nu : Treci la pasul urmitor.

3. b < a,? Da: Stop, Cutarea nu a avut succes. Nu: Treci la pasul urmdétor,

4. i=47? Da: Stop. Cdutarea nu a avut succes $i b > a,.

Nu: i« i 41 ¢i se merge la pasul 2.

IL5.12. In cazul arborelui de ciutare din figura 11.48 numdrul total de comparatii in cazul
unei cdutdri cu succes este egal cu 8.

oo

Deci numiérul mediu de comparatii in cazul unei ciutiri cu succes este egal cu— =2

o

comparatii.
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"‘Datd-b < a, ajungem in nodul terminal numerotat cu 0 si facem 2 comparatii: cu a; §i

cu a, etc.
Deci numdrul total de comparatii pentru ciutérile fird succes este egal cu 12, iar numérul

mediu este egal cu -152= 2,4 comparatii.

Pentru arborele de ciutare din figura 11.49 obtinem in mod analog numéirul mediu de
comparatii pentru cdutarea cu succes egal cu 2,5 comparatii. Pentru ciutarea fird succes numi-
rul mediu de comparatii este egal cu 2,8.

Rezulté cd arborele de cdutare din figura 11.48 este superior arborelui din figura 11.49 in
ceea ce priveste realizarea unui mumir mediu cit mai mic de comparatii.

IL.5.13. Se poate aplica urmétoarea idee : Ori de cite ori o inregistrare a fost localizati ¢u succes,
ea este deplasatd la inceputul benzii, provocind translatia celorlalte inregistréri, in aceeasi
ordine, cétre sfirsitul benzii.

Dupi ce s-au ficut un numir de ciutdri cu succes ale inregistririlor de pe banda, inregis-
trérile mai des ciutate vor ocupa pozitii mai apropiate de inceputul benzii.

Cap. 111

IIL1:1. Se gésesc 4 drumuri care folosesc arcul (1, 3) si 4 drumuri care folosesc arcul (I, 2).
Singurele circuite elementare sint circuitele de lungime 2: (3, 4, 3) si (5, 6, 5);

IL.1.2. Atit in suma gradelor de intrare cit §i in suma gradelor de iegire fiecare arc este numirat
o datd si numai o datd, deoarece iese dintr-un virf si intr# intr-un singur virf.

II1.1.3. Oricare pereche de virfuri {x, y} cu x # y poate fi unitd prin zero arce, prin arcul (x, y),
prin arcul (y, x) sau prin ambele arce (x, y) si (y, x). Rezultd in total 4Cn — " grafuri ori-
entate cu n virfuri. Daci graful este complet prima posibilitate este exclusi. Deci existi 30'2‘
grafuri orientate si complete cu n virfuri;

11.1.4. Conform definitiei, relafia binard este relativd si simetrici. Pentru a arita ci este tran-
zitivd, se observid cd daci D, este undrum de la'x1a y si D, este un drum de la y la z, atunci
existd un drum D, dela xla z obtinut din sirul virfurilor lui D, care se continui cu sirul virfu-
filor din D, D= (%, ..., 4, ..., 2). -t &' /o R

Tn mod analog se arati ci existi un drum sidelazla x.

Pentru graful din figura III.1 componentele tare conexe sint urmétoarele: {1; 2, 3}, {4},
{5}, {6, 7, 8}.

I1.1.5. Dacd D nu este drum elementar, fie z primul virf intilnit in sensul de la x la y care se
repetd in sirul de virfuri care il defineste pe D. Vom suprima din D subsirul de virfuri cuprins
intre prima i ultima aparitie a lui z in sirul D, pistrind in D o singuri apariie a lui z. Aplicim
acelagi procedeu pentru drumul obfinut, ping la gisirea unui drum elementar de aceleasi extre-
mitéti. .

HL1.6. Vom presupune prin reducere la absurd ci graful-turneu G nu contine un drum ele-
mentar care trece prin toate virfurile grafului.

Fie D= (x;, %, ..., x,) un cel mai lung drum elementar al lui G. Va exista un virf y
diferit de x4, ..., x,. Graful fiind complet, y este legat prin arce cu virfurile xi, ..., X5

. Dacd existd arcul (y, %;) obtinem un drum mai lung ca D, ceea ce contrazice préesupunerea
facuta.

Deci existd arcul (x,, y). Analog, daci existd arcul (x,, y), obfinem un drum mai lung ca D.
Deci existd arcul (y, x,). Vor exista deci dousl virfuri consecutive x, §i xpyq ale Iui D pentru
care arcele care le unesc cu y si aib3 sensuri contrare si ariume si existe arcele (i Y)Y si (G, Xppd)
Am obfinut iardsi un drum mai lung ca D §i anume: (%1, %;, ..., Xz, Uy Xpprs -+ -y %y), CeCA €
este contradictoriu.

Deci D contine toate virfurile grafului G.




c'ompoitente]e-pc arce-ale fluxului maxim astfel obfinut prin 66,

si iegirea &. Arcele (2, x) auoca
pentru i =1, 2, 3.

111.1.7. Egalitatea 1) exprimi faptul ci fiecate virf este incident cit exact n — 1 arce: Pentru a
demonstra 2) se tine seama de problema 111.1.2 si de faptul cii orice graf-turneu are C? arce.
Pentru a demonstra 3) se inmulfeste 1) cu #,,: respectiv e s, si se Insumeazi egalitatile obti-
nute, finind seama de 2).

‘l]l.l.s. Se va g_lege pentru x un virf pentru care d*(x) este maxim in G.

nL.2.1. .Se obtin.dous drumuri critice de lungime eéal'ﬁ'cu.lﬁ si anume: (1, 2, 5 8)si(l,.3 7
8). Deci data termindrii lucrérii este ¢, = 16. - ol

I11.2.2. Se obtine graful programului din figura V.4. Drumul critic este (1, 2, 3, 5, 6) Inter-
valele .t.le fluctuatie au fost reprezentate in pitrafele asociate virfurilor i marginile totale ale
operafiilor au fost trecute in paranteze lingd arcele respective.

i 3(0) @

: Flg V4

H.l.2.3. S presupunen prin reducére la absurd c3 pentru orice virf x al :gfa.ffujui avem p{x): # %]
Fie D = (x,, x,, ..., X,) un drum elementar care are un numir maxim d:e arce in gfaful G.
Rezultd cd p(x,) C{x,, ..., %,}, deci existd un indice £ astfel fncit 2. Sk<psixgep(x)
Am obtinut un circuit elementar in graful G ‘ l

C=(x1, %, ..., %, x1),

geea. ce c?ntraz;.ce’lpoteza cd G este fdrd circuite. Tn mod analog -se- demonstreazi existen{a
unui vlrf.y cu proprietated s(y) = @, considerind extremitatea X, a~drumului D.- )

HL.2.4. Deoarcce ficcare din cele doud arce disjunctive poate avea doui orientéri, rezulty in
total 4 grafuri de activiti{i. Dintre acestea, graful cu o lungime minimé a drumului ;:ritic ‘egala
cu lﬁ. unitdti, se obfine daci alegem arcul (3, 2) cu durata 6 si arcul (5, 4) cu durata 31' Deci
trebuie ca evenimentul 3 si preceadi evenimentul 2 si evenimentul 5 s precead evenimentul 4.

HL3.1. maxf, =9, ¥ N oo
,l![:ﬂ,z. -Se géseste fluxul maxim in; refeaua _O,,btin,u,tﬁ dm reteia;u.a 'daté. briﬁ inmultireellvlcapaci-
tétilor tuturor arcelor cu [2, 3, 11] = 66. Apoi se revine la refeaua initiald, impértind. toate

fiomen, Se gaseste max f, = ’—5i 0
tdieturd de capacitate minimd are suportul 4 = {2, 3, 4, 5, b}. -
111.3.3. Refcaua de transport asociatd problemei are virfurile Koy Xy Xay Wy W y...-ihtrarea.'a
pacitate egali cu a, si arcele (54 b) au o capacitate egald cu &,
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Arcelor de forma (x;, y;) le-vom asocia o.capacitate egald cu cantitatea de produse care
pot fi transportate din x, in y;. Un flux cqr‘r’iba_t__i_bil cu capacitétile arcelor reprezintd un plan de
transport posibil. Fluxul f, va reprezenta cantitatea totafi de produse transportate din centrele
%, in centrele g, Aplicind algoritmul lui. Ford-Fulkerson se giseste un flux maxim ale cirui
componente pe arcele (x;, y,)' ne dau urmétorul plan optim de transport, care utilizeazd tot
disponibilul de la centrele x,, x,, ¥s:

In Yz Ys .

Xy 12 2 46

X, 14 0 10

wl| 7| 17| 12

Cantitatea de produse transportate este egald cu f,= 33 4 19 -+ 68 = 120 unititi. Solutia
problemei nu este unici. i

111.3.4. Deoarece a ¢ A §i b = A, rezultd cd drumul D va contine cel putin o pereche de vir-
furi vecine x, §i x,,,; astfel incit x, ¢ A si x,., = A. In acest caz arcul (x,, x,+,')_e o (A).
111.3.5. Graful din figura 111.15 éste o retea de transport, unde costurile de instaldre a postarilor
de control devin capacititi ale arcelor. L !

In acéastid retea trebuie si determinim o multime de arce astfel incit _6ri_,ce drum de I; rI
la b s& contind cel putin un arc din aceastd mulfime, iar suma capacitétilor acestor arFe s§-fie
minima. = g

Aceastd multime de arce formeazd o tiieturd de capacitate minima.

Aplietnd algoritmul lui Ford-Fulkerson gisim o tdieturd de capacitate minimi, de supor‘t
A= {4, b}, deci 07(4) = {(1, 4,) (5, 4), (5, b, (6, B)}si (@ (AN =2 +2 +6 + 5= 15 uni-
t4ti. Rezultd cd posturile de control care supravegheazd toate drumurile din a in b trebuie
amplasate pe arcele din mul{imea w~(A4), cu un cost total de instalare de 15 unjtati.

111.3.6. Se gisesc activititile critice ale grafului din figura 111.16, care sint : (1, :2), (2, 3), (3, 6),
(3, 4), (4, 5), (5, 6), (5, 7) si (6, 7). Aceste arce formeazd graful partial din figura V.5.

Fig. V.5

Asociind arcelor din figura V.5 costurile din tabelul dat, se ob{ine o retea de transport cu
intrarea 1 §i iegirea 7, pentru care aceste costuri pot fi interpretate drept capacititi ale arcelor.
Problema revine la a determina o multime de arce, astfel incit orice drum dela 11a 7 in
graful din figura V.5 si contind cel putin un arc din aceastd mulfime, iar suma capacitéfilor
acestor arce si fie minimd. Conform discufiei de la problema precedenta, trebuie sd gdsim o
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tdieturd de capacitate minima i
d de n refeaua de transport din figur ai a
formatj d113 at;cele (5, 7), (5, 6) st (3, 6), de capacitate 1 + lg:-HS \;55 et gte
Rezultd ci costul minim pentru scurtarea duratei in :

; . ‘ ; tregii lucriri c i
cu 5 i el se realizeazd dacil scurtim cu cite o unitate d ; i o unitate este egal

si G, 7). : uratele operatiilor critice (3, 6), (5, 6)
Cap. 1V
Cuprins
IV.1.5. 1. : .
p‘;;; thu,'dgoarece M nu se anuleazi si algoritmul nu se termind. 2. 295. 4. Pas | .
p P>€ X xnl,D 3873' Ve v+ pXag;Pas. 4. pe— pX x,; Pas 5. v e u.+.p'><'a. vl;—asalﬁy
- 0 as /, ve d . i 2 ] h H .
| Term. alg. 5. Pas 1 IU) qu-f-p X a,; Paus 8 pepX x; Pas 9. ve v 4 p X Ea.z Pas 10
[ Ve X uI"mzaazé p‘a's 7*30?)'35 f 11’;urn;ea;za pasyﬁ: Pa‘::7 2. Dacd X < Z urmeazi pas :1 Pas 3’ | 1. ALGEBRA BOOLEANA . . . . . . .« « o v o v v v = o 3
' . ' - Vi« Z urmeazi pas 7; Pas. 5 Dacd Y < 7 Y '
P R — . ac < Zu . .
f Xaiﬁ-;-vc- P);s' fai 7. Te;m. alg. 8. Pas | gy~ a; Pas 2. by~ a, X x, + b p;:l;a:ﬁ pa; :(' I.1. Notfiunea de algebrd booleand . . . . . s « .« . o o 0 0 o 3
ot e; . F= ¢ X X +d; Pas 5. Term, alg. 7. P e A, LLY Latice . - « oo« o et R sl B SN0 S & 3 |
T a; — _ Term. alg. 7. Pas |. S« 0; Pas 2. / « 0; Pa AL Latice . . o.owoo e e et m bR S
ll. a; Pas 4. S« S+ T; Pas 5. T Tx g; Pas 6. [« 1 +1; Pas 7. Dac?; ]1)";1 i:g IEatice.tfi.istributive si complementate . . . . . . . . .. g |
urmeaza pas 4: Pas 8. 1.3, Exercifil . . . 0 0 0 0 0 e e e e T
|tJ ) . Term. alg. 8. Se foloseste formula C%= %c;::;; Pas 1. [ < 0: L2: Functii booleefle, . . . « « . . la=gay by ohe SR EE B m e 10
*? Pas 2 C« 1; Pas 3. Dacii =k 1 , ’ 1.2.1. Expresii booleene 10
: : I = k urmeazi pas 6 : Pas 4. C « - } 2.1. Expresii booleene . . . . . . . . i a e e e e
JI pas 3; Pas’5. / « [ + 1; Pas 6. Term, alg,if') as 4. C— CX (n— I)/(k — I) urmeazi | 1.3.2: Functii btooleenfe gt Mo ol sl 11:23 4
. IV.2.2, 1. (vezi fig. V.6). . ' 1.2.3. Reprezentarea functiilor booleene . . . . . . . .+ .«
' W) D;)c:f} 2’“;’ fig. V.7); 3. 584; 133. 4. (vezi fig. V.8). 5. Pas 1. V - 1 B 124, BXETCIHL . oo o v v o o oae o pe wrier <[ B0 6 @) B0 @ 16
1 Ve 1/2(V _+_' bIv) i.lrmea‘z-‘i e 311_r8meum pas 5; Pas 4. Term, alg.; Pas 5.  — ] 4 1; Pas6. [ 1.3, Forme canonice ale functiilor booleene . . . . . « . « « « « . 18
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