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Puncte: 4, B, C,...
Drepte: a, b, ¢,...
Segmentul deschis (4B)
Segmentul inchis [AB]
Semidreapta deschisi (4B
Semidreapta inchisi [4B
Distanta de la A4 1a B } AB

Lungimea segmentului (A4B)

Planul determinat de o dreapti d si de un punct A nesituat pe d, (dA) sau (Ad)
Semiplan deschis (dA4

Semiplan inchis [d4

Plane «, B, v,...

Planul determinat de doud drepte concurente sau paralele (dd’)

Planul determinat de trei puncte necoliniare (A BC)

Semispatiu deschis (x4

Semispatiu inchis [aAd
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. interioarele disjuncte (fig. 1.2).

Capitolul |

Suprafete poligonale. Arii

| |
)

Notiunea de arie a unei figuri plane, ca si aceea de lungime a unui
segment, igi are originea in necesitatea practici de a compara multimi plane.
Notiunea de lungime a permis compararea segmentelor in sensul de a decide
dacé un segment este ,mai mare” decit alt segment. Aria va permite compa-
rarea (mdsurarea) unor alte tipuri de multimi plane, numite uneori gi supra-
fete, in acelagi sens, adicd de a decide cd o suprafa{d pland este ,mai mare*
decit alta. Pentru definirea ariei, la inceput ne vor fi necesare cunosgtinfe
de geometrie referitoare la poligoanele convexe gi interioarele acestora. Intru-
clt 0 prezentare riguroasi a tuturor notiunilor si proprietéfilor care apar
in acest capitol este laborioasd gi dificil de fdcut cu cunostintele pe care le
avem din clasa a IX-a, o parte a acestor proprietidti va fi acceptata fard
demonstratii sau cu demonstratii facultative.

§ 1. Suprafete poligonale

In cazul unui poligon convex, reamintim c# interiorul acestuia (manual
cl. a IX-a, cap. I, § 6) este intersectia semiplanelor deschise limitate de supor-
turilelaturilor poligonuluisi care congin virfurile nesitute pe laturile respective
(fig. 1.1). Pentru poligonul convex L = P,P,...P, situat in planul @, inte-
riorul poligonului se noteazd prin Int Py P,...P, = Int L. Mul{imea L U Int L
se numeste suprafajd poligonald convexd gi se noteazd [L]= L U Int L.
Poligonul L se numeste frontiera suprafetel poligonale [L].

Suprafetele poligonale convexe
permit definirea unei notiuni mai ge-
nerale:

Definitie. Senumeste supra-
fayd poligonald o multime de puncte
din plan, care este reuniunea unui
numir finit de suprafete poligonale
convexe, acestea avind doua cite doud




Fig. 1.2.

Dacd § este o suprafatd poligonald gi [L,], [Ls), .., [L,] sint suprafetele
poligonale convexe respective, adicid

S =[LJU[Ly]VU ...U[L,]gi Int L, N Int L; = @ pentru i # j,

atunei vom spune cd multimea {[L,], [Ls],...,[L,]} constituie o descompunere
a suprafejei poligonale S (fig. 1.2). '

Pentru suprafetele poligonale convexe s-a definit frontiera gi interiorul.
Vom defini aceste notiuni i pentru celelalte suprafete poligonale. Un punct P
al unei suprafete poligonale S se numegte punct interior al lui §, dacd existd
un disc cu centrul P, inclus in S. Punctele lui S care nu sint puncte interioare
ale lui S formeazd frontiera lui §. Astfel, suprafetele poligonale din figura 1.2
au urmaétoarele frontiere: a) poligonul 4,4,454,4,44;b) poligonul A;4,...4,,;
¢) poligoanele A;A;A3444;44 51 B1ByB3B,B;Bg; d) poligoanele ABC si
MNPQ; e) poligoanele 414,430, ByB;B30, C1C5C30, DyDyDs0.

Dacd frontiera suprafetei poligonale este un poligon, atunci suprafata va
fi numitd dupé numele poligonului; astfel se va spune: suprafatd patrulaters,
pentagonalé ete. in loc de suprafatd poligonald cu frontiera patrulater, penta-
gon ete. -

Din definitie rezultd cd orice suprafatd poligonald se descompune in
suprafete poligonale convexe. In continuare vom ardta cd orice suprafati
poligonald convexéd se descompune in suprafete triunghiulare.

Demonstratie. Se va ardta intii cd o suprafad poligonalid convexd cu n laturi se

descompune intr-o suprafatd triunghiularad si o suprafa{i poligonald convexd cu n — 1
laturi. Se consider3 poligonul convex L = PP, ... Py si dreapta P, P, (fig. 1.3). O dreapti

4

Tig. 1.8. Pig. 1.4.

~

care nu este suportul unei laturi a lui L are cel mult doud puncte comune cu L, prin
urmare dreapta P,P, intersecteazii poligonul L numai in P; gi P;. Rezultd ci punctele
P,, P, ..., Ppsint de aceeagi parte a lui PyP;, ceea ce inseamnd cd Py P, P, ... Py este un

poligon convex. Deoarece Pj se afli in interiorul unghiului P,P P, rezulti ci P, si
Pnse afli de o parte gi de alta a dreptei PP, Deci punctele Py 5i Py, Py, ..., Py se afld
in semiplane opuse fatd de PP, adicé interiorul triunghiunlui P;P,P, si interiorul poli-
gonului PyPyP, ... Py se afld in semiplane opuse, avind astfel intersectia vidd. Pe de
altd parte este evident cd [L]= [P PyPy]U[PP P, ... Pyl

Aplicind succesiv acest rezultat suprafefelor poligona]q[PlPaP4...Pn], [P1PsPs...Py]
ete., care au fiecare cite o laturd mai pufin decit precedenta, se ob{ine teorema.

Din demonstrafie rézultd cd& suprafata poligonald convexd [L]=
= [P, P,...P,] se descompune in suprafetele triunghiulare [T;], [7's], ..., [ T 4]
(fig. 1.4) unde se noteazé cu T; triunghiurile P1 PP, 1 =2, 3,...,n — 1.
Este evident cd pentru o suprafatd poligonald convexd existd mai multe
descompuneri in suprafete triunghiulare.
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Fig. 1.5,
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. 1. 84 se arate ci suma mésurilor unghiurilor unui poligon convex cu n virfuri este
Sn = (n — 2) - 180°.
2. Cite laturi are un poligon regulat, daci m#sura unui unghi al siu este 135°?
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8. Daci L= P,P;... P, este un po-
ligon convex §i P; un punct pe semidreapta

opusi lul (P;P;.,, atunci Pﬁiﬂ se nu-
megte unghi exterior al lui L (fig. 1.6). S&
ge arate c# suma méisurilor unghiurilor ex-
teripare ale unul poligon convex este egald
cu 360°, :

4, Misura unui unghi al unui poligon
regulat este de 4 ori mai mare decit mésura
unui unghi exterior. Cite laturi are poli-
Fig. 1.8. gonu)?

6, Cite laturi are un poligon convex, dacd toate unghiurile sale exterioare sint
obtuze? h

6.* S4 se arate cd fntr-un patrulater convex, bisectoarele a dou#i unghiuri consecutive
formeazd un unghi a cirui m#isurd este egald cu semisuma misurilor celorlalte doug
unghiuri.

Vom extinde in acest paragraf,
notiunile de congruentd gi aseménare,
care in clasa a [X-a au fost definite

puncte (segmente, unghiuri, triun-
Fig. L.7. ghiuri). -

S ne imagindm o placd situatd pe o suprafatd pland, care alunecé pe

aceasta si si notdm prin M si M’ mul{imile de puncte ale suprafetei plane
8 gi M’ mulf p prafetei p

situate sub placd pentru doud pozitii oarecare ale ei (fig. 1.7). Observim cd
prin acest procedeu se poate stabili o corespondenti biunivoca intre mulfimile
M gi M’ prin intermediul punctelor plicii. In timpul acestei ,alunecari”,
placa am considerat-o rigidé, adicd distanta dintre doud puncte fixe 4 si B
ale ei este constantd, deci si distantele dintre imaginile acestor puncte situate
in multimile M gi M’ sint egale. Aceastd proprietate este cuprinsé gi in aplica-
tia urmdétoare: ‘

Aplicatie. Sa se arate cd dacd [AB]= [4'B'] atunci existé o functie
bijectiv f :[AB] — [A’B'] astfel c& oricare ar fi doud puncte P, Q € [4B],
PQ = f(P)f(Q) §i reciproc.

* Problema notati cu stelufd se adreseazi cercurilor de elevi.

numai pentru multimi particulare de-

A P q B A C 5
—— ﬁ\\ I, \\ ,I
/Y\ /V\
s N L3 /1 A\
A PE . B A" FA) s 8’
a) ) b)
Fig. 1.8.

Rezolpare. 1) Se presupune ci [AB] = [A4’B’] si fiecirui punct P «[AB] ise
asociazdi punctul P’ [A’B’] pentru care AP = A’P’. Din teorema de constructie
a unui segment (manual cl. a IX-a) rezultd cd funclia f: [AB] —[A’B’] definitd prin
f(P) = P’ este o bijectie intre [4B] si [A’B’]. Trebuie ardtat cd f(P)f(Q) = PQ pentra
orice P, Q = [AB]. Putem admite ¢i P = [AQ]. Atunci avem

PQ = AQ — AP = A'Q' — A'P’ = P'Q' = f(P)f(Q).

2) Si demonstrim ci, reciproe, dacd funciia bijectivd f:[AB]— [A’B’] are
proprietatea ci f(P)f(Q) = PQ pentru orice P, Q = [AB], atunci AB = A’B’. De-
oarece funcfia f este surjectivi, existd punctele C, D =[AB] astfel ca f(C) = A’ si
f(D) = B’ si conform ipotezei A’B’= CD. Pentru a arita ci C = A sau C = B, pre-
supunem contrariul; atunci pe de o parte AB > CD = A’B’ si pe de alti#i parte AB =
= f(A)f(B) < A’B’ (cici segmentul (f(4)f(B)) este inclus in (A’B’)). Am obfinut o
contradictie, deci C = A sau C = B. fn mod analog, dacd C = A se aratd ci D = B,
iar dacs C = B atunci D = A. Deci f(4) = A’ si f(B) = B’ sau f(B) = 4’ 5if(4) = B’
(fig. 1.8). Dar atunci A’B’ = f(A)f(B) = AB, prin urmare (AB) = (A'B’).

Doliniflo Multimile M si M’ se numesc congruente §i se noteazd
M = M’ daci existd o functie bijectivd f : M — M’ astfel ca pentru oricare
doud puncte P, Q € M, PQ = f(P)f(Q). Functia f cu aceastd proprietate
ge numesgte izomeirie. ] : :

Mai scurt, se poate spune cd doud multimi sint congruente dacd existd o

- corespondentd biunivocd intre ele care pastreazd distantele.

Urmdtoarea prpprietate,/evidentﬁ intuitiv, se admite fird demonstratie:
,dacd doud suprafete poligonale sint congruente gi una din ele este descompusa
in suprafetele tefunghiulare [T4], [T5], ..., [Tx], atunci si cealaltd admite o
descompunere in acelagi numir de suprafete triunghiulare [7}], b |
astfel ca [T;] = [Ti],i=1, 2, .., n

fn continuare se va extinde notiunea de aseminare a doud multimi,
care a fost definitd in clasa 8 IX-a pentru poligoane convexe. In mod intuitiv,
aceasta se poate face prin observarea a doud hiirti ale aceleiagi regiuni, exe-
cutate la sciri diferite. Dacd se compard distantele dintre oricare doud puncte
ale uneia dintre hirti cu distantele dintre punctele corespunzitoare ale celei-
lalte se constatd ci raportul acestora este constant. Aceastd observatie este
exprimatd gi in urmétoarea:




Demonstrajia se last ca exercitiu facultativ.
In baza proprietitii de mai sus, se justifici definifia ce urmeaza.

Fig. 1.9,

i
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Multimile M gi M’ se numesc asemenea §i se noteazi M~M’
dacd existd un numirk >0 gi o functie bijectivd f : M — M’ astfel ca pentru
oricare doud puncte P, Q € M, PQ = k- f(P)f(Q). Funcfia { cu aceasti
proprietate se numegte asemdnare, iar numirvl k se numegte raport de ase-
ménare (fig. 1.9).

Ca gi in cazul multimilor congruente, se va admite urmitoarea proprie-
tate: ,dacd doud suprafete poligonale sint asemenea, & fiind rapdrtul Jde
asemdnare gi una din ele se descompune in suprafetele triunghiulare [T),],
[Ty), ..., [T,] atunci gi cealaltd admite o descompunere in acelagi numdr de
suprafete triunghiulare [T;], [Z5], ..., [T5] astfel ca [T;]~ [T5],i =1, 2, ..., n,
raportul de asemdinare fiind tot & (fig. 1.10).

1. 84 se arate cil oricare dou#
semidrepte sint multimi congruente,
‘Aceeagi proprietate pentru drepte.

[Til~[Ti’]
_ 2. 84 se arate cd raportul
perimetrelor: a douid poligoane

asemenea este egal cu raportul
lor de aseménare.

Fig. 1.10.

|
Deoarece, dupé cum s-a ardtat la inceputul acestui capitol, aflarea ariei
unei mul{imi de puncte este o operatie de m#surare, este necesard introdu-
cerea unei unitdfi de misurd.
O suprafad patratd de laturd 1 se va numi unitate de suprafaid.

r _ et

Se poate misura in mod direct o Fig. I.11.
suprafatd poligonald E, dacid E se des- 2
compune intr-un numér finit de unitati
de suprafatd (fig. I.11). Pentru alte 7
mulimi, procedeul direct de méasurare 5 Z &
nu se poate aplica. Deoarece orice %2
suprafatd poligonald se descompune in suprafefe triunghiulare, rezultd ca
este esential sd se poatd calcula aria unei suprafete triunghiulare. Inainte
ingd, este necesard definirea ariei. Pentru multimea & a suprafetelor poligo-
nale, aria e definegte prin urmatoarea teoremé care se va admite fird demon-
stratie:

N

alS. U Sa) a(dq) -

Prin definitie, functia cu proprietitile (1) — (3) se numeste funcjie arie,
iar numérul o(S), aria suprafetei poligonale §. Deoarece doud suprafete poli-
gon'ale congruente se descompun in suprafete triunghiulare congruente doud
cite doud, din proprietdtile (1) si (2) rezulté cd doud suprafefe poligonale con-
gruente au ariiegale. In conditia (3) intervine U, o suprafatd patraté de latura 1.
Ea este fixatd, deoarece in tratarea noastrd, functia-distantd este aleasd in
mod unic (prin fixarea de la inceput a distantei 1, a ,,etalonului®). In practics
insd, e necesar sd se inlocuiascd U cu diferite ,unitéti de suprafatd“: 1 cm?
1 dm? 1 -m? 1 dam? etc. Atunci se oblin diferite functii-arie gi in acest caz se
indicd functia respectivd printr-un indice, de exemplu: Gcms, iar in loc de
oem:(S) = 5,7 se scrie o(S) = 5,7 cm? (in acord cu notatia AB =5 cm care
exprimd cd A Bep = 5).

In continuare vom ardta cum se calculeazé valorile functiei pentru unele
suprafete poligonale dintre care un rol deosebit il are aria suprafetei triun-

‘ghiulare. Pentru simplificarea exprimirii vomn spune: ,aria triunghiului,

patratului etc.“, in loc de ,aria suprafetei triunghiulare, patrate etc.” iar
pentru simplificarea notatiei, daca [L] este o snprafaté poligonald in loc de
,O([L])“ se va scrie ,,0[L]“, de exemplu o[4ABC] reprezintd aria suprafefei
triunghiulare [ABC].

Dembnstm;ie. Se va face in trei etape:
a) Dacd L — -, n € N*, atunci o[ABCD] = — . Pe semidreptele (AB

n n

i (AD (fig. 1.12) se iau punctele B’ gi D’ astfel incit AB' = AD' =1 si

9




% D p' Fig 112, ge construieste patratul AB'C'D’ pen-
/ ' tru care o[AB'C'D']=1. Se impart
segmentele [AB'] si [AD'] in n seg-

c mente congruente si prin punctele de
diviziune se duc paralele la AD res-
pectiv A B, formindu-se astfel n® pi-
: trate congruente. Deoarece oricare
g e doud dintre aceste p:‘itrate au inte-
rioarele disjuncte, dm pmpr:etatea (2) rezultd cd o[AB'C'D'] = n®: o[ABCD)]

sau o[ABCD]= —.

b) Daci I ==, m, n &N*, atunci a[ABCD] . Se impart seg-
n

mentele [AB] si [AD] (fig. 113) h} m segmente congruente gi ducindu-se
paralele cu laturile patratului, prm punctele de diviziune, se obtin m?* patrate

congruente cu latura de lunglme — . Din proprietatile (1) gi (2) si cazul a)
n

rezultd cd o[ABCD] = m?- ~.
n2

¢) Dacdi I € Ry — Q% atunci ofABCD] = I2. Se rationeazd prin reducere la absurd.
S4 presupunem, deci, ci o[ ABCD] = « gi o < I2. Atunci o < [ i existd un numir ratio-
nal B astfel incit |/« < B < I. Vom construi pitratul AB'C’D’ cu AB’ =, B’ = (AB),
D’ = (AD) (fig. 1.14). Avem ofAB’C’D’] = B2 Deoarece [ABCD] este reuniunea suprafe-
telor poligonale [AB’C’D’]5i [B’BCDD'C’), cu interioarele disjuncte, rezultd ci o[ABCD] =
— o[AB'C'D'] + o[B'BCDD'C'] > o[AB'C'D’] sau « > (2, adicd |/« > B, ceea ce este
tn contradictie cu modul de alegere a lui B. Daci se presupune « > I2, se objine o contra-
dictie in mod analog, de unde rezulti cd ofABCD] = [,

r||| MY

sorema 3. Dacad ) @esle dreplumng hi s8i AD

.‘.

wiunei o[ 4 ABC D] =

Demonstra;w Se construieste pitratul AB'C'D’ (fig. 1.15) astfel incit
AB'=a+b, BE(AB), D (AD’), deci ofAB'C'D']=(a+b)*=

—a?+b%>+4+2a+b. Fie {E}=CD N B'C' ¢i {F} = BC N D'C’; atunci
Fig. 1.13. Eiggld g, y Wl £ o
A 1] A b D
a
. Aty : U oA
7
A a g b B

10

Fig. 1.16.

Fig. 1.17.

DCFD' si BB'EC sint pétrate, DC =a, BC =b, iar dreptunghiul
CEC'F este congruent cu ABCD si 6[AB'C'D'] = o[DCFD'] + o[BB'EC] +
+ 26[ABCD] = a® 4 b* +26[ABCD]. Din cele doud expresii ale lui
o[AB'C'D’] rezultd cd o[ABCD]= a-b.

Consecingd. Dacd ABC este un triunghi dreptunghlc cu unghiul drept

in A atunci o[ABC]= —2 AB- AC.

 Demonstratie. Se considerd punctul D astfel ca ABCD sa fie dreptunghi.
Suprafata dreptunghiulard [ABDC] se descompune in doud suprafete triun-
ghiulare congruente [ABC] si [BDC] (fig. 1.16). Deci

o[ABC] = — o[ABDC]= ~ AB- AC.
2 2

nui trin ngh egte — din produsul langimii unei
9

Demonstrajie. Se considerd triunghiul ABC in care se presupune cdi
unghiurile A gi B sint ascutite, deci C’, piciorul iniltimii din C, este pe seg-
mentul (AB) (fig. 1.17). Atunci:

o[ABC] = ofACC'] + o[BCC') = %AC' 00" - % C'B-CC’ =
-_—% AB-CC'.

Deoarece orice triunghi are doud unghiuri ascutite gi produsele dintre
lungimea unei laturi cu indltimea corespunzitoare egale, rezultd teorema.
Obserpatie. Daci o suprafatd poligonald § se descompune in suprafefele poligonale S,
8,,...,8,, atunci ea se descompune si in suprafetele poligonale S, U S, U ... U8, si Sy,
Din, proprietatea (2) a teoremei 1 rezultd cé:
o(Sy U Sy U ... USn) = a(§; US, U ... USp_y) + aliS).
Aplicind succesiv aceastd proprietate se obtine:
a(S; US,U...USp) =0a(S5USU ... USq,) + a(Say),..
a(S; U Sy) = a(8;) + o(S,), ceea ce implici
6(8) = o(S; U Sy U ... U Sy) = a(8;) + al(S3) + ... + a{Sx).

11




Deci proprietatea (2) din teorema 1 poate fi genera-
lizatd tn acest mod (fig. 1.18).

Dac#t pentru aceeagi suprafaj#i poligonald §
s¢ mai considerd o descompunere in suprafetele
poligonale \S;, Sgs ey S;,, atunci fn mod analog
se obfine o($) = o(8Y),+ o(S3) + - + o(sp), deci

o(S)) + o(Sy) + ... + a(Sy) =
= 9(8}) + o(S3) + ... + o(Sy).

Fig. 1.18.
Consecinfe.

1. Ducd ABCD este un paralelo i i
gram g1 d(AB, CD) = i
o[ABCD] = AB -k (fig. 1.19). L¥ e
2. Dacs ABCD este trapez, AB |CD i d(AB, CD) = h, atunci

o[ABCD] = Ai‘ﬂt@ -k (fig. 1.20).

3. Dacd P,P; ... P, este un i ii
. poligon convex regulat, O fiind
séu g1 P1P3 = l, d(O, P]_Pg) = 14, atuncii - , e

o[P,P;... P,] =%n va-1 (fig. 1.21).

D.t'amonstrat,nle .x:ezultﬂte]or de mai su» constituie exercitii simple, con-
strucflile necesare fiind indicate in figurile respective.

i ;c Dacd AABC ~ AA'B'C’, k fiind raportul de aseménare, atunci
SABOT _ k2 (fig. 1.29).

o[A'B'C’]
D (5
by D
[ \\ e &
W _. o
Nl el e h
| i e !
| i il |
B A B
Fig. 1.20
(5
Fig. 1.21. i
!
| e
Tl
I
[
i
1
1
A A
Fig. 1.22, D B A bf 8!

g(s) _

7T sl
22

" Demonstratie. FieCD | AB,D € AB,C'D’ 1 A'B', D' € A'B’. Avem
AACD ~ NA'C'D’ §i ABCD ~ AB'C'D' deoarece aceste triunghiuri au
respectiv cite doud unghiuri congruente. Rezulta

Fig. 1.23,

Y aB-cp
oABC] _ 2 =

cD AC _ AB _ b g La2e) =
0’[ ] _;_A/B!.CIDF

CID’ AlCl Z’-B’

Rezultd acum, tinind cont de proprietitile de descompunere ci:
5. Raportul ariilor a doud suprafete poligonale asemenea este egal cu

pitratul raportului de aseménare (fig. 1.23).
Aplicafii. Proprietétile ariei pot fi utile la demonstrarea unor relatii geo-

metrice gi la rezolvarea unor probleme, chiar dacd aria nu apare in mod expli-
cit. Vom ardta mai intli doud demonstratii ale teoremei lui Pitagora, bazate
pe arii.

1. Se di triunghiul ABC, dreptunghic in 4, BC = a, CA =b, AB =
=c¢, b >c (fig. 1.24). Construim patratele ACDE i EFGH cu laturile b
respectiv ¢, B € (AB, F € (ED), si punctul K astfel ca D € (FK) si
DK =¢. Atunci AABC = ADKC = NHGB = NFGK i BCKG este
un patrat de latura a. Rezulta:

b% 4 ¢® = o[ACDE] + o[EFGH] = o[ACDFGH] = o[CBGFD] +

+ 6[ABC] + o[HGB] = s[CBGFD] + ¢[DKC] + o[FGK] = o[BCKG]= a*.
' 2. Fie [AD] inédltimea triunghiului ABC cu m(;l) = 90° (fig. 1.25). Deoa-
rece NABC ~ ANDAC ~ ADBA, avem conform consecintei &
6lABC] _ o[DAC] _ o[DBA] _ o[DAC] + o{DBA]

a2 > R c? b® 4 c?

C".\. A

ZZN l

e/ 1 b
b o> :

L 7 |

= d

B D a c

i Fig. 1.25.
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Fig. 1.26.

Fig, 1,28 A

Fig. 1.29. ©P

Dar 6[ABC]= o[DAC]+ o[DBA], deci a® = b* + ¢

3. Se dau: punctele fixe A, B, un semiplan § limitat de AB gi numirul
k > 0. Locul geometric al punctelor M & S, astfel ca c[ABM] = k, este o dreaptd
paraleld cu AB (fig. 1.26). '

Intr-adevar, d(M, AB) = % este constanta.

4. Sd se construiascd un triunghi de aceeagi arie cu un patrulater dat ABCD.
Intersectdm in E dreapta AD cu paralela la BD, dusé prin C (fig. 1.27). Con-
form cu 3, o[BDC]= o[BDE], deci

6[ABCD] = o[ABD] + o[BDC]= o[ABD] + o[BDE] = o[ABE].

5. Se dau: un triunghi ABC gi un punct D€ (AB). 58 se construiascd
o dreapta care trece prin D si care imparte suprafata [ABC] in doud supra-
fete de aceeasi arie (fig. 1.28).

Notim cu B’ mijlocul lui [AC] si intersectdm in P dreapta AC cu para-

lela 1a DB, dusd prin B. Atunci o[ADP]= o[ABB']= ﬂ%’l.

Exercitli

1. Paralelogramul ABCD are AB = 6, AC = 7 si d(D, AC) = 2. S se afle d(D, 4B).

2. Dintre triunghiurile ABC cu BC = a §i CA = b, a si b fiind numere date, si se
afle un triunghi de arie maximai.

8. Se consider# un pitrat ABCD si punctele E, F, G, H, I, K, L, M care impart
fiecare laturd in trei segmente congruente (fig. 1.29). 84 se arate cd PQRS este un pitrat

si cé aria lui este egald cu % o[ ABCD].
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4, Diagonalele trapezului ABCD G
(AB || DC) se taie in O. a) S& se arate cid :
triunghiurile A0D gi BOC au aceeagi arie. Dy
b) Paralela prin O la AB taie AD gl BC in s
M si N. Folosind proprietatea a) s se arate Xi-n . 4
cd (MO) = (ON). g L

b. E fiind mijlocul laturii neparalele
[AD] a trapezului ABCD, s¥ se arate ci v
o{ABCD] = 2o[BCE). |

! N
6% Se dau: un unghi BAC si un A
punct D in interiorul lui. O dreaptd prin D L4
taie laturile unghiului in M gi N. 34 se deter- i
mine dreapta MN astfel ineit aria triun- Jy
ghiului AMN si fie minima. L

7*. S4 se construiascd un punct P fin o H E
interiorul triunghiului ABC, astfel incit tri-
unghiurile PAB, PBC, PCA si aibd arii Fig. 1.80,
egale.

8%, Si se descompuni o suprafatd triunghiulard in trei suprafefe de aceeasi arie, prin
paralele la o laturd a triunghiului. :

9*, Rezolvati problema analoagd pentru un trapez.

10. Prelungim razele duse la virfurile unui triunghi echilateral, inscris intr-un cere
@(0, r), pind la intersectia cu cercul care trece prin virfurile unui pétrat circumscris

cercului @(0, r). S4 se arate cd punctele astfel obtinute sint virfurile unui triunghi de
aceeagi arie cu hexagonul tnscris in €(0, r).

11. S4 se demonstreze teorema catetei cu ajutorul ariilor.

Indicatie. Pe ipotenuza [BC] gi pe cateta [4B] construim péatratele BCED si ABFG
(fig. 1.30). Perpendiculara din A pe BC taie BC in A’ si DE in H. Trebule sd ardtdm cd
of{ABFG] = o[ BA’HD] sau ofABF]= o[BDH|, o[ABF]= o[CBF], o[BDH]= o[ BDA]
si ANCBF = NDPBA., - :

! s te masurabile. Aria discului

Vom asocia acum cite o arie si unor mul{imi care nu sint suprafete
poligonale. Cu alte cuvinte: vom prelungi functia-arie la 0 mul{ime de figuri
(o figurd este o mulfime de puncte din plan), aceastd multime continind
multimea suprafetelor poligonale precum gi alte muljimi de figuri ca discurile,
sectoarele si segmentele de cerc etc.

( , O multime M se numeste suprafajd mdsurabild daca
existd un numdr unic o(/) mai mare sau egal cu aria oricidrei suprafete

poligonale incluse in _# si mai mic sau egal cu aria oricirei suprafete poli-.

gonale care include pe i (fig. 1.31). Numirul o(_#) se numeste aria lui L.
Se va nota cu S* multimea suprafetelor masurabile.




Fig. 1.32

Fig. 1.B1.

Demonsirajie. Fie A;4;... Ay un poligon inscris in cercul (0, r) si ByB,... By un
poligon circumseris aceluiagi cerc (fig. 1.32). Se noteazdl l; = Ajdisy, hi=d (0, Aidiy,)
pentrui e {1, 2, ..., n — 1}, In = ApA;, by = d (0, Ap4,), s; = B;Biy, pentrui e {1,2,...
vy m— 1} 8i spy = By B;. Atunci

i n
o{Aidy . An) = ofOAus] + ofOAsAs] + . o+ olOAnA) = 5 bl
=1

e e :
Deoarece hj < r, ofAd; ... Ay] < % r E "l;, iar din modul de definire a lungimii cercului
=1

n

l; < 27nr, deci
(Y
(1) oA A, ... Ap] < mrt,

in mod asem#nitor si tinind cont ci d(0, B;Bj,) = r, rezulti

1 m
o[ BBy .. Brl = — ;mi = — 2
deci
(2) a[ByB; ... Byl > m'a.‘
Numirul =r% verificd, deci, conditiile din definitia unei su-
A prafete masurabile. Vom ardta mai jos c¢i nr? este singurul
numir care verifici aceste condifii gi cu aceasta teorema va fi
demonstrati.

Vom folosi conditiile (1) si (2) numai pentru poligoane
regulate A,4, .. An, ByBy.. By 5i n=2m. In acest caz
avem (fig. 1.33)

A o[ A Ay ... Agm] = 2mo[0A;4,] = ma[0AA,4,] =

=m [Mﬂ s -+ A'IAQ'AEQJ =

2 2
Lo AR O B e

2 2

% Sml’ Por
o[ByB; ... Byp] = mo[OB1Bgl=m — = — "—,

Fig. 1.38. 2 2

16

T

unde pm, Pm' sint perimetrele poligoanelor 4,4, ... Ayp, BB, ... By, Prin urmare, din

(3) £l -y < _Pmr, me N*
2 2
trebuie si deducem cd a = wre
Din (8) rezulti

(4) pm<~2—a‘<Pm, m e N*,
‘ P

Stim din definifia Iungimii / a cercului c4 ! este singurul numir mai mare decit perimetrul
oricirui poligon inscris in cerc si mai mic decit perimetrul oricérui poligon circumscris
cercului. Aceastd caracterizare a lui ! rdmine valabild daci inlocuim poligoanele de mai sus
cu polioane regulate oarecare, inscrise in cerc respectiv circumscrise cercului, deci din (&)
rezultd cid

deci a:=-u='f.2m"
2 2

= nr? gi teorema 1 este demonstrati.

b Se numeste sector de cerc determinat de arcul AB al cer-
cului @(0, r) reuniunea segmentelor [OM], unde M € AB.

Pe figura 1.34, punctele 4, B € @(0, r) determinind arcul mic AB gi

—
arcul mare AB, vor determina doud sectoare de cerc, corespunzitoare celor
doud arce.

’)
Demonstratia acestei teoreme este analoagd demonstratiei teoremei 1.
Numirul o() asociat unei suprafete mésurabile permite definirea unei
functii o : 8% — R, care verificd proprietitile (1)—(3) ale teoremei 1, § 3,
cu specificarea cd ‘notiunile de interior, frontierd ale elementelor lui / se
definesc in mod analog.

Aplicatie. Calculul ariei unui segment de cerc
(intersectia unui disc [@(0, r)] cu un semiplan
inchis limita$ de o secantd a lui €(0, r)) (fig. 1.35).

Faptul cd segmentul de cerc este o suprafata
mésurabild se demonstreazd ca gi in cazul discului.
Notdm cu a,, o, ariile segmentelor de cerc determi-

nate de arcul mic 4B respectiv arcul mare AB
22N

(fig. 1.35) gi fie « = u(AOB). Conform teoremel 3

o(gector mic @) = g, + o[AOB].

Fig. 1.84.

17

2 — Geometrie si trigonometrie, cl. a X-a




Tinind cont de
a(sector mic Aﬁ) r_% a. o[AOB] =

. o o
2r sin E'I"EOS —

1 2 _ risina
2 LR
obtinem :
' (5 — = («— §in «
Fig. 1.35. ©) %=73 :
gi in mod analog
{ a;zf;(Zn—oc—}—sinac).

Notind & = 2r — «, formula lui o, ia forma (5):
i r? ] 3 !
4= = (¢ — sin &').
Observatie. Se va admite ci punctele si segmentele sint muljimi misurabile si au
aria nulé.

‘citii

1. Construiti un cerc concentric cu cercul dat e(0, r), astfel incit si impartd discul
[€(0, r)] in doud pir{i de arii egale.

2, Suprafetele hagurate pe figura 1.36 (lunulele Iui Hipocrat) sint determinate de
semicercurile descrise pe laturile triunghiului dreptunghic ABC. Aritafi cd suma ariilor
lor este egald cu aria triunghiului ABC.

8. Din punctul C, situat pe semicercul de diametru [AB], se coboar# perpendiculara
CD, D € AB (fig. 1.37). Aria suprafefei hagurate, limitatd de semicercuri (secera lui Arhi-
mede), este egald cu aria discului de diametru [CD].

4. Se considerd un triunghi echilateral ABC cu AF = 2a (fig. 1.38). Aria supra-
fetei hasurate, determinati de cercurile €(4, a), C(B, a), €(C, a) si @(A, 3a), este egali
cu aria sectornlui de cerc, determinat de arcul mic EF al cercului €(C, a).

b. Si se arate cd aria ,coroanei circulare” cuprinse intre cercurile {0, ry) si @O, 1)
(ry < rg) este egald cu aria unui disc care are ca diametru o coardd a cercului €(0, r,), tan-
genta cercului €(0, ry). i

6. Fie [0A], [0B] doui raze perpendiculare ale unui cere de centru O. Pe arcul mic
AB se iau punctele C si D astfel incit AC =BD si fie E, I proiectiile lui C, D pe OB. Si

Fig. 1.86. Fig. 1.87. Fig. 1.88.
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se arate ci aria suprafefei mirginite de segmentele [DF), [FE], [EC] si de arcul CD este
egald cu aria sectorului determinat de arcul CD al cercului €(0, 04 ).

\

1. AI‘iE{ patratului construit pe tangenta comund a cercurilor, care au ca diametre
catetele unui triunghi, este egald cu aria triunghiului.

2. 84 se afle, aria oétogonu]uri regulat inscris intr-un cerc de razd ».

: 3. ‘S%'l st_a.arate, folosind arii, ci suma distantelor unui punct variabil, situat in inte-
riorul triunghiului echiltateral ABC, la laturile lui este constanti. '

4*-. Se considers un triunghi dat A BC si un punct variabil M = (BC). 84 se arate ci
fntre dlst.antele x = d(M, AB) si y = d(M, AC) existd o relatie de forma kz + ly =1
unde k si I sint constante. ;

5. Fie M si NV mijloacele laturilor [BC] si [AD] ale patrulaterului convex ABCD si
(P} =AM ﬂ BN, {0} = CN N MD. 84 se arate cd aria patrulaterului MQNP este egald
cu suma ariilor triunghiurilor ABP i CDQ.

6. intr-un pﬁt.rat de laturd 1 se uneste mijlocul fiecdrei laturi cu extremititile laturii
opuse. S_é se afle aria octogonului interior convex care se formeazé in acest fel.

s 7. Diagonala [BD] a paralelogramului 4BCD se imparte prin punctele M, N in
trei segmente congruente. S# se arate ¢ AMCN este un paralelogram si si se calculeze
raportul dintre o[ AMCN] si o[ABCD].

8. Se dau punctele 4, B, C, D astfel incit AB N CD = {P}. 84 se afle locul geometric
al punctelor M astfel ca sfABM] = o[CDM].
Indicatie. Problema revine la determinarea locului geometric al punctelor M pentru

care raportul distantelor lui M la dreptele AB si CD este o constantd datd. Locul
cerut se compune din doud drepte care trec prin punctul P, din care se scoate punctul P,

9. Problema analoag# cu problema 8 in cazul 4B || CD.




Capitolul Il

Aplicatiile trigonometriei in geometrie

" Geometria este una dintre disciplinele matematice in care trigonometria
1si gisegte aplicatii imediate, dat fiind c# intre aceste discipline existd o imple-
tire strinsd (geometria a fost utilizatd intr-o m#surd considerabild in elabo-
rarea trigonometriei).

' Daca ABC este un t.I']IlIlghl, numerele ¢ = BC, b = AC, ¢ = AB,

A= p,(A), =y.(B), —p.(C') se numesc elementele triunghiului ABC.

Dacd a, b, ¢, A, B, C sint elementele triunghiului ABC, aceste numere sint
elementele oricirui triunghi congruent cu ABC. Triunghiurile congruente,
avind aceleasi elemente, le congiderdm egale sub aspect metric.

Problema principald a capitolului de fatd constd in rezolvarea meiricd a
triunghiului adicd in determinarea tuturor elementelor sale, cind se cunosc
trei din ele. De mentionat este faptul ci, deoarece in orice triunghi A BC,
A + B + ¢ =, printre cele trei elemente cunoscute figureazd neapérat
lungimea, unei laturi. '

§ 1. Coordonate polare in plan

~ In sistemul de coordonate din plan de reper (0, 4, B),.fie punctul
P(x, y) diferit de originea O(0, 0) a axelor de coordonate. Dacd notdm cu r

distanta OP, atunci r = ]/Eﬁgz Deoarece P # O, rezultd r # 0,
Punctul M [3. 1] este situat pe cercul unitate C=@(0, 1). Intr-adevir

I r

omr = (£) + (4] - =LY

r r n

— 1, adici OM =1.

Rezultd cd M este punctul de intersectie al semidreptei (OP cu cercul
unitate C.
Deoarece M € C, existd numdrul unic ¢ € [0, 2r), astfel incit

Z —cost, L£=rsint.

r r
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Aceste egalitéti se pot scrie sub forma

(1)

Dacd P =0, adicd 2 =0, y =0, atunci r = 0P =0 gi formulele (1)
sint valabile, oricare ar fi ¢ € [0, 2x).

Se observi ci atit numerele (z, ¥) cit gl numerele (r, t) determini pozitia
punctului P in: plan.

Numerele (r, t) ce intrd in formulele (1) se numesc coordonaitele polare ale
punctului P; r se numesgte raza polard a lui P, iar t se numegte argumentul
polar al lut P.

£ =rcosl,
y =rsint.

Dacd se cunosc numerele z, ¥, nu ambele nule, coordonatele carteziene
ale punctului P, raza polard r a lui P se determind din r = V 22+ y?, iar
argumentul polar ¢ se determind din una din egalitdtile (1), tinindu-se seama
de cadranul in care se afld punctul P. Dacé 2 # 0, putem fologi gi formula

(2) tgt=2<,
x

deci in acest caz

(2" i = alctg = + kn,

unde % =0 dacd P(z, y) se afli in cadranul I, &k =1 daca P este in ca-

dranul II sau III gi & = 2 dacd P se gisegte in cadranul IV ('deoareoe
™ K
arctg —% & [— A -2—)]
Dacd z =0, y =0, avem r = 0 gi argumentul polar este nedeterminat.
Ezemple. Sé se determine coordonatele polare ale punctelor:
a) P(5, 0); b) (0, —8); c¢) R(4 3); d) & (1/3, —1).
Solugie. a) r = |/ 5% + 0% =5. Punctul P fiind situat pe semiaxa absci-

selor pozitive, rezultd ¢ = 0. Agadar coordonatele polare ale lui P sint (5, 0).
b) Punctul Q(0, —8) fiind pe semiaxa ordonatelor negative, rezultd

t—? gi r=8.

c) Avem r =5 gi tgt = —i— Deoarece R(4, 3) este situat in cadranul I,
rezultd ¢ = arctg % ~ 0,645.
d) In acest caz r =2 si tgt = —-Ks_? « Punctul § fiind situat in
cadranul IV, rezulté ¢ = —% 4+ 2n = % .
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l3 ‘ R(4,3)
y 1 2 3
2 a3, :
) b
1 of =t S

_/A ' | |
Fig. 111,
in figura 11.1 sint reprezentate

cazurile ¢) gi d). Pe cercul unitate a
fost marcat® punctat arcul care are
lungimeé ¢ (in cazul c)).

De retinut este faptul i stunci
cind punctul P(z, y) are ordonata
S strict pozitivi, adica y >0 numirul ¢
reprezintd masura in radiani a unghiu-

S
lui AOF (figura I1.2).

Fig. 11.2.

1. 94 se determine coordonatele polare ale punctelor: a) M(6, —8), b) N(—3, —4),
¢) P(o, —5), d) Q(1,1/3), e) R(—2, 1), ) S(=3, 0).
9. 94 se determine coordonatele carteziene ale punctelor de coordonate polare:

a) (2, B b [5, 27 — arcsin i), c) [7, lﬂ} , d) (5, 7).
3 13 3

8. 94 se determine coordonatele polare ale punctelor situate pe dreapta de ecuatie
3z — 4y = 0, care au distan{a la originea axelor de coordonate egald cu 2.

’

Vom stabili in continuare doud relagii fundamentale intre elementele
unui triunghi, care vor permite rezolvarea metricd a triunghiului.

Pentru simplificarea limbajului facem urmitoarele conventii: numerele
a, b, ¢ le vom numi laturi, iar numerele A, B, C unghiuri ale triunghiului A BC.

(2) .
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B i D e o i

Demonstrajie. In planul triunghiu- '
lui ABC (figura, I1.3), alegem un sis-
tem de axe de coordonate cu originea /
in punctul 4, dreapta A B, axa abscise- | b
lor i dreapta perpendiculari in 4 pe /

_AB, axa ordonatelor. Sistemul a fost
ales In asa fel incit abscisa lui B si ordo-
nata lui C si fie numere strict pozitive.

Dreapta paraleld prin 4 la BC se
intersecteazi cu paralela prin C la 4B,

Fig. 1L3.

in punctul D. Inseamni ¢i AD = BC = a, iar unghiurile B/A}) gi ﬁ'

fiind suplimentare, rezultd w(BAD) = = — B.

Utilizind form}llele (1), §1 ordonata punctului C este yc — b gin A, iar
o.r'donata punci:,ulm D este y, —asin (x — B) = a sin B. Punctele C i D
fiind pe aceeagi paraleld la axa absciselor, au ordonatele egale. Din ¢ - Y
rezultd b sin 4 = a sin B sau ' 3

‘ In mod analog avem a sin € = ¢ sin A de unde rezultd imediat egaliti-
tile (2).

fi latiile

(3) ‘

Numer
7 Demonstrajie. Deoarece din a doua relafie (3) rezultd B, + C; <,
putem construi un triunghi A BC, astfel ca BC = o, y.(ﬁ) = By, p.(a) = G-

TN
Atunci p(4) =n — By — Cy = 4, si din teorema sinusurilor deducem:
. S €A  AB.
sin 4, sin B, sin C, ’
Comparind cu prima relatie (3), rezultd CA =b;, AB = ¢;.
Aplicafii. 1. S& se arate cd triunghiul in care

sin? B + sin? ¢ = sin%4

este dreptunghic.

Solugie. Aplicind teorema sinusurilor, din
a b ¢
sin A sin B sinC

=m’
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rezultd: sin B = -b—, gin € =
m

, 8in A = =, Inlocuind in relatia din enunt,

@
m

e

se obtine
ba + Ca e ‘aﬂ

gi conform reciprocel teoremei lui Pitagora, triunghiul este dreptunghic.
2. S# se demonstreze ¢ triunghiul ABC in care

a_._2bsm-— Ae[ )

. este isoscel,

Solugie. Conform teoremel sinusurilor gi relajiei date, se obtine sin 4 =

; ; = ;
= 2 sin B sin ‘i, de unde cos % — gin B sau s'n B = gin E+2— s deci

In primul caz C=n— A —B=mn— A — = B gi triuvan-

ghiul ABC este isoscel.

Cazul al doilea nu este posibil deoarece A + B =" + 4 5

€ [m, 2n),

oricare ar fi A & [g, ch.

Teorema 3. ({H‘ porema coginusn lu up In orice tria nghy ALC

VYOI :

a 19 9 3. 4 |
a® = b* 4 c* — 2bc cos 4 ‘

(4)

Demonstrajie. Se ia un sistem de coordonate cu originea in virful A al
triunghiului 4 BC, axa absclselor dreapta AB gl axa ordonatelor dreapta
perpendiculard in 4 pe AB (figura I1.4). Sistemul a fost ales rstfel ca abscisa
lui B gi ordonata lui C sé fie numere pozitive. Punctul B are coordonatele
(¢, 0), iar punctul C, conform cu (1), § 1, are coordonatele (b cos 4, b sin 4).

Aplicind formula distantei dintre doud puncte rezultd:

C* = (c — b cos A)? + (b sin A)2 = b? 4 ¢? — 2bc cos A.

Dar BC? =q? gi teorema  este demon-

c ! strata.
Formula (4) rdmine adeviratd daca
b a schimbdm pe ¢ in &, pe b in ¢, pe ¢ in a,
pe Ain B, pe B in C g pe C in A,
adicd avem:
AL e B (4") b% = ¢® 4 a® — 2c¢a cos B,
Fig. 1L4 (4" ¢ = a? 4 b% — 2ab cos C.
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Relatia (4') s-a ob{inut din (4) prin aga-numita permutare cireulard; tot
aga s-a obfinut (4") din (4’). In general, dacd o relajie tnire a, b, ¢, A, B, C
este adeydratd peniru orice triunghi, atunci sint adepdrate i rela;ule deduse din
ea prm permutdri circulare.

Teorema 4. Daci numerele strict pozitive @y, by, ¢; 81 4; € (0, =)

(5) o} = by + ¢} -

- 2by¢; cos A4,
atunei existd un triunghi A BC eu
v .. & " - A
C 11, CA = by, AB = ¢, p(4) = A,.
Demonstra;ae Se poate construi un triunghi ABC, astfel ca CA = b,.
AB = ¢, p.(A) A;. Aplicind teorema cosinusului in acest triunghi, se

obtine:
BC? = b + ¢} — 2bye, cos A,
gi comparind cu (5), rezultd BC = g;. .
Aplicafii. 1. S& se arate cd triunghiul ABC este dreptunghic in 4 daci

gi numai daca
b

i+

cos B 4 cos C =

91n |

Soluie. DacﬁA:E,cosB-}-cosC_ +i=b+c.
a a

Mai rédmine de demonstrat ci:

cos BtLomC=21t¢_ 4=

a 9"
Din teorema cosinusului rezultd:
2 R, o : 2 =
cos B=21° gl o O =210
2ae 2ab
Inlocuind in relatia datd se obtine:
a? 4 ¢? — b? | a® 4 b% — ¢? b+e 2 2 2
2ac T 2ab o v fRulg =0t hic,

relatie care caracterizeazi triunghiul dreptunghic.

2. 53 se arate c#, dacd a = 41, b = 28 gi ¢ = 15 triunghiul 4 BC este
obtuzunghic.

Solujie. Numai unghiul opus laturii de lungime mai mare poate filobtuz.
Din ¢ s

2 g 2
oo g = e i
2be 5

deoarece A & (0,w) 5i cos 4 <0, rezultd 4 & (%, n].

Deci triunghiul este obtuzunghic.
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1. 84 se arate cd in orice triunghi ABC avem:
a) beosC + ccos B = a;
b) b cos B + ccos C = acos (B — C).

2. Si se arate ci in orice triunghi ABC avem:
b2 — 2
a) becosC —ccos B =——;
a

b) 2(bc cos A + ac cos B + ab cos C) = a? 4 b® + ¢
3. Folosind teorema cosinusului, si se arate ci
hma = 2(b® + ¢*) — o,

unde mq este lungimea medianei corespunzitoare laturii de lungime a.

4. S4 se arate cd triunghiul ABC in care
i‘i = ctg E N
b 2

este dreptunghic. )
. SA se arate ci, dacd in triunghiul ABC avem ctg A + ctg B = 2 ctg C, atunci

a? + b = 2%

1n continuare ne ocupim cu rezolvarea metricd a triunghiului in diferite
cazuri. -

Cazul L.U.L. Se dau dou laturi si unghiul cuprins intre ele, de exemplu
ey Lk (B

in acest caz triunghiul poate fi construit, deci existenta lui este aslgurata.
Teorema L.U.L. ne aratd cé, privitd metric, problema data are solutie unica.

- Elementele necunoscute se determind astfel: din

2—q% 4 b*— 2abcos C

se determind ¢, iar A se afli din teorema sinusurilor.

Cazul U.L.U. Se dau o laturé si unghlurlle aliturate ei, de exemplu a, B, C.
in acest caz triunghiul A BC existd daca §i numai daca B + € < . Unicitatea
solutiei rezultd din teorema U.L.U.

Numerele b i ¢ se calculeazd cu ajutorul teoremei sinusurilor, stiind c&
A=nm—B-—C. :

Cazul L.L.L. Se dau cele trei laturi a, b, c.

Din geometrie se stie cd triunghiul ABC existd dacd si numai daca
a<b4de b<ct+a i e<a+tb

Numiirul A se calculeazd din ‘

b2+ c* — a?

(1) cos A = e

iar numirul B, in mod analog sau din teorema sinusurilor,
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Conditia de existentd se poate obfine si cu ajutorul teoremei &, § 2. Intr-adevir,

pentru numerele strict pozitive a, b, ¢, avem

b+ ot — g (b ) (5 ) oy

2+ et —a —c— a —c+a)<0

2be {(b+c’+a}(b+c—a)>0¢ el
bde¢>a.

Asadar existd 4, verificind formula (1) daci si numai daci @ + b > ¢, b + ¢ > a,
e+ a>b.

Cazul L.L.U. Se dau doud laturi gi unghiul opus uneia din ele, de exemplu
a, b, A.

In acest caz, tmind seama de teorema 4, § 2, trltunghiul 4 BC existd dacad

gi numai dacd ecuatia
(2) a® = b* + ¢® — 2bc cos A
cu necunoscuta ¢ are cel putin o solutie strict pozitiva.

Problema are doud, una sau nici o solutie dupd cum ecuatia (2) admite
doud, una sau nici o riadicind strict pozitiva.

Rezolvarea gi discutia cazului se poate face si pe baza teoremei 2, § 2.

Exemple. 1. a = |/2, b = 2, B=f.

l Solutie. Din b* = a? + ¢* — 2ac cos B, rezulta
2—2¢—2=0.

Aceastd ecuatie are unica rad&cind pozitiva ¢ =4 + /3, deci existd o

-b% i , rezultd cos 4 = !/‘E

singurd solutie. Din cos 4 = , deci 4 =°—;

gl C_'I‘C—A—B——
12

2.b =|/5, ¢ =]/17,B = arc cos —!'—%T—?-
Solujie. Din teorema cosinusului, rezults
2 —8a+12 =0.

S-a obtinut o ecuatie cu solutia a; = 2 gi a; = 6. Cu aceste date existd doud

~ triunghiuri.

” : 21/'5
Dacd a; = 2, atunci €y = w — arccos —Ig——, Ay =n—C, — B.

" . 21/ 5
Dacd a, = 6, atunci €, = arccos # , Ag =7 — Cy — B.

Din tabele sau cu ajutorul calculatorului gdsim
C, =~ arccos 0,894 =~ 0,46 si C; =n — Cy~ 3,14 — 0,46 = 2,68, adicd

m(C) = 26°30" si m(A;) = 163°30".
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Aplicafii. 1. Tn cazul L.L.L., determinarea lui A in functie de a, b, ¢ se
poate face gi fologind. una din formulele.

plp — o (p—b)(p—c
(3) oos%:\/ﬁ(ﬁm—a)-,sma=‘\/r——b;—-——,

be

unde 2p =a + b + ¢. ‘ .
Intr-adevir din teorema cosinusului rezultd

L e gl
cos A = =
Dar cos?4 . 1124 fnlocuind se obtine:
) 2
A 1 bt 4 ¢® — a® (b+c—|—a)(b+cr—a,).
cos? &= = — (1 4 —ﬁ——f] = e
s S 2be

Din @ + b 4+ ¢ = 2p, rezultd @ +b+¢c—2a=2p— 2a. Deci

i A _plp—d i i crisd este
b+c—a=2(p— a) §i cos® T Ultima egalitate scr

: A
echivalentd cu prima egalitate din enunt, deoarece A& (0, ®) sl cos ; >0.
.2 A
o . 2k A8
A doua egalitate din enunt se demonstreaza pornind de la sin® =

el gi ficind calcule gimilare cu cele de la demonstralla primel
2

egalitafi. :
Rimine ca exercitiu si se scrie formulele analoage cu (3) pentru cos —-.

C B e G
i — in —, 8ln —.
cos8 2,5 ) >

9, In orice triunghi ABC avem:

(4) ly =

A
I, fiind lungimea bisectoarei unghiutui A. i
Solugie. Fie D punctul de intersectie al bisectoarei unghiului 4 cu latura
[BC] (fig. 11.5). Aplicind teorema bisectoarei se obtine

ac
A BD =%

in triunghiul ABD, conform teoremel
sinusurilor, rezulta:
Lo B

8 D ¢ sin B
Fig. 1L5.

g
sin —
2
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Inlocuind pe BD se obtine réla‘pia de demonstrat.
In mod analog avem:

2
lb = & cos E' lc = 2ab cos 2.
B rie 2" a+b 2

Exercitii

1. S& se determine toate elernentele triunghiului ABC stiind ci:

5
a) a= 14 ¢= 18, B = arccos — ; b) b = 15, A = arccos @, C = arccos L
13 65
¢) a=15; b=4,¢c=13;d) a= 5, ¢ = 6, C = arccos i;
5

e) a=V§"b:2’A=% i fla=5 b=7, Azarccosz—!/rj—m

a4 b= A=,
g :

2. 5S4 se determine elementele necunoscute ale triunghiului 4 BC fiind date:
a) 4, B si p;
b)at+b=m, Asgi B;
c)a Asib—c=d
8. Si se arate cd in orice triunghi ABC avem:
A—B C a—

tg — = el (teorema tangentelor).
2 a-+b

tg

4. in triunghiul ABC se di m(ﬁ) = 60° si e 2 4+ /3. 84 se calculeze tg =t
gl unghiurile B si C. .

6. intr-un patrulater convex ABCD se dau: 4D =7(/6 — |[/2). CD =13,
BC = 15, C = arccos g si D= % + arccos % . Se cer celelalte unghiuri ale patru-

laterului si AB.

]
§ 4. Formule pentru aria triunghiului

Fie § aria triunghiului ABC. Avem mai intii formulele (Cap. I, § 3,
teorema 2):

A

(1) 28 = ah, = bh, = ch,, |

: |

unde h,, hy, h, sint indltimile triunghiului. |

In triunghiul ABC (fig. 11.6), fie h, = :

= AD. Din triunghiul dreptunghic ADC |

deducem Ak, = b sin C, deci :
) g _ @sinC Ty 5

T BT Fig. 1L6.
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Formula (2) se citegte astfel:
Aria unui triunghi este egald cu jumdtatea produsului a doud laturi
inmultit cu sinusul unghiului dintre ele.
Din (2) rezulta: \
S=2.24nE cos £ = absin £ cos £
2 2 2 2 2
gi tinind seama de formulele (3) de la § 3, gasim formula lui Heron:

(3) S=1pp—a)(p—0)(p—oc).

Exprimind pe b din teorema sinusurilor g inlocuind in (2), se géseste:

(4) . S_E*isinBsinC
Scrieti formulele analoage cu (2) §i (&), care se obtin prin permutdri ecir-
culare.

Aplicatie. Aria suprafetei poligonale determinatd de un poligon regulat
cu n laturi este datd de:

(5) So= ¢ B® sin 2%,

n
unde R este raza cercului circumscris poligonului.
Solugie. Fie AB =1, lungimea laturii poligonului regulat (fig. IL.7),
M mijlocul laturii [AB] gi O centrul cercului circumscris. Avem

S, =n-c[ABO]l=n 0N |

n

i 2m : N ™ % Mo s
Dar p(A0B) ===, deci p(AOM)==. Inseamnd cd l, = 2Rsin — 5
n n

OM = R cos = . Inlocuind, se obtine formula (5).

1. 84 se calculeze aria triunghiului 4BC atunci cind:

a) a = 17, B = arcsin 21 , € = arcsin 1—2;
25 18

A A g
b) b= 2, m(4) = 135", m(€) = 30°;
¢c)a=17,b=5 ¢c=6;

A
d) m(d) = 18°, b=4, c¢= 6.
2, Cite triunghiuri distincte sub aspect metric existd
astfel ca

TR

Fig. 1L.7. a =15, ¢ =13, S = 24?

8. S se afle aria triunghiului ABC daci:

=l A -
a= |6, md) =60°b+c=23+)3.
4, Si se afle aria patrulaterului din exercifiul 5; § 3.

b. Dacd § este aria poligonului regulat cu n laturi, si se calculeze :.5;, §,;, 8, 5,
Sy §i S, in functie de R, raza cercului circumscris poligonului.

6*. S4 se calculeze aria poligonului regulat ABCDE... M inscris in cercul de razﬁ R,
stiind cd

(1) . S——
Demonstratie. Triunghiul A BC are un unghi ascutit, fie acesta A. Notind
cu D punctul diametral opus lui B in cercul circumscris triunghiului (fig. 11.8),

A N N
avem: A = BDC si m(BCD) = 90°. Agadar

~ . P
gin A = gin BDC:EET_i
BD 2R

gi se obtine prima egalitate (1). Celelalte rezulta din teorema sinusurilor.
Egalitatile (1) scrise sub forma |

(2) a b ¢ ‘=2R

sind sinB sinC D

le utilizdm in continuare sub denumirea
de teorema sinusurtlor.

(3)
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Demonstrajie. Punctul I de intersectie
al bisectoarelor (fig. I1.9) este centrul cer-
cului inscris gi este situat in interiorul
triunghiului.

Inélfimile triunghiurilor 4B, IAC,
IBC sint egale cur, iar suma ariilor acestor
trei triunghiuri este egald cu S, adici

ar br cr
il = =8
2+2+2

Fig. 11.9.

de unde reézultd formula (3).

Aphea{:u. 1. 54 se arate cd pentru raza R a cercului circumscris trlunghm-
lui avem gi formula

(4) R %¢,
: 48
Solujie. Tinind seama de teorema 1 §i de formula (2), § 4 se obtin succesiv:
c abe abe

2sinC  2bsinC 48
2. In orice triunghi ABC avem

r = 4R gin 2 sin Z gin .
2 2 2
Solutie. Aplicind forn}u]e]e (3), § 3 se obtine:
sin 2 gin 2 gin £=(P—a)(P_b)(P_c) =-§a—=£.4—s=r--i—
2 2 2 abe pabe  p habe 4R’

de unde rezultd relatia ceruti.
3. In orice triunghi ABC existd relatia
! - 8§ =2R%sin A sin B sin C. :
‘ Solugie. Folosind formula (4) avem: , !

e e ‘Lbﬁ_ 8R3 sin A sin B sin C
4R 4R

= 2R?sin A sin B sin C.

1. Sa se arate cd in orice triunghi ABC avem:

a)r:(p—a)tg%-, b) S =p(p—a) tg 2;

A B (]
c)p:éRcos—cos—cus—;d)p—a-:éﬂcos‘isingsin-g-
2 2 2 . 2 2"

> i T

e) m2 = R2(sin®4 -+ 4 cos A sin Bsin C); ) hg= 2R sin B sin C.
2. Dacd I este centrul cercului inscris in triunghiul 4 BC, si se arate ci

B (94
AT = 4R sin— sin —.
2

2

8. 54 se demonstreze teorema 1 din acest paragrafl utilizind meloda analijtica.

Multe probleme topografice (de intocmire a planurilor poriiunilor de
teren) au ca model matematic rezolvarea triunghiului. Ddm citeva exemple.
1) Distanfa dintre doud punecte accesibile, infre care se afli un obstacol.
Pentru a calcula distanta de la A la B (fig. I1.10), se alege un punct ¢ din
care se viad punctele 4 gi B. Cu ajutorul unor aparate, prin mdisurare, se

TN
obtin numerele AC =b, BC =a, u(ACB) = C. Distanta de la 4 la B se
calculeazd din triunghiul ABC:
AB* = a? + b% — 2abcos C.

2) Distanfa dintre doud puncte inaceesibile. Pentru a calcula distanta de
la A la B (fig. I1.11), se aleg doud puncte C gt D din care se vad punctele 4
yi B si astfel ca distanta C'D sa se poatd determina.

Prin mésurdtorl se obtin numerele: CD = g, p(ACB) = «, p(BCD) = B,

AN SN
wADC) = v, W(ADB) = 8.
Din triunghiurile BCD respectiv ACD se obtin:

Lasin(y+8) 4o asny

sin (B ky—{—S], biﬂ(m ﬂ+~(}
Distanta dintre punctele inaccesibile 4 §i B se obtine din triunghiul ABC,
cunoscindu-i doud laturi gi unghiul cuprins intre ele.

Fig. 1L.10.
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Ly . 2. S4 se arate cd in orice triunghi ABC avem:
\ —_—
\\\ " acos A bcosBlJrcosC:O, S
1 NG ] acos B — becos A
',B \\ \\ b sin (A — B) sin C i az—bz.
It ren LG 1+ cos {4 — B) cos C a? -+ b?
, [RARNN AR E I Iy 74 (5

N Ty e L
Ve T Ty T T T T i n
FEHETIEEE L0 ol bbbty e i gt

Fig. 11.12.

B 3B B B
* ; — beos|A + —| = 2ecos— cos—. .
c)(a+r]cos[£+ os[ - 4) 5 -

, . 7 . . |/ b
8. in triunghiul ABC, m(4) = 45°, AB = a, AC = a. Si se arate cd
tg B = 2.
3) Determinarea indl{imii unui turn inaceesibil, situat pe un deal. Fie 4. Fie A’, B’, ¢’ punctele de tangentd ale cercului inscris unui friunghi ABC cu :
turnul marcat prin segmentul [4B] (fig. 11.12). Alegem un punct accesibil C laturile acestuia. 54 se arate cd
gi luerdm in planul determinat de punctele 4, B, €. Luim inci un punct

accesibil D € BC si notdm cu E punctul de intersectie al verticalei prin A
cu orizontala prin D. b*, Si se arate cd in orice triunghi 4BC

Prin mésurdtori se obtin: A a !

o[A'BCY ¢
ofABC] 2R

TN
CD =a, u(EDB) =g, (ADB) =881 ACB) = a.
in triunghiul ACD, avem:

6. S# se rezolve triunghiul ABC, cunoscindu-i elementele A, B si aria S. ‘

f . :
7. S4 se rezolve triunghiul ABC cunoscind a = 13, 4 = arccos — si mediana \‘

AcC . e
. =0 s ] dBGI AC == '—:'a b B—-— . ' 5 i\
sin  sin (« — B) sin (e— B) e 1 V/T5T3
s . ‘ . aturii = — 3.
Din triunghiul ABC se obtine: corespunzitoare laturii a, mq >
AB AC . sin o 2
sina n » deci AB = EJQ AC. » 8, 84 se calculeze unghiurile triunghiului ABC stiind ¢ B — C = ?n- si R = 8r,
sin | — i . o
(2 i ‘P] unde R si r sint respectiv razele cercului circumseris §i inscris triunghiului.

Asgadar

AB:— __asinasinf l
i sin (_a. — B) cos <p 1

, Exercitii

1. O persoand care se afld pe malul unui riu vede un arbore de pe malul opus sub ‘
un unghi de 60°, iar cind se depirteazd cu 20 m de la mal vede arborele sub un unghi de ]}
15°. 8d se calculeze indl{imea arborelui si ldfimea riului. !

2. Ne aflim pe malul unui riu, care nu poate fi traversat gi vrem sii misurdm distan{a |
dintre doi copaci 4 si B situati pe celdlalt mal. In acest scop, se miisoard distan{a de 30 m |
dintre doud puncte C si D situate pe malul nostru si urmitoarele patru unghiuri: |

- N TN N -
m(ACD) = 120°, m(BCD) = 60°, m(BDC) = 105°, m(ADC) = 30°. Care este distanta de |
la A la B? | }'

Exercitii recapitulative i

1. Folosind teorema sinusurilor, si se arate cd intr-un triunghi unei laturi mai mari ‘ l
se opune un unghi mai mare.
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in clasa a IX-a s-au introdus numerele complexe gi operafiile cu ele.
Aceste numere au aplicatii variate in geometrie, mecanicd, fizicd, electro-
tehnicd etc. Pentru a usura anumite calcule, vom defini forma trigonometrica
a numerelor complexe. Reamintim ¢& multimea numerelor complexe se noteazd

cu C={z+1iylz yER, 2= —1}.

1 Ems . B4 p triled
1. Forma trigonomecrics

Si considerim un sistem de coordonate in planul (2, reperul fiind (0, 4, B)
(fig. III.1). Fiecdrui numdr complex z = z + iy (z, ¥ ER) ii asociem un
punct unic M € P de coordonate (z,y), fatd de reperul ales, numit imaginea

numirului complex z. . e ]
Am definit in acest fel o functie bijectivd f : € — (P. Daca 1maginea lui
z = x + iy este punctul M, atunci numdrul complex z se numeste afizul

punctului M. | .
Daci coordonatele polare ale punctului M sint r gi ¢¥, atunci conform

formulelor
x =rcos t*, y =rsin t*.
((1), Cap. 1I, § 1), numdrul complex z = x + 1Y se scriq:
(1) 2= r(cos t* +isin t%), 7 >0, t* €[0, 2m).
M(xy) l Deoarece _r;_O{M = V?—ﬁ” gl
|z| =1/ 2 + y? rezultd ci

B(0,1) (2) =iy

deci raza polard a imaginii lui z este
egald cu modulul lui z. Argumentul
polar ¢* al imaginii lui z se numeste
argumentul redus al lui z i se noteazd

Fig. 1L1.  cu arg z.

e
|

0 A(1,0)
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In concluzie, orice numdr complex z poate [t scris sub forma (1), numitd
forma trigonometricd a lut z. Dacd z#0, modulut st argumentul redus ale
lui z sint determinate unic. Dacd z =0, modulul este egal cu O §i peniru
argumentul sdu redus se poate lua orice numdr din [0,27). '

Dacd schimbdm pe t* in t* 4 2kr, k< Z, formula (1) rdmine valabila.
Asadar existd mai multe valori ¢ pentru care

(3) z=r(cost - 1sint), Fa =)

Se pune intrebarea daci pentru un numir dat z # 0 formula (3) este adevi-
ratd si cu valori ¢ diferite de arg z - 2kn, k€ Z.

Fie numirul z # 0, scris sub forma (3). Se gtie c# oricare ar fi numarul
real ¢, el poate fi scris ca t; 4 2kw cu #;€[0, 2x) si k€ Z. Din (3) rezultd z =
= r[cos(t; + 2kw) 4 isin (§; + 2kn)] =r (cost; +isint,) de unde r = |z,
t, = arg z 81 am ajuns la concluzia c¢d ¢ = arg z - 2km.

Orice numdr real ¢, pentru care relajiile (3) au loc, se numesgte argument
al lui z. Multimea argumentelor lui z se noteazd cu Arg z. Conform celor aré-
tate mai sus putem scrie:

(&) Argz= {t|t=argz + 2kr, k& &},
deci diferenta a doud argumente ale uwnui numdr complex 250 este un

* multiplu de 2w,

Ezemple. 1. Fie numirul complex z= 1 — i. S& se determine | z|, arg z
i Arg z.
Solu{ie. Deoarece x = 1 81 y = —1, imaginea lui z se afla in cadranul 1V,

adici t* = argz & [_“’25 27:) si

r = |Zi:l/mzzl/2—’ tgt*‘ziz-—i;
X

deci (* = 7Tﬁ(pe fig. II1.2, ¢t* este lungimea arcului mare jz'). Arg z—

={7—:——[—2kn |kez}.

2. Fie z = —I, 84 se determine |z]| §i Arg z.

Solugie. |z|=r= /02 4 (—1)? =1. Deoarece z =0 si y = —1,
imaginea lui z se g#seste pe semiaxa negativd a axei ordonatelor, deci

argz = > i
& 2 5 8(0,1)
Argz={3?ﬂ—l—2krr[k62}.
; . A(1,0

3. Conjugatul z =z — iy al nu- o Ao/

mérului complex z = x + iy, cu ¥ #

# 0, are argumentul redus
(b) argz =2m — arg z Fig. 1IL.2. , C ¥fy-1)




(fig. 111.3). Intr-adevér, dacd |z | =
=rgiargz =t* atunci Z =r cos t* —
—ir sin t*=r [cos (2m — i*) +
41 sin (2m — #%)], deci 2w — it*
€ Arg 2 §i cum 0 <2m — ™ < 2m,
2r — t¥ = arg 2.

4. S& se scrie sub formé trigono-
metricd numérul complex z=14
+ cosa +isina, unde @ € 0, 2x).

Solupie. r = |z | =

= |/ + cosa)® + sin’a =

— /9T Foona) =
_sin a
1+ cosa

. a a
2 sin — cos —
2 2

=tgZ, h=C+km kEL

a
2 cos? —
2

1° Dacé a€(0, =), atunci 1 4 cosa>0, sin @ >0, si imaginea lui z se afld
in cadranul I, deci ;

. v a
t* € [0, %] gl cum % = (O, 1;—], obfinem cé ¢* =

sl

a a o a
- 2 leos — +isin—]|.
z 20082[ 2+ 2]

2° Dacé @ € (w, 2n), atunci 1 + cosa >0, sina <0 g imaginea lui 2
: 3 : a ™
se afli in cadranul IV, deci ¢* E[Tﬁ ; 211:]. Deoarece = =] (—2— : n].

1 = % + 7 s
[cos (525- -+ 1:] +18in [-;5 + 7:]]
3° Dacd @ = 7, z =0 §i argz nu este determinat. .
5. S se determine mul{imea punctelor din plan al cdror afix z verificd
conditiile:
?) |z] €2
b) 0< argz<%, z # 0.

a
= 2|cos —
? 2
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E 3§ )

(e} LI |
rcos‘_J\sm‘)

(=)
AN

Flg. 1114,

Flg. 1IL5.

a) Dacd z = z + iy, inegalitatea a) este echivalentd cu

VEW < 2, deci mulfimea cerutd este
{M(z, ) | 2* + y* < 4},
adicd discul [@(0, 2)] (fig. IIL4).
b) Mulf{imea chutatd este {M(z, y) | = >0 51 0 <y < z}==Int A%,
unde C[cos%, gin E] (fig. 1IL5).

relatia

Exercitli
1. 54 se determine mul{imea punctelor din plan ale ciror afixe z satisfac:

a)l [zl =1 b) ﬂ<argz€§§; z % 0;

c) arg z > %, z5#0;d) |z+1] <2

2. 84 se afle forma trigonometric a urmétoarelor numere complexe:
B =5 2=V 341 z=—1+1)/3;2=—i;
B=—2 = |21 )72
e[o, E)u[i, )
2 2

8. 84 se determine modulele 5i argumentele numerelor: z; = cos ¢ — isina, z, =
=sine + icosa, z3=sine+i(l + cosa), z, = cosa + sina + i (sin a — cos a), unde
¢ e R,

Zp =8 —2i, zg=1+ilge, unde a e

§ 2. Operatii cu numere complexe
scrise sub formd trigonometrici

Operatfia de adunare si scidere a numerelor complexe scrise sub forma
trigonometricd nu prezintd un interes deosebit din punct de vedere al calcu-

lirii (se adund sau se scad péariile reale, respectiv parfile imaginare).
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omp lexe

Inmultirea numerelor
Fie z; = ry(cos & + 1 sin #;) §i zp = ra(cos + i gin #5) doud numere
complexe. Inmulfind cele doud numere complexe avem:
2425 = P17a[ (COS 13 COS By — 8in ¢; sin Is) +
-+ i(sin 2, cos ¢ + cos t; sin )] =
= ryrgfeos (8 + £o) 41 sin (8 + 8)], deci

(1) 125 = TiT5[cos (¢ + #3) + i sin (8 + tz)]i
Rezultd ci | 225 | = s, adicd
(2) |zzg | =l | = |2,
§i 2, + 1, este un argument al lui z:z, deci
3) Arg (s1za) = larg z + arg 2 + 2km, k € B}
sau
(3) arg (zzs) = arg 21 + arg za — 2k,

unde k {0, 1} se alege astfel ca membrul II sd aparting intervalului [0,2r).
Astfel am ardtat cd: ‘

Dacd z; = 0 sau z; = 0, argumentul respectiv nu este determinat, dar

atunci z;23 — 0 §i nici arg (z:2,) nu este determinat. : )
Rezultd interpretarea geometricd a produsului z,z,: dacd M, M, sint
imaginile lui 2y, 25 §i P1, Pa intersectiile cercului €(0, 1) cu (0M,, (O M,

gse ia arcul PﬁszAﬁ: in sensul cregterii argumentelor si se d_etern'liné
‘punctul M;€E (OP; astfel ca OM; = OM;+OM,. Atunci M; este 1maginea

lui z2, (fig. 111.6). |
A.I'étatvl ca AOAM]_ ~ A0M2M3.

Formula (1) se poate generaliza pentru:
n numere complexe: Dacd
2y = ri(cos t; + 1 8in &), 22 = ra{cos fa3+4
+ 1 8in 2g), «+ey 3n = Tp(cO8 &, +
+1i sin 2,), atunci
(4) ‘ 2428 el
=Ty *eeer TplCO8 (8 422+ oo+ t,) +
+1i sin (¢ + ta + oo + )]
Demonstrati formula (4) prin inductie
matematicé!
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Ezxemplu. S& se determine modulul si argumentﬁl redus al produsului
(—1 +i )/ 3)(2 — 2i).
Solupie. zy = —1+i]/3 =2 (cos £3'— - igin 2—:] gi zp=2 — 2i =

=2 Vﬁ[cos% -+ i gin :Jf), deci
Al 3 2 Tm) g oinf 2 4 PN =
zlzz_é]/2[cos(3 + ,‘)-]—1 5111[3 + : J_
- 29w . o 29m
—4[/2[005—12——1—1 sm—l?].

Astfel | zyz3 = 41/ 2 5i arg 2125 — ?:’_2“- e 51_’;

Fie z =r(cost 4 i sin ¢) un numir complex gi n EN*. Aplicind formula
(4) in cazul z; = z3 = ... = z, = z, ob{inem
g*=r.r-...rfcos(tt+t4+..+et)+isgn (t+i4+..+1¢]=
n ori n ori n ori '

=r"(cos nt -}-i sin nt), adicd

5) zZ" =r"(cos nt 4+ 1 sin nt) ‘

Se observi, ca
|28 | = |z|" si Arg 2" = {n arg z + 2kn | k € Z}.
Exemplu. S& se calculeze (1 — i)2.
Solutie. Forma trigonometricdi a numdrului z = 1 — 1 este z =
=1/2 (cos Ff +1i sin —7—5] , deci aplicind formula (5) avem 22! = 212 (cos 42w}

+ i sin 42m) = 2% (cos 0 + i sin 0) = 21%
In cazul r = |z | =1 formula (5) ne da

(6) |(cost—l—isint"=cosnt+isinnt{
I

|

Formula (6) valabild pentru orice n € N*, se numeste formula lui Moigre.
Aplicafie. Folosind formula lui Moivre putem afla formule pentru cos 3t

5 sin 3z. Avem in virtutea lui (6):

(7) (cos t 41 sin t)® = cos 3¢ 41 sin 3t.
Calculind direct putem scrie
(cos ¢ + i sin 2)® = cos® ¢ + 3 i cos® ¢ sin ¢ - 3i% cos ¢ sin® ¢ - i%sin®t =
= cos® t — 3 cos ¢ sin® £ 4+ 1 (3 cos® ¢ - sin ¢t — sin® ¢).




Tinind seama i de (7) se obfine:
cog 3t —cos®t —3 cos tmin®t =4 cos? t — 3 cos ¢

gin 3 =3 cos® # gin ¢t —sin®t =3 sint— 4 gin® 2.

nlrnp%in;irea a doui numere complexe

. . L}
Fie 3, =ry(cos ¢+ 1 sin ;) §i 2, = rg(cos tp i sin ) # 0 douy
numere complexe gi

(8)

Atunci 2z, = z;, dedi conform formulelor (2) gi (3')
rrg=ry §i t 4 ty=1; + 2kn, unde k & Z.

2 —z=r(cost-isin).
%y

Agadar
r=2tgit=(t —t,) +2n, kEL
Iy
gi inlocuind aceste valori in (8) obfinem
(9) B = Dleos(ty — ty) 41 sin (& — t3) ].
Zg Iy

Putem scrie:

aoy |Ale lal, A f& — {arg 2, — arg 2 + 2kr | k € T}
2

%3 EA

Astfel am ardtat cé: ..

Modulul citului a doud numere complexe, diferite de zero, este egal cu citul
modulelor celor doud numere, iar un argument al citului este diferenja a cite
unui argument al numerelor date. : T ¥ .

Din constructia imaginii produsului rezultd gi constructia imaginii citului.

0

Pe figura 111.7 M,, My Q sint respectiv imaginile lui z,, 2, -

Zg
My Exemplu. Sa se determine modulul i
8
argumentul redus al numdrului z= (l{/ - _1)1)8

Solufie.

8

= T P i
9 4—}—15111*)
v [[/ (cos : 4J v
il . . Amys
[2 lcos —]-:—‘)E -+ 1s8in T‘)E)J

24 (cos 2 + isin o) e,
4 11 dmy
23 | cos Lo +isin —T:
2 i

Fig. IL7.

= 2[005 [—- %J +i gin [— 72—“]] = 2[005—121 +1i sin—;i] =21,

Astfel |z | =2 i arg z =

NJ]H

1. 84 se calculeze produsul (2[/3 + 2i) (=1 4+ i) (—1—1})/3) sub formi tris
gonometricl.

2. Si se determine modulele si argumentele reduse ale urmitoarelor numere com plexe:

) (24 11/12)% b) (—1 +i)8; o) (1 T_‘HV3 ]“,

i W WY (/B4
d ‘ .

0 (r 11{3]

8. SH se calculeze:
= 5 .1/ 912
) (=1 4+11/3)%; b)[%g“%f] ;

¢) (1 —cosa+isine)?, aeR, n e N*

4, Stiind cd z + 1 2cosa, ¢ = R, si se calculeze
Z

z“+—1—.
zn

5. Si se demonstreze cil formula lui Moivre este adeviiratd si tn cazul cind n este un
numir intreg negativ.
6. S se demonstreze
1+itge l-I—ltgn.!
[1—itng 1 —itgnt

teR—{(2k+-1)§, 3 ez}sineN*.

licina de ordinul n dintr-un numir complex

Fie z un numér complex nenul §i nEN, n > 2. Se numeste
raddcind de ordinul n a lui z orice numir complex Z, care verifici ecuatia
(1) i =z

e n ridicini distinete de ordinul ;

92 o i 3t S t* 4 2kn L1 al
(2) x=y rlco8 ——— 41 8
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Demonstrajie. Scriind pe Z sub formd trigonometricd Z = R (cos T +
+isin T), R >0, T € R, ecuatia (1) este echivalenta cu relatiile:

(3) R =r,

(4) nT =t* 4 2kr, k € B.

Deoarece r este un numir real pozitiv, rezultd cé ecuatia (3) are o solujie
unicd: B = [/r. Din (4) rezulti ci

(5) I s A R

n

Am obtinut multimea rid#cinilor de ordinul n ale lui z:

(6) Zk=]7;[‘cosw+i sinﬂ). k € .
n n
Se pune problema: cite dintre valorile Z, sint distincte? Pentru ke {0, 1,2

,.o., . — 1} obtinem argumente reduse diferite:

x *49 * 4 &
(7) gt g BT 3T T A
n mn n
t* | 2kn t* +2(n—1)n
e vl v e dim o o e

deoarece pentru Yk € {0, 4, 2, ..., n — 1}, T, €[0, 2), iar diferenta dintre
T, si T, nu este multiplu intreg de 27, dacd i # £.
Pentru & = n obtinem
m H 2 i
In:—+ nn=:+2ﬁs

n

care diferd de T, cu 2w, deci Z, = Z,. Dacd k este un intreg oarecare, il
seriem sub forma k=g n-+roeur, g €% si 0 <r<n §i observdm cd

T :t*Jr?.(gn e r)7r= t* + 2rm +2QTE,
n

B =
mn

deci Zy = Z, si astfel am demonstrat cd printre numerele complexe (6) existd

‘exact » numere distincte:

ZO! Z11 veny anvl‘
In particular, dacd z = 1, rddacinile ecuai;ie'i
(8) n—1

se numesc rdddcinile de ordinul n ale unitdgii.
Deoarece 1 — cos 0 4 i sin 0, réd¥cinile de ordinul n ale gnit:‘i';ii, pe

care le notdm cu g, sint: $ 27
2k Lol e e
9 &, =cosTTr 41 sin 77:5, ke {0, 1,2, wy B —1}

Problemd rezolvatii. Imaginile rd-
ddeinilor de ordinul n(n > 3) ale unui
numdr complex z # 0 sint virfurile unu

poligon regulat cu n laturi, inscris in
1

cercul de centru O siderazd |z |".
Rezolvare. Fie z =r (cos ¥* +
+1i sin #*) un numdr complex scris
sub formd trigonometricd, t* = arg z,
|z|'=r. Imaginea lui z . este un
punct P pe cercul €(0, r) (fig. I1L.8).
Fie My, My, M, ..., M, , imaginile lui
- " t* L2k . . 1*4 2k%m
Zh—/;[cos = 4 1sin }:

n

keio 1,2 ..., n—1}

Deoarece OM, = | Z, | = [/'r, aceste puncte apartin cercului elo, I”r).
Pe de altd parte imaginile M, M, ale numerelor complexe Z,, Z, , sint
doud puncte pe acest cerc, pentru care

Fig. IILS8.

t* + 2km ﬁt*—}-ﬂ(k{-])ﬂ

arg Z, = ) ar‘gIZkJr1 =

n
Diferenta celor dou# argumente este mésura unghiului
e
M OMy 4z,
deci

Ty r 27
l"'(MkOMk+1) =arg Zy, —arg Z, = —

m
gi astfel arcele mici MMy, M1 Mz M2Ms, ..., MHI, vy M, M, sint con-
gruente si le corespund coarde congruente:

(MoMy) = (M, M) = ... = (MM, ) =
= e (Mn—-]-.Mﬂ)s

[

) £

deci problema este rezolvata.

Se observd cd in cazul rddicinilor de £3 |,
ordinul » ale unitatii ¢y, €, ..., €., imaginile \
acestora sint virfurile unui poligon regulat

g,
cu n laturi, inscris in cercul @(0, 1), unde = -
virful M, are coordonate (1, 0), deoarece ;=1

(fig. IIL.9 in cazul n = 6). Fig. IIL 9.
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Ezemple 1. S& se calculeze rédicinile de ordinul 3 ale lui —8i.
Solufie. Forma trigonometricd a numérului complex

— 8i este S[cos Eéf- -+ i sin %)
Astfel

z,;=]“/§[cos (§+i;‘1) e sin(-;z + 3’3‘-’")] ke {0, 1, 2).

Zu=2'(00s§ i sin—:—]=2i, Zl=2(00§ 4 sin%):
= — V'E_i, Zz=2[005‘1—;E+i Bin;l;i)=l/§~—i,

2. 54 se calculeze rddicinile de ordinul 6 ale unitétii.
Solupie. Avem de rezolvat ecuatia Z% = 1. Rédicinile ecuatiei sint:

e, =cosfé’i 4 i sin ia“., unde k € {0, 1, 2, 3, 4, 5},

" adica
o 1y .8
g0 = 1, 51:—-"005—;‘*“181“"3‘:‘2—4_1""/‘24’
2n e O 1 V3
€ =008~ + 1 8in —=—5+iz,
i 153 . s Am
€3 =CO8 ™ 4 isin ©w = —1, e4=cos?—{—1 sm?=
1 i/_B 5m . e B 1 /'3
—"‘2‘_'7'1'2‘“,65—008"3ﬁ+131ﬂ—3——’2*_]—2—
Exercigii

1. S84 se calculeze rddécinile de ordinul n ale lui z in urmétoarele cazuri:
alen =2, s = 1B m s 8 = ki ol e, = L ot Q) e O e .:Jff
: 1—i

2. 84 se determine rddicinile de ordinul 3, 4 si 8 ale unitafii.

8. 84 se demonstreze ci ridicinile de ordinul n ale unititii sint egale cu puterile unei
ridacini particulare ;. (O astfel de ridicind se numeste rdddcind primitivd de ordinul » a
unitatii.)

4. g = 1, e,, €, fiind rdddcinile de ordinul trei ale unitiii, si se arate ci: e, = g,
(e1)? = (e1)™ = €3 §i (e2)® = (€)' = ;. \ .

6% Stiind cd numdirul complex Z verificd ecuatia Z* = z, 54 se arate cd nume-
rele —Z, iZ si —iZ verifici aceeasi ecuafie. Aplicafie: Si se calculeze (I — 2i)! si s4
se deducd rddicinile de ordinul patru ale numirului —7 4 24i.

6*. 34 se arate cfi, dacii numerele naturale m si n sint prime intre ele; atunci ccuafiile
2m — 1 =0 gis" — 1'= 0 au o singuri rddicind comuni.
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§ 4. Ecuatil

binome

Definitie. O ecuafie de forma

(1) M4e=0,eceC,neNn>2

ge numeste ecuafie binomd. .
Pentru a rezolva ecuatia (1) vom scrie numérul —¢ sub formd trigono-

metrici. Astfel ecuatia (1) este echivalentd cu
z" =r(cos ¢ + i sin t),
deci rddécinile ecuatiei (1) sint ridécinile de ordinul n ale num&rului com-
plex — ¢. Astfel, ecuatia datd are n rddicini diferite.
FEzemple. 1. S& se rezolve ecuatia binomy z° — 8 = 0.
Solugie. Forma trigonometricd a numirului 8 este 8(cos 0 +i sin 0).
Ridacinile ecuatiei sint:

Zn=2(°°s 3’;2 4+ i sin%ﬁ]. ke {0,1, 2}; 20=2,
21:—1—’-'i V—B-; Zg=""1—i ]/:3-

2. Si se rezolve ecuafia
2+ —-i)zt—i1i=0.
Solupie. Ecuatia datd este o ecuatie de gradul doi in z*. Obfinem: z
sau z* = —1. Solutiile acestor ecuatii binome sint:

VI (12, L(£V2= VE£i/2E V)

8. Scriind ridécinile ecuafiei 2* — 1 =0 sub formd trigonometricd gi

4

=i

. . . v 2n . 2w
rezolvind aceastd ecuafie gi pe cale algebricd, si se afle cos — §i sin~

. e - " (- v
S& se deducd valorile lui sin ﬁ). 008 ﬁ]. sin =, cos — i si se calculeze

lungimile laturilor unui decagon regulat gi ale unui pentagon regulat, inscrise
intr-un cerc de razd R. .
Solugie. Radgcinile ecuatiei 25 — 1 =0 sint

2’;"-. ke {0 1,23 4

N cos%-{—i Sin
Pe de altd parte z° —1 = (z — 1)1;2(z2 —i—zia +z + % + 1) 3i notind z 4
—]—% =y (In conformitate cu metoda de rezolvare a ecuatiilor reciproce),
gésim z% 4 zin =y?—2
—1,4+/5

P+y—-1=0, ya=—"75—:
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deci
5 al/ 5 + 1
22+ —5—2+1=0 unde ¢« = £ 1,
) el B A= V1D 54 U V3 Vo s T
21,984 = — 7 +1- e a—1+i 10+21/5
: 4 4 4
de unde
g 22 VBt tn V10 + 21/ 5
E 1 ln oy »
< 4
(.,,Hi_sm{i_ ):qmgu V1o —21/5
2 5 5 i
sin 4o = cos Q_ﬁ = 1/5!_ 3 ;
+
1 — cos — % -
SiTl S e =&_Q..ﬁ, oa = 34+V5_ V541
5 2 4 } 5 DR R e T

1. 34 se rezolve urmitoarele ecuatii binome:

a) 22 —27=20,b) 2" -625=0,¢) 22 +1=0,d) (2—38i)z+1+5i=0
2, 84 se rezolve ecuatiile: ) .
a) 22 — 922 + 8=20, h) 28 — 220 + 2 =0,

c) 224+ 6(1+i)z2+56+6i=0,d) 28— 7iz+ 8 = 0.

3. 84 se rezolve ecualia 2 = 2% !, n > 1, n & N, unde Z este conjugatul lui 2.

Indicati n—1 | — —1 gj . z 3 -
ndicatie. |z" ' | = |z |*! si deoarece |F|= |z, rezulti |z|=0sau |z|=I.

fn cazul z # 0, inmultim ecuatia datd cu z si obtinem z% = 1.

Probleme rezolpate. Dacd punctele M,, M, au afizele z, z,, atunct mijlocul

M al segmentului | M, M,] are aftzul Lo Pl 19
2

€20 . B = i = i
Rezolpare. Fie z; — x; + iy, 23 = 2 + iy, Deoarece coordonatele lui

My, M, sint (2q, ¥1), (23, ¥3), M are coordonatele [Il—t—mi, y’—gﬂ) Rezultd

cd afixul lui M este \{
"'1j)‘ Ty 1 Y ’; Ya _ (-}"14‘7@1)7:*—#(‘1;_4’_17_2)_ B %+ % u,)
& 5 2 = 9 o
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M3 M; (za)

My
M%)
M-z My(z2,

My
Fig. 1IL10. Fig. 1L.11. M, (2,)

Problema 2. Daci punctele My, Mz, Ms, M, sint coliniare gi segmentele
[ My M), [M:M4] au acelagi mijloc, atunci M, M,Ms;M, se numesgte parale-
logram degenerat (fig. I111.10). S& se demonstreze cd imaginile numerelor
complexe zy, zg, z3, %1 Sint pirfurile unui paralelogram MiM;MsM, (propriu
sau degenerat) dacd si numat dacd

(1) z+ 23 =2+ %

Rezolpare. Dacd M M:MsM, este un paralelogram propriu sau dege-
nerat (fig. 111.11) [M1Mg] 51 [ M,M,] au acelasi mijloc. Deci afixele z; ale punc-
telor M; verificd relatia

Z; + %3 2y 1 %

2 2
si rezultd (1). Reciproc, din (1) deducem cid [M1Ms)] si [M.M,] au acelasi
mijloc. Dacé punctele M; nu sint coliniare M, M,M;M, este un paralelogram
propriu-zis, iar daci sint coliniare, atunci conform definitiel, M; MMM,
este un paralelogram degenerat. :

Observajie. Dacid M, M’ sint imaginile lui z, 7, atunci imaginea sumei z - 7’ este cel
de-al patrulea virf P al paralelogramulut (eventual degenerat ) MOM'P (tig. 111. 12), iar imc
ginea diferentei z — z’ este virful Q al paralelogramului OM'MQ (fig. 111.13).

Deoarece MM’ = 0Q, avem gi urmétorul

(2)
P(z+Z) M(;ﬂk
M(z) £ \ww?:)
; ‘
7 /
/
M{z} 0.(2‘-2')\ ﬁf
Ofe )

olo) Fig. TIL12. 1118,
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e

gxercitll

1. S& se arate cd mijloacele laturilor unui patrulater oarecare sint virfurile unui
paralelogram.

2. Fie M,M,M,M, §i NyN,NyN, dou¥ paralelograme i P; mijloacele segmentelor
[MiN;], i< (1, 2, 3, 4). S& se arate ci PiP,P,P, este un paralelogram sau un paralelogram
degenerat,.

8. Fie functia f: ¢ — €, f(z) = az + bla, b & C, a  0). Dack M, si M, sint de afixe
zy gl 2y, iar M si M, de afixo f(z) si f(z,), sd se arate ci

(3) MMy = |a | MM,
Avem
(&) MM, = M,M,, dacd si numai daci |a|=1.
(Egalitatea (3) definegle asemanarea, iar egalitatea (4) defineste izometria.)
4. Aritati ¢ funclia z— 3, z = € defineste o izometrie, (Vezi exercifiul 3.)

6. Fie M,, M, de afixe z,, z, % 0 i zp = dz;. 54 se arate ci semidreptele (OM,, (OM
coincid (respectiv sint opuse) daci §i numai daci « > 0 (respectiv « < 0).

8. Se considera punctele M,, M, M, de afixe z, z, z3, My 5= M, Si se arate:

a) Mye (MM, "% - .
I3 — 3y

b) Mye MM, <" % g
' By — %y

Indicajie. Se construiesc imaginile lui %y — 2 $i 23 — 2 in conformitate cu problema 2
rezolvatd gi se {ine cont de exerc. 5.

7%, Demonstra{i teorema lui Pompeiu: Dac# punctul M din planul triunghiului echi-
lateral M M,M, nu aparfine cercului circumscris trionghiului M, M,M,, atunci existd
un triunghi avind lungimile laturilor MM,, MM, MM,

Indicafie. Putem presupune ci afixele lui My, My, My sint 1, ¢, ¢® unde €* = 1, Se

foloseste egalitatea (z — 1)(e® — g) + (5 —¢)(1 — ¢?) = (s — €?)(1 — e), valabily pentru
orice z = (.

Exercitii recapitulative

1. 84 se reprezinte mulfimile punctelor din plan ale ciror afix satisfac relatiile
a) 2|21 b)1<|2—1|<2;¢) |3—i)|<1;qd) 0<argz<%; 6 la—2|=
= |z — 5 |, unde z, si z, sint afixele a dous puncte fixe din plan.

& B84 se efectueze calculele:

a) By = VE T 3 )

(VF—i)P o
b) Ey =1 + 3(cost 4 isinz) + 3(cos ¢ + isin ¢)* + (cos ¢ +\i,si'nlt)=.
8. Fie expresia E(s) = 28 — 8 + 52 4 1 — i; s se calculeze E(1 + i),
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4. 84 se afle pozitia celui de al treilea virl al triunghiului echilateral, afixele a doud
virfuri fiind 2z, =1; 23 =2 + 1. ‘ '

B*. Fie z,, 25, 3, trei numere complexe, nenule, distincte doud cite doud gi dle mﬁﬁﬁ

o 1y 1] ’

egale. S4 se demonstreze cli, dacil z; + 2p8y; %2 + %% §1 & + z 2, sint numere reale, a
2385 = 1. [

6. Notind cu G multimea rédécinilor de ordinul n ale unititii, G = (eq, €1, €ay +++ En—1)s
s se demonstreze cé

a) ejre; 6, Vi, je{0, 1, 2,...,n— gy

b eteq vie(o 1, 2., n— 1} ‘

%, 94 se determine numerele complexe de modul unu care satisfac relafia:

= S E\ =
z z | _
8*, Fie ecuatia az* + bz +e¢=10,4a,b, c = ¢ $i. arg a + :a}rgc =2 acrl’glb f:itall: | 4
+ |e|=|b| S#se arate ci ecualia datit are cel putin o ridécind de modul u ;
9%, Fie z,, 25, 55 trei numere complexe nenule, astfel ca | z; | = |22 | = |2 |-
a) S# se demonstreze cil existd numerele complexe « si B astfel ca 2, = oz, 23 = P2y
i = [y s
v Hthl) Séli Bse rezolve ecuafia o + p? —af —a— P+ 1 =10 in raport cu una dintr
necunoscute.

i daci
¢) Folosind eventual rezultatele de la punctele a) si b) sé se demon?treze ci iaz
i = 2
z? + zg 57 zg = ZyZgt Zg%a -+ Zy%s, atuncl avem 2z, = z = Iy gau numerele z;, 2z §1 23
gint afixele virfurilor unui triunghi echilateral.




Notiuni 2
o, 2;11;11:3 fl.H.ldaIunBIltale al.cjr geometriel in spatiu sint: punctul, dreapta
A é msa fmfia §1 mdsura unghiurilor, notiuni intilnite in geometrisl plan; ];;
i adaugé notiunea de spagiu. In i ’
‘ ' fiun ftu. In geometria pland existi i
plan, in geometria in spatiu vom avea mai inulte plarf)e e

Axiomele de incidentd in spatiu sint urmitoarele:

. 'bécé ( t In acest caz cele doud plane se zic secante
anumite puncte sau drepte sint si ]
: : ¢ e sint situate intr- i
¢l ele sint coplanare. T

) dreaﬁ?;.:zr;ﬁié;;:;Pa)iit?ﬁe‘:edl.xcem ugor ci ezis!d‘ cel pujin un plan, si existd cel putin
I.5 respectiv 1.4 rezult’a;cé'\ e;ist‘:ix;?l;ﬁpﬁ‘;:i e dlSt.iﬂC'tE e
; drcapm‘ vt ikl n plan continind punctele 4, B, C-gi cel putin
3 uﬁi:::; ‘11.05 nf;?:; ;:i\étr:i i};unct; gate aga.r’;in cuel putin unui plan. Teorema
b P e unicfna .5, stabilind cd dacd punctele sint necoli-

Mmaon

e eDJ;r:;nsér{‘)alfie. '%‘mmd seama de axioma I.5 este suficient s& aritdm ci nu

Hp 4 plane dlstmcte' c(.)n’ginind punctele A, B, C. Presupunem

i : unci existéd planele distincte « i g astfel ca 4,B,C E« si A,B,C =
zultd cd « NP este o dreaptd, in contradictie cu ipoteza,. .

ma
y O { ) ’
3 I Dads draant 7 . —
Lk ( e 01
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A
] -7
d A d' d
G
B o
Fig. 1V.1. Fig. 1V.2.

i puncte distincte ale luid confinute in
cici in caz contrar intregul spatiu ar fi
din axioma L5 cd existd un plan f

Demonstragie. Fie A §i B cele dou
planul «. Putem gési un punct C & a
inclus in «, in contradictie cu I.3. Stim
care contine punctele 4, B, C s cum C & a, planele o gi @ sint distincte.
Dar A si B aparfin gi lui a gi lui §, deci « N B este o dreaptd (axioma 1.6),
iar in virtutea lui 1.4, « N B = AB = d, prin urmare d C a. S

Demonstra;ié. Pe dreapta d existd doud puncte distincte B i C (1.3),
(fig. IV.1). Planul (ABC) include intreaga dreaptd d, céci contine doud puncte

ale lui d (teorema 2). Agadar, (ABC) este un plan ce contine pe A si d.
Fie « un plan oarecare, care contine pe A si d. Planele « si (4BC) avind

in comun punctele nocoliniare A, B, C, din teorema 1 rezultd ci « = (ABC).
Agadar (A BC) este unicul plan continind dreapta d gi punctul A.

Demonstraie. Se ia un punct Ac=d, A# O sise aplica teorema 3

dreptei d si punctului A.

& 1. 84 se arate cd dacd o dreaptil d nu este continutd intr-un plan <, atunci inter-
sactia d N« este fie mul{imea vidd, fie este formata dintr-un singur punct.
9. Si se arate ca oricare ar [i planul o, exisld cel putin un punct nesituat in planul o.

¢ 8. Existd doudi drepfe fard punct comun.
4, S3 se arate cd [iind datd o dreapld oarcc
contin dreapta d.
Indicatie. Aratafi ca existd un punct 4 & d. Prin d si A trece planul a = (Ad).
Exists. B & « (axioma 1.3). Planele « i § = (Bd) sint distincte i fiecare contine dreapta 4.
¢ b. Se consideri dreptele d, &', d” astfel ca, luate cite doud, sd se intersecteze. Sa
se arate ci atunci cele trei drepte au un punct comun, sat sint agezate intr-un acelagi plan.
6. Fie A, B,-C trei puncte necoliniare si D un punct nesituat in planul (ABC). 54 se
arate: a) punctele D, A, B nu sint coliniare i nici D, B, C; D, C, A; D) intersectia plane-
lor (DAB), (DBC), (DCA) este formatd dintr-un singur punct.
7. Folosind notatiile exercifiului 6, se jau punctele E, F, G, distincte de 4, B, C, D
astfelca E e AD, Fe BD,Ge CD; fie BC NFG = {P},GENCA = {Q}, EF NAB = {R}.
94 ge arate ci punctele P, Q, R sint coliniare (teorema lui Desargues).

are d, existd cel pubin doud plane care

53




8. Se considerd dreptele d si d’, nesituate intr-un acelasi plan si punctele distincte
A, B, Cedsi D, Eed. Cite plane diferite putem duce astfel inctt fiecare s& contind trei
puncte necoliniare dintre punctele date? Generalizare.

t A3
Demonsirafie. Este clar cé primele trei axiome de incidentd ale geometriei
in plan sint verificate. Rdmine de aritat ci dacd A, B sint puncte distincte
ale lui «, atunci existd o singurd dreaptd d situatd in «, cu proprietatea
A =d, B = d. Axioma 1.4 ne asigurii cd A B este singura dreapti cu A & d,
B € d. Dar ca este situatd in « in virtutea teoremei 2.

Admitem axioma riglei, aziomele unghinlui gi axzioma de congruenyd, chiar
sub forma in care ele sint enungate in geometria pland. Admitem axioma de
separare peniru fiecare plan.

Acestea sint axiomele geomelriei absolute in spativ.

Rezultd cd In fiecare plan sint valabile axiomele geometriei absolute
plane, deci sint adevdrate toate teoremele demonstrate in Capitolul I al
manualului pentru clasa a 1X-a. Mai mult, doud segmente congruente nu tre-
buie s# fie agezate in acelagi plan, nici doud unghiuri congruente. Axioma de
congruentd se referd acum la doud triunghiuri ABC si A’'B'C’, situate in
acelagi plan sau in plane diferite, Teoremele de congruenti ale triunghiurilor
se extind imediat la doud triunghiuri in plane diferite.

In ceea ce privegte relatiile ,dreapta d separd punctele A gi B« gi ,dreapta d
nu separd punctele A gi B“, ele au sens numai in cazul cind d, 4 si B sint
situate in acelagi plan i bineinteles A, B& d (prima relatie inseamnd ci
[AB] N d # &, a doua inseamndl cd [AB] N d = @). De acest fapt trebuie
sd tinem seama in enuntul axiomei de separare, cind ne referim la geometria
in spatiu:

A xioma de separare. Fie d

Definifie. Doud drepte se numesc paralele dacd sint coplanare si nu au
punct comun. Dreptele paralele d gi d’ se noteaza: d|| d’.

Observim cd in spatiu existd perechi de drepte fird punct comun care nu
sint paralele. De exemplu, dacd 4, B, C', D sint puncte necoplanare, atunci
dreptele AB gi CD nu au punct comun si nici nu sint paralele (fig. IV.3).

Oricare ar fi dreapla d si punctul A nesituat pe d, existd o dreaptd d’ para-
leld cu d, care trece prin A. Intr-adevir, folosind cunostinte din geometria
absolutd plandi, construim in planul (Ad) o dreaptd d’ care trece prin 4 si
nu are punct comun cu d (se duce AB | d §i apoi in planul (Ad) o perpendi-
culard prin A pe AB) (fig. IV.4).
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Fig. 1V.8. Fig. 1V 4.

Nu putem insd demonstra cu ajutorul axiomelor enuntate pind acum, ca
dreapta d’ este singura paraleld prin A la d. De aceea admitem o ultimé axioma,
care impreund cu celelalte definegte geometria cuclidiand in spajiu:

Axioma paralelelor, Prinfr-un i‘.:uu".‘_' | exterior unei drej ad, trece

mult o dreaptdi paraleli ¢un d.
Rezultd: Printr-un punct exterior unei drepte trece o singard paraleld la

dreapta data. : _
Retinem cd doudl drepte paralele d, d’ sint incluse intr-un plan unic, care

se noteazd cu (dd’).

-xercitiu

9. Arittaji cil cxistit o infinitate de plane, care conlin o dreaplit dalii d.

§ 2. Constructii Tn spatiu

Sd rezolvam problema urmitoare:

Fiind date dreptele d, d' nesituate in acelagi plan, si puncltulu/l. g dUd,
sd se delermine o dreaptd a, care sd treacd prin punctul A si sd intersecteze
dreptele d si d'.

Presupunind problema rezolvati g
ale dreptei a cu d, d' (fig. IV.5) se
observil cd punctul P apartine atit pla-
nului (Ad’) cit si dreptei d. Asadar
pentru a rezolva problema vom proceda

i notind cu P, @ punctele de intersectie

astfel: A
1) Determindm planul (Ad"). ./-"‘5-'
9) Cautdm intersectia dreptei d cu

planul (A4d’). Daci punctul de inter-

sectie nu existd, problema nu are solu-

tie; dacd existd, il notdm cu 12




3) Unim punctele 4 i P cu o dreaptd.

4) Cutdm intersecfia dreptelor coplanare AP i d’. Dacd AP si d’ se
taie, dreapta AP este solutia problemei. Dacd nu se taie, nu existd solutie.

Asadar, in functie de pozitia reciprocd a elementelor date (dreptele d, ¢’
$1 punctul 4), problema noastrd poate s& aibi sau si nu aibd solutie, si anume:
a) Dac# d taie planul (4d’) §i dacd punctul de intersectie obtinut unit’ cu A,
ne dé o dreaptd ce are un punct comun cu d’, atunci aceasta dreaptd este
solutia cfutatd. b) In orice alt caz problema nu are solutie.

Astfel, raspunsul la problema propusa include un procedeu constind din
etapele 1) — 4) si o discutie. Vom vedea cd multe probleme se rezolvi prin
procedee asemandtoare, numite construcfii in spafiu.

A construi in spafiu o figurd inseamnd a o determina.

Pentru puncte, drepte gi plane avem urmitoarele situatii: Un punct
este determinat dacd este dat ca atare sau dac# este intersectia a doud drepte
date sau intersectia unei drepte date cu un plan dat. O dreaptd se considers
determinatd (,construiti®) dac# este datd ca atare sau daci se cunosec douid
puncte ale ei sau dacd rezultd din intersectia a doud plane date. Un plan este
determinar (,construit*) dacd el este dat ca atare sau se cunose trei puncte
necoliniare ale lui sau doudl drepte concurente (sau paralele) date sau o dreapti
datd si un punct uesituat pe ea. '

In problemele de ,,constructii® sint date prin enunt, anumite figuri gi se
cere determinarea (construirea) altor figuri, satisficind conditii bine precizate.

1. Se dau planele « §i p 5i A, B < . S4 se construiasci un punct M < «, egal depirtat
de A si B, care si apar{ini i planului B.
2. 54 se determine interseclia a trei plane distincte «, 8, .

Rezolvare. 1) Dacd « NP = @, intersectia cerutd e multimea vid4. 2) Dacid « N
este o dreaptd d, intersectia ciutatd este d N vy, care poate fi un punct, mulfimea vidi sau
dreapta d.

8. Se dau: planul «, dreptele d,, d, si punciele 4, B & aUd, Ud, Si se afle un
punct M < a astfel ca dreptele MA, M B si intersecteze respectiv pe d; si d,.

Fie o un plan gi 4, B doud puncte nesituate n acest plan. Daci
segmentul [AB] are un punct comun cu « se spune cd planul « separd
punctele 4 si B (fig. 1V.6) sau A si B sint de o parte i de alta a planului a.
In caz contrar se spune ¢ A §i B sint de aceeasi parte a planului o.

Fie 4 un punct nesituat in planul «. Multimea formatd din
punctul 4 gi din toate punctele situate de aceeagi parte a luj « ca gi A, se
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Fig. 1V.6. Fig. IV.7.

noteazd cu (x4 §i se numegte semispajiv (deschis). Spunem c# « este fron-
tiera lui (a4 si ci (ad este limitat de «.

Demonstrajie. Alegem punctele 0 € o, A € J — « si punctul B pe semidreapla
opusd la (0A (fig. IV.7). Notdm o, = («A si o, = («B. Vom ariita ci un punct oarecare
Me J — wse giseste in o, sau in g,, dar nu in amindoud. Considerim in acest scop un Qlan B
care trece prin 4, B si M. Cum planele distincte « i # au punctul comun O, ele se inter-
secteazd dupi o dreapti d. Folosind in cazul planului proprietdtile de separare invifate in
clasa a IX-a rezultd cd numai doud situatii sint posibile: a) [AM]Nd = @ si [_BM] Nd #+ o
sau b) [AM]Nd # 2 si [BM]Nd = . In primul caz M e o, 5i M & o,, iar in cazul al
doilea M & oy 5i M = o, si proprietatea 2) din enunf este demonstrati. :

Ardtdim acum cd
1) ‘ A = (el = (ad = («d’.

Ludm P = (a4 si demonstrém cd P (A’ Presupunem contrariul, ceea ce inseamn#
¢ existi Q = [A’P] N «. Fie y un plan care contine punctele 4, A’ i P. Deoarece punctul Q
este comun planelor « gi v, aceste plane se taie dupd o dreaptd a, care separd in y punctele
A’ si P. Rezulti ci [AA']Na # @ sau [AP]Na # @, deci [AA.’] Na# @ sau [4P1N
Nea # @. Dar nici una dintre aceste situafii nu este posibili cici A’ e (ad 51 P e (a4,
Asadar («d c (x4’ si analog (eAd’cC (xA. .

Fie («X un semispatiu oarecare limitat de planul «. Daci X S0 = {aed, atunci
din (1) rezultd ci («X = o, iar dacd X = o,, atunci («X = o, si proprietatea 1) este de-
monstrat.

Fie P, Q € ;. Atunci (a4 = («P si din Q € («P rezultd imediat c& [PQ]Na = @.
Celelalte afirmatii de la punctul 3) se aratd in mod analog.

Semispatiile 6; §i op se zic opuse.
Reuniunea unui semispatiu deschis (a4 cu frontiera sa, se numeste semi-
spatiu inchis §i se noteazd [aA.
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<& 1. Dacd punctele A si B apartin semispatiului deschis o, atunci [AB]c o. Pro-
prietatea este valabild si pentru un semispatiu inchis?

2. Dach punctul 4 nu este situat in planul « si B & «, atunci (BA C («d.

8. S4 se arate ci intersecfia unei drepte d cu un semispaliu este fie dreapta d, fie o
semidreaptd, fie mulfimea vidi.

4*, Ardtaticd dacd un plan e si frontiera unui semispatiu o sint plane secante, atunci
intersectia o Mo este un semiplan.

6%, Intersecfia unui plan « cu un gemispafiu este fie planul «, fie un semiplan, fie
mulfimea vida.

6*. Fie 4, B, C, D patru puncte necoplanare si « un plan care nu trece prin nici unul
din punctele date, dar trece printr-un punct al segmentului (4 B). Dintre segmentele (4.B),
(AC), (AD), (BC), (BD), (CD) cite pot fi intersectate de planul ?

7%, Fie d o dreaptd gi «, B doudl plane astfelcad NB = @ sia NP = @. SH se arate
cd daci A ed gi B € «, atunci dc (BA gl ac (BB. ,

8%, Fie (x4 gi (BB doud semispatii astfel ca « 5 B si (ed c (BR sau (ad N (BB =
= @, Sd ge arate cdl a NP =

Defix

Fie o', f’ doud semiplane inchise hmltate de o aceeasi dreaptd d

(fig. IV. 8) Multimea «’ N B’ va fi notatd cu a(ﬂ gi va fi numitd unght diedru
definit de semiplanele o', ’. Semiplanele ', B’ vor fi numite fefele, iar dreapta

. . - - /\
d muchia unghiului diedru o'f’.

:’E’ se numeste unght diedru nul, dacid o« = B’ si unghi diedru plat daci
fetele lui sint semiplane opuse. In cazul din urmd, muchia d trebuie si fie
datd separat. Dacd un unghi dmdru nu este nizi nul nici plat, el se numegte
propriu.

S& notdm cu « §i B suporturile lui a’ si B’ (planele ce contin semiplanele
'« gl B') sifie A € « —d, B S P — d. Prin interiorul unghiului diedru

@ vom intelege intersectia semispatiului deschis limitat de «, care contine
fata B’, cu semispatiul deschis limitat de @, care
confine o:
N
Int «'f" 2 (@B N (BA.

Definitie. Fiea =[0A, b =[0B, ¢ = [0C semi-
drepte necoplanare, avind origine comund O (fig.
IV.9). Multimea

A~ ~ ~ A~
abc =a U bUecU Intab U Intbe U Intea

se numeste unghi triedru. Punctul O este virful, semi-

s iy AN AN
Fig. 1V.8. dreptele a, b, ¢ sint muchiile, iar ab, be, ca sint un-
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)terwrut lui abe se definegte astfel: Int abc got

JrE——" -

ghivrile lui abe. Reuniunea unui unghi al lui abe

~~
cu 1nter10ru1 siu se numegte o fafd a lui abc In-

df (4A N (BB N (YC, unde « = (0BC), B =
= (0CA), v = (0AB).

9. Si se arate c intersectia unui unghi diedru cu un plan « poate fi: un unghi, reuniu-
nea a dou#l drepte, o dreaptd, mulfimea vidi sau un semiplan inchis, gi nu poate fi nici o
mul{ime de alt tip.

A ; :
10*, Fie d muchia unui unghi diedru prupriu wp, Aea’' —d, Bep' —djgi
N
P e Int m’a’ 84 se arate ci: 1) (Pd) N Int a[il’ . (dP. 2) Dacd M ed, Int AMB =
= Int m’B' n(ABM).

11*, Se considerd notajiile exercifiului 10. 84 se arate: 1) punctele A 5i B sint de o
parte gi de alta a planului (Pd); 2) Segmentul (4.8) #" semiplanul (dP au un punct comun.

12*, Dacél abe este un unghi triedru, P < Int (zbc si A, B, C sint puncte pe muchiile
a,b, ¢, diferite de 0, atunci semidreapta (OP si Int ABC au un punct comun (fig. IV.9).
Indicajie. Fiea’, B’, v semlplanele limitate de dreapta Q4 coniinind respectiv punctele

B, C, P. Deoarece P = Int m'B , segmentul (BC) si semiplanul ¥ au un punct comun
Q (exerc. 11). Rezultd ci P, Q sint de aceeasi parte a lui OA; pe de altd parte, P A se

afld de aceeasi parte a lui 0Q (deoarece (AP) N (0BC) = ), asadar P < Int AOQ etc

: | '!Fh"f_:\‘\\ﬁ\? ONnvi

/0. Se numeste mulfime conpexd orice multime de puncte /L care
are proprietatea:
(1) . P,Qe M P #Q=(PQc

Exercitii
& 1. Sise arate ci orice interseciie de mulfimi convexe este o multime convexd.
9. S4 se arate ci urmitoarele multimi sint convexe: planele, semiplanele, orice semi-
spatiu deschis sau inchis si interiorul unui unghi diedru.
8. Poate fi un unghi diedru o mulfime convexi?

4. Care dintre urmitoarele mulfimi sint convexe: a) un unghi triedru, b) interiorul
siu, ¢) reuniunea fefelor sale, d) reuniunea interiorului cu toate fetele?

b. Fie o un semispatiu deschis limitat de planul « §i W o multime convexd inclusd
in planul «. S4 se arate ci mul{imea WM U o este convexd.
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Ueliiilie. Se numeste sferd de centru O i razé r(r > 0) multimea punc-
telor din gpatiu pentru care OM = r (fig. 1V.10).
Ea se noteazd -$(0, r). Interiorul sferei $(0, r) este multimea

Int 80, r) & {M |OM < r}.
Multimea &(0, r) U Int £(0, r) se numégte corp sferic sau bild.

¢ 6. Si se arate .Gﬁ intersectia (0, r) cu un'plan ce trece prin O, este un cerc.
7. Demonstrati cd Int J(0, r) este o mulfime convexi.

V(?m defini in continuare o figuri in spatiu care generalizeazi supra-
fata triunghiulard din plan. Ddm mai intii 0 anumiti caracterizare a supra- |

fetelor triunghiulare, care apoi va servi ca model pentru generalizare.

.Intr-'adevﬁr, fie X =[ABC]. Deosebim cazurile: 1° X e[AB] (resp. X E. [AC]),
altunm seila ¥ = B (resp. ¥ = C); 2° X e[BC),se ia ¥ — X; 3° X e Int ABC, atunci
din tecrema fjr'ansversalei rezultd cd semidreapta (AX taie latura [BC] intr-un };unct Y
deo:.arece X gl A sint de aceeasi parte a lui BC, rezulti [AX]NBC = @ si X =[AY].
Reciproc, d‘acﬁ X e[AY]§i Y e[BC], atunci {inind seama ci [ABC] este o muljime
convexd, din 4, ¥ €[ABC] rezulld ci [AY]c[ABC] si astfel X e [ABC].

' I.Jema poate fi formulatd maiscurt: Suprafata triunghiularg [ABC]
coincide cu reuniunea segmentelor [AY], unde ¥ & [BC]. Luind acum. in.
locul segmentului [BC] o suprafati triunghiulara [ BCD], nesituats in acelasi
plan cu A4, se ajunge la notiunea urméitoare: ;

Dacd 4, B, C, D sint patru puncte necoplanare, reuniunea segmentelor
[AM], unde M € [BCD] se numeste felraedru §i se noteazd cu [ABCD]
(fig. IV.12). Punctele 4, B, C, D se numesc virfurile, segmentele [4 B], [AC],
[AD), [BC], [BD], [CD] se numesc muchiile, iar suprafetele triunghiular;e'
[ABC], [ABD], [ACD], [ BCD] fetele tetraedrului [A BCD]. Reuniunea fetelor

4
A
X
8 y c v
Fig. 1V.10, Fig. 1V.11, Fig. 1V.12,
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]

este numitd suprafajd tetraedrald, iar punctele A

lui [ABCD] care nu apartin nici unei fete for-

meazd interiorul tetraedrului, care se noteazd cu

Int [ABCD]. - 0
In definitia tetraedrului virful A are un rol

deosebit fatd de B, C, D. Teorema urmétoare ne

aratd cd, totusi, multimea [ABCD] rimine ne-

schimbatd dacd virfurile sint luate in altd ordine.

c
Tig. 1V.13.

Demonstrafie. Ludm P e [ABCD] si aritdm ci P €[BACD]. $tim cd existd
M = [BCD] astfel ca P e[AM] (fig. 1V.13). Din lemi rezulld cd existd B’ e[CD] cu
M e [BB’]. Aplicind lema suprafetei triunghiulare [4 BB’] deducem mai intii cd P [ABB’]
si apoi ci existd N=[AB’] cu P [BN]. Folosind lema si in cazul lui [ACD], obtinem ci
N €[ACD]. Asadar P [BN] si N e[ACD), ceea ce implicd P €[BACD]. Analog,
Q [BACD] = Q =[ABCD] si teorema este demonstrati.

rel

8. S4 se arate cid unind mijloacele muchiilor opuse ale unui tetraedru se obtin trei
drepte concurente.

Indicagie. Se formeazi trei paralelograme cu cite o diagonald comun.

9*. S& se arate ci dreptele care unesc virfurile unui tetraedru cu centrele de greutate
ale fetelor opuse sint concurente in acelagi punct ca si cele trei drepte din exercifiul 8.

10*, Fie [ABCD] un tetraedru. Se considerd unghiurile triedre care au ca muchii
L4B, [AC, [AD; [BA, [BC, [BD; [CA, [CB, [CD; [DA, [DB, [DC. 81 se arate ci inter-
sectia interioarelor acestor patru unghiuri triedre coincide cu inferiorul tetraedrului
[ABCD].

11*. S4 se arate cd oricare ar fi punctul M in interiorul tetraedrului [4BCD],
existi P e (AB) si Q = (CD) astfel incit M e (PQ).

12*, Interiorul tetraedrului [ABCD] coincide cu reuniunea segmentelor (PQ) cu
P = (AB) si Q e (CD), iar tetraedrul [ABCD] este egal cu reuniunea segmentelor inchise
[PQ], ¢cind P =[AB] si Q [CD].

13*, Demonstrati cd un tetraedru este o mullime convexa.

14*, Fie W, si W, mulfimi convexe. S& se arate ¢ reunind segmentele [ PQ], peniru
care P = M, 5i Q = M,, se obtine o muliime convexa.

15*. 84 se arate cd interiorul unui tetraedru coincide cu intersectia semispatiilor
deschise determinate de planele fetelor si virful opus respectiv. Caracterizati tetraedrul
ca o intersectie de semispatii.

O dreaptd d si un plan « se numesc paralele daca nu au nici un
punct comun, ceea ce se noteazd d || « sau « || d.
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Fig. 1V.14.

Fig. 1V.15.

Rezultd imediat cd o dreaptd d si un i i
t ; 3 : plan e« ce nu trece pr i
paralele, fie se intersecteazd intr-un singur punct. kit

Existenta unei g i di i &
ik ta unei drepte paralele cu un plan rezultd din proprietatea urma-

1 NDnank } = 7 b ’ a2 w .
L. Daca o dreaptd d este paraleld cu o dreaptd a inclusi
ntr-1 lan e, atunci d este paraleld e¢u planul « sau este continuté in acest

. Demonstrafie. Putem presupune ci d ¢ « (fig. IV.14). Atunci planele «
§1 (da) sint distincte, deci « N (da) = a. Dacd d ar avea un punct comun A
cu planul « din 4 € « 5i A € (da) ar rezulta ¢ A € a N (da) = a, deci
dreptele a si d ar avea un punct comun, ceea ce este imposibil. ’

Proprietatea 2 Dacd o dreapté d este paraleld cu un plan «, iar un plan p
prin d ‘».w‘il\li:!i‘:ﬂl-‘{"l‘(‘.::'i;i planul’ &, atunci « N B este o dreapté p;in';-:.l(?l{t
1)

‘ Demonstragie. Stim cd « N B este o dreaptd d'. Dreptele d si d’ sint copla-
nare gl nu au nicl un punct comun (céet un punct comun al lor ar apartine gi
lui «, deci am avea d N « = &). Rezultd cit d || d'.

oprietat ). Fie d o dreaptd paraleld cu un plan o si A € a. Atunci

la la apta d, dusd prin A, este continutd in planul a.
Demonstrafie. Fie a paralela prin 4 la d §i b = i
) ie. Fi la v d 51 b = o N (Ad) (fig. IV.16).
f;(():nl'orm proprietdtii 2, b || d. Din axioma paralelelor rezultd a f: b, dec)i
o.

ete d’ si d” sint

Fig. 1V.18, Fig. 1V.17,
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Demonstrajie. Dacii d’ si d” ar avea un punct comun A, prin acest punct
ar trece doud drepte paralele la d, in contradictie cu axioma paralelelor.
Asadar d’Nd” = . Trebuie s& demonstrdm c# d’ §i d” sint continute intr-un
acelagi plan. Fie P € d" ¢i « = (Pd’'). Cum d || d’, proprietatea 1 ne arata cé
d c asaud || a Din d"| d deducem c& d" C « (ceea ce in cazul d C a rezultd
imediat, iar in cazul d || « in virtutea proprietdtii 3). Agsadar d' 5i d” .sint
continute in planul «.

1. Fie d, & dou#i drepte paralele. Daci dreapta d este paraleld cu un plan «, sd se.
arate ci d’ || « sau d’ ce.

Indicajie. Conform proprietitii 3 existd o dreaptd a C «, paraleld cu d. Folosifi teo-
rema 1 si proprietatea 1.

2. Se consideri o dreapt# d, paraleld cu planele « 5i B, care se intersecteazi dupd
dreapta a. Aridtati cd d || a.

8. Printr-o dreaptd dati d duceti un plan paralel cu o altd dreaptd d’. Discutati
numérul solutiilor.

4. S# se determine reuniunea dreptelor care intersecteazd o dreaptd datd d si sint
paralele cu o altd dreapti datd d’ (d nu este paraleli cu d'). ‘

5. S4 se construiascd o dreaptd care intflneste doua drepte date si este paraleld cu o
a treia dreaptd datd. Discutie. -

6. Dacd un plan o« intersecteazii planele secante B, v dup# dreple paralele, atunci a
este paralel cu dreapta B nv.

7. Un plan variabil taie doud drepte paralele in punctele M si V. Sa se afle locul
geometric al mijlocului segmentului [MN].

8. Se dau doud drepte. Duceti printr-un punct dat un plan paralel cu ambele drepte.
Discuiie.

9, S4 se construiascd o dreapti care trece printr-un punct dat, este paraleld cu un
plan dat si intersecteazd o dreaptd datd. Discutie.

10. Se dau dreptele dy, dy, dy, astiel ca d, || d3, d nu este paraleld cu dq sl dy @ (dy, dg);
se ia pe dy un punct variabil M. 84 se arate cil dreapla de intersecfie a planelor (d,M)
si (d;M) descrie un plan, cind M variazi pe dy.

11*, S# se arate ci dacd triunghiurile ABC si A’B’C’, situate in plane diferite, au
AR || A’B’, AC || A’C’ si BC || B’C’, atunci dreptele AA’, BB’, CC’ sint concurente sau
paralele. ‘

Definitie. Doud plane a, B se numesc paralele §i se noteazd « || B, dacd ele
nu au nici un punct comun.

xercitii

& 12. 84 se arate ci dacs doud plane sint paralele, orice dreaptd continutd fn unul
din ele este paraleld cu celilalt plan (fig. IV.18).
& 18, Dacdi un plan intersecteazd doud plane paralele, interseciile sint drepte paralele
(tig. 1V.19).
Indicagie. Intersectiile sint coplanare si nu pot avea punct comun.
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Fig. 1V.18. Fig. 1V.19.

Demonstratie. Presupunind cd teorema este falsd, existd planele distincte
' $i a”, paralele cu un plan «, si care se intersecteazd dupa o dreaptd d. Luidm
punctele B € a, A € d i un plan B, care trece prin A si B, dar nu trece
prin d (fig. IV.20) si notdim d; = « N B, d' = &' N B, " = «” N B. Conform
exercitiului 13 :d’ || d; 81 d" || d;.

Avem d’ # d”, cdci altfel o’ gi.a” ar avea in comun dreptele d si d’ in
contradictie cu o’ # «”. Deci prin punctul A trec doud paralele la d;, ceea
ce este absurd. Rezultd cd teorema este adevirata.

Existenta planelor paralele era asigurata de teorema urmaétoare.

Demonstratie. Ducem prin A dreptele distincté a si b, paralele cu planul «
(fig. IV.21). Planul B = (ab) este paralel cu « deoarece in caz contrar dreapta
« N B ar intersecta cel putin una din dreptele a i b, in contradictie cu a || «,
b || «. Asadar am obtinut un plan B, care trece prin A si este paralel cu .
Dacé ar exista.incd un astfel de plan vy, din teorema 2 ar rezulta cd § || v,
ceea ce este absurd (cdci A € B, A € v). Teorema este demonstrata.

Fig. 1V.20. Fig. 1V.21.
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Din demonstratie, rezultd si con-
structia unicului plan f, care trece prin
punctul dat A si este paralel cu planul
dat «. Ducind prin 4 doud drepte
distincte a si b, paralele cu «, se ob-
tine planul (ab) = B.

Dreapta a poate fi oricare dintre
paralelele prin 4 la «, deci toate aceste

paralele sint incluse in B. Reciproc,
orice dreaptd inclusd in P este paraleld
cu « (vezi exerc. 1). Rezultd cd reuni- e

unea dreptelor paralele cu un plan «,
duse printr-un punct A, este un plan
paralel cu « (fig. 1V.22).

Fig. 1V.22.

14. Aratati cid o dreaptd, care taie unul din doud plane paralele intr-un singur punct,
taie gi pe celdlalt.

156. Ardtati cd dacd doud plane sint paralele, atunci un plan care intersecteazi pe
unul din ele dupi o dreapti, taie si pe celdlalt.

16. Dac#l o dreapti este paraleld cu unul din doud plane paralele, atunci ea este sau -

paraleld si cu al doilea plan sau este continutd in acesta.
~ 17. Prin dreptele paralele d si d” se duc respectiv planele « si «’, distincte de (dd’).
34 se arate cd « || &’ sau («Nea’) || 4.

N TN

Demonstragie. Fie AOB, A'0'B’ cele doud unghiuri (04 ||0’A’ si
OB || O'B’) despre care putem presupune cd sint proprii §i nu sint coplanare.
Fie d = 00’. Considerdm cazul: A’ € (dA, B’ € (dB (celelalte cazuri se
reduc ugor la acest caz). Putem admite c¢i (0A) = (0'A’), (0B) = (0'B’)
si B @& AA’ (fig. IV.23). Atunci 00'A’A si O0'B'B sint paralelograme, deci
(AA’) = (00') = (BB’), de unde rezultd cd si AA'B'B este un paralelo-
gram si (AB) = (A’B’). Teorema rezultd acum din congruenta triunghiu-
rilor OAB si O'A’'B'.

Teorema 4 permite s ddm urmétoarea

Prin unghiul a doud drepte d ,;‘i d’ vom intelege oricare din
AN
unghiurile MON, unde O este un punct oarecare al spatiului, OM | d,ON | &'

SN
si m(MON) < [0°,90°] (fig. TIV.24).
Unghiul a doud drepte date nu este determinat in mod unic, dar toate
aceste unghiuri sint congruente intre ele (in virtutea teoremei 4). Asadar
mdsura unghiului a doud drepte are un sens precis. '
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Fig. 1V.23. Fig. 1V.24.

Din teorema 4 rezultd de asemenea ci misura unghiului a doud drepte d
$i d’ rémine aceeasi dac# inlocuim dreptele d §i d’ cu oricare drepte respectiv
paralele cu d si d’. Acest fapt justifici definitia urmatoare:

Dolinifio. Prin directia unei drepte d, notatd cu dir d, intelegem multimea
formatd din d si toate dreptele paralele cud (este 0 multime de multimi). Prin
unghiul a doud direcfii intelegem unghiul format de cite o dreaptd din cele
doud directii (care nu depinde de alegerea dreptelor respective)

Sd insemndm cu @ multimea tuturor dreptelor si si considerim pe @D relatia
iy P.' d, sau d; = d,*, care se va nota cud; ~ d,. Avem evident dy ~dysidy ~dy e d, ~d
deci relatia este reflexiva si simetrici. Dar ea este gi tranzitivi: dy ~ dy, dy ~ dy = d; ~ d,.
Intr-adevar, daci dintre cele trei drepte doua coincid, implicatia este evidenti, iar daci
d,, d;, dy sint distincte atunci dy || dy, dy || dy, dy % dy = d; ||d, in virtutea teoremei 1.

Rezultd ci am definit o relatie de echivalentd. Clasa de echivalen$d determinaty de
o dreaptd d este constituitd din dreptele d’ cu d’ ~ d, adic¥ din d si toate dreptele para-
lele cu d, deci coincide cu dir d. Asadar, clasele de echivalentd ale relafiet | paralel sau egal®
coincid cu directiile.

17

De aici rezultd cd doud directii ori sint disjuncte ori cotneid. S aritim acest rezultat
fira referire la teorema generald a claselor de echivalen{d (de fapt, vom repeta demonstra-
tia generald in cazul nostru). fn acest scop presupunem c& dir d, si dir d, au o dreapti
comund a i aritdm cd dir d, = dird,. Fie d = dird,. Atunci d ~ d,; dar din ¢ ~ dy,
a ~d, (cdci ¢ edir d;, a edird,), rezultd ci dy ~ d, Acum d ~ dy, dy ~ dy implica
@ ~ dy. Asadar d e dir d; = d < dir d, §i analog d’ e dir d, = d’ e dir d,.

Exercitii

18, Se dau un plan «, un punct 4 & « si o dreapti d c «. a) S4 se construiascd o
sireaptﬁ d’ astfel incit: A d’ §i d’ edird. b) 84 se construiasci o dreaptd prin A4,
inclusd in «, care si formeze cu d un unghi de masurd dati a. Cite solutii exista?

. 19%, Aratati cd relafia ,« || @ sau « = B“ definita pe mulfimea planelor este o rela-
tie de echivalenf{d. Determinati clasele de echivalenfi,

20*. Se considerd pe multimea tuturor dreptelor si a planelor relatia ,z ||y sau
@ = y“, unde z gi y sint drepte sau plane. Am definit o relatie de echivalenfy?
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21, Aritafi cd dould segmente paralele cuprinse intre plane paralele, sint congruente.

22. 84 se arate c# prin doud drepte, care nu sint continute intr-un acelagi plan,
se pot duce doudl plane paralele in mod unic. Si se studieze si situatia cind cele dou# drepte
sint coplanare.

28. Fie o i B doud plane paralele, 4, B a, iar CD o dreaptd paraleld cu « si B.
Dreptele CA, CB, DB, DA taie planul B respectiv in M, IV, P, Q. S& se arate cii aceste
puncte sint virfurile ynui paralelogram.

24, Aflati locul geometric al mijloacelor segmentelor care au extremitafile in doud
plane paralele.

Exercigii rec :il'-il.lilz!i:i\'c

1. Prin doui drepte date si se duci cite un plan, astfel ca dreapta lor de intersectie
sd fie continuti intr-un plan dat.

2. Fie a, b, ¢ trei drepte cu un punct comun, iar P un punct nesituat pe ele. Si se
arate ci planele (Pa), (Pb), (Pc) contin o dreaptd comuni.

8. Fie A, B, C, D puncte necoplanare, iar « un plan care separd punctele A gi B;
A i C; CsiD. Ardtati ciaN(BD) # @ siaN(AD) = @.

4. Pe muchiile a, &, ¢ ale unui unghi triedru de virf O se iau punctele 4, B, C; fie

| : o~
apoi D = (BC) si E = (AD). Aritati ¢ (OE c Int abe.

6. Aratafi ci urmitoarele mulf{imi sint convexe: interiorul unui unghi triedru, un
tetraedru fard o muchie (fard o faa).

6. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare si E, F, G, H mijloacele segmentelor
[AB], [BC], [CD], [DA]. a) S4 se arate cd EF || (ACD) si punctele E, F, G, H sint copla-
nare; b) Dacd {M} = EG N FH, si se afle locul geometric al punctului M c¢ind 4, B, C
sint puncte fixe, in timp ce punctul D descrie o dreapti datd d (sau un plan dat «).

7.* Pe dreptele d, d’ se iau punctele distincte 4, B, C respectiv A’, B’, C’. Si se
arate: putem duce prin dreptele A4’, BB’, CC’ trei plane paralele intre ele dacid si nu-
mai dacd

AB BC

A'B' BC :
8% Fie M, M’ cite un punct mobil pe dreptele necoplanare d, d’. 34 se afle locul
geometric al punctului P care imparte segmentul (MM’) intr-un raport dat.

9.* 84 se construiascd o dreaptd care si fintilneascd trei drepte date respectiv in
M, N, P si pentru care MN | NP si fie un raport dat. )

10. Se dau dreptele d, d’ care taie un plan dat « in punctele 4 si A’. 84 se con-
struiascd punctele M, M’ situate respectiv pe d, d’, astfel inctt MM’ || « i segmentul
[MM’] s& aibd o lungime datd . Discutie.

Indicapie. Duceti prin A’ o dreaptd d* || d. Dou# plane paralele cu «, unul fix, altul
mobil, vor intersecta d, d’, d*, in B, B’, B* respectiv in M, M’, M*. Se observd ci

MM*M’' = BB*B’. Problema revine la construirea unui triunghi cu doud laturi date gi
un unghi dat.
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| 11. a) S se afle locul geometric al virfului P al triunghiului MNP, daca laturile
acestuia rdmin paralele cu trei drepte fixe, virful M descrie o dreaptd datd d, iar virful N

‘ aparfine unui plan dat «. b) Aceeasi problem#, cu deosebirea ci M descrie un plan
| dat B.

12. Pe muchiile [D&; [0B, [OC ale unui unghi triedru se considerd respectiv
punctele M, N, P astfel ca OM = 204, ON = A0B, OP = A0C, unde A este un

numdr pozitiv variabil. S4 se afle locul geometric al centrului de greutate al triunghiu-
lui MNP,

18.* ABCD si A,B,C,D, fiind douj paralelograme oarecare in spatiu, se iau punctele
A, By, Cy, D, care impart segmentele [AA,;], [BB,], [CC,y], [DD,] in acelasi raport. 54 se.
arate cd 4,B,C,D, este tot un paralelogram.
| Indicatie. Luiim pe (D,A), (CyB) punctele M, N astfel incit

DM CN A4, '

MA NB =~ A4,4'
A MNB, si D,MNC, sint paralelograme.

Am definit unghiul a doud drepte oarecare d §i d’ (nu neapirat situate
intr-un acelasi plan). Daca acesta este un unghi drept, dreptele d gid’ se numesc

perpendiculare i se noteazd d | d'. Asadar, daci m(A?J\f?) = 90°, orice para-
leld la OA este perpendiculard pe orice paraleld la OB (fig. V.1). |

Fie d o dreaptd §i A € d. Putem construi drepte prin A perpendiculare
pe d, considerind planele continind d si trasind in ele prin punctul 4 cite o
perpendiculard pe d. Deoarece prin d trec o infinitate de plane, existd o infi-
nitate de perpendiculare prin 4 pe d (fig. V.2).

; Demonstratie. Fied | a,d 1 b, unde a si b sint drepte concurente, a, C « |
' §1 ¢ 0 dreaptd inclusd in «. Trebuie s aritdm cd d | ¢. Putem admite fard a “
restringe generalitatea cd cele patru drepte trec printr-un punct comun O 1
(fig. V.3). Alegem punctele 4 € a, B € b, M, M' & d astfel incit ele si fie |

|

' M J
: .
|1
/ i’l 0 /\‘B/ i\

| b
l B8 Al _ — — a / !

f . / \ . B} /, /s
| = B e ‘
(0] A /\J M’ .
:' Fig. V.1. Fig. V.2 Fig. V.3,




di.stincte de 0, (OM) = (OM’) 81 A B sé intersecteze dreapta ¢ intr-un punct C.
Din ANOAM = NOAM' si AOBM = AOBM’ rezulty (AM) = (AM') i

(BM) = (BM'), deci ANABM = AABM' §i avem @4’ = m&". Dar
atunci ACAM = ACAM si se deduce c¥ triunghiul CMM' este isoscel; cum
[CO] este mediang, este si indltime. Deci d | ¢. ‘

Teorema 1 ne indreptiteste si dim urmdtoarea

elinifie. O dreaptd d se numeste perpendiculard pe un plan « daci ea
este perpendicularé pe orice dreapta inclusi in planul «. In acest caz se scrie
@ L asaua | dsise mai spune cf « este perpendicular pe d.

Cu acest termen teorema 1 se enuntd astfel: Dacd o dreaptd este perpen-
diculard pe doud drepte concurente confinute inir-un plan «, atunci ea este per-
pendiculard pe planul a. -

Din demonstratia teoremei 1 rezults imediat §i un mod de a construi un
plan perpendicular pe o dreaptd d, printr-un punct P < d, deci rezultd si
existenta unui astfel de plan: ducind prin P dreptele distincte a, b _1_d, se
obfine un plan (ab) perpendicular pe d.

Sé considerdm acum dreptele prin P. Cele conjinute in (ab) sint perpen-
diculare pe d. Reciproc, daci d’ 5 P gid' 1 d, atunci d’c (a b). Intr-adevir,
planele (ab) si (dd’) se taie dupi o dreaptd ¢ (fig. V.4). Cum cc (ab), din
teorema 1 rezultd cd ¢ L d. Dar in planul (dd’) putem duce prin P doar o
singurd perpendiculard pe d, deci d’ = ¢ §1 d' C (a b). Am obtinut urmitorul
rezultat: orice plan prin P, perpendicular pe d, coincide cu reuniunea dreptelor
perpendiculare pe d, care trec prin P, Gum aceasti reunjune este determinata
In mod unic cind se dau P gi d, rezultd ci existd un singur plan trecind prin P
§i perpendicular pe d. Acest rezultat rimine valabil §i in cazul cind P & d; |

Teorema 2. Fiind date o dreapti d gi un punct P, existd un singur
plan treeind prin P gi perpondicular pe d. '

Demonstragie. a) Am vizut ci teorema este adeviratd in cazul P € d.
84 presupunem acum ci P & d (fig. V.5). Ducem in planul (Pd) perpendicu-

i

Flg. V.5,
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lara PP’ pe d(P’ € d) si notim cu « (unicul,
plan prin P’ perpendicular pe d. Deoarece
P'P | d, avem P'PcC a, deci P € « si exis-
tenta este demonstratd. Pentru unicitate si
observdm cé daca un plan B contine punctul P
gi f_Ld, atunci PP'c B, deci P’ g .
Din d 1L B si P'cp rezultd B = « si unicita-
tea este demonstrata.

Fig. V.6.
Teoroma 3. Oricare ar fi planul « §i punctul P, existi o singurd
dreaptd care trece prin P si este perpendiculard pe «.

Demonstragie. In planul « alegem dreptele secante b si ¢, si ducem prin P
planele B, y respectiv perpendiculare pe b, ¢, care se taie dup¥ o dreaptd d
(fig. V.6). Avem b | d,c | d, decid L «(in virtutea teoremei 1) §i deoarece
P € d, existenta este demonstratd. Dacé d’ este o dreaptd prin P gi d' | a,
atunci d' 1 b, d' | ¢, de unde deducem cd d' c B §i d’ c y. Dar atunci
d'C BNy =d, decid =d si unicitatea este demonstratd. (Aceastd demon-
stratie este valabild pentru ambele cazuri: P & «si P € a.)

.I“:I;(:ilii'ilii

1. 84 se construiascd o dreapti care si {reacd printr-un punct dat 4 si si fie per-
pendiculard pe doud drepte date d si d’.

2, 84 se arate ca existd trei drepte cu un punct comun, perpendiculare doud cite
doud.

8. TFie a, b, ¢, d patru drepte cu un punct comun, d fiind perpendiculard pe a, &, ¢,
Bd se arate cd dreptele ¢, b, ¢ sint coplanare.

4. Ariitali cd nu existd patru drepte cu un punct comun, perpendiculare dou#f
cite doud.

5. Fie d | a«sid’ | d. Ardta}i cid’ | o

6. 84 se arate cd dou# drepte distincte, perpendiculare pe un plan «, sint paralele,
7. Daci d | «gid' |« atunci &’ | d.

8. Aritafi ci doud plane perpendiculare pe o dreapta sint paralele inlre ele.

¢ 9. Sd se arate ci locul geometric al punctelor egal depirtate de douit puncte distincte

4 si B este un plan perpendicular pe AB, care trece prin mijlocul O al segmentului [4 B], -

fnumit planul mediator al lui [4B)).

Indicayie. Fie « planul prin O perpendicular pe AB. Dact AM = BM, atunci
MO | AB, deci M & «. Daci M & o, atunci MO | AR, deci AM = BM.

10. 84 se afle locul geometric al punctelor din spatiu egal depirtate de virfurile unuj
triunghi ‘A BC, '

11. Aratali locul geometric al punctelor egal depiriate de toate punctele unui cerc.

|
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Fig. V.7, A

i|' yerpendie ‘ .. ; ; i}

i

Demonstragie. Deoarece d | AP,

: : d 1L AB, rezultd ci d i
lard pe orice dreapti continutd in ( R

PAB) (teorema 1), deci d | PB.

Demonstratiile teore

Sd considerim un p

punctul A" se numeste pi

| ortogonald a punctului A

| se numeste distanta de lg
d(4, o) S0,

m

melor reciproce se lasi ca exercitiu.
lf.m « 8l un punct 4 & «. Daci AA’ | 2 A" € «
ciorul perpendicularei din A pe planul « sau proiectia’
pe planul «, iar numirul AA4’, notat cu d(A4 :x)
punctul A la planul « (fig. V.8). Daci A ,Ea,,

yoremab. Fie

| P,
Demonstrafie. A’ fiind

A" # M in triunghiul
[AM] ipotenuza.

piciorul perpendicularei din A4 pe planul «,

: ' ‘ dacd
dreptunghic 44’ M segmentul [AA] este o catet

d, 1ar

- IObser-va,tw. lDL'sian_f_a de la un punet A la o dreaptd a (care nu trece prin A) se defineste

;;icli’mu?l iect:;z?;lad[ﬁn;t: dgctrlid 1;1 i)]anul (Aa) perpendiculara din A Pe a $i notind cu‘il'
' stela, distanta de la 4 la a este datd de d(4, a) — 44" s

este cea mai mici dintre distantele AM, unde M < q (4, a) = A4". Se stie ca d(4, a)

perpendiculard pe (ABC); ardtati ca MN | BcC. Moy s ] R
. 13. Fie A.’, B’., C’ picioarele perpendicularelor
spatiu pe laturile triunghiului A BC. Aratati ea duet

¢

duse dintr-un punct oarecare P din

12. Fie ABC un triunghi isoscel ((4B) = (AC))
| nd in planul (ABC) perpendicularele
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'pe laturile lni ABC in A’, B’, C’, se obfin trei drepte concurente. Generalizare pentru un

poligon.

14. Pe planul paralelogramului ABCD se ridicd perpendiculara AE. S84 se calculeze
distantele de la punctul E la dreptele BC si CD, stiind c¢d AB = 2¢, AD = AE = a si

N
m(BAD) = 60°,

15. Se dau: planul « si punctele A € «, B @& «. O dreaptd variabild d trece prin 4 si
este confinuti in planul «. Si se afle locul geometric al picioarelor perpendicularelor din
B pe d.

16. Se dau: dreapta e si punctul A4 & a. Se cere locul geometric al picioarelor per-
pendicularelor din A pe planele care trec prin a.

17. Se considerd un plan « care trece prin mijlocul unui segment [4AB]. Si se arate
cd punctele 4 si B sint egal depirtate de planul «.

18. Determinati un plan care si treacd printr-o dreapt# dat#, s# fie echidistant de
doui puncte’ A i B date si si separe punctele 4 si B.

Indicatie. Planul va trece prin mijlocul segmentului [4B].

19. Printr-un punct dat sd se ducd o dreapti care si intersecteze o dreaptid datd si
si fie perpendiculard pe o altd dreaptd dati.

20. Fie « si B doud plane distincte, a céror G

intersecfie este dreapta d si fie M un punct nesituat
in o UB. Se duc dreptele MM, si MM,, perpendicu-
lare respectiv pe «, B. Si se arate ci dreapta d este

perpendiculard pe planul (MM,M,). B

21. Fie « un plan, d o dreaptd in « §i 4 un
punct exterior lui o. Din A4 se duce perpendiculara AB
pe d(B =d), iar prin B perpendiculara d’ pe d,

N
situatd in «. Se ia pe 4’ punctul C astfel ca ABC A Fig. V.9.
sd fie un unghi ascufit si (BC) = (4B). Din C se
duce perpendiculara CC’ pe AB (C' = AB) si se ia pe (CB) punctul D astfel ca

(CD) = (AC’). 84 se arate ca dreapta 4D este perpendiculari pe planul o.

22*. Se dau un plan o $i un punct A & «. S se afle locul geometric al punctelor
M e o astfel ca segmentul (AM) si aibd o lungime dati.

23. Fie O punctul de intersectie al mediatoarelor unui triunghi ABC si M un punct
nesituat in planul (ABC). Si se arate c¢i OM | (ABC) daci si numai daci (AM) =
= (BM) = (CM).

24. Fie O, A, B, C patru puncte astfel ca OA | OB | OC | OA si se noteazd a =
=0A4, b = OB, ¢ = OC. 1) 54 se calculeze lungimile laturilor triunghiului ABC in functie
de a, b, c. 2) 54 se calculeze aria of 4 BC] si sii se demonstreze relatia {4 BC]® = o{OAB]* +
+ o[OBC)? 4 o{OCA)%. 3) Si se arate ci proiecfia ortogonali a punctului O pe planul
(ABC) este ortocentrul H al triunghiului ABC. &) Si se calculeze distanta OH.

Indicagie. 3) Se va ariita ci AB | CO, AB | OH, din care se deduce ci AB | CH
(fig. V.9). '
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26*. Se consider# punctele necoplanare 4, B, C, D gi dreptele A4’, BB’, CC', DD’
perpendiculare respectiv pe planele (BCD), (ACD), (ABD), (ABC). S4 se arate cd dacl
dreptele A4’ gi BB’ sint concurente, atunci dreptele CC’, DD’ sint coplanare.

Indicatie. Din CD | AA’, BB’ se va deduce ci CD | AB. In continuare se va folosi
faptul ci prin €D putem duce un plan perpendicular pe 4B.

26*, Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. 84 se arate cd AB | CDsi AC | BD
implicd AD | BC.

27*, Pe muchiile unui unghi triedru cu virful O se iau punctele A, B, C, astfel ca
(OA) = (0B) = (OC). S4 se arate ci piciorul perpendicularei din O pe planul (4BC)
coincide cu punctul de intersecfie al mediatoarelor triunghiului 4 BC,

Inegalititi geometrice.

Unghiul unei semidrepte cu un plan

Temd. Dacd triunghiurile ABC si A'B'C" an (AB) = (A'B’), (AC) ==

= (A'C'), A > A’, atw (BC) > (B'C").

Demonstratie. Construim punctul D in semiplanul lui C, fatd de 4B,
astfel ca AABD = AA'B'C, (fig. V.10). Atunci trianghiul ADC este isoscel
$1 (AD c Int BAC, deci gi bisectoarea unghiului CAD va fi situatd in inte-

. . A .
riorul lui lBAC, Prin urmare aceasta va intersecta segmentul (BC) intr-un
punct E. Rezulté (EC) = (ED) i BC = BE + EC = BE + ED > BD —
= B'C".

Corolar. Dacd triunghiurile ABC §i A'B'C* au (AB) = (A'B’), (AC) =
= (4'C"), (BC) > (B'C’), atunci A > A",

Demonstrati corolarul prin reducere la absurd |

Sd considerdm un plap dat « si o semidreaptd datd [AB cu A € «
B & a. Vom studia unghiurile formate de [AB cu diferitele semidrepte de
origine A, situate in planul «. Daci AB | a, toate aceste unghiuri sint con-

e
D c!

A 8 A B’
Fig. V.10.

gruente. Dacd AB nu este perpendicular pe «, unul dintre ele este mai mic
decit celelalte; teorema urmitoare precizeazi acest unghi.

"Toeore ma 1. Fin aunplan, 4 € a, B & «, iar B’ proiecfia ortogonali
a punctului B pe planul « (fig. V.11). Orieare ar fi punetul ¥ < « — [4 F gh
avem
N N
B'AB < MAB.
Demonstratie. Determindm punctul N € (A M astfel ca (AN) = (AB").
Deoarece BB’ este distan{a de la B la planul a rezultd BN > BB’ si apli-

N
cind corolarul de mai sus triunghiurilor ABN si ABB’, obtinem ci NAB >
N "
> B'AB.

A ,
Definifie. Unghiul B'AB se numegte unghiul semidreptei [AB cu planul .
El este cel mai mic unghi format de [AB cu o semidreapti de origine A,

TN .
inclusd in «. Unghiul B’AB se mai numeste unghiul dreptei AB cu planul «.

E xercigii
1. Cu notatiile figurii V.11 avem de

—~ N
asemenea: MAB' < MABR,

Indicatie. Fie MM’ | AB', M' & AB’.
Cum MM’ | BB’, dreapta MM’ este per-
pendiculard pe planul (ABB’). Aplicati teo- x
rema 1 semidreptei [AM si planului (4B B’),

Fig. V.11,
2. Virful A4 al triunghiului isoscel ABC ((AB) = (AC)) se proiecteazi ortogonal
N N
in A" pe un plan « care trece prin BC. Aréta__t.i cd BA'C > BAC (fig. V.12).

N .
Indicatie. Fie D mijlocul lui [BC] si E = (DA’, (DE) = (DA). DA’C este un unghi
exterior al triunghiului A’CE.

" Fig. V.12, Fig. V.18,




0N
Demonstragie. Fie O virful lui abe, A, B, C cite un punct pe a, b, ¢, distincte de 0,
iar B’ piciorul perpendicularei din B pe planul (QAC) (fig. V.13). Conform exercitiului 1

~ N N
m{ad) > m(AOB’), mfbe) > m(50OC).
P ~~ ~ N A~
Dacd B’ Int AOC sau B’ e A0C, suma m(AOB’) + m(B‘OC) este egald cu m(ac), iar

dacd B’ este in exteriorul unghiului AOC, atunci aceastd sum este mai mare decit m(ac).
fn orice caz

N N ~
m(AOB’) + m(B'OC) = m(ac)

gl teorema rezultd din inegalitiitile stabilite.

8. Cu notatiile teoremei 1, fie [4 B~ semidreapta opusd lui [4B’. S4 se arate ci pentru

. N N
orice punct M € o — [AB” avem B”AR - MAE.

4%, Ariitali cd pentru orice unghi triedru abe avems m(ab) + m(be) 4+ m(ca) < 360°.

b* Fie o« un plan, 4 «, iar B si C doud puncte de aceeasi parte a lui « astfel
AN
ca AC | «. Aridtati ci CAR este un complement al unghiului format de [AB cu «.
N
6%, Fie o’B’ un unghi diedru cu muchia m si A= m. Si-se arate ci dintre toate semi-

dreptele cu originea A si confinute in semiplanul f’, aceea formeazi unghiul cel mai mare

posibil cu planul «, care este perpendiculari pe m (suportul ei se numeste dreapta de cea
mal mare pantd a Tui 8 fatd de «).

N
Fie '8’ un unghi diedru propriu si 0, 0’ doud puncte oarecare pe muchia
lui. Se duc in semiplanul o semidreptele (04, (0’4, iar in B’ semidreptele

(0B, (O'B' toate perpendiculare pe 00’ (fig. V.14). Unghiurile AOB

A’0’B’ au laturile paralele; mai mult, ele se gisesc in situatia de pe figura
IV.23 §i din demonstratia teoremei 4 de Ia Cap. IV. §5 rezulti ci

P AN
(1) AOB = A'0'R’.
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A
Prin mdsura unghiului diedra propriu o'’ intelegem
A N
numirul m(«'g’) ¥ m(A0B). . . ;
Relatia (1) ne aratd ci acest numir nu depinde de alegerea lui O € d,

deci el este determinat unic pentru fiecare unghi diedru propriu. .Prin d;afinii,;ie,
un unghi diedru nul (respectiv plat) are ca masurd 0° (respectiv 180°).

x o “n o

Semiplanele ' gi B’ se zic perpendiculare dacd m(a'B’) = 90°.

In acest caz si planele «, B, care contin semiplanele o', §’, se numesc perpen-
diculare gi se noteazd « | B. Evident « 1 B = f L «.

1. Fie « un plan, g un semispatiu inchis limitat de «, «’ un semiplan ct.mt,inut’ in « ?;
@ un numdr real, cuprins intre 0 si 180. S4 se arate ci existd un singur semiplan §’, avin
A
frontierd comuni cu «’, astfel incit B’ c o §i m(a'B’) = a.

Indicagie. Problema revine la construirea unui unghi intr-un plan perpendicular pe
frontiera lui o’

P
O 2. Fie ;’E' un unghi diedru propriu. Construifi un semiplan ¥’ astfel ca m(a'y ):
= m(ﬁa’). Ari#tati ci problema are doud solutii dintre care una este situatd in Int &/B’

e
~ ] S
(numit semiplanul bisector al lui «’f’; suportul sdu se numeste planul bisector al lui a’B’).

3. 54 se arate ca 106111 geometric al punctelor egal depértate dfa doud plane sec:fmte
«, B este format din doui plane perpendiculare, si anume din reuniunea planelor bisec-
2 . .
toare ale unghiurilor diedre determinate de o gi B.

Demonstragie. Daci a = «NB, {A} =dNa« si o, B’ sint semiplane de
suport « respectiv B, limitate de a, atunci ducind prin 4, in planul «, dreapta b

~ 3
perpendiculard pe a, avem d _L b, deci m(a'B’) = 90°.

Fig. V.14. Fig. V.15.
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un punet.

In continuare cj dreapta d =

Exercigii

© 4. Dac# « i B sint douj

plane perpendiculare, id i i
A el - perp ulare, Q e B si d perpendiculara Prin Q pe o,

6. Se considery o drea

ptd d inclusy in planul . Aritati cd reuni
pendiculare pe o, care inters e el i

ecteazd dreapta d, este un plan perpendicular pe .

rente.e. S4 se afle locul geometric al punctelor la egald distan{d de doui drepte concu-

7- Alﬁtﬂ;i 05 un pI&Il o per pe]ldiCu]ﬂl pe dﬂuﬁ p]alle Sﬂcﬂllle este pelpBIlleulaI pe
llltel‘secf.la 10]‘.

8*. Fie A un punct nesituat in planul «. S84 se i i |
‘ ) : afle intersectia tuturor planel
contin punctul 4 si sint perpendiculare pe planul . h e

9*. Duceti printr-o dreaptd datd un plan perpendicular pe un plan dat.

10*. Duceti printr-un punct dat un plan perpendicular pe doud plane date.
11*, Intersectati un unghi diedru cu un plan astfel ca unghiul de sectiune si fie drept.

12. Aritai c4 o dreaptd d $i un plan « i
» perpendiculare pe un alt plan, s
inire ele sau dreapta d este confinut¥ in planul a. k o

18. Fie « ¢i B doud plane perpendiculare, A e «, iar d o dre

: aptd perpendiculari ;
34 se arate ci paralela prin A4 la d este continut in planul «. = =

14. Dac4 trei plane perpendiculare

pe un plan se intersecteazd doui cite d
dreptele a, b, ¢ ardtati cd a || b | c. S

16%, Dintr-un punct 4 se duc perpendicularele 4B i AC pe planele fefelor unui

3 3 /.v\i /\
unghi diedru «’f’. 84 se arate: m(BAC) = m(o?ﬁ') sau m{lﬁ?}'} = 180° — m(cﬁ\':l').

Proiectii ortogonale

Froiectia (ortogonald) a unui
ca intersecfia cu planul « a perpe
noteazd: P* = pr, P

punct P pe un plan « a fost definits in §1
ndicularei pe «, dusi prin punctul P. Ea ge

.

Prin proiectia unei multimi M pe un plan « se intelege mulfimea

PreM = {pr.P | P c 1},

formatd din proiectiile tuturor punctelor din M,

m yrema 1. P L a1 drant -
reorema 1. Pr unei drepte 4 pe un plan « este o dreapti 881

Demonstrapie. Dacd d_|_a, este clar of prod este un punct. S& presupunem

AB nu este perpendiculard pe planu] g
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(fig. V.16) si A & «. Fic A*, B* pro-
lectiile lui A,B pe a §i B = (A4A* B).
Deoarece § contine o dreaptd perpen-
diculara pe o« rezultd cd B L «. Fie M
un punct oarecare de pe dreapta d
$i M* = pr, M. Atunci MM* | AA*
$i MM* C 8, deci M* caNP = A*B*.
Astfel am ardtat cd pr,d c A*B*.

Pentru a demonstra incluziunea
contrard, ludm wun punct oarecare
N € A*B* gi ardtim cd N & pr.d. Paralela la AA*, dusi prin N, este
continutd in planul B, deci va intersecta dreapta d intr-un punct P. Atunci
N = pr, P, deci N & pr, d.

Planul g, determinat prin 8 | a« si 8 D d, se numeste planul proiectant al
dreptei d. Retinem c& proiectia dreptei d pe planul « poate fi obtinutd prin
intersectia planului « cu planul proiectant al lui d.

Fig. V.16.

Exercitli

1. 84 se arate: dacd dreptele d si d’ sint paralele atunci pryd || prad’ sau pred = prod’.
Ce putem spune despre planele proiectante ale lui d i d'?

2. Aritafi cd proiectia unui paralelogram pe un plan este un paralelogram sau un
segment.

N
3. $tiind c4 latura [0A4 a unghiului drept AOB este paraleld cu un plan a, si se arate

cd proiectia pe planul « a unghiului A/O.B este un unghi drept.

4. Fie A’B’C’ proiectia triunghiului A BC pe un plan «. Aritati ci centrul de greutate
al triunghiului ABC se proiecteaza in centrul de greutate al triunghiului 4’B’C’. Este
valabil un rezultat analog pentru ortocentru?

b. 34 se afle locul geometric al punctelor din spatiu care se proiecteazd pe un plan
dupd o dreapta dati.

6*. Fiind date punctelé necoplanare 4, B, C, D, si se determine un plan pe care
punctele 4, B, C, D se proiecteazd in virfurile unui paralelogram.

7*. Se considerd toate triunghiurile din spatiu care se proiecteazi pe un plan « dup4
acelagi triunghi. Sa se afle locul geometric al centrelor lor de greutate.

8*. Fie A4 un punct nesituat pe dreapta d. Determinati un plan « astfel incit prod s
treacd prin pred.

9*. Determinati un plan pe care trei drepte date si se proiecteze dupi drepte con-
curente.

10*, Fie «, B doud plane care se taie dups o dreapti a si fie d o dreaptd perpendiculara
pe a. S# se arate c# proiectiile dreptei d pe planele «,  sint concurente.

11%, Se considerd un triunghi triedru astfel ca nici una din muchii si nu fie perpen-
diculard pe fata opusi. Arétati ci proiectind muchiile pe fetele opuse, se obfin trei plane
proiectante care confin o dreaptd comuni.
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Prin unghiul a doud plane o si B, care

se 'intersecteazi\c\lupé dreapta d, vom intelege triunghiuri au arii egalx]e. E‘inind seama Fig. V.20.
: . 5 i de f 1 ¢ planul o determind ¢
orcare unghi MON, unde O €d, M € o, N = B, f)]aie]éap;u§ica[3£ u:ghiuri tdemaceea;]i
i ([))ﬁ;—qdh ON | d si m(ﬂ@v) < 9'00 (fig. V.17), |  masurd, formula (1) este valabild si in
” intelegem ﬁunsallllnmh': {3,] o H_nghlul.lui *H b BOEh SR f 4
.. dr:?pte, e acesfé]ngrillmga §1 Uilghlul a ‘dOuE‘:l . 3) Considerindu caz’ul ger:eral /
Fig. V.17. unic, dar toate unghiurile a dI;uveS],e P putem presupune o (CCY) < (BB') < |
| - T ua}idne o §1 B'smt‘ < (A4"). Intjersectam planul paralleul
a doud planc secante este un numar unic, egal s o ar., m,afu”.’ unghiului cu 8, dus prin B, cu planul « dupé
rile unghiurilor diedre det ; °8al cu cea mai micd dlntrq mésu- dreapta BD (unde D & (AC)). Punc-

erminate de planel i i
planele « si g, tele A, B, C, D se proiecteazd pe

.;‘ | planul g in 4, B!, ', D’ (fig. V.20). £
| : Notind cu 8, Sz, S, S, ariile triunghiurilor ABD, CBD, A'B'D’ respectiv
. ¢’ B' D', putem scrie conform cazului 2):

! B )
fl; Demonstratia se face in trei etape i i e ‘
i 1 el ' L ot _ S S, = 8,8, + 8 = 8§, deci adunind membru cu membru e litatile
v :)pFIA :iu;aﬁ[BCI] a triunghiului ABC situati in planul B (fig. Vv.18) (DZE)H selo_}itinze relatial(ik) - B
: gd s = prﬂix*i\. Conform teoremei celor trei perpendicularé 1 ; , .
i A D J_ BC, deci ® = ‘U,(ADA’). Din egahtétﬂe S — BC '_"A;D S; gel BC-A'D
i A ' 2 ! Frigsc At

I ’D2: AD - cos ¢ deducem imediat relatia (1),
, ) Latura [ BC] este paraleld cu planul B (fig. V.19). Fie 4’, B'. ¢’ prdiec

fete poligonale situate in planul «, iar " aria proiectiei ei pe planul B.

| tiile punctelor 4, B

i ; lor 4, B, C pe planul 8. Putem duce pri

i paralel cu @, care taie dreapta A4’ in A*. Se ob PumvdI'Eapta BC un plan g* Indicagie. Descompunati suprafata poligonald in triunghiuri.

i CA*A'C', A*BB’'A’ sint d ol O. sérva cd patrulaterele BCC'B, 18. Fie ABC un triunghi, 4B =9, BC = 10, AC = 17. Proiectia triunghiu-
| reptunghiuri, deci AA*BC = AA'B'C’ si ' ) T ) fia -
1 §1 aceste lui ABC pe un plan B are aria egald cu 18. Si se afle misura unghiului planelor

‘ (ABC) si B.

' 14. Se di triunghiul A BC culaturile BC = 4, CA = 6, AB = 3. Seridiciin 4, B, C
| ' perpendiculare pe planul triunghiului si se iau pe ele, de aceeasi parte a planului (4BC),
punctele A’, B’, C’ astfel ca AA" =2, BB’ = 6,CC’ = 9. 8i se calculeze misura unghiulni
planelor (ABC) si (A'B’CY).

16. Triunghinl ABC, avind laturile AB = 5, AC = 12, BC = 13, se proiecteazi
pe un plan paralel cu latura [AC] dupi triunghiul A’B’C’. $tiind cd A'B’ = 4, sd se cal-
culeze B’C’ si misura unghiului planelor (4BC) si (A’B’C").

* 16. Se consideri dreptele OA, OB, OC, perpeﬁdiculare doud cite doud. Stiind ci
0OA — a, OB’ = b, OC = ¢, sil se calculeze misura unghiului planelor (ABC) si (OAB).

1
|
|
12. Aritati cd formula (1) este valabili si in cazul in care § reprezintd aria unei supra-
|
|
|

17. Si se arate ci patratul lungimii unui segment este egal cu semisuma piitratelor
lungimilor proiectiilor acelui segment pe trei plane perpendiculare doui cite doud.

18. O dreapti taie doui plane perpendiculare « si B in A si B. Fie A’, B’ proieciiile
punctelor A, B pe dreapta o B. 1) Ariitali ci AB? = AA™  A'B"™ + B'B* 2) Daci

¥ / ] a, b, ¢ sint misurile unghiurilor dreptei AB cu planele a, B st cu « N B, atunci
“ig. V.18, ST o i
Fie. V.19 O : .
cosc = A——';— si sina + sin®b = sin®c.
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19. Fie ABC an triunghi situat intr-un plan «, 4’B’C’ iscti i
‘ 19, T : _ hi s A proiectia Iui pe un plan B,
1:?1' A’B"C p’rol‘ac’;m triunghiului 4’B‘C’ pe planul «. Notind cu S, &, S” ariile trixfnghis-
rilor ABC, A’B’'C’, A”"B”C” s se arate ci S’ este medie proporfionald fntre § si §”,

cigii capitulati

1. Un tetraedru [ABCD] are (AC) = (AD) = (BC) = (BD). M si ii i
J L = = = . i N j-
loacele muchiilor [AB], [CD], si se arate: R ? e
a) MN | AB, MN | CD, AB | CD.
b) Daci 4’, B’, ¢, D’ si_nt picioarele perpendicularelor duse-din virfurile A4, B, C,D
g;;fec’p‘tj}e;)c:}:nj‘? ale tetraedrului, punctele B, 4‘, N sint coliniare, silafel 4, B, N; D, C’,
c) AA’, BB, MN i ¢C’, DD’, MN sint cite trei drepte concurente.

.2. Dac& semidreptele [0A4 si [OB au originea lor in planul «, OA | « §i OB | o
atunci cele doud semidrepte formeazi un unghi ascutit sau obtuz, dupi cum sint sau_nu
de aceeasi parte a planului a.

3. a) A{'ﬁtagi cd cele sase plane mediatoare ale muchiilor unui tetraedru au un punct
comun. b) 1.3rm acest punct trec si perpendicularele pe fetele tetrasdrului, duse prin cen-
trele cercurilor circumscrise acestor fete. ‘

4. S se afle locul geometric al punctelor din spatiu care au diferenfa péitratelor dis-
tantelor lor la dou# puncte date egald cu un numir dat. '

6. Se dau un plan «, un punct 4 e «, un i i Tk
' : , ,un punct B & « gi un unghi hk. S4 se constru-
lascd o semidreaptd [AM, inclusd in planul «, care s formeze cu[AB un unghi congruent

~
cu hk. Discutie.

’o 6.’ Fie d gi d’ doui drelpte necoplanare. 84 se arate c& existi punctele unice 4 e d,
A’ ed’ astfel ca AA” | d 5i AA’ | d’. (Dreapta AA’ se numeste perpendiculara comund
a dreptelor 4 si d’.)

: Ind_icapie. Existd un plan unic « care trece prin d si este paralel cu d’. Gum A’A tre-
Pule ?a‘ fn‘a conpm}t in planul proiectant al lui d’ pe o, punctul A coincide cu 4 N Pred’
iar A’ cu intersectia lui 4’ cu perpendiculara pe «, ridicata in punctul A (fig. V.21). l
] © 7. Cu notafiile exercitiului 6 fie M ed, M’ = d’. 84 se arate ci AA’ < MM, ega-
litatea fiind posibild numai daci M = A gi M’ = A’ i

8%, Fie A4’ perpendiculara comuni
a dreptelor necoplanare d, d’' si M 4,
M ed’ astfel ca (AM) = (A’M’). S4 se
afle locul geometric al mijlocului segmen-
tului (M M].

9. Intr-un plan « se dau doud drepte
perpendiculare d,, d, care se intersecteazi
in punctul O. Distantele unui punct M
din spafiu, nesituat in planul «, la drep-
tele dy si dy sint egale respectiv cu 3a si
4a, iar MO = 3a}/2. Si se calculeze
distanta de la M la planul e,

10. Se considerd un tetraedru
[VABC] cu urmétoarele proprietati: 4 BC
este un triunghi echilateral de latur§ a
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(ABC) | (VBC), iar planele (VAC) si (VA B) formeazi cu planul (4 BC) unghiuri de mé-
surd 60°. S se calculeze distanfa de la punctul ¥ la planul (4BC).

11. Se d4 dreptunghiul ABCD cu AB = 4 si BC = 2. Pe planul dreptunghiului
ge ridicd perpendicularele 44,, BB,, CC, si DD,, punctele 4,, By, Cy, Dy fiind de aceeasi
parte a planului (4BC) si A4, =3, BB, =8, CC, =1, DD; =2. M si N fiind mij-
loacele segmentelor [A;C;] respectiv [B;D;], si se calculeze lungimea segmentului
[MN].

12. Toate muchiile unui tetraedru au lungimea a. S se arate ci un virf se proiecteazi
pe fata opusd in centrul de greutate al acesteia. Si se afle masura unghiurilor diedre defer-
minate de cite doua fefe.

N

13. Se considerd un tetraedru [ABCD] asifel ca AB = AC = a, m(BAC) = « si
semidreptele [AD, [BD, [CD formeazi cu planul (4 BC) unghiuri congruente, de masura 3.
S# se-calculeze distanta de la punctul D la planul (4 BC).

14. Fie DE o dreapti perpendiculard pe planul pitratului ABCD. $tiind cd BE =
= [ si misura unghiului format de [BE si (ABC) este B, sd se determine lungimea segmen-
tului [AE] si unghiul lui [AE cu planul (4 BC).

16, Dreapta CD este perpendiculard pe planul triunghiului echilateral ABC de la-
tursl a, iar [AD si [BD formeazi cu planul (ABC) unghiuri de mésurd . 5S4 se giseascd
unghiul planelor (4BC) si (ABD).

P P e
16*. fntr-un tetraedru [ABCD] avem DA =DB = DC =1, m(ADB) = m(4ADC) =

i
=a si m(BDC)=B. Si se afle distanfa punctului D la planul (ABC) si distanta
punctului A la planul (BCD).

17*. Se dau: un plan «, punctele’necoliniare 4, B, C, exterioare acestui plan si un
triunghi DEF C «. 84 se determine un punct P astfel incit, notind cu A’, B’, C’ punctele de
intersectie ale dreptelor PA, PB, PC cu planul o, triunghiurile A’B'C* i DEF si aibi
laturile respective paralele.

18*, Fiind date planul o si-triunghiurile 4 BC, A’B’C’ nesituate in acest plan, s se
determine un triunghi DEF, agezat in planul «, astfel incit, pe de o parte dreptele AD, BE,
CF si pe de alt#i parte dreptele A’D, B’E, C'F si fie concurente.

g*




In capitolele VI si VII se vor studia unele multimi de puncte din spatiul
euclidian numite adesea corpuri geometrice. Pentru ele se vor defini notiuni
§i se vor demonstra proprietiti analoage cu cele stabilite in cazul geometriei
plane pentru suprafetele poligonale.

Spatiul euclidian este un model matematic al spatiului fizic, el reflectind
proprietétile privind forma corpurilor din spatiul fizic §i pozitia lor reciproci.
Corpurile geometrice pe care le vom studia sint imagini matematice ale unor
corpuri bine cunoscute din spatiul fizic. Aceastd circumstantd speciald, intil-
nitd in cazul geometriei euclidiene, ne permite ca in studiul ce.l vom intre-
prinde (cap. VI si cap. VII) sa acorddm un rol important intuitiei spatiale,
cunogtintelor noastre obtinute din contemplarea si studierea spatiului fizic.
Unele teoreme vor fi date f3ri demonstratie, continutul lor fiind justificat doar
in mod intuitiv. Mention&m c& teoremele respective pot fi demonstrate riguros
in cadrul sistemului axiomatic din manual,

dar acest lucru ar mari prea mult
volumul expunerii.

Facem observatia c& notiunile de congruentd gi asemdnare a doud mul-
timi de puncte din plan se extind in spatiu si pastreazi aceleasi proprietiti.
‘Muttimile #, M’ c & se numese congruente dacd existd o functie bijectiva
f: M — M pentru care PQ = f(P)NQ) oricare ar fi punctele P, Q € _n,
iar functia f se numeste izometrie. Multimile #, M’ se numesec asemenea
dacd existd o functie bijectivi f: M — M sio constants & > 0, astfel incit
PQ = kf(P)f(Q) oricare ar fi punctele P, Q & #, iar functia f se numeste
asemdnare.

Daca [L] si [L] sint doud suprafete poligonale incluse respectiv in planele

a $1 B §i[L] = [L"] atuneci ariile lor sint egale, iar daca [L] si[L'] sint asemenea,
£ fiind raportul de asemdnare, atunci raportul ariilor lor este k2

Fie § o suprafatd poligonald cu frontiera poligon, inclusi
intr-un plan a, d o dreapts care nu este paraleld cu planul « si nici confinuti in
acesta gi o’ un plan paralel cu planul «. Pentru fiecare punct M & § se con-
siderd dreapta care trece prin M, paraleld cu dreapta d gi care intersecteazg
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planul o’ intr-un punct M’. Multimea
formatd din reuniunea tuturor seg-
mentelor [MM’] se numeste prisma
(fig. VIL.1). d

Demonstragie. Se va ardta cd legea

' defineste o izometrie. Intr-a- ! Bl

(i;ivgrﬂiagg E’e,N cS M#NsiM- M,N - N,rezulti MNN ﬂ:!dest?

un pa,ralelogra;n (fig. VI.1), (planul (MNM’) taie planele paralele «, «' dupd
ded 8’ = S.

doud drepte paralele). Rezulta ci § ‘ b ‘

Obsefm;:ie. Dacid S =[4:4;... A,] 81 A; = A}-, (2 = 1? 2, 10; r:l)mzral;l:zz

din demonstratia precedentd rezultd ca .?" — [AlAzl 4,,] i E-!.ll; o -

rele relatii: A;4;| 4;4;, [AA;:!;—-T [?lﬁij(}.ij] pien;ru i ;éj, 1(;, Jsi—AI:,i 11|£:,A;11

i34 iA; AA: E[ill L =1y &4 .oy g sl n i‘iny

‘A}L{Ajﬂ ; A[tj:j',][(f;g.Jr\lf]I.i). Per;;rru prescurtare, se va nota p}“lsm:cl ol

[P : T:]AEA ; ;4,1 A} A} ... A,). Prisma este determinatd dacd se dau virfurile ;31.

— 2 s n ses n : 3 , iy B ’

i Suplr'afetele poligonale S, §’, [Ai4i+1Ai+1Ai], (=1, 2, ..',[E:A'_ %

A A A’A']’ se numesc fetele prismei, segmentele [4;4:4], A; L-'F'll,

[(i 1—1 5 1 n—1),[4:4,),[414,],[4;4:], G = 1,2, ..., n), se numesc muchitle

Fig. VIL.1.

’ . a f -l . .'
T ) 1 L1 r : : L = 1 2, veny ”z) Se numesc ¢ u p
p ismet, 1a pllnctele A” Al_ ( 1 ] . Y ri.e rismet
’ ; f ii e l ’ (i == :I- 2 n) 8¢ numesc muchll
numesc ele laff:‘ ale, mllchlll AiAL' ) (L 1 gy

i pri indltimea
laterale. Distanta dintre planele bazelor unei prisme se numeg:t? ztmi‘zi;;nSi
) § . e . . . 7 & ’
rismei gi se va nota cu I. Prin indl{imea unei prisme se va mal in 2 dg :
iy ismei i : iago-
l;Jegmentul determinat de bazele prismei pe perpendmulag‘a (fofmu.nal ris,iei
ld a unei prisme egte un segment determinat de doud virfuri ale p
nald
i iasi fete laterale. o
care nu apartin aceleias fef T =y . Lk
Din gemonstratia proprietdtii 1 rezultd ca poligoanele careie: selt L
) i i etelor
fetele laterale ale unei prisme sint paralelograme.MRil.lmunea G%e]mﬂ gk
; ismetl. Multimea pun
i 3 a sau frontiera prismet. ’ .
risme formeazd suprafal / pret ot .
irisme care nu apartin suprafetei sale formeaza intertorul prismet.

) ; v e e
Suma ariilor fetelor-unei prisme se numeste aria totald a prismet, 16;1; : i
3 o 5 . . r o | A
ariilor fetelor laterale se numeste aria laterald a prismei; ele se vo
pectiv cu o,(P) si 6,(P). Dacd B = &(S), evident

o(P) = o(P) + 2BJ
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. Pflsma cu muchiile laterale perpendiculare pe
prismd dreaptd. Prisma cu pol

regulatd,

1- Sa se demotlstreze C p iel ]‘l]e nui pur t : mn 1 I' Ie
i ! é ro i
S I t u unc d Spato u pe mllchll]e ]at;e a ale
une ]:l sme si t [} anare 5 : L
2. SB dé o] pI'lSIIl.‘} tl"lunghlulal i cu bazele ABC, 5! A’B C I ie D V cellt 4 ] d
. o L E,‘ ﬁ Hlirele de

simetrie respectiv ale fefelor [BC
; C/Bf ’ ’ ’ ’
PR o e lelela 1, [ACC’A’], [ABB’A’]. S4 se arate ca dreptele AD,

8%, Baza amei pri V
prisme este un triunghi echi /
i, nghi echilateral cu latura 6 |/3 i
il eazi pe.cealaltﬁ baza, in mijlocul unei muchii ale l/; Uﬂ.Vh‘f syl
» 88 se afle aria laterals a prismei. ' i ARGl

4. " . .
Baza unei prisme este un pitrat cu latura ¢. Una din fe

Tha : :
alta ‘este un romb cu un unghi de misurd 60°, 84 ge afle aria mtal!;ele echraiuits i

% N ‘ & a prismeli, ‘
o p]anquza unei Prisme este un triunghi echilateral cu Jatura ¢
azel un unghi de masurd 60°. Unul din virfurile buzeli

bazj ; ici i
in centrul cercului circumscris acesteia. S¥ se afle tnéltim

Muchiile laterale formeazg

se proiecteazi pe cealalty

e o ' : : ea prismei si aria totali.
g muc}l‘}.)lmsmé triunghiularg distantele dintre muchiile laterale si i5,i

lillor laterale este 6. S4 se afle aria laterald a prismei o

riei.

7. Baza unei prisme este tri i '
. triunghi echilate
este 6. Una din muchiile laterale formeazi i i
mésura 60°. S se afle aria laterals a prismei

; lungimea muchii
la a; uchiilor laterale
¢u muchiile adiacente ale bazei- unghiuri cu

.o 8 Intr:o prisma triunghiulara,
ariile respectiv de 60 gi 80. 84 se afle
rale este 10.

c;gl}lalfe;e ]ateralel sin’% perpendiculare intre ele si au
a laterald a prismei dacy lungimea muchiilor late-

9%, 4 di
intersectiesglse demonstj'eze ca diagonalele unui paralelipiped sint con
acestora fiind si centrul de simetrie a paralelipipedului

10*. 84 se arate cA int i
! r-un paralelipiped oarec
nale este egald cu suma pétratelor celor 12 muchii PR

curente, punctul de

pitratelor celor patru diago-

1 . u i 1 p
1 I ie O n v If al unui para]ellpl ed oare e
ol arecari ar A, B, C vir fullle situate pe
a t- p Ic tl:ll 0 Sg se delllO]lS tr eze é p Cc G ca lag()ll l p I le-
I]lLlC]lllle care confin u C unectul 3 in re d ala ara

lipipedului in O i
p ce trece prin O intersecteazi (ABQC), este centrul de greutate al triunghi
] riunghiului

ABC si ¢4 0G est 1 4 i i
e = din lungimea diagonalei respective.

12, tntr-un ipi
_ paralelipiped dreptunghic
fac cu .fetele laterale unghiuri cu mésuraga[)" P
pedului gi aria sa, I

, diagonalele au lungi i
' 301 gimea d si
S4 se calculeze lungimile muchiilop paralelip?-
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18*. Se di un cub de laturd 20. Sa se alle distanta dintre o diagonald a cubului si o

muchie laterald pe care nu o intersecteazd.
14, Sa se calculeze sinusul unui unghi formal de doud diagonale ale unui cub.

15. Lungimea muchiei bazei unei prisme hexagonale regulate este a, iar iniiltimea 2a.
sS4 se caleuleze lungimile diagonalelor i masurile unghiurilor pe care le formeazil acestea

cu baza.

16. tntr-un paralelipiped drept, muchiile bazei au lungimile a si b si formeazd un
unghi de misurd 60°. Cea mai mare diagonali a bazei are lungimea egald cu lungimea celei
mai mici diagonale a paralelipipedului. Sii se afle lungimile diagonalelor paralelipipedului.

Secgiuni in prismd

Se considerd o prismd P = [4;45 ... A,A Ay ... A;] si un plan B. Daca
intersectia dintre prisma si plan nu este vidi, atunci multimea § N P se nu-
meste secjiunca prismei din planul 8. Se foloseste in acest caz si exprimarea:
planul @ sectioneazd prisma (fig. VI1.2). Dintre diversele sectiuni ale unei
prisme, un rol mai important il au sectiunile prin plane paralele cu bazele.

Fie o prisma P de baze S i S’ §i inaltime 7. Un plan @ paralel cu bazele,
la distanta I; de baza S, I; < I si situat in acelagi semispatiu cu baza §'
fatd de S, sectioneazd prisma P, deoarece, de exemplu, pe fiecare muchie
laterald a prismei existd un punct al planului B. Aceastd sectiune se numeste
seciiunea prismei prinir-un plan situat la distan{a I, de baza §. Se poate con-
sidera c# intersectia prismei cu planul unei baze este sectiunea printr-un

plan situat la distanta I, = 0 sau I; = I de baza §.
Proprietatea 2. Secjiunca unei prisme de inalfim
plan situat la distanja I, < I de una din baze este o suprafata poligon
gruentd cu bazele piramidei (fig. V1.3).
Demonstratie. Se aplicii proprietatea 1 in care planul & se inlocuieste

prin planul 8.

Fig. VL2, Fig. VL3.
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Observatie. Prin sectiunea unei prisme printr-un plan paralel cu planele bazelor, dis-
tinct de acestea, se obtin doua prisme P’ §1 P” care au o bazi comuna §“, au interioarele
disjuncte si P*U P” — P,

Dintre celelalte sectiuni ale unei prisme printr-un plan se mai definese sectiunile dia-

gonale, care sint secliunile prin plane paralele cu muchiile laterale ce contin cite o diagonali
a bazei.

17. Si se arate ea intr-o prisma triunghiulard oblici distanta dintre o muchie Jaterald
si fata opusi este egald cu iniltimea triunghiului obtinut

prin sectionarea prismei cu un
plan perpendicular pe muchiile laterale.

18*, Baza unui paralelipiped oblic este un romb 4BCD si muchia laterali [AA1]
formeazi cu muchiile adiacente ale bazei unghiuri congruente. 4” fiind proiectia lui 4’
pe planul bazei, si se arate o3 punctele A, C, A” sint coliniare.

19*, Baza unui paralelipiped este un romb si planul uneia dintre sectiunile diagonale

este perpendicular pe baze. Si se demonstreze ci cealalts sectiune diagonald este drept-
unghi,

20. In prisma patrulaterd regulati [ABCDA’B’C’D’] diagonalele [AC"] si [BD]

determini un unghi de masura 60°, 83 se demonstreze ci sectiunea diagonald a prismei este
un piitrat.

21*, Se dd cubul [ABCDA’B’C'D’). Si se demonstreze cd mijloacele muchiilor

cubului care nu contin nici unul din virfurile 4 §i €’ sint coplanare si sint virfurile unui
hexagon regulat. !

22*, Se dd cubul [ABCDA'B’C’D’] de laturi si se considerdi punctele: M mijlocul
lui [BC], P mijlocul lui [447] si O’ centrul fefei [4'B’C'D’]. Se cere: a) forma sectiunii
obfinutd prin sectionarea cubului cu planul (M PO’}, b) aria acestei sectiuni.

23, Intr-o prismi triunghiulard regulati se considers sectiunea determinati de o
muchie a bazei si virful opus al celeilalte baze. Sii se afle: 1) mésura unghiului diedru dintre
planul de sectiune si planul bazei daci lungimea muchiei bazei este egald cu indl{imea tri-
unghiului-de sectiune; 2) lungimea diagonalei fetei laterale daci lungimea muchiei bazei
este a si sectiunea face cu baza un unghi de masurd 60°,

24, Se did cubul [4 BCDA'B'C’D’] de laturd a. Pe semidreptele [CB, [CD, [CC’ se
iau respectiv punctele P, Q, R aslfel ca (CP) = (CQ) = (CR) si CP =

z. 5 se caleuleze
aria si perimetrul sectiunii cubului prin planul (POR). (Discutie.)

25. Fie cubul [ABCDA'B'C’I] de laturd a. Si se construiascd poligonul obfinut
prin sectionarea cubului e planul determinal de virful ¢ si mijloacele segmentelor (4°D’)
1 (BC) si sii se afle aria si perimelrul aces(ei sectiuni,

26. Sd se conslruiasci sectiunea unei prisme lriunghiulare regulate [ABCA’B'C"]
printr-un plan ce trece prin virful A, mijlocul M al muchiei laterale [BB’] si este paralel

cu BC. Si se calculeze aria sectiunii  dacit muchia bazei are lungimea a si muchia
laterala 2a.
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virf V si baad S reuniunea tuturor

Fie§ =[4;4;...44]
o suprafatd poligonald cu fron‘?iera
poligon apartinind unui plan « 'glvun
punct V & «. Se numeste piramidd de

segmentelor [V A], unde 4 & §.

Se observa cd piramida este o ge-
neralizare a tetraedrului. ‘.

Vom nota piramida de virf V si
bazd S prin P = [VA44, ... A,]. Dupé ’
numdrul laturilor poligonului de baz, Tig. V1.4
irami ¥ numi: triunghiulare,
g;irtrlllﬁ;l:e Sstzo(fig. VI.4). Sfprafepele triunghiulare [I./Alfllz],l [Vﬁzlszﬁ]dn.‘;;
[VA,A,] si suprafata poligonald S se numesc fe;‘e.le parc.zmzdfaé.. ;\;1; N
fetelor unei piramide formeazd suprafata .sau.frontwm poakL . l, r;l“a
plinctelor piramidei care nu apartin frontierei sale folrrneaza mtm'"mru plam_
midei. Fetele [VA4,], [VA:43), ..., [VA,A;] se mai nvurrwS(j4 s fff]fﬂu o
rale. Segmentele [V A], [V Asl,..., [VAy], [A143]), [A24s), .., [4, l]h _Sie ;lt::alr’
muchii, iar dintre acestea, [V A], [VAZJ, o [VA,] sint muchi | lullléq‘:
Punctele V, A;, 4y, ..., A, se numesc virfluml, 1ar.A1, Ag ..y, A, se mai xu 195;(;
si virfurile bazei. Distanta de la virful unei plrar'n‘lde la bazg acestelel sle getr;l,r,m_
i’na“ltim.ea piramidei. Prin ,indltime“ se s intelege si segmercll L il
nat'de virf i bazd pe dreapta perpendiculard pe planul‘bazel, us;; pwwmé
iar in acest caz, intersectia acestei (-irepfie cu pjanul bazel sznumegte, ia s
indlgimii; sensul atribuit cuvintului ,,inalt;,lm-e VE.B. rezulta din context.
mida este determinatd dacd sint date virfurile (?1.. - | o

Aria unei piramide este suma ariilor fefelor p1ram1de1., iar af‘%'.t‘l laterald a
unei piramide este suma ariilor fetelor laterale ale acesteia. Deci:

n—i

a(P) :E o[VA;Aiy] + olVA,A,] |5
=1

o(P) = o(P) + B |, B=a(S).

Pirémida de virf V si bazd § =[A;4,... An]_ se Anuvmt.agitﬁ p,”mn_tfq
regulatd dacd A;A, . .. A, este poligon regulat si piciorul ma.l’g,lmn p1ram11 ei
coincide cu centrul poligonului 44, ... A4,. .Inél}nn}eal unei fe‘geTl‘a:eradeui
unei piramide regulate se numeste apotema piramidei (fig. VI.5). Tetraedr
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cu toate muchiile congruente se numeste tetraedry
regulat.

Daci P este o piramidi regulatd, fetele
laterale sint triunghiuri isoscele 81

oy P o
o (P) = perimetrul bazei - apotema

Exercigii

1. E posibil ca tntr-o piramida cu muchiile laterale
congruente, baza si fie: a) triunghi; b) dreptunghi;
¢) romb; d) trapez isoscel; e) trapez oarecare?
2. 84 se arate ci dac# muchiile later

ale ale unei piramide sint congruente, atunci poli-
gonul de bazi poate fi inscris tntr-un cer :

¢ cu centrul in piciorul indl{imii piramidei,
8. 84 se formuleze 5i 84 se demonstreze reciproca proprietitii precedente.

4*, 84 se arate ci daca fetele laterale
unghiuri diedre congruente atunci

centrul in piciorul fnalfimii.

ale unei piramide formeazd cu planul bazei
poligonul de la bazi poate fi circumscris unui cerc cu

6. O piramid4 are ca bazi u

i ! n dreptunghi cu dimensiunile « §i b, inil{imea fiind A,
lar piciorul fn#lfimii fiind centrul

bazei. Si se calculeze aria laterald a piramidei.

G*. Fie [SABCD] o piramida cu baz
pe muchiile [§C] i [SB] respectiv in A’
SA’D’ sint asemenea.

za [ABCD], dreptunghi. Se proiecteazi A si D
§i D’. 84 se demonstreze. ci triunghiurile SBC si

7. Baza unei piramide este un ro
intersectie al diagonalelor bazei.
gruente.

mb si indl{imea piramidei trece prin punctul de
84 se arate c# fetelz laterale ale piramidei sint con-

8. Baza unei piramide este un triun
gruente. S# se arate ci planul uneia dint
bazei.

ghi dreptunghic gi muchiile laterale sint con-
re fefele laterale este perpendicular pe planul

9*. Muchiile laterale ale unei piramide au lun
cu laturile 201/2, 201/3 i 101/2 (/3 +
b) ‘unghiul dintre muchiile laterale si
nate de bazi gi fefele laterale.

gimea 52. Baza este un triunghi

1). 8d se afle: a) indltimea piramidei;
planul bazei; c) misura unghiurilor diedre determi-

10*. Se ridica intr-
cular# pe planul bazei
streze ci suma distanf;

._11. S.& se afle rlnuchia laterald i aria laterald a unei piramide regulate cu lungimea
lgturu bazei a gi in#lfimea h, daci baza este: a) triunghiulari; b) patrulaterd; c) hexagonali.

“12. Sizi se a‘tﬂe Indltimea gi muchia laterald a unei piramide regulate cu lungimea
lat_ur]l; bazei a, gi apotema m, dac#i baza este: a) triunghiulard; b) patrulaterd; c) hexa-
gonali,

un punct al bazei unei piramide triunghi'ulare regulate o perpendi-
ce intersecteazi planele fefelor laterale in trei puncte. S84 se demon-
elor acestor Puncte la piciorul perpendicularei este constanta.
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18*, Se considerd piramidid hexagonald regulatd [.VAJ?CDEF] in care V{i =10
si in#l{imea este 8. 54 se afle: a) o(VAC); b) misura unghiului format de o muchie late-
rald cu planul bazei; ¢) masura unghiului diedru dintre doud fete laterale aliturate.

14.. Intr-o piramid4 patrulaterd regulats [VABCD] aria unei fefe laterale este g.
Unghiul diedru dintre douy fete laterale aldturate are mésura 120°. 84 se afle o[ VAC].

16. Se considerd piramida triunghiulard regulati [VABC] in care latura bazel are
lungimea e §i muchiile laterale au lungimea b. Se considerd punctul D & (VA) astfel ca

DA = L, VA, punctul E mijlocul lui (¥ B) iar punctul Fe (VC) astfel ca VF = X+ VC.
% :

S4 se determine A in functie de a si b astfel ca triunghiul DEF si fie dreptunghic in E.

16*, Si-se calculeze misura unghiului diedru dintre planele determinate de doud
fete ale unui tetraedru regulat. '

17*, Se considerd tetraedrul [ABCD] in care (AB) = (AC) = (AD). sﬁ s arat‘e cEf
perpendiculara din 4 pe planul (BCD) trece prin centrul cercului circumscris triunghiului
BCD.

18*, in tetraedrul [ABCD], AB | (BCD), AB =a, BC=b, BD =¢, DC =d.
S# se afle masura unghiului diedru dintre planele (ADC) si (BDC).

19. 'S4 se arate ci intr-un tetraedru regulat suma distantelor de la centrul bazei la
fetele laterale este egald cu inilfimea tetraedrului.

20, 84 se afle distanfa dintre centrele a doud fete ale unui tetraedru regulat de
muchie a.

21, S4 se calculeze misura unghiului format de o muchie a-unui tetraedru regu.lat
cu una din fefele care nu o contine.

29, Se considerd tetraedrul [S4BC] ale cirei muchii [SA], [§B] si [SC] sint perpen-

diculare dou# cite dou#. 84 se calculeze lungimile muchiilor [LIS'A]. [SB],_ [§'C] in functie de
Jungimile a, b, ¢ ale laturilor triunghiului 4BC. Ce conditii satisfac lungimile g, b, e?

Sectiuni in piramidi

Se congiderd o piramidd P =([VA;4;... 4,] gi' un Plan B. Dacdl
intersectia dintre piramidd i plan nu este vidd, atunc} mul{imea B N P se
numeste secfitinea piramidei prin planul p (fig. VI.6). §i in acest caz, un rol

mai important il au sectiunile prin plane |‘

paralele cu baza.
Fig. VLS.

Proprioetate 1. Dacd indljimea unei
piramide P este I, atunci un plan paralei cu

baza, situal in acelagy semispajiu cu virfi fajc

de planul bazei, la distanfa " de virf
sectioneazd piramida dupd o suprafaja poligo

nald asemenca cu baza, raportul de asemdna

- I
pind — .
/ ~
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Fig. VL7.

lui §” rezulti ci e §1  surjectivi..
AVMN ~ AVM'N' si AVOM ~ AV
deci

Demonstratie. Determinim pe
indltimea [VO] punctul 0’ astfel
cd VO' =TI (fig. VI.7). Atunci
0’ & B si punctele V, O sint de
0 parte §i de alta a planului .
Fie § baza piramidei P si
§" = PNP. Daci M este un
punct oarecare a lui §, V si M
fiind de o parte i de alta a lui B,
segmentul [VAM] intersecteazs
planul B intr-un punct M’ sl
M € PNB =8 Vom arita ci
functia f:§ - g, f(M) = M

v I .
~este 0 asemdinare de raport, 7 Evident, [ este injectivi $i din definitia

Luind punctele M, N S, avem
‘O'M’ (cdci MN | M'N', OM |o'm),

Vo’ /&

I
Asadar MN = £ F(M)f(N) si f este o aseméanare.

o Observagii. 1) Mul‘;imea punctelor piramidei P situaty in acelasi semispatin cu ¥
afd de platlul’ B, reunitd cu § determini o piramidi P’ de virt 7 si bazi s,
2)Dacd I’ = 0, atunci intersectia dintre planul B si piramida P este un punct, virful V.

il — ; ii i i
Dacd I’ = [, atunci intersectia este chiar b

aza S,

h2]3 Intr-o piramidi ltriungl.aiularé regulatd se cunosc lungimile muchiilor bazei si a
muchillor laterale, respectiv a $1 b. S4 se delermine aria sectiunii duse printr-o muchie

laterald si indltimea piramidei.

! 24, uSﬁ.se ducd un plan paralel cu baza unei piramide astfel ca aria laterald a piramidei
ormate s fie intr-un raport dat, g, cu aria laterald a piramidei date.

; 25. Lungimea muchiilor unei piramide
sectiunii prin planul determinat de mijloacele
in&l{imii.

patrulatere regulate este a. 4 se afle aria
a doud muchii alidturate ale bazei si mijlocul

. 226. ufnéi]tlmea unei p}'ramidfa triunghiulare regulate este 8 si lungimea muchiei bazei
este 2: Si se calculeze aria sectiunii cu un plan ce-trece printr-o muchie a bazei si este

perpendiculard pe muchia laterali opusd.

' :7..Un.tetraedru reglflat [ABCD] este sectionat cu planul paralel cu BD, care (rece
prin 4 gl prin centrul fetei [BCD]. Si se afle aria secfiunii daci lungimea muchiei tetrae-

drului este 9.
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28. Intr-o piramida patrulaters re-
gulatd, Ilungimea laturii bazei este a, iar
a muchiei laterale b. S4 se construiasci
sectiunea fiacutd printr-un plan care trece
prin una din diagonalele bazei si este paralel.
cu o muchie laterald si si se calculeze aria
acestei sectiuni.

Prin sectionarea unei piramide P
de virf V si bazd § cu un plan B, pa-
ralel cu baza, se obtin doud multimi
situate in semispatii opuse fatd de
acest plan. Evident, una din aceste multimi este tot o piramid4, iar cealaltd
se va numi trunchi de piramidd (fig. VI.8). _

Suprafetele poligonale asemenea S si ' = P N B se numesc bazele trun-
chiului de piramida i mai exact baza mare respectiv baza micd. Analog cu
notiunile corespunzitoare de la prismd si piramidd se definesc fetele trun-
chiului de piramidd, fetele laterale, muchiile, muchiile laterale, virfurile,
frontiera i interiorul, aria laterald si aria totali. [ndljimea unui trunchi de
piramidd este distanta dintre planele bazelor sau segmentul determinat de
baze pe perpendiculara comund acestora. Se va utiliza notatia T = [44,...
A A1A5... A] pentru trunchiul de piramidd de baze § =[A4,45... 4,]
si 8" =[414; ... A4;], punctele A;, A; apartinind aceleiagi muchii laterale.

Fig. VLS.

o)(T) = suma ariilor fetelor laterale

o(T) = o(T) + B + b |, unde B =o(S) si & = a(S").

Prin trunchi de piramida triunghiulard, patrulaterd etc., sau trunchi de
piramida regulatd se intelege un trunchi de piramida obtinut dintr-o piramida
corespunzatoare. _

Inédltimea unei fete laterale a unui trunchi de piramidd regulati se
numeste apotema trunchiului de piramida. In cazul unui trunchi de piramidi

regulata,

(perimetrul bazei mari + perimetrul bazei mici) + apotema
2

o T) =
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1. 84 se arate cd cele patru diagonale ale unui trunchi de piramid4, ale cirui baze
sint paralelograme, sint concurente.

2. Muchiile laterale ale unui trunchi de piramida patrulaterd regulati formeazi cu

planul bazei unghiuri de misuri « — arctg # . 34 se arate cii dou fefe laterale opuse
sint perpendiculare. !

8. Intr-un trunchi de piramida patrulaters regulatd, diagonalele sint perpendiculare
doud cite doud. Lungimile muchiilor bazelor sint 20 respectiv 10. 84 se determine. insl-
fimea, lungimile diagonalelor, ale muchiilor laterale i ale diagonalelor fetelor laterale.

4. Muchiile bazelor unui trunchi de piramidd triunghiulari regulati sint 2 si 5 iar
iniltimea de 1. Printr-un virf al hazei mici se duce un plan paralel cu fata opusd. S4 se
alle aria secfiunii, ; :

5, Un'trunchi de piramida regulatd are ca baze dous hexagoane regulate cu lungimile
laturilor @ si b, lungimea muchiei laterale este ¢, 95 se calculeze aria laterald a trunchiului,

6. Un trunchi de piramid4 are ca baze dou# romburi cu lungimile laturilor 8 respectiv
6 si cu cite un unghi cu masura 120°, fnaltimea trunchiului este egald cu triplul lungimii
diagonalei mari a hazei mici. Si se calculeze indl{imea piramidei din care provine trunchiul.

§ 4. Multimi poliedrale

Multimile poliedrale constituie in spatiu analogul suprafetelor poligonale

din plan, cu deosebirea ci in acest caz suprafetele poligonale convexe sint inlo-

cuite cu prisme, piramide §i trunchiuri de piramidd.

Se numeste muljime policdrald, o multime de puncte din
spafiu care este reuniunea unui numdr finit de prisme, piramide si trunchiuri
de piramidd, acestea avind doud cite doui interioarele disjuncte.

91 in acest caz, daci P este o mulfime poliedrald, iar P,, P, e
sint prismele, piramidele si trunchiurile de piramida respective, adic
P=PUPU..UP, si Int P, N Int P; = @, i # j, atunci se va spune
cd multimea P se descompune in muljimile Py, Py, ..., P,.

Un punct O al multimii poliedrale P se numeste punct interior al lui P
dacd existd un corp sferic cu centrul in @ inclus in P. Punctele multimii P
ce nu sint interioare acesteia se numesc puncte de froniierd.

1) Punctele din interiorul unei prisme, piramide sau trunchi de piramida
sint puncte interioare pentru aceste multimi. Intr-adevér, pentru un punct.O
din interiorul unei astfel de multimi se noteazd cu r numdirul strict pozitiv
mai mic decit toate distanfele de la @ la fetele prismei, piramidei sau trunchiu-
lui de piramid& din care face parte. Atunci corpul sferic de centru O si razi r
este inclus in mulfimea respectivi.

2) Se considerd cubul [ABCDA'B'C'D'] si piramida [VBCC’] unde
B € (AV) (fig. VI.9). Pentru mulfimea poliedrald formatd din reuniunea
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cubului cu piramida, punctele in- D c

terioare sint punctele interioare ale
cubului §i piramidei, plus punctele A 5
din Int BCC'.

In baza exemplului 1) putem
defini inferiorul unei mulfimi polie-
drale oarecare P ca fiind mul{imea

: (2] c
punctelor interioare ale lui .P.u Mul- ) or Seh
timea punctelor de frt?ntlera ) ale al” L
lui P se numeste frontiera Ilui P. B
In continuare se va stabili o pro- Fig. VL9.

rietate de descompunere a multimi- L |
for poliedrale. In plan, s-a aritat cé orice suprafa.i;a pohgonalua sevdescovmpuge
in suprafete triunghiulare. In mod analog, in spatiu este adeviiratd urmétoarea

1 tetraedre.

Teorema 1. Orice mulfime poliedrald se poate descompune in ¥
Demonstratia rezultd din urmitoarele proprietdti de descompunere a
prismelor, piramidelor si trunchiurilor de piramida.
] Mu".ﬂ.‘;"-'_

Proprietatea 1. Orice prismd se descompune in pri ! Ir ., 1gni
Demonstratie. Se considera prisma P de 'baze S gi 8. Stim cd s;pra(\i?;;
poligonala § se descompune in suprafetele triunghiulare T, T]B, 1, . ;,; 85
cap. I. § 1). Prismele determinate de hazel.f.s Ty, T, ..y Tm,_p al'.lllP el
si avind muchiile laterale paralele cu muchiile latergle ale prismei P, a
rioarele disjuncte si reuniunea lor coincide cu P (fig. VI.10).
Proprietatea 2. Orice prismd triunghiulard se dese
. ok iderd prisma P = [ABCA'B'C'] §i piramidele P, =
] onsidera pris = ; 1 .
= [A‘D'fingg‘]s.tr;@l:e':s{%%‘C’A’] §i pP,-, = [B_’C’A’l(,‘ ]. Cele 'trei pir;amlde au H}llt‘e-
rioarele disjuncte deoarece oricare doud au ca intersectie o faté sau o ﬁuc I;e,
iar reuniunea lor este P (fig. VI.11), deci P se descompune in Py, P, P

Fig. VI.10. A

/.—""/ s s
ﬁ_"._,—_ G e E A\
; /
Fig. VL11.
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Demonstrajte. Proprietatea rezultd din
faptul cd baza piramidei se descompune in
suprafete triunghiulare care impreuna cu virful
piramidei determind piramidele ce realizeazd
descompunerea (fig. VI.12).

L

Proprietatea este o consecintd imediats
Fig. VI.12. a proprietatii 3 (fig. VI.13).

Descompunerea este analoagi celei din proprietatea 2 (fig. VI.14).

Vom admite urmédtoarea proprietate: daci doud multimi poliedrale sint
congruente gi una din ele este descompusi in tetraedrele Ty, Ty, ..., T, atunci
si cealaltd poate fi descompusd in tetraedrele Ty, T, ..., T, astfel ca T; =
Y L e LR TR

Un corespondent in spatiu al suprafetelor poligonale cu frontiera poligon
il constituie poliedrele.

O multime poliedrali P se numegte poliedru dacéd are
urmdtoarele proprietdti:

Fig. VL.13,
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i
) s
s s
i B
Fig. VL15. Fig. VI.16.

1) pentru oricare dou# puncte interioare ale lui P existd o linie poligonala
cu extremitétile in cele doud puncte, formatd numai din puncte interioare;

2) pentru oricare doud puncte care nu apartin lui P existd o linie poligo-
nald cu extremitdtile in cele dou# puncte, formatd numai din puncte care nu
apartin lui P.

- Exemple:
1) Reuniunea a doud prisme care au ca intersecfie o muchie nu este
poliedru (fig. VI.15).
2) Reuniunea dintre o prismd si o piramidd care au ca intersecfie
o suprafatd poligonald este un poliedru (fig. VI.16).
3) Se considerd cubul [ABCDA’'B'C’'D'] de laturd ¢ §i O centrul sdu
(intersectia diagonalelor). Piramidele cu virful in O si baze fetele cubului se

sectioneazd cu plane paralele cu bazele situate la distanta % de baze. Reu-

niunea trunchiurilor de piramidi astfel formate nu este poliedru (fig. VI.17).
'Se numeste ¢irf al unui poliedru, un punct care apartine frontierei polie-

‘drului gi nu apartine nici unui segment deschis inclus in frontierd. Se numeste

muchie a unui poliedru un segment deter- D _c
minat de doud virfuri ale poliedrului, inclus \ /
in frontierd si ale cdrui puncte nu aparfin \ /4
interiorului nici unei suprafete poligonale A[—_ .| 7 £
inclusé in frontiera. |
Un poliedru se numegte convexr dacd I ;
este 0 multime convexd. Acceptdm, in mod g =
intuitiv, cd in cazul unui poliedru convex, v
frontie;'a este o reuniune de suprafete po- s
ligonale convexe a cdror laturi sint rhuchii S
ale poliedrului. O astfel de suprafatd poligo- , B
nald convexd se numegte fayd a poliedrulut, Fig. VI17.
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in continuare, vom demonstra o relalie importantd care existi intre numarul vir-

fllH‘I']OI‘, muchiilor si fetelor unui poliedru convex oarecare. Ca pregitire, dim un rezultat
din geometria plani.

. Definitie. Se numeste refea poligonald simpld o suprafatd poligonald [P] cu fron-
tiera poligon impreuni cu o descompunere a ei in suprafete poligonale convexe
[P1=[P,]U..U[Py]. Cele f suprafete [ P;] se numesc fetele retelei, iar virfurile si ]aturile;
acestora se numesc eirfurile si muchiile retelei, numdérul lor fiind notat cu v respectiv m
Pe fig. V118 v=11, m.= 16, f = 6. ’ l

. Demonstratie. Dacd P; are 4 laturi sau mai multe, ducind o diagonald a lui P;, se
obtine o retea noud, in care numarul virfurilor este tot v, existd o muchie in plus si o ;’atﬁ
in plus, deci numirul v — m + f nu s-a modificat. Agadar, daci descompunemn fiecare
[P;] in suprafete triunghiulare (in conformitate cu teorema de ‘descomp‘unere de la
Cap. I, § 1), se obline o refea pentru care v — m + f rémine acelagi. Prin urmare este
suficient si demonstram teorema pentru cazul cind fiecare P; este triunghi.

: Px.-ocedém prin inducfie matematici in raport cu f. Dacd f =1, avem un singur
tnun'ghl, v=3, m=3si v —m + f= 1. Presupunem ci teorema este adevirati pen-
tr.u fiecare refea in care numdrul fefelor este mai mic decit f. Considerdm o suprafat
triunghiulard [A BC] a refelei avind latura [AB] in comun cu P si deosebim doua cazuri:
a) C este un punct interior al lui [P] (fig. VI.18); scotind din refea Int 4BC U (AB).
5o oht,i.ne o refea simpld cu f — 1 fete, v virfuri gi m — 1 muchii; in virtutea ipotezei de:
inductie v — (m — 1) + f—1 =1, deci v — m +f=1.b) CeP (fig. VI.19), atunci
[AC] (sau [BC]) descompune reteaua [P] in refelele poligonale simple [P’] si [P”] c:u v, m’
{’ respectiv v”, m”, f* virfuri, muchii si fete, pentru care v’ — m’ +f=1,9"—m"+ f”’:i.,
Deoarece v" + v” = v + 2, m' +m"=m+1, "+ f"=f rezulti v + 2 — (m+ 1) +

+ f= 2, deci iardgi v — m+ f= 1.

A 8

Fig. VI.18, Fig. VL19.
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Fig. VL.20.

Demonstragie. Fie P = tAiAg--.Au] un poliedru convex oarecare, L = [A4,A4;...4p]
o fatd a lui P, « planul lui L, iar o’ un plan paralel cu « astfel ca poliedrul P si fie situat
intre « si « (fig. VI.20). Luim un punct M  int L i o dreaptd MN | o, N gi Int P fiind
de o parte si de alta a lui «. Notind AE =o' NNA;, i = {1, ...,v} AgAg...Axr este un
poligon convex asemenea cu A,4,..Ar (§ 2, proprietatea 2) §i dacd IV este suficient de
aproape de M, punctele A;(ﬂ, ...,A,', se afld in interiorul lui AiAé...A;(. Prin urmare
punctele Aj ..., Ay sint virfurile unei refele poligonale simple avind v virfuri, m muchii
i f — 1 fete. Din teorema 1 rezultd ci v — m + f — 1 = 1 i relatia este demonstrati.

Observagie. Daci se suprimi fafa L, se obfine o ,refea spafiald simpld“ R, agezati pe-

suprafata poliedrului P. Acesteia i-am asociat, prin , proiectare din N o refea poligonald
simpld in planul «’. Bazindu-ne pe intuifie (sau pe experienti), putem si obfinem asocierea
respectivdl si in alt mod. SA ne imagindm ci refeaua R este realizatd dintr-o membrani
elastici, pe care o intindem pini ce devine plani. Ea se deformeaz4 si muchiile devin arce
de curbe, dar acestea pot fi inlocuite cu segmente de drepte, fird a schimba numerele
v, m §i f — 1 si teorema 2 rezultd din teorema 1.

Acest procedeu poate fi aplicat ori de cite ori refeaua spafiald (presupusi elastic)
poate fi intinsa astfel incit si devini plani. Rezultd cd relajia lui Euler este valabild si
pentru alte tipuri de poliedre, nu numai pentru cele convexe, de exemplu in cazul figu-
rii VI.24, unde v =9, m =16, f=9 si v—m+ f=2. Daci indepdrtdim o fafé
a poliedrulni de pe fig. VI.22, de formi inelard, reteaua fetelor rimase nu se mai
poate intinde pe un plan; aici v = 16, m = 32, f =16 $i v — m 4 f= 052, Dacdi un
corp este stedpuns de p ori, zicem ci suprafata lui este de ,gen p“ si in acest caz
v—m+ f=2 — 2p. Numirul v — m + fse numeste caracteristica euleriand a suprafetei
respective. Suprafata unui poliedru convex este de gen 0 si are caracteristica euleriani
egald cu 2.

! 1
[ i
: L
I / \ TR TR e
| 1/ \\(.’_’.'_L _______
| Iy el
| "’ R R
/1____6“:____ ,"‘-'j.-:::: ____ e
\ g
// \ i
’ \ ’ /{
P ul
Fig. VL2l. Fig. VL22,
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Un poliedru convex P se numeste poliedru regulat daci
fiecare virf al lui P aparfine aceluiagi numir de muchii, toate fetele sint
suprafete poligonale regulate congruente §i toate unghiurile diedre, deter-
minate de fete cu muchie comund, sint congruente.

Demonstrajie. Notdm prin ¢ numdrul muchiilor de pe o fatiisi cu p numirul muchiilor
care pleacd dintr-un virf. Cum fiecare muchie este inclusi in exact doui fete si are douy
extremitdfi rezulti cid

2m—frg=vp,

adicd
2m . 2Zm
(1) g= 20 g S
: P q
Tinind cont de relatia lui Euler,
Ay 2
p q
sau
.l | (7
(2) m[--.;_l_i):a.
; r g 2
Rezulta ca
1 4 1
(3) — =0,
A P q 2

de unde

1 1 1 1 1
P e g Saeane

g 8 g Ts g e
deci p < 6 si analog g < 6; iar dacd p > &, atunci g < &. Deci singurele perechi (p, gq)

care verifici inegalitatea (3) sint

(&) (3,8), (3,4), (3,5), (4,3), (5,3).
Rezulti cd existd cel putin 5 tipuri de poliedre regulate. Vom ardta in continuare ci pentru
fiecare pereche din girul (4) existd un poliedru regulat.

1) Cazul p = 8,.¢ = 3. Atunci din (2) obfinem m = 6 si din (1) aflim v = 3, f = 3.
Poliedrul este un tetraedru regulat (fig. VI.23).

2) Cazulp = 3,q = &; atuncim = 12, v = 8, f = 6 5i se obtine un cub (sau hexaedru
regulat) (fig. VI.24).
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Fig. VL.28. Fig. VI.24. Fig. VL.25.

3) Cazul p = 4, ¢ = 3; atunci m = 12, v = 6, f = 8. Acest poliedru poate fi realizat
luind ca virfuri centrele fefelor unui cub (fig. VI.25). El se numeste octaedru regulat.

4) Cazul p = 5, ¢ = 3; atunci m = 30, v = 12, f = 20. Se construieste un poliedru |
regulat in modul urmitor: se considerd intr-un plan « un pentagon regulat ABCDE, de
centru O si laturd a (fig. VI.26). Pe dreapta dusi prin O, perpendicular pe «, se ia un punct F
astfel ca AF = a. Atunci triunghiurile FAB, FBC, FCD, FDE si FEA sint echilaterale.
Se ia un punct O’ pe semidreapta opusi lui (OF, se duce planul &’ prin O’, paralel cu «
si se proiecteazdi punctele 4, B pe «’ in A’, B’. Inscriem in cercul €0’, 04), situat in «’,

un pentagon regulat GHIJK astfel fncit G s& fie mijlocul arcului mic A'B (fig. VI.26, a).
Determindm distanta z = 00’ in aga fel incit AG = «¢; notdm in acest scop cu M

mijlocul segmentului [AB] si cu N mijlocul arcului mic 4B al cercului circumscris
lui ABCDE; rezulti == NG*= MG — MN? = %ﬂg — MN?® Atunci, intre planele «
si o' se formeazd zece triunghiuri echilaterale: ABG, BCH, CDI DEJ, EAK, GHB,
HIC, 1JD, JKE, KGA. In sfirsit, luind pe semidreapta opusd lui (O’F punctul L pentru
care O’'L = OF se obtin alte cinei triunghiuri echilaterale de laturd «: GHL, HIL,
I1JL, JKL, KGL §i [FABCDEGHIJKIL] este un poliedru regulat cu 20 fefe, numit
tcosaedru regulat. 1

5) Cazul p =3, ¢ = 5; atunci m = 30, v =20, f=12. Se vede usor ci centrele
fetelor unui icosaedru regulat formeaz# virfurile unui poliedru regulat cu 12 fete, numit
dodecaedru regulat (fig. VI.27). .

Fig. V1.26. L . Fig. V1.27.
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Exercitii

1. Descompunefi o prismé pentagonald in tetraedre.
2. Descompunefi un trunchi de piramid4 hexagonald in piramide.

B. Aritati ci un cub poate fi descompus prin plane paralele cu fefele lui in trei
paralelipipede congruente si doui cuburi.

4*, Intr-un poliedru convex se noteazi cu m numirul muchiilor, cu f, £, fa; ... NUmA-
rul fefelor triunghiulare, patrulatere, pentagonale,... si cu vy, v, v;,... numirul virfurilor
din care pleacd 3, &, 5,... muchii. 34 se arate:

2m = 3fy + &fy + 5f5 + ... = 3vy + 4u, + 5v; + ...
b*. 84 se arate ci in orice poliedru convex avem
‘m 46 < 3 < 2m,
m -+ 6 < 3v< 2m.
6*, Dacd din fiecare virf al unui poliedru convex pleaci cel pufin patru muchii,

" alunci poliedrul are fefe triunghiulare.

7*. Adunind misurile unghiurilor tuturor fefelor unui poliedru convex, se obtine
dublul sumei mésurilor unghiurilor unui poligon convex avind acelagi numir de virfuri.

B*, Ardtafi cd daci un- punct variazi in interiorul unui poliedru regulat, suma dis-
tanfelor sale la planele fe{elor rimine constanti.

9%, Sd se arate cd centrele fefelor [ABCD], [ABB’A’{], [CBB’C’] ale unui cub
[ABCDA’B'C’'D’] si punctul A se afld intr-un acelasi plan. 84 se deducd de aici ci un
unghi diedru al octaedrului regulat si cel al teiraedrului regulat sint suplementare.

' . Voelumul {;'aii!r;.!;i]']:ff'ﬂr“ iu‘:l'i*r-:'];:al--‘

Problema compardrii anumitor multimi de puncte din spatiu, care uneori

vor fi numite §i corpuri, face necesard introducerea notiunii de volum. Se va

defini, deci, o functie prin care anumitor corpuri li se atageazi un numar real
pozitiv, numit volumul corpurilor respective. Definirea unei astfel de functii
este analoagd celei de arie. In acest paragraf se va defini functia volum pe
maulfimea (P, ale cdrei elemente sint muljimile poliedrale din spagiu. Deoarece
§1 in acest caz se face de fapt o ,misurare” a acestor multimi este necesard
introducerea unei unitéti.

Un cub de laturd 1 se numegte unitate de polum. O multime poliedrald
care poate fi descompusd in n unititi de volum va avea volumul n. Pentru
multimile poliedrale care nu se pot descompune in unitéti de volum, calculul
volumului nu se poate face direct gi se va baza pe urmitoarele doui teoreme,
pe care le vom admite fard demonstratie.

Te i (M e

lum.) Existd

(1) dacd tetra
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Flg. VI.28.

v ot atnnael
1ne L0, atunel

. | L | 1a - T - wal A3
Utimi poliedrale cu ix -_‘\_f.",g'lwuui':‘a_'ul|t5‘l (L

Fie Py si P,

Observajit:

1), Din proprietdfile exprimate in teoremele 1 $i 2 vom deduce formula pentru calculul
volumuloh imui tetraedru si deoarece orice mulfime poliedrald se descompune in tetraedre,
va rezultd c& funciia v este determinati in meod unic prin teoremele 1 5i 2. De asemenea,
rezultd ¢ doud multimi poliedrale congruente au volumele egale.

2) In condifia (3) din teorema 1 intervine cubul de latur 1 considerat ca unitate de

_volum. Acesta este determinat deoarece distanta 1 este fixatd. In practic, exista insd dife-

rite unitifi de misurare a distantelor: 1 cm, 4 dm, 1 m ete. si acestora le vor c.orespunde
unitdti de volum de dimensiuni corespunzétoare: 1 cm?, 1 dnf, 1 m? etc.l Se' obtin in. acest,
fel mai multe funcfii volum si in acest caz, ca §i in cazul_arnlor, se va indica functia res-
pectivy printr-un indice, de ex: v, §i in loc de v (P) = a se va scrie v(P) = a cm?.

3) In ipoteza teoremei 2 se poate admite §i cd ambele mullimi a N P, 5i « N P, se
reduc la un segment, la un punct sau la mulfimea vida (,,au arie nuld").

Teoremele care urmeazd vor determina modul de calcul al valorilor
functiei volum (sau a volumelor) pentru anumite poliedre.

Daei ste un cub cu latura ¢ atunci v(P) = o°

Demonstratia parcurge aceleagi etape  este analoagd cu aceea a te_orej
mei 2 din Cap. I. § 3, pentru demonstrarea formulei de calcul a ariei unm

pétrat.

Consecinti. Dacdi P = [ABCDA'B'C'D’] este un paralelipiped dreptunghic
: { - a® . - ] -3
"=a, AB=0), BC = —, atunci v(P) = a

o
1
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Fig. VL.29,

Demonstragie. Se construieste cubul P’ de laturs a, cu una din baze situate
in planul (4BCD) si situat in acelagi semispatiu cu paralelipipedul fata de
acest plan (fig. VI.29).. Sectiunile paralelipipedului g cubului prin plane
paralele cu pllanul (ABCD) sint respectiv un dreptunghi si un pitrat care
au aceeagi arie (egald cu a®). Deci, conform teoremei 2, v(P) = v(P’') = o

, 2
Observatie. v(P)=a*=a-b-2 = AA'- AB- BC.
b

m 4 . - >
l'eorema 4 Fie £ o prisn C1

L |
Demonstragie.  Se  construiegte paralelipipedul dreptunghic P’ —

=[ABCDA'B'C'D'] cu una din baze in planul bazei prismei P, situat in

acelagi semispatiu cu P fatd de acest plan (fig. VI.30) si avind dimensiunile:

r 2 T
AAS="T | ABI= "5 “BC'= % ,unde & = IS/B- I'; aria bazei lui P’ este egald
a8 ol T - : ¢
G et ~}—==B. Sectiunile prismei P gi paralelipipedului P’ prin plane

paralele cu planul bazei au arii egale cu B, deoarece ele sint. suprafete
poligonale congruente respectiv cu baza fieciirei prisme. Din consecinta
teoremei 3 rezultd cd ¢(P') = 2® = B+ I, iar din teorema 2 rezulti cf
o(P)=o(P")= B+ I. :

In cazul particular al unui paralelipiped dreptunghic P de dimensiuni
a, b, ¢, (P)=a-b-ec

Demonstrajie. Fie piramidele P = [VABC] si P'=[V'A'B'(’],
o= (ABC), o/ = (A'B'C"), s[ABC]=0[A’'B'C'l=Bgid(V, ) =d(V', «') = L.
In semispatiul limitat de « si care confine punctul V se construieste pira-
mida P” = [V"A"B"C"] cu baza in planul « gi astfel incit P’'= P" (fig.

VIL.31). Se va ariita cd pentru piramidele P si P sint verificate conditiile

din teorema 2. Deoarece cele doud piramide au aceeasi indltime si ariile baze-
lor egale, rezultd cd aria sectiunii printr-un plan paralel cu baza, la distanta

I' de virf este aceeasi in ambele piramide §i egald cu B- (g)z(vezi § 2, pro-
prietatea 1). Deci o(P) = v(P") = v(P).

b ‘ ! ) i T |
I NeudBREU 1 LI | } L]

Demonstratie. Se completeazd piramida P la prisma P'= [ABCA'V (']
construind A’, €’ in acelasi semispatiu cu V fatd de planul (ABC) si astfel
incit AA’ || BV ||CC!, (AA’) =(BV) = (CC') (fig. VI.32). Prisma P’ se
descompune in tetraedrele: [VABC], [CA'VC'], ¢
[ACVA']. Tetraedrele [VABC] si [CA'VC'] au baze
congruente si indltimi egale, deci au acelagi volum: -
la fel tetraedrele [CAVB] =[VABC] i [CVAA'] =

=[ACVA'] au bazele [AVB] =[VAA'] si deoarece 4 4
au virful comun C au si aceeagi indltime; deci e AN
o(P') = B+ I = 3u(P) adicd »(P)= % B T. Y
f s
s ~
~

Fig. VI.32.
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Fig. V1.88.
Demonstragie. Se construiegte tetraedrul P’ =[V'ABC] de in#l{ime

VA =1 s h.azé triunghiul dreptunghic isoscel (m(ﬁ) = 90°) de eatetd
lj—ﬂ I/ 2B, triunghiul ABC fiind in acelasi plan cu baza piramidei P, iar
1!)/'_ in acelasi semispatiu cu V fatd de planul bazei piramidei (fig. VI,.33).
iramidele P §i P’ verifici conditiile teoremei 2, deci 9(P)=y(P’) =

e 1 p 1
—_GABC‘I—_ «a—" —_— — « f-
o [ ] =3 I - B-1I.

porema Yy

T S T e 1 's 3 F &
de Y 'JJ‘IM'U'.H:I“" l‘.l‘l'_‘li-_ﬂ",ljlll“]_‘? lui de piramida 7=/ «

Demonstraie. Fie V virful pira-
midei P =[VA;4;... A,] din care s-a
obfinut trunchiul 7 §i piramida P’ —
=[VAjd;... 4;], z fiind indltimea
piramidei P’ (fig. VI.34). Atunci P =
=TUP s

(1) o(T) = o(P) — o(P').

Dar (P) = -;TB(I +a), oP) =

1 « B
=.5b-;1: gl _=[__x_._]2 de  unde
x

B + 1
rezultd cd
(2) g — 16 +VE"D)

F‘E- VI.34. o B =, b
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Inlocuind expresia lui  din formula (2) in formula (1) ‘se obtine:

AT)=2(B-1+B-w—brm)=2[B-T+a(B—b)]=

— LB I 10+ VB =L 1(B+b+ VED)

In stabilirea formulelor de calcul a volumelor se poate observa o oarecare
analogie cu ariile, dar se constatd totusi ci pentru volume s-a folosit in plus
gi teorema lui Cavalieri. Se pune in mod firesc intrebarea dacd nu s-ar putea
renunta la aceastd teoremd si si se procedeze la fel ca la arii, utilizind nu-
mai teorema 1 si proprietitile de descompunere. In cazul plan, trecerea de la
dreptunghi la triunghi se face simplu, observind ci o suprafaté dreptunghiu-
lard se descompune in doud suprafete triunghiulare congruente, pe cind in
spatiu, o prismé triunghiularé dreaptd nu se poate descompune in trei tetra-
edre congruente. Mentiondm c& formulele pentru volumul cubului, para-
lelipipedulni dreptunghic §i a prismei drepte se pot obtine f&rd a utiliza
teorema lui Cavalieri (aceasta poate constitui un exercitiu facultativ), insd
formulele pentru tetraedru gi prisma oblicd nu. Stabilirea riguroasd a for-
mulelor respective nu este posibild cu cunostintele clasei a X-a, iar utiliza-
rea teoremei lui Cavalieri are avantajul cd permite obtinerea cu usurintd
a acestor formule, precum §i a altora care vor fi intilnite in capitolul VII.

erciyil

1. Baza unui paralelipiped drept este un romb cu latura de lungime @ gi un unghi
de m#surd 60°. Aria laterald a paralelipipedului este 8a% S se afle volumul paralelipipe-
dului.

2, Baza unui paralelipiped drept este un paralelogram cu laturile de lungime a si
4a, iar unghiul ascufit al paralelogramului are m#isura 60°. Si se afle volumul paralelipipe-
dului stiind c# cea mai lungi diagonali a lui are lungimea 5a. .

8*, Un plan «, perpendicular pe muchiile prismei P = [4;4; ... Andy .. Ap] inter-
secteazd suporturile muchiilor in B, By, ..., Bn. Dacid § = o[B;, B,, ..., Bn] si I este
lungimea unei muchii, si se arate cd v(P) = § L

4. Intr-un paralelipiped dou# fete laterale au ariile Sy §i S, i formeazd un unghi de

~ masurd 150°. S& se afle volumul paralelipipedului dacd muchia laterald este de lungime .

5. Se considerd o piramidd patrulaterd regulatd cu latura bazei de lungime 10 si
iniltimea 12. .84 se calculeze:

a) aria laterald si volumul piramidei;

b) distantele de la centrul bazei la muchia laterald, respectiv la fefele laterale ale
piramidei.

6. Un trunchi de piramidi patrulateri regulati are latura bazei mari AfZ = 3a,
latura bazei mici A’B’ = a si muchia laterald A4’ = 2e. 5S4 se calculeze volumul si aria
trunchiului.
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7%, S4 se demonstreze cd volumul unui tetraedru [ABCD] este a sasea parte din
volumul unei prisme a cérei baz¥ este un paralelogram cu laturile congruente gi paralele
cu doudl muchii opuse (A B) §i (CD) si a cirui indljime este egald cu cea mai scurts distanty
dintre cele doui muchii.

8. Se construieste un cos de moar4 de forma unui trunchi de piramida patrulaterd
regulati continuat¥ cu o prisméa patrulaters avind baza comuné cu baza mic# a trunchiului
de piramida. Se stie cid diagonala bazei mari este 180 cm, diagonala bazei mici 72 cm,
iar tndl{imea cogului este 160 cm. Si se calculeze volumul cogului stiind ca raportul dintre
volumul trunchiului gi cel al prismei este 8.

9. Un tetraedru [FABC] are indl{imea k. La distanfele de—;i si 3 de virful ¥

se duc plane paralele cu baza tetraedrului obfinindu-se sectiunile A’B’C”’ respectiv
A”B”C”. Si se delermine raportul volumelor trunchiurilor de piramidi [ABCA”B"C"]
si [A”B"C"A’B’'C’].

10*. Piramida [FABCD] de indltime k are ca bazd un dreptunghi de laturi AB =
= a, BC = b, iar piciorul inil{imii este centrul bazei piramidei. Prin BC gi mijlocul M
al muchiei laterale (V. 4) se duce planul «. Se cere: .

a) S4 se calculeze raportul dintre volumele piramidelor [VHMN] si [HABCD] unde
{N}=VDNu«si {H} = BMNCN;

b) m3sura unghiului diedru dintre fefele [VAD] si [HAD] in cazul particular

h=(1+[—/2§—_]a.

11*, Un paralelipiped are ca bazd dreptunghiul ABCD, iar muchiile [AB], [AD]
AN TN :
§i [AA’] au respectiv lungimile a, b, ¢. Unghiurile A’AB §i A’AD sint congruente si au
mésura « (in radiani). .

a) S se arate cll z = [%'3?“). s

b) S4 se arate ci volumul paralelipipedului este ¥V = abe |/ —cos 2x.
¢) Dacd « este misura unghiului fetei [ABB’A’] cu baza [ABCD] 5i « & [0, E)

si se arate ci cos & = ctg =

12%, O piramidd triunghiulard regulatd [SABC] are latura bazei de lungime a si
fetele laterale triunghiuri dreptunghice in S§.

a) S4 se calculeze volumul piramidei.

b) Fie D si E mijloacele muchiilor (4) si (BC). 84 se calculeze DE gi misurile « i B

e
ale unghiurilor DEC si SDE.

§ 6. Multimi miasurabile in spatiu

In paragraful precedent s-a definit functia volum pentru multimi polie-
drale. Existd, insd, si alte multimi pentru care se poate defini volumul. Aceste
multimi se vor numi mulfimi m&surabile. '

Definifie. O multime M de puncte din spatiu se numeste mulfime
mdsurabild dacd existd un numadr real unic »(M) cu proprietatile: u(M) este
egal sau mai mare decit volumul oricrei multimi poliedrale inclusd in M si
este egal sau mai mic decit volumul oricdrei mul{imi poliedrale care include
pe M. In acest caz numérul v(M) se numeste volumul mulfimii M.
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Este evident cd multimile poliedrale sint mé&surabile. Dacé se noteaza
cu M multimea mul{imilor misurabile atunci » : M — R.. Problema de a
decide dacd o multime care nu este poliedrald este sau nu mdsurabild este o
problemd a cérei rezolvare necesita cunostinte superioare de matematicd si
va fi rezolvatd in clasa a XII-a. Totusi, in capitolul urmdtor vor fi studiate

citeva astfel de multimi pentru care se va admite ca sint mdésurabile.  Notiu- .

nile de punct interior al unei multimi mésurabile i de descompunere a unei
multimi mésurabile se introduc ca i in cazul multimilor poliedrale.
Atunci, teoremele 1 gi 2 din paragraful precedent pot fi extinse.

\
1

Observatit

1) Numirul v(M) se numeste volumul multimii M. o

2) Restricﬁa functiei » la mulfimea ? este funcfia velum. definitd in Vparagraful
precedent. : e PP 0 e

3) Men{iondm cd si in acest caz, in formularea principiului lui Cavalieri considerdm
cd multimea vidd si muljimea formata dintr-un punct au arie‘nulﬁ. »

Caleulul volumelor multimilor care vor fi studiate in capitolul urmitor va fi facut Pe
baza acestor teoreme, admitindu-se cit acele mullimi (cilindru, con, corp sferic gi pdrtile

lor) sint misurabile.

1. Se considers piramida patrulaterd [0ABCD] cu baza dreptunghi (4B = a,
BC = b) si muchia [0A] perpendiculard pe planul bazei (OA = k). Se noteazi cu E si I
respectiv mijloacele segmentelor [OC], [0.D]. Se cere:

a) aria totald a piramidei; . . _ :

b) si se precizeze ce fel de patrulater este ABEF si sii i se calculeze aria;

¢) volumul piramidei [0OABEF]. :

2%, O piramidi are ca bazd triunghiul dreptunghic isoscel ABC cu AB = AC = a
si muchia (SA4) perpendiculard pe bazd, SA4 = b. Si se calculeze: ;

a) aria totald a piramidei; \ i

b) masura unghiului diedru format de fetele [SBC] si [ABC] i.n ca!zul a=15b|2;
in functie de a si b, a sectiunii determinate in aceastd piramidd de un plan

¢) aria,
) SBC]si o intersecteazd pe aceasta dupd o dreapta

ce trece prin A, este perpendicular pe fata [
MN paraleld cu BC. |
g%, Se consideri tetraedrul [SABC] in care SA = 2a, SB = S?‘ = al'f,
AB — AC — a, iar unghiul dreptei SA cu planul /.1BC.F‘I'B misura 45°. Fie M si N
respectiv mijloacele muchiilor [SA], [BC] si D proiectia lui § pe planul (ABC).
a) Si se arate cd BC | MN si BC | SA.

b) Si se arate ci ABDC este patrat. : : :
94 se calculeze aria laterald a tetraedrului, considerind ca bazd triunghiul ABC.

-

c)
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4. Se considerd prisma [ABCDA’B’'C’D’]. Pe dreapta AD se considers punctul E,
astfel incit A e (ED), AE = a, iar pe CB se consideri punctul F astfel incit B e (FC),
iar BF = b. Un plan ce trece prin dreapta EF intersecteazi muchiile laterale (AA4’), (BB’),
(CC’), (DD’), respectiv in punctele A,, By, Cy, Dy. 5S4 se demonstreze ci A,B,CyD,
A4, _ BB,

este un paralélogram si cd :
a

6. O cutie de tabld are forma de paralelipiped dreptunghic [ABCDA’B'C’D’] cu
dimensiunile a, b, ¢ si este plind cu ulei. Gutia fiind agezatd cu baza [ABCD] pe un plan
orizontal se ridic# de la un capit rotind-o in jurul muchiei [AD] (4D = a) astfel ci muchia
opusd se afld la distants = fatd de planul orizontal. Ce cantitate de lichid poate rimine
in cutie? Discutie.

8%, O piramidd patrulateri regulatd are muchiile laterale de lungime a.

a) Notind cu z indl{imea piramidei, s se calculeze volumul acesteia.

b) Dac3 « este misura unghiului diedru format de doui fefe laterale aliturate si @
mésura unghiului pe care muchiile laterale il formeazi cu laturile bazei, si se arate ci
cos o + ctg?f = 0. :

¢) Se sectioneazi piramida cu un plan paralel cu baza. 84 se demonstreze ci conditia

- Decesard i suficientd ca s existe un punct egal depirtat de cele sase fete ale trunchiului

de piramida format este ca fniltimea trunchiului si fie medie propor{ionali intre laturile
bazelor. ;

7*. Lungimea muchiilor unui cub este a. Si se afle distanfa dintre o diagonali a
cubului §i o diagonald a fefelor laterale cu care nu se intersecteazi.

8. Se considerd tetraedrul [4BCD], punctele M « (AC) si N = (AD) si se duce
prin: C paralela la BM care taie pe AR in Q si prin D paralela la MV care taie pe AC
in P. 84 se arate cii volumele tetraedrelor [4BCD] si [ANPQ] sint egale.

0*, Fie [FABCDEF] o piramidi hexagonali regulatd cu muchia bazei de lungime a
§i Inilfimea piramidei VO = a. Pe muchia [VC] se considerd un punct oarecare M,
Planul (4BM) intersecteaza muchiile [VD), [VE] si [VF] respectiv in N, P si Q. Si
se arate cii: :

a) Dreptele AN, BP, MQ si VO sint concurente.

b) Patrulaterele ABMQ si MNPQ sint trapeze isoscele. :

c) Si se afle locul geometric al punctului de intersectie al dreptelor AM si BP cind M
descrie muchia [V C]. : : .

d) In cazulcind M este mijlocul segmentului[V'C]s4 se afle raportul ariilor supra-
fefelor [MN PQ] si [ABMQ].

10. Se considerd cubul [ABCDA’B'C’D’] cu latura de lungime 3a. Se imparte fiecare
laturd a cubului in cite trei segmente congruente. Fie M, N, P punctele de diviziune cele mai
apropiate de A, aflate respectiv pe muchiile (4B), (AD), (AA’). Se sectioneazi cubul
cu planul (MNP) si se indepiirteazd piramida (4MNP). Se procedeazi la fel cu toate
celelalte 8 virfuri ale cubului. Se cere: g

a) Sd se verifice relafia: f+ v =m + 2 (f, v, m — reprezinti respectiv numirul
fetelor, virfurilor gi muchiilor) poliedrului rdmas. :

b) Si se calculeze aria poliedrului obfinut.

c) Sd se afle mdsura unghiului plan corespunzitor unghiului diedru format de planul
(MNP) cu planul bazei cubului.

d) Sd se determine distanta de la virful 4 la planul (MNP).
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Lapitoiul vil

Dupi cum s-a ariitat in introducerea la Capitolul VI, corpurile gef)met.rice
sint imagini matematice ale unor corpuri bine cunoscute din spatiul fizic.
In afard de poliedre, corpurile mérginite de suprafete plane, existd gi corpuri
care, partial sau total, sint mérginite de suprafefe neplane.

In tehnicd pot fi intilnite multe astfel de corpuri ca de exemplu_: reci-
pienti pentru gaze, cazane de presiune, cisterne, containere pentru ciment,

silozuri de ciment, ventile conice, pahare, abajururi, rulmenti etc., numite

»corpuri rotunde®.

Acordind un rol special intuitiei spatiale, vom studia in acest capitol
cilindrul, conul, sfera g partile lor.

Intr-un mod aﬁalo'g cu definirea prismei se definegte gi cilindrul. 5& con-
siderdm doud plane paralele « si ', un disc D =[€(0, R, )] (notind un cfarc
sau un disc din spatiu, se pune in evidentd i planul in care se afld) in « si o
dreaptd d care intersecteazd planul « intr-un singur punct (fig. VIL.1).
Prin fiecare punct P € D = [€(0, R, )]
construim un segment [PP’'] paralel
cud, unde P’'ca’. Reuniunea C a tulu-
ror segmentelor [ PP, astfel incit PP’ |d,
Pc Dsi P'co, se numegte cilindru
circulardebaze D §i D’=C N«'. Distanta
dintre planele a i «’ se numeste indl-
{tmea cilindrului.

d a9
o orice r,'l’f‘r‘u’t’.'h'

Froprietates

celedoud baze sint discurt cu aceeast razd.

Demonstratia este analoagi cu cea
de la prismd (Cap. VI § 1, proprie-
tatea 1).

Fig. VILL.
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Dacé dreapta d este perpendiculard pe o,
atunci C se numeste cilindru circular drept.

Reuniunea tuturor segmentelor [PP'] cu P&
€€(0, R, a), P'c o' 5i PP’||d, formeazd supra-
faja laterald a cilindrului (fig. VII.2). Multimea
punctelor cilindrului, care nu aparfin nici supra-
fetei laterale si nici bazelor, se numeste interiorul
cilindrului. Segmentele [PP'] cu P& @(0, R, o)
sint generatoarele cilindrului, iar raza cercurilor
de bazd, raze cilindrului. In cazul cilindrului
circular drept, indlfimea este egald cu lungimea
oricdrei generatoare.

Proprietatea 2. Interseciia nevidd a unui
cilindru circular printr-un plan paralel cu bazele

lui este un disc de aceeagi razd cu raza bazel.
Aceastd proprietate rezultd imediat din pro-
Fig. VIL2. prietatea 1.
orp de rotagie §i suprafatd de rotagie

S& considerdm un corp care se miscd in spatiu, astfel incit fiecare punct
al sdu rdmine la distantd constantd de o dreapt fixd. Exemple: placa de pate-
fon, roata olarului, roata tocilarului ete. Migcdrile de acest fel se numesc mis-
céri de rotafie. Fiecare punct al corpului descrie un cerc situat intr-un plan
perpendicular pe o dreaptd fixd d numitd axi de rotatfie, avind centrul situat
pe d. Migcdrile de rotatie ne conduc la urmitoarele considerafii geometrice:

Sd consideram o dreaptd fix& d si un punct oarecare P din spatiu. Notdm
cu P* proiectia lui P pe d si cu ap planul perpendicular pe d, care trece prin P.
Dacd § este o suprafat (o suprafatd poligonald simpld, disc etc.) situatd in

: acelagi plan cu d, care nu are nici un punct inte-

d rior pe d, atunci reuniunea tuturor cercurilor Cp =

B g i ol = @(P* P*P, «p) cu P € §, se numeste corp de

N % rotajie (fig. VIL.3). Dacd L este o curbi (linie

poligonald, arc de cerc ete.) situatd in acelagi plan

cu d, reuniunea cercurilor Cp cu P & L se nu-
meste suprafaid de rotatie.

Cilindrul circular drept il putem defini si ca
v/ fiind corpul care se obtine prin rotafia unei supra-
* fete'dreptunghiulare in jurul suportului unei laturi.
Atunci suprafata lui laterald este generatd prin
rotatia unui segment [AB] in jurul unei drepte d,
paralel cu el (fig. VIL4 si VIL5). Dreapta d se
numeste aza cilindrului circular drept (sau de
VI3, rotajie). Orice plan dus prin axa lui este un plan de

Fig.

Flg. V.4, Fig. VILG. Fig. Vil.6.

gimetrie pentru cilindrul circular drept, iar secfiunea unui cilindru printr-un
asemenea plan se numegte secfiune axiald (fig. VIL.6).

Fiind dat un cilindru de rotatie C se numegte prismd fnscrisd in acest

cilindru o prismd ale cérei baze sint poligoane inscrise in cercurile de bazi ale

lui C si avind muchiile laterale generatoare ale cilindrului (fig. VII.7). Ari%le
laterale ale tuturor acestor prisme aproximeazi prin lipsd un numér unic,
numit aria laterald a cilindrului gi notat cu ¢,(C). o,(C) este cel mai mic dintre
numerele mai mari decit ariile laterale ale prismelor inscrise in C.

La aria laterald a unui cilindru de rotatie cu raza R gi lungimea genera-
toarei G, pulem ajunge intuitiv astfel: dacd tdiem suprafata laterald a cilin:
drului de-a lungul unei generatoare [4 B] §i 0 agternem pe un plan, spunem ci
desfisurdm suprafata cilindrului pe plan, suprafata cilindricd luind_ 'forma
unui dreptunghi AA’B’B (fig. VI1.8), a cérui arie este aria laterald a clhndrg—
lui. Se constatdi ci AA’ este egal cu lungimea cercului de bazi a cilindrului
deci AA’ = 2= R. Asadar, aria laterald a cilindrului se exprimd prin ¢,(C) =
= AA’'- AB =2nRG. Astfel am ob{inut pe cale intuitivd (demonstratia
completd se omite):

I=G6

Fig. VILY. Fig. VILS.
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Fig. VIL9.

Fig. VIL10,

Aria laterold a cilindrului de rotajie se calculeazd cu formula:

= 2nRG

aria lat. cil.

unde R este raza, iar G generatoarea cilindrului.
Aria totald a cilindrului de rotajie C, nolatd cu o,(C), este suma dmtre
aria sa laterald gi ariile celor dou# baze.

Cum cele dou# baze sint congruente, ariile lor vor fi egale. Deci ¢(C) =
= 2rRG + 2nR?, de unde . ’

aria totald cil. =2z R(R 4 G)

Volumul cilindrului circular

Volumul unui cilindru circular este dat de formula:

vol. ¢il. =wR?: I

unde R este raza, iar I indljimea cilindrului.

Pentru a demonstra aceastd formuld, si considerdm o prismé cu bazele
In aceleagi plane cu bazele cilindrului, avind aria bazei B egalé cu aria bazei
cilindrului, adicd B = wR? gi indl{imea prismei este egald cu I (fig. VIL.9).

Aplicind principiul lui Cavalieri, cilindrul gi prisma au acelagi volum, adicd

U(C) = 'U(P) = B-TI :'n:Rz‘ 1.

- Aplicafii
1) Sa se afle aria laterald gi volumul cilindrului C circumscris unei prisme
triunghiulare regulate care are latura bazei egald cu @ i muchia laterald b.
Rezolvare. Fie prisma [ABCA'B'C'] inscrisd in cilindrul de rotatie
(fig. VIL.10). Avem G = Ipysmei = b 51 AB = R |/ 3, de unde obtinem

R="_|§_3—, deci o,(C) =2n.“|g§.b= H%L/iﬂ; 9(C) = R I = ‘1;:-’ .
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1. Sectiunea axiald a unui cilindru este un péirat de arie a. S4se afle volumul cilin-
drului. .

2. Inaltimea unui cilindru circular drept este de 8, iar raza 5. La ce distanti de axa
cilindrului trebuie dus un plan paralel cu ea, astfel incit sectiunea obtinuté si fie un p#trat?

8. Sectiunea axiald a unui cilindru de rotatie este o suprafai patratlcﬁ cu diagonala

egald cu 4. Si se afle aria totald i volumul cilindrului.

4. Intr-un cilindru circular drept cu raza 7 si indlfimea 2 este inscris un pitrat oblic
faii de axa cilindrului, astfel incit dou# virfuri ale sale sint pe cercul unei baze, iar celelalte
doud pe cercul celeilalte baze. Si se afle: a) latura patratului, b) aria laterald a cilindrului.

5. Un cilindru circular drept are raza bazei a i indl{imea egala cu lungimea cercului
de bazi. S4 se afle aria totala si volumul cilindrului.

6. Aria totald a unui cilindru de rotatie este de 90 , iar inl{imea de 4. Si se calculeze
volumul prismei hexagonale regulate inscrise in cilindru.

7. S4 se arate ci oricare ar fi cilindrul de rotatie, raportul dintre aria laterald a

cilindrului si aria laterald a prismei triunghiulare regulate inscrise in cilindru este 3—12/“3_ o
i rinl valumelon este —
iar rapo .

£ 31/3

8. S4 se calculeze aria totald si volumul cilindrului circular drept circumscris unui

cub cu muchia a.

9. Aria laterali a unui cilindru circular drept este egald cu suma ariilor bazelor.
Stiind cd volumul cilindrului este 1 000 =, si se calculeze raza si generatoarea cilindrului.

10. Aria laterald a unui cilindru Jde rotatie este 160 =, iar volumul 640 =. S& se calcu-
leze aria secfiunii axiale. : -

11. Dintr-o piesd de otel avind forma unei prisme patrulatere regulate drepte cu
latura bazei de 10 cm si indl{imea de 12 cm se strunjeste o piesd cilindricd cu minimum
de material pierdut. Si se afle aria laterald gi volumul piesei obfinute.

12. 84 se afle masa unei tevi de plumb lungd de 5 m, cu grosimea de 4 cm si dia-
metrul interior de 3 cm, densitatea plumbului fiind de 11,3.

18. Dintr-un trunchi de arbore lung de 6 m, de formi cilindricd avind lungimea
cercului de bazi 125,6 ¢m, se ciopleste o grind¥ cu sectiunea pitratd. S& se calculeze masa
acestei grinzi, stiind ci densitatea lemnului este 0,8. &

Fie discul D =[@€(0, R, )] intr-un
plan « si fie ¥ un punct care nu apar-
tine lui «. Se numeste con circular cu
baza D gi virf V reuniunea tuturor seg-
mentelor [V P], unde P c D (fig. VIL.11).
Segmentul [VA], unde 4 =pr,V se
numegte {ndljimea conului. Faré pericol
de confuzie, numérul I = V4 poate fi
numit de asemenea indl{imea conului. | /¢
Reuniunea tuturor segmentelor
[VP] pentru care P € €(0, R, o) for-

Fig: VIL11.
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Fig. VII.12.

Flg. VIL.18.

meazd suprafata laterald a conului. Orice segment [VP]cu P € @0, R
numegte generatoare a conului. Multimea punctelor conului ceare(m’l aiJ:I?tiS:
Dici ssuprafegel laterale i nici bazei se numsste interiorul conului. ’
punem ca un con circular este drept dacé proiectia lui i i
este ;entrul discului O (fig. VII.12). " i 44 e plenc gy
nir-un con circular drept generatoarele sint congruente. Intr-adevs dacs
[VA] si [VB] sint doud generatoare, itriunghiurile dg tunghi VoA & VoB
sint congruente (fig. VII. 12). : ¢ ok Al B

Dacd notdm cu R raza bazei unui con circular drept. ; ' alti
) t
§1 G generatoarea sa, atunci existd relatia: B S
G* = R* 4 I*
dedusé din triunghiul V04 dreptunghic in O (fig. I1.12).
Tinind cont de definitiile date corpului d ie §i i i
! ] 1% pulul de rotatie gi suprafetei de rotatie
in §1, conul circular drept 1l putem defini si ca fiind corpul (?are se obtine pIJ?iln
rotatia unei suprafefe triunghiulare dreptunghice in jurul suportului unei
catete d (fig. VII.13). Atunci ipotenuza descrie suprafata laterald a conului.

Sa copsiderﬁm un con circular C, cu baza discul [€(0, R, )] si indltimea
VA = I gi un plan B paralel cu «, de aceeasi parte a lui « ca si V si la dis-

‘tanta & <1 dela planul «. Intersectia €' N B se numeste secfiune transversald

prin con la iniliimea b (fig. VII.14). Intersectia CN(BV se numeste conul

fqrmc]z_z prin secfionarea lui C cu planul 8. Vom demonstra ci acesta este un con
circular. 4

(1) [ — L

) IDemonstra;ie. Baza conului C fiind discul D = [@(0, R, «)]; asociind {ie-
carul punct M € D punctul {M'} = VMNGB, se obtine o bijectie g.: D — D',
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unde D’ = C' NP (fig. VIIL.14),
Trebuie sé ardtdm cd D’ este
tot un disc. Ca i in cazul
piramidei, aplicaia g - este
aseménare, deoarece planul
(VOM) taie planele paralele
@,  dupd doud drepte para-
lele, deci OM| O'M' i analog
0OA || O'A'. Prin wurmare,
AVOM ~ AVO'M' gi AVOA ~.
~ AVO'A', Rezultd ca:
® G =75 = Vi

deci

3) O'M' = ’7 . OM. Fig. VIL14.

Este evident cd o asemdinare aplicd un disc intr-un disc, deci D’ este un disc
de razi L R.
T

Aplicajii, 7

1. Raportul dinire aria bazei unui con circular si aria secfiunii transversale
prin con la distanfa h de la planul bazei, este egal cu pdtratul raportului dinire
indlfimea conului dat i indljimea conului format prin secjionare.

Rezoleare:. vom folosi datele gi notatiile de la demonstratia precedentd
(fig. VII.14).

Fie R gi R’ respectiv razele bazelor conului dat gi a conului format prin
sectionare §i S si S’ ariile lor. Avem: it

Dar din relatia (2) avem:
ORI soRRE o R

. OGN VA D
Inlocuind in relatia (4) obtinem:

i

ceea ce trebuin demonstrat.

2. Prin sectionarea unut con circular drept cu un plan paralel cu planul
bazei se formeazd un con avind indljimea, generatoarea si raza bazei proporjio-
nale cu indljimea, generatoarea §i raza bazet conului dat (fig. VI1.15).

Demonstratia se lasd ca exercifiu. !
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Fig. VII.16. Fig. VIL16.

Fig. VIL.17.

Fiind dat un con circular drept C se numeste piramidd inscrisd in acest
con, piramida a cirei bazd este un poligon inscris in cercul de bazd a lui C
si al cdrei virf coincide cu virful conului (fig. VII.16). Muchiile laterale ale
piramidei inscrise in conul circular drept sint generatoare ale conului, iar
indltimea piramidei este indltimea conului. Ariile laterale ale tuturor acestor
piramide aproximeazd prin lipsd un numdr unic, numit aria laterald a conului
gl notat cu 6y(C). 6;(C) este cel mai mic dintre numerele mai mari decit ariile
laterale ale piramidelor inscrise in C.

La aria laterald a unui con circular drept € de razid R gi generatoare G
putem ajunge tot pe cale intuitivd astfel: dacd tdiem suprafata laterald a
conului circular drept dupd o generatoare [V A] si o asternem pe un plan a,
spunem c# desfdsurdm suprafata laterald a conului pe plan, aceasta luind

s .
forma unui sector de cerc determinat de arcul AA’ al cercului €(V, G, a),

unde Ig3, = 2= R (fig. VIL.17). Aria laterald a conului fiind egald cu aria

sectorului de cerc, obtinem: ¢;(C) =§— -2zR- G. Cu ajutorul intuitiei am

ajuns la urmétorul rezultat (a cidrui demonstratie se omite):
Aria laterdl@ a conului circular drept se calculeazd cu formula:

l aria lat. con = nRG

unde R este raza, tar G generatoarea conului.
Aria totald a conului circular drept este suma dintre aria sa laterala si

aria bazei. Deci
G!(C) = O'I(C) —}— gy = nRG + TL'Rg,
de unde

’ ariIa tot. con = wR(R + G) J

Fig. VIL18,

Fie C un con circular (nu neapérat drept) cu aria bazei = R? gl indltimea 1.
Volumul unui con circular este dat de formula:

2.
vol. con = —TEESJ

Pentru a demonstra aceastd formuld s# considerdm o piramidi P cu baza
in acelasi plan « cu baza conului, avind aria bazei egald cu aria bazei conului si
aceeagi indltime (fig. VII.18). Aplicind principiul lui Cavalieri, obtinem c&
piramida gi conul au acelagi volum, adici

»(C) = v(P) :% < (nR?) -0 = "R;'I.

Aplicafii.

1. Intr-un con echilateral € este inscrisi o piramidd patrulaterd regu-
latd P. Care este raportul ariilor laterale ale conului gi piramidei?

Rezolpare. Conul echilateral are sectiunea axiald un triunghi echilateral.

Deci VA = CV = AC = G (fig. VIL.19). Atunci R :%. Deci  ¢y(C) =

=nRG=r$ . op) = LEVEVVM 4o I este mijlocul lui (4B).

Aplicind teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic VA M, obfinem:
4 :

VM = |/VAE— A0 =\, Gﬂ_[%]”:

__GUTL |
N 4
Deci
A 2
. A
81
sl m Wik % |
olP) ™ y7 =~ 7 p  Fig. VIL19.
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1. Un con circular drept cu raza bazei R si indlfimea h este intersectat cu un plan
paralel cu baza. La ce distantd de yirf trebuie dus planul astfel incit aria sectiunii sa fie
egald cu jumitatea ariei bazei?

2, Un con circular drept are generatoarea de lungime 13 i raza bazei 5. 84 se calcu-
leze aria secliunii duse prin virful conului, care determind pe bazi o coardi egald cu latura
unui hexagon regulat inscris in cercul bazei.

8. Sectiunea axiald a unui con de rotatie este un triunghi dreptunghic isoscel a cdrui
arie este 9. Si se afle aria totald si volumul conului.

4. Aria bazei unui con de rotatie este egalid cu 36w, iar aria totald cu 96m. 84 se afle
volumul conului.

. - : : . A,
b. Aria laterald a unui con de rotajie este 320w, iar raza conului este e din gene-

ratoare. 84 se caleuleze volumul conului.

6. Inxltimea unui con de rotatie este egali cu 15, iar suma dintre generatoare si razd
este 25. 54 se calculeze aria laterald gi volumul conului.

7. 84 se calculeze volumul conului inseris intr-un tetraedru regulat de muchie a.

8. Un cort conic are inil{imea de 3 m i diametrul bazei de 8 m. Cifi metri patrayi,
de pinzi au fost folosifi pentru confectionarea cortului?

9. Intr-un con circular drept se di raza bazei R si inidl{imea k. S& se determine mu-
chia cubului inscris in con. .

10. intr-un con circular drept cu raza R si indltimea h se inscrie o prismé triunghiu-

lard regulatd ale cirei fefe laterale sint pitrate. 84 se determine muchia laterald a prismei.

11. S4 se afle vclamul si aria corpului obtinut prin rotatia unei suprafete triunghiu-
lare isoscele [ABC] in jurul lui AB, stiind ci AB = AC = 25 si BC = 30.

12. Dintr-o pies# de ofel avind forma unei piramide regulate cu baza un pitrat de
laturd 10 cm si indltimea 12 cm, se strunjeste o piesi conicii cu minimum de material pierdut.
84 se afle aria laterald si volumul piesei obfinute.

Trunchiul de con se defineste in mod aseménitor cu trunchiul dé’piramida.
Fie C un con circular avind virful ¥ si baza discul [@(0, R, «)]. Considerdm un
plan & paralel cu planul bazei « de aceeasi parte a lui a ca §i V, care determina
in conul € o sectiune transversald si un nou con €’ avind virful V i baza discul
[@(0', r,«')]. Corpul obtinut prin inldturarea din conul C'a conului (', fara’
bazﬁ,'se numesgte‘truﬁc}zi de con. Deci multimea 7 = (C — C') U[@(0', r, &')]
este trunchi de con (fig.VI11.20). Discurile [@(0, R, «)] §i [C(O’, , «')] se numesc
bazele trunchiului de con. R

Dacé planul o' taie generatoarea [V M] a conului €' in punctul M’ seg-
mentul [MM’'] se numeste generatoare a trunchiului de con 7. Segmentele
[AA'], [BB'] sint generatoare ale lui 7' (fig. VIL.20). Partea din suprafata
laterald a conului C cuprinsd intre planele « gi o este suprafafa laterald a
trunchiulut de con.
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Fig. VIL20. Fig. VIL21.
Ingltimea & a trunchiului de con este distanta dinire planele « si « si
Zste ;galé cu diferenta dintre inal{imile 7 gi I’ ale conurilor C gi C”’ deci
=y ' ’
Un trunchi de con circular este drept dacd el rezultd dintr-un con circul
drept (tig. VIL.21). =5

1. Ariitati c un trunchi de con circtilar este drept dacil si numai daci dreapta ce
unegte centrele bazelor esto perpendiculari pe planele bazelor.

— [EAEQ] se ?rate cdl intr-un trunchi de con circular drept, avind centrele bazelor 0, 0’,
ac ‘] este o generatoare, atunci patrulaterul 044’0’ este trapez dreptun hic‘ c
bazele [0A], [0°A’] si cu indl{imea [00’] (fig. VII.21), J i :

8. Intr-un trunchi de con circular drept, generatoarels sint congruente.

Trunchiul de con circular drept ‘este un corp de
rotatie. Orice trunchi de con circular drept se obtine
prin rotatia unei suprafefe trapezoidale dreptunghice
[OMM'O'] in jurul suportalui d a laturii perpendiculare
pe baze (fig. VII.22). Dreapta d = 0O’ se numeste
axa de rotatie a trunchiului de con. Suprafata laterals
a trunchiului de con se obtine prin rotatia lui [MM']
in jurul lui d.

Sd considerdm trunchiul de con T = (C — C') U
Ule(0’, r, a')]. Ariile laterale ale tuturor trunchiuri-
lor de piramidéd inscrise in T aproximeazi prin lipsa
un numdr unic, numit aria laterald a trunchinlui de con
gi notat cu oy(T). o)(T) este cel mai mic dintre nume-
rele mai mari decit ariile laterale ale trunchiurilor de
piramida inscrise in 7. Fig. V1122,
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Folosind notatiile din figura VII.24 se observi c¥ aria laterald a trunchiu-
lui dé con este egald cu diferenta ariilor laterale a conurilor C si € avind
aceeagi axd de rotatie VO i acelagi virf V. Deci 6)(T) = 6,(C) — 6,(C").

Cum 6,(C) = nRG §i ¢(C') = nrG', unde prin R, r am notat razele

bazelor, iar prin G, G’ respectiv generatoarele conurilor C §i C’, rezulti

(1) 6(T) = nRG — nrG' = w(RG — rG').
Conform aplicatiei 2 din § 2 putem scrie:
Lol
PG

Notind cu g generatoarea trunchiului de con T g = G — G', obtinem:
R G G

R—r G- g

de unde rezultd

: Reg
G = —°".
@) Sy
Analog se deduce cé
; Gl— 2
(3) P

Inlocuind pe G si G’ din relatiile (2), respectiv (3) in relatia (1) obtinem:

Rieg réeg R® — r®
——r | [ ——— —— .
GE(T) [R—r R—r R—r

Deci _
Aria laterald a trunchiului de con circular drept se calculeazd cu formula:

‘ aria lat. tr. con = nwg(R 4+ r) ‘

unde R, r, g sint respectiv razele bazelor trunchiului de con §i generatoarea sa.
Aria totald a trunchiului de con circular drept este suma dintre aria sa

laterald si ariile celor doud baze.

Deci

aria totald tr. con = ng(R + r) 4 ©R* + nr’ |

Tinind cont.cd ¢ = T U C’, volumul trunchiului de con oarecare il putem
obtine ficind diferenta volumelor celor doud conuri C, C’', deci

et ‘ _TrREI_Eri’__E 2P A
@ or) =" L _E g1 1),

unde I, I’ sint inéltimile conurilor C, C".
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Fie h = I — I’ inél{imea trunchiului de con. Folosind aceéar;xi aplicatie
2. § 2 putem scrie ci

Lo B
TS L e A
de unde .
Rh
5 e BathEE
() 7 ! R —r
Analog obtinem
P artk
(6) e — S
¢ Inlocuind pe I gi I’ din relatiile (5) s1 (6) in relatia (4) obtinem:
pels ! § b
R%h r3h mh

o =2 (R — %) ="M (R* + r* + Rr)

R R—r T B(R—v)

Am demonstrat:
Volumul unui trunchi de con.circular este dat de formula:

(7) vol. tr. con = E; (R® 4+ rz...l_ Rr)

unde R, r §i h sint respectio razele bazelor §i indljimea trunchiului de con.
Demonstrati formula volumului trunchiului de con folosind formula
volumului pentru trunchiul de piramida gi principiul lui Cavalieri!

]

Aplicatie.
1. 'Si se demonstreze ¢ volumul trunchiului de con se calculeazi gi prin
formula

® oD =TPR g ard) =2 (B 4 b+ 48,)

o |

unde r,,, §,, reprezintd raza, respectiv aria sectiunii in 7'la distanta -24 de la
baza mare (fig. VII.23).

Rezclyare. Deoarece (2rp)® =(R+r)*= R®+r*+2Rr,
avem Rr — % (472, — R? — r?); inlocuind in formula (7)

se obtine formula (8).

citii

4. Aria lateraldi a unui trunchi de con circular drept este
egald cu 225x, generatoarea 25, iar indlfimea 24. Si se calculeze
volumul trunchiului de con.

Fig. VII.28.
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5. Un trunchi de con circular drept are razele bazelor 9 si 415, iar generatoarea 10.
94 se afle aria laterald i volumul conului din care provine trunchiul de con.

6. Intr-un trunchi de con circular drept, raportul ariilor bazelor este egal cu 4. Gene-
ratoarea are lungimea egal# cu a gi este inclinat# fafd de planul bazei cu un unghi de 45°,
84 se calculeze volumul trunchiului de con. _

7. Un trunchi de con circular drept are inil{imea egald cu 10, iar razele bazelor 8 gi
18. La ce distantd de baza mic# trebuie ficut o secfiune printr-un plan paralel cu bazele
astfel ineit secfiunea.ficuty si aibi aria media proporionald intre ariile bazelor?

8, Intr-un con de rotatie cu raza R = 5 gi indilfimea I = 12 se face o secfiune para-
leld cu baza -avind aria egald cu 4m. S# se calculeze aria laterald si volumul trunchiului
de con format. -
| 9. Razele bazelor unui trunchi de con sint R i r; generatoarea formeazi cu planul
| bazei mari un unghi de 45°. S84 se afle aria laterald si volumul trunchiului de con.

10. Se d# un hexagon regulat cu latura 4. 8¥ ww esdeuleze aria gi volumul corpului
rezultat prin rotirea suprafetei hexagonale in jurul axei de simetrie ce trece prin mijlocul
unei laturi.

11, O suprafat¥ trapezoidald dreptunghici ABCD (BC | AB) se roteste in jurul

unei axe paralele cu BC, la distan{a 3 de la BC, axa fiind in afara trapezului. Daci
AB =5, AD = 5 5i CD = 2, si se afle aria i volumul corpului de rotatie.

In capifol}ui IV § 4 am definit sfera
TR 8(0, 1) = {M |OM = r},
interiorul sferei
Int &0, r) = {M |OM <r}
gi corpul sferic
(&0, 1)] = 80, r) UInt $0, r) = {M |OM < r}.
Se definegte gi exteriorul unei sfere gi anume:
Ext 8(0,r) = {Q | 0Q >r}.

Dacd M & S(Q, r), atunci prin raza sferei
vom intelege atit segmentul [OM] cit §i numdrul
OM = r (fig. VII.24). Dacd P g Q sint doud
puncte pe sfera &(0, r), atunci segmentul [PQ] se
numeste coardd a sférei. O coardd care contine
centrul sferei se numegte diametru. Evident ci lun-
gimea fiecdrui diametru este egald cu 2r.

Fig. VIL24,
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Fig. VIL25.

Fig. VIL26.
Pozitiile unui plan fatd de o sferid
Demonstrajie. a) Fie h >r; pentru orice punct P € « avem:

OP > d(0, M) >r, deci P € Ext &0, r) (fig. VIL25) si
80, )N a= g.
b) Fie h = r, atunci M € &(0, r). Dacd P € a, P # M, atunci in tri-

unghiul dreptunghic OMP(OM | MP) (fig. VII.26) avem: OP >0M=r
si deci P € Ext (0, r). Asadar 80, r)Na = {M}.

¢) Fieh <r;notima = |/r2 — h2 Daca Pec@(M,a, a), atunci OP =

=k +a* =1k Fr2— 1% = r, deci P c8(0,r). Asadar, toate punctele
cercului @(M, a, «) apartin mtersecmel $(0, r)Na (fig. VII.27). Fie acum Q@
un punct comun planului « si sferei $(0,r). Atunci avem 0Q = r i MQ =

= |/OQ*—OoM? = /2 —h2 = a, deci Q=@(M, a, a). Asadar &0, r)Na =
= @(M, a, «). Cercul €(M, a, «)
se numegte secjiunca fdcutd de plan
in sfera (0, r).

d) Dacd & =d(0, «) =0 atunci
M = 0, deci O €q, si planul « inter-
secteazil sfera dupd un cerc al cirui
centru este centrul sferei O si a
cdrui razd este, deci,
(fig. VIL.28).

Un plan « se numegte respectiv
secant, tangeni sau exterior sferei

raza sferei

Fig. VIL.27.
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Fig. VIL29.

Fig, VIL28.

dupd cum pianul « intersecteazy sfera intr-un cerc, intr-un singur punct
sau in nici un punct.

Din demonstratia punctului b) a teoremei 1 rezultd ca:

Observagie. Orice plan tangent la o sferd este perpendicular pe razd in punctul de
tangenid. ; .

Pozigiile unei drepte faji de o sferd

Demonstragie. Intersectia planului (Oa) cu sfera S(0, r) fiind un cerc de
razd r, teorema’2 revine la teorema analoagé inviatd la cerc (manual cl. a IX-a
,Pozitia unei drepte fatd de un cerc“) (fig. VII.29). Din teorema 2 rezultd
ci dreapta a este tangentd la sfera $(0, r) dacd si numai daca d(0, a) =r.
Punctul comun tangentei si sferei se numegte punct de langenjd sau punct de
contact. Din teorema 2 rezultd de asemenea: ]

Observagie. Fiecare tangentd la sferd este perpendiculard pe raza dusd in punctul de
tangentd M, deci aceste tangente stnt incluse in planul tangent in punctul M (fig. VII.26).

Corpul sferic il putem defini gi prin rotatia unui semidisc in jurul diame-
trului care il mirgineste, iar sfera se obfine prin rotajia unui semicere.

1. Si se arate cd un corp sferic este o mulfime convexi, iar exteriorul unei sfere nu

este o mulfime convexd. X .
2. Si se arate ci simetricul oricArui punct al sferei $(0, r) fajd de centrul O aparjine

de asemenea sferei $(0, r).
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8. S4 se arate ci suportul oricirui diametru al sferei este ax4 de simetrie a sferei.

_ 4. Daci flquﬁ cercuri din spafiu neasezate in acelagl plan au douf puncte comune
existdl o sferd i numai una care confine cele dou cercuri.

5. Pf‘ln doud puncte distincte de pe sferd, care nu sint coliniare cu centrul sferei

trece un singur cerc mare al sferei. :

Sa considerﬁm sfera $(0,r) si un plan «, situat-la distanta & de la centrul
(k < r). Atunci «1&(0, r) este un cerc de centru M = piao gl razﬁe I;':usg
notdm prin S §i §” semispatiile inchise limitate de planul .
Intersectiile (0, r}N S’ si (0, r)NS” se numese calote sferice. Cer
1 ; ) . cul
e(Mm, ry, «) este baza calotelor (fig. VI1.30). Notind cu [P, P,] diafmetrul sfergi
perpendicular pe o, distantele MPy, =r — k, MP, =r -+ k sint indljimile
calotelor. Dacd O € «, cele doud calote se numesc semisfere.
Fie «,  doud plane paralele care intersecteazi sfera $(0,r) dupé
; . : ; ) 8 cercu-
rile w@( Ml,_rl,va) §i @( My, ry, [3).‘ Mu]tlmea $(0, r) N[aM,N[BM, (portipunea din
sferd cuprinsd intre planele « si ) se numeste zond sfericd de baze @( M, Ty, «)
§i @(My, ry, B) si indlyime h = M_le (fig. VII.31). ’

Observafii. a) Calota si zona sfericd sint de asemenea suprafefe de rotafie. Rotind un

arc mic de cerc AB in jurul suportului d al unui diametru, se obfine o calotd sfericd, daci
Aedsi o zond sfericd, dacd ABNd = & (fig. VIL.32 si VII.33). .

Fig. VIL30.

Fig. VIL.32. Fig. VIL33.
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b) Calota sfericd poate fi consideratd ca un caz particular de zonX sfericd (una din
baze se reduce la un punct).

84 considerim o zoni a sferei ¢§(0, r) si un trunchi de con circular drept T' fnscris
in zoni (bazele trunchiului de con sint bazele zonei) (fig. VII.34). Sectionind sfera cu, un
plan « ce trece prin cele doud centre M si IV ale bazelor trunchiului de con, deci si prin
punctul O, se obfine un cerc cu centrul in O; fie [AB] o generatoare a trunchiului de
con in planul «. Atunci :

(1) e o(T) =m*AB -+ (AM + BN).
P siQ fiind mijloécele laturilor [A B] i [MN] ale trapezului dreptunghic A BNM, rezulti ci
(2) AM 4 BN = 2+ FQ. '
InIOCuiﬁci -relatiaA {1) obtinem:
(3) ai(T) = 2n+ AB - PQ.
Fie C = prpyA. Din aseminarea friunghiurilor ABC si POQ rezultd ci:
| AB _ AC
OP PQ
de unde

AB+PQ = OP - AC.

Cum AC = MN, rezulti ci AB - PQ = OP - MN. Inlocuind aceasta in relatia (3)
obtinem: ‘

(4) ! : oi(T) = 2n*OP - MN.

S84 considerdm acum sfera o(0, r) si zona sfericd Z de inil{ime k = MN, cu bazele
cercurile @(M, AM, o) si @(N, BN, B). Zona Z intersecteazd un cerc mare al sferei d(0, r),

situat intr-un’ plan perpendicular pe «, in arcele AB si A’B’ (fig. VII. 35). fmparfim

_— —_~~ o~ —— s
arcul AB in arcele congruente A4, A;A4,, ..., An_yB si ducem prin punctele 4,, 4,, ..., An_1
plane paralele cu «, care taie segmentul (MN) in punctele M,, M, ..., My, i impart zona Z
in zonele Z;, Zy, ..., Zn de indltimi MM,, M;M,, ..., Mn,B. Inscriem in aceste zone
trunchiurile de con Ty, T4, ..., Tn; reuniunea Sy a suprafefelor laterale ale Iui Ty, o, Ty
aproximeazi zona Z, Vom awita ci ariile o(Sy), » =1, 2, 3, ..., aproximeaz4 prin lipsi
un numir unic, numit aria zonei sferice si notat cu o(Z).

Fig, VIL.34. Fig. YIL3&,

128

Notind cu Py mijlocul Tui [Ag ,Ax] si folosind formula (4), aria lateralia lui Tj
se scric oy(Ty) = 2n*OPp - Mp_ My (M, = M, M, = B). Suma tuturor acestor arii

laterale este aria Tui Sy:
n n

a(Sn) = E o (Th) = 2n 2 OPy+ My M.
k=1 k=1
. L
Deoarece arcele Ap_ Ay sint congruente, coardele (Ax_;4Ag) si de asemenea segmentele

(O:Ph) sint congruente intre ele. Asadar
: n

(5) o(Sn) = 2w+ OP,* 3> Mp My = 2n+OP, - MN.
=1
Dacd n creste, distanta OP, aproximeazd prin lipsi raza r a sferei S(0, r) cu orice
precizie doritd, deci, {inind cont de (3), o(Sy) aproximeazd prin lipsd numérul 2 -
*MN = 2nrh, de asemenea cu orice precizie doritd. Cu alte cuvinle: 2nrh este cel mai
mic numdr mai mare decit toate ariile aproximative o(Sy). Asadar o(Z) = 2nrh.

- Aria zonei sferice se calculeazd cu formula:

aria zonel = 2nrh

unde r este raza sferei, iar h indljimea zonei sferice.

Tinind cont cd o zond sfericd la care una dintre baze se reduce la un
punct devine o calotd sfericd, atunci aria calotei se va calcula tot dupd
aceeasi formuld, adicé: ‘

’ aria calotei = 2xnrh l\

unde 7 este raza sferei, iar A este indltimea calotei.
Aria sferei se obtine imediat considerind sfera ca o zond cu indltimea
h = 2r. Deci

aria sferei = 4mr®

Demonstratie. Considerdm corpul sferic (0, r), cilindrul de rotatie C de razi r si
indltimea 2r, precum’si corpul C; U C,, unde C; §i C; sint conuri de rotatie congruente,
cu aceeagi axd, cu generatoarele in prelungire, de razi r si indl{ime r. Cele trei corpuri sint
disjuncte si asezate pe acelagi plan e« (fig. VII.36). Sectionindu-le cu un plan 8 || o, la
distanta = de O, se obfin trei discuri avind razele respectiv MN pentru sferd, PQ
pentru con si UV pentru cilindru. Deoarece MN?=r?® — 2%, PQ =z, UV =r, re-
zultd cd *MN® 4 nPQ? = nUV? adicd aria sectiunii prin B in SU (C, U C,), este egali,
cu aria sectiunii in C. Aplicind principiul lui Cavalieri obtinem: v(S) + »(C; U C,) = v(C)
de unde

3 hrrd

v(S) = v(C) — »(CLUCy) = 2mrd — 2+ T = )
3 3

9 — Geometrie si trigonometrie, cl. a X-a
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Fig. VII.36

Aplicagii. 1. Se observé ca o[$(0, r)] = % a(&8(0, r)) * r. Acest rezultat

este valabil mai general: dacd 3 este o suprafatd inclusé in sfera &(0, r), care
are arie, si S reuniunea segmentelor [0P]cu P € X (fig. VI1.37), atunci
o(Z)r

(6) o(S) = 2=

\ . a . . .
Formula (6) poate fi demonstratd aproximind pe § din interior cu o
reuniune de piramide avind ca virf comun punctul O, iar ca baze triunghiuri

cu virfuri pe X. s
n cazul cind 3 este calotd sfericd, S se numeste sector sferic (fig. VIL.38),

pentru care se obtine din (6):
(7) | yol. sector sferic = L
3
. 2. Doud plane paralele « si B, care intersecteaza sfera 80, r:) dupa cercu-
rile @( My, ry, @), @(M,, 1y, B), (r1 > rg), descompun corpul sferlcu[J(Ol r)] in
trei corpuri, numite‘segmcnte sferice (fig. VI1.39 si VIL.40). Vom arata ca volu-

S — —

Flg. Y1138

Fig. YIL87 Flg. VIL89
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mul V al segmentului sferic se calculeazia cu
aceeagi formuld (8) de la § 3, pe care am
stabilit-o pentru trunchiul de con. Tratim cazul
segmentului sferic S, g, cuprins intre planele o | ,
§i @ (pentru cele in exteriorul lui « si B se ia | d |
rg =0), 51 M, € (0My). \\ g
Considerdm pértile corpurilor §, C,UC, A\ /
si C din demonstratia teoremei 3 cuprinse intre &
planele « §i B: segmentul sferic §,, g, trunchiul de S
con T, g sicilindrul Cy, g (fig. VII.41). Intre volu- Fig. VIL40
mele lor V, V', V" existd relatia: V= V" — V.
Fie h = M M3, M3 mijlocul lui [M,M;], r,, = d(M;, M,M,) si & = OM,.
Sectionind pe S¢ 5, Tup, Co p cu un plan y || «, care trece prin My se
obtin trei discuri de arii =r%, s’ = na? s =xr?® si avem: s — B = g,
s - b = mr{, s — s’ = wr}, unde B, b’ sint ariile bazelor lui T, g.

Tinind cont de formula (8), § 3, rezultd: V = V' — V' = hs — —E(B' + b+
e %[(s — B) 4 (s — ) + &ls — )], deci
(®) V=008 4 13+ rh).
Putem gasi o expresie pentru V in funciie de ry, ry si 2 Din
r”=r%—{-(m—%)2=r?n+xz="g+[x+§)2
se deduce cA 4re, = Qr? + 2:% + h* si avem in final pentru volumul segmentului sferic:

(9) V= T%h (Brf - Br‘% + h?).

Plg. ViL.41
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Dacd segmentul sferic se obtine din corpul sferic prin secfionare cu un singur plan
(fig. VIL.40) r, = 0 si

(10) ' V= .’“;i‘ (3rF + R2).

Deducefi formula (10) prin descompunerea sectorului sferic intr-un segment sferic
si un con!

3. In cazul altor corpuri de rotatie (de exemplu butoaie, cisterne ete.)
formula (8) serveste la calcularea aproximativd a volumelor. Se obtin aproxis
matii bune, dacé corpul se descompune in suficiente parti prin plane paralele
si formula (8) se aplicd separat pentru fiecare parte.

6. Un corp sferic de razd 6 se sectioneazd cu un plan «. La ce distantd de centrul
sferei trebuie dus planul « pentru ca aria discului de sectiune si fie egald cu 97?

7. S se afle raza unei sfere stiind cd aria sa §i volumul corpului sferic se exprimd prin
acelagi numar.

8. O zoni sferic are razele bazelor 15 si 8, iar raza sferei este 17. Sa se afle aria zonei
sferice (in dou# cazuri).

9. S4 se afle muchia unui tetraedru regulat inscris in sfera de razd R.

10. Raza bazei unui con circular drept este egald cu 4 si indl{imea 3. S& se atle volu-
mul corpului sferic inscris in con.

11. 84 se afle muchia unui cub inscris in sfera de razi R.

12. tntr-o sfers de razi 10 se inscrie un cilindru circular de inilfime 12. S4 se cal-
culeze aria laterald si volumul cilindrului.

13. Baza unei prisme drepte este un triunghi cu laturile 6, 8 gi 10, iar indl{imea pris-
mei este egald cu 24. S4 se afle aria §i volumul sferei circumscrise prismei.

.

14. Unei sfere derazi Ri se circumscrie un trunchi de con. Stiind ci raza hazei micl
este de patru ori mai mici decit raza bazei mari, s se afle aria totala si volumul trunchiu-

lui de con.

15. Dintr-un cilindru de metal in care iniltimea si lungimea diametrului bazei silnt.
egale cu 20 cm, se strunjegte un corp sferic de volum maxim. S4 se afle volumul materia-

lului pierdut.

16. Un con circular drept are iniltimea egald cu & si este ipscris intr-o sferd d dle
razi R. a) 84 se calculeze in funciie de R gl h volumul ¥ siaria laterald § a conulul.
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b) Si se arate ¢4 Szznu depinde de k. ¢) Se considerd calota sferei d, care are aceeasi

bazd ca si conul si nu contine virful conului. Si se calculeze aria calotei si si se deter-
mine apoi & astfel incit aria laterald a conului si fie egald cu aria calotei.

1. Diagonala sectiunii axiale a unui cilindru echilater (sectiunea axiald este un pitrat)
este egald cu a. Si se afle volumul prismei octogonale regulate inscrise in acest cilindru.

2. Intr-un cilindru circular drept de razi a si generatoare b este inscrisd o prismi tri-
unghiulard regulatd, iar in prismi este inscris un cilindru. 84 se afle raportul volumelor
celor doi cilindri.

3. Sa'se calculeze raza cercului de bazid si generatoarea cilindrului circular drept a
cirui arie totald este jumditate din aria sferei in care poate {i inscris.

4, 5S4 se afle la ce distantd de virful unui con, cu raza bazei & si indltimea 5, trebuie
sd ducem un plan paralel cu baza pentru ca acest con sa fie impartit in doud parti de ace-
lagi volum.

5. Se d& un con circular drept in care « este misura unghiului format de indlfime cu
generatoarea, iar r este raza sferei inscrise in con. a) Si se exprime in functie de « i r aria
lateraldi a conului. b) Si se determine « astfel incit aceastd arie si fie egald cu 3nr? (sin o).

6. intr-un vas in formi de con circular drept, cu indlfimea de 6 dm, cu virful in jos,
se toarnd 150,72 1 de apd. Apa se urcd in vas pini la 4 dm. Si se afle capacitatea vasului
intreg.

7. Un con circular drept, care are raza bazei R si infil{imea 7 = 2R, se taie cu un
plan paralel cu planul bazei determinind astfel un trunchi de con de inilfime d. a) Si se
calculeze volumul trunchiului de con in funclie de R si 4. b) Sd se determine & in functie
de R astfel ca in acest trunchi de con si se poatd inscrie o sferd.

8. Sd se afle aria totald si volumul corpului obtinut prin rotatia unei suprafete
hexagonale regulate in jurul suportului unei laturi, stiind c# latura hexagonului este
egald cu a.

9. 54 se calculeze aria laterald si volumul unui trunchi de con gtiind ci raza bazei
mari este egald cu R/ 3 si cd in trunchiul respectiv se poate inscrie o sferd de raza R.

10. in trapezul ABCD, cu bazele [AB] si [DC], diagonalele [AC] si [BD] se intersec-
teazd in O. a) Cunoscind AB = a, DC = b(e > b) si indltimea % a trapezului, si se cal-
culeze distantele de la punctul O la cele doud baze. b) Fie ¥, si ¥, volumele corpurilor

obtinute prin rotatia suprafetei trapezoidale ABCD in jurul bazelor DC respectiv AB
Care dintre cele doud volume este mai mare?

11*. O sferd de centru O si de razi R este sectionatd de doudl plane paralele o si B
situate la distanta k unul de altul. S se afle distanta de la centrul sferei la planul « astfel
incit aria zonei sferice dintre cele doud.plane si fie egald cu suma ariilor secfiunilor plane.
Discutie. :

133



e e———

12. a) La ce distantd de centrul unei sfere S de razd R trebuie dus un plan astfel
ca aria calotei mici, ce se.formeazd, si fie egald cu aria laterald a conului circular drept,
avind ca bazd cercul de intersectie al planului cu sfera gi virful pe calota mare? b) Si se
afle raportul dintre volumul conului gi volumul corpului sferic [S].

18, Intr-un trapez isoscel A BCD un unghi ascufit este de 45°, iar latura oblick este
congruenti cu baza micd [CD].

a) Dacit AD = 10, si se afle lungimea diagonalei [BD].

b) S se afle volumul corpului obfinut prin rotatia suprafejei trapezoidale [ABCD]
in jurul dreptei AB.

14. Un con de rotatie are raza bazei R gi iniltimea k. 84 se Inscrie in el un cilindru
de arie totald maximi.

Probleme recapitulative
1. Sd se arate cd un poligon convex nu poate avea mai mult de trei unghiuri ascufite.

2, Fie ABC un triunghi. S# se giiseascd locul geometric al punctelor M « (4BC)
pentru care ol ABM] = o[ACM].

‘8. Se d# un patrulater convex ABCD. Si se afle locul geometric al punctelor M =
e Int ABCD pentru care ol MBCD] = ol MBAD].

4. 84 se determine o dreapt#i M, paralelii cu bazele unui trapez ABCD (M < (AD),
N « (BC)), astfel incit diferenfa ariilor lui [ABNM] si [MNCD] s4 fie egald cu un numér
dat.

b. Pe laturile triunghiului ABC se iau punctele D, E, F astfel ca%:

= c = A_ﬁ: = 2. 84 se afle raportul ariilor triunghiurilor DEF si ABC.
EA FB

6. Laturile neparalele ale unui trapez circumseris unui cerc formeazi cu baza mare

unghiuri de m#surd « respectiv f. S se alle raza cercului, stiind ci aria trapezului este S.

7. Se considerit un triunghi echilateral ABC i discul[G (O, H:—]], unde O este

ortocentrul triunghiului si e = AB. S4 se determine aria suprafelei [ABC] —

12 {e (o, i)] :
3
B. 84 se arvate cd in orice triunghi 4 BC':

. 2 1]
a) 1 4 cos 4 cos (B — C) = b_'.f?‘_;
4 RE

b) (b9 ¢t — a?) lg A = 4S; p(d) #*

i A B C
d) p=rictg = + ctg— + ctg —|:
bl f(cg2+ Sz-ltgz).

e) clg A: ctg !—j clg
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9%, S3 se arate cd in orice triunghi ABC avem:

a) actg A + betg B + cotg C = 2(R +r);

sind fsinB+sinC__ p

cos A + cos B +cosC— R +r

y=as+bfa,y=2:x:+b—2a iy = 8z + b =
le unghiurilor triunghiului determinat de

b)

10. Se dau dreptele de ecuafi
— 8a — 2, unde a, b =R. Sdse determine misuri

punctele lor de intersectie.

11. Daci H este ortocentrul triunghiului ABC, sd se arate ci:

a) AH = 2R cos 4,

b) aAH+bBH+cCH=l1S.

12%, Dac# O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, iar I centrul cercului

fnscris, si se arate cd
0I® = R(R — 2r).
13, S4 se arate ci in orice triunghi ABC,

B—C._ 2r
>.__
2 "R

.

cos?

—1~=2Sincr,.

-
4

1 oo -
14. Si se calculeze z™ + =% stiind cé z +
5

15. S4 se rezolve ecuatia z® + 2" + ... + 2 +1=0
16. S4 se rezolve ecualia: (z + 1)% — (z — 1) =0,

1 i
17. 94 se demonstreze ci dacd |z | < S atunei

1 + i)z + iz | <Z.
18*. Se dau dreptele d si d’. Sa se arate cA prin fiecare punct al spatiului trece o
dreapt# perpendiculard pe d si pe d.
nesituate in acelasi plan si punctele A ed,
u care pryM = A §i pryM = B.

19*, Se dau dreptele d, d’ Bed'. 8ise

afle locul geometric al punctelor M pentr
20*, Si se giseascd locul geometric al punctelor din interiorul unui unghi triedru
abe egal departate de muchiile lui @, b, ¢.

21*, Fie a/b\c un unghi triedru cu @ _ & a4 se arate ci planul bisector al ul}ghmlul
diedru determinat de fefele care contin muchia a, este perpendicular pe planul feel opuse.

20%, S se construiascd o dreaptd care <4 intersecteze doud drepte date si sd fie

perpendiculard pe o0 altd dreaptd datd.
te de aceeasi parte a unui plan, s se afle in

93+ Fiind date punctele 4, B, situa : - plan
telor sale la A sl B este minimi.

acest plan punctul pentru care suma distan

24*, Pe una din muchiile unui unghi triedru se di punctul 4. 5& se cnns.tlruias‘.c.l.ﬁ [;e
celelalte muchii cite un punct M, N astfel incit suma AM + MN + ,NA g4 fie minima.

95%, Cite muchii ale unei piramide pentagonale pot fi intersectate de un plan?
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26*, Printr-o dreaptd dat# si se ducd un plan pe care proiecliile a doud drepte date
sid fie paralele.

27. Se considerd un tetraedru [ABCD] si centrele de greutate L, M, IV ale triunghiu-
rilor BCD, CAD, ABD. a) Si se arate cd (ABC) || (LMXN). b) Si se afle raportul dintre
o ABC] si o[LMN].

~ 28. Se considerd un cub [ABCDA’B'C’D’]. Punctul A se proiecteazii pe A’B, A'C,
A’D respectiv in A,, 4,, 4, Si se arate: a) A’C | (A;4:4,); b) AA, | A4, A4, |
| Azds; c) AA,A,A, este un patrulater inscriptibil.

29, Se consideri triunghiurile dreptunghice BAC si ABD (m(ACB) = m(ADB) =
= 90°), situate in plane perpendiculare. M, N fiind mijloacele segmentelor [AB], [CD],
si se arate cd MN | CD. :

30*. Si se demonstreze cd semiplanul bisector al unui unghi diedru intr-un tetraedru
tmparte muchia opusd in segmente proporfionale cu ariile fetelor aldturate.

31. Tie A un virf al unui tetraedru regulat si P, Q doud puncte pe suprafafa lui.
s S S
Si se arate cd m(PAQ) < 60°

39%, 9 se arate ci suma masurilor unghiurilor diedre ale unui tetraedru este mai mare
decit 360°

38*, Se considerd dreptele paralele d;, d,, continute intr-un plan o si o dreaptd A B
care intersecteazd planul « in punctul C. O dreapta variabild, inclusa in o si trecind prin C,

taie dy, d respectiv in M, IV. Si se afle locul geometric al intersectiei AM N BNV, in ce caz
locul geometric este mulfimea vidd?

34. Un plan o intersecteazd laturile [AB], [BC], [CD], [DA] ale unui tetraedru
[ABCD] in punctele L, M, N, P. Sa se demonstreze c¢i AL-BM-CN:DP = BL-

«CM DN+ AP,

85*. Dintr-un punct 4 exterior unui plan « se duce perpendiculara 40,0 € « si se
iau B, C = «. Fie H, H, respectiv ortocentrele triunghiurilor ABC, OBC, AD si BE inil-
timi. in triunghiul ABC, iar BE, indl{ime in triunghiul OBC. Si se arate:

W B L ABE) By B B

86*, Se di un tetraedru [ABCD] in care AB | CD si AC | BD. Sa se arate:
a) AB? 4 CD* = BC?* + AD*= CA* + BD?, b) mijloacele celor sase muchii se afld

pe o sferd.

37. Se dd o prismd triunghiulari [ABCA’B’C’] care are fetele laterale pitrate. Fie
M un punct mobil pe [AB], N proiectia lui M pe (BCC’) si A” mijlocul lui [B’C’]. S& se
arate ci.A’IV si MA” se intersecteazd intr-un punct P gi st se afle locul geometric al lui P.

38. Fie tetraedrul [4 BCD]si G centrul-de greutate al triunghiului BCD. 34 se arate
ci daci M e AG atunci y[MGBC] = y[MGCD] = y[MGDB].

89. Se considerd punctul M aparfinind interiorului unui triedru tridreptunghic de
virf 0. 84 se ducd prin M un plan care si intersecteze muchiile triedrului respectiv in
puncte 4, B, C astfel ca M si fie ortocentrul triunghiului ABC.
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40. O gramadi de nisip are drept baze doud dreptunghiuri situate in plane paralele
si feele laterale trapeze. Sd se giseascd volumul grimezii cunoscind dimensiunile @, b ale
bazei mari, a’, b’ ale bazei mici i & distanta dintre cele doud baze.

41.,8¢ di un trunchi de piramid4 de iniljime si ariile bazelor B gi b. Se unegte un
punct oarecare O al bazei mari cu virfurile 4, B, A’, B’ ale unei fele laterale. a) S& se arate

ci y0A'B'A] = 5% - y(OABB’]. 84 se determine cu ajutorul relafiei de mai sus formula
B

volumului trunchiului de piramidé.

49*, S se demonstreze ci daci intr-un tetraedru ariile fetelor sint egale, atunci
fiecare muchie este congruentd cu muchia opusd. -

48. O prismd triunghiulard regulati este circumserisd unei sfere de razi R. 5S4 se
afle aria si volumul prismei,

44, Un triunghi dreptunghic cu catetele respective b si ¢, laripotenuza a se roteste
pe rind in jurul ipotenuzsi gi al celor dou# catete. Vi, Vi, Va3 S, Sa 53 fiind volumele
respectiv ariile laterale ale celor trei corpuri formate, i so arate: '

i 1 1 8 S, Sy + S

g Lot l o pligts e T,

A=t V5T S,

45. Un cog de fabricii are forma unui trunchi de con cu inilfimea de 10 m, bazele
trunchiului de con au lungimile exterioare de 3,i4 m i 1,57 m, grosimea zidului fiind de
18 cm, S4 se calculeze volumul cogului.

46, ntr-o sfers de razii R se inscrie o piramid regulatd cu baza un pitrat i cu unghiul
de 1a virful unei fefe laterale de masurd o. 34 se atle: a) volumul piramidei inscrise, b) aria
lateral gi totald a piramide, c) valoarea «, cind indliimea piramidei este egald cu raza

sferel.

47, Un trunchi de con are aria lateral egald cu 4mo® gi indltimea a, iar generatoarea
sa este egald cu suma razelor bazelor. 54 se calculeze in functie de a razele bazelor §i aria
laterald a conului din care face parte trunchiul de con.

48, Fiind date punctele distincte 4 5i B, s se afle locul geometric al punctelor M
din spatiu pentru care AM | BM. :

49, S3 se arate ci daci trei sfere au un cerc comun, atunci centrele lor sint coliniare.
50. 94 se giseascil locul geometric al centrelor sferelor care trec prin: a) doud puncte
date, b) trei puncte date. '

51. SA se afle locul geometric al centrelor sferelor de razi datd tangente la o dreaptd
datd.

52. Fie C un cerc situat pe sfera S si A e C. 84 se arate ci tangenta la cercul C in
punctul A4 este inclusd in planul tangent la sfera S in 4.

58, Un plan paralel cu baza piramidei [VABC] taie muchiile laterale tn 4’, B’, C's
94 se arate ci sferele circumscrise tetraedrelor [VABC] i [VA’B'C’] sint tangente.
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54. S4 se arate cd raza sferei inscrise intr-un tetraedru se calculeazd cu formula
- 3V
Si+ Sa4 85 + 8,

unde 8y, Sy, S5, Sy sint ariile fefelor, iar ¥ volumul tetraedrului.

' bb. S.e roteste un triunghi ABC in jurul tangentei in 4 la cercul circumseris. Si se
exprime aria suprafetei descrise de [BC] in funciie de a = BC, b = CA, ¢ = AB.

56, Un con circular dr‘épt cu generatoarea a, are frei generatoare perpendiculare
douficite dou#. S4 se afle: a) volumul conului, b) aria sferei inscrisd in acest con, ¢) raportul
ariilor calotelor determinate de cercul de tangen{a al sferei cu conul.

57._D011£i sfere de centre O §i O, si raze R si R, (R, < R) sint tangente exterior. Si
ge afle aria laterald a trunchiului de con ce are ca haze cercurile de tangenfi cu cele doud
sfere ale conului circumscris sferelor.

58%, Patrusfere de aceeagi razi r, sint tangente doud cite doud. S4 se afle indlfimea
a cqnului de rotafie circumscris celor patru sfere.

59.‘". O mérgea se obtine dintr-un corp sferic prin perforare cu un burghiu al cérui ax
trece prin centrul sferei. S4 se afle volumul margelei, stiind ci gaura obfinutd are lun-
gimea k. ‘




§ 1.

9, (n — 2)+180° = n+135% n = 8. 8. n+180° — (n — %) - 180° = 360°. 4. 10. B. 3.

g 8.

2. Triunghiul dreptunghic. 4 a) cs[AOD]+a[AOB]:a[BOC]—I—a[AOB]. b) c[AQD] =
— MO+ h = o[BOC]=ON * k, unde b este fndlfimea trapezului. 6. Paralela prin D la
laturile unghiului BAC taie AB in E si AC in F; MN va fi paraleli cu EF. 7. P este
centrul de greutate al triunghiului ABC. B, Se considerd punctele M, IV = (AB) ?stfsil
ci M e (AN). Paralelele prin M si N la BC intersecteazd latura (AC) in M’ si N

Se noteazaﬂ:x, s si se pune condifia ca cele doud paralele sa
AB AB

descompund suprafafa triunghiulard [ABC] fin trei suprafete de arii egale; deci

o AMM’) = LB i w= i, si analog, ¥ = \/-2— . 9. Fie trapezul ABCD, AB || DC,
o{ABC] 3 V '8y )
{0}=AD N BC, D= (04), a = 0D, b= 04 si MM, NN’ dreptele cerute. OM® =
_ 1 (202 4 b9, ON2= % (a® + 22).

3

§ 4.

. = Ao ink
6. DacA C < AD, wAC) = u(DB) = « 5i 04 = r, atunci o[EFDC] = — . — (m =

r? :
— (2 + sin 2a) =

1 Z, (n 20, = = ari toru-
s i A oL — = - — — p(CD) = aria secto
20 + sin 2a) 5 8 s 5

—_—
lui [OCD].

1
2 21/ 2r% b, o[ BCN]= o[DCM] + o[ABM). 6. i
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§1.

ri

1. a) l10, 27t — aresin 2, , b) (5, T + arctg i), c)‘rs, S , d) (2, I !
5 31 { 3

60 25]’ C}E_ ) 71/—3]_

e) [1/5, T — ar;itg %], 1) (3, =), 2. a)(1,1/3), b) [ﬁ’ s 5 ;

d) (=35, 0) 3.(2, arcsin%], (2, m+ arctg_i'_),
§ 2.

1. b) Membrul sting al egalititii se scrie sub forma % . (sin 2B + sin 2C), unde

m = -a & 2. a) Se exprimi cos B si cos C din teorema cosinusului. 4. Aplicind teorema
sin \ i

=l : 4 5, MUY (T 4'=6 B

sinusurilor se ajunge la cos ——— = co8 — < = — gau ——— = — —
2 2 2 2 2

2 2 __ g2 2 2 _ 2
5. ctgAzcc_)SA=b +C_ & ool et o) g =2,
sin A 2be sin A 2abc sin A

§3.

1. a) b =15,C = arccos%, A= arcccsz—gg b)B=mn— arccusf—a, a==4, c=13;

6 : i

¢) A = m — arcoos > , B— arccos 23, C—arcoos > ; d) b—&+3/F 4=2,
13 . 65 5 6 -

il

i 3 j ~ T A& In - ~ It ~
B =21 4 arccos— :e) ¢;=|/3+1, By=—, Ci==—,c,=|/ 3—1, By=—, Cp=—;
3 B ) 1 l/—+ 1 4 1 13 2 1/ 2 !*s 2 12

f) ay=35 bi=17 =210+ 4; aa=5, by=7, ¢= 21/10 — 4; g) Prokblema nu

are solufie. 2. a) C=n— A4 — B,a= — APl e BB =G
sin A 4 sin B -} sin C 12 12

N N —
5.DB=14,cosCDB:1£3,p.(ADB)er,AB=14(I/3—1), Azg.,B=.?6‘.+

-+ arccos % .

§ 4.

\
loa)sind — 2% §—904; b) S =1+1/3; ) S=6/F d 4= . Se
325 : 10
% oA &l ' : 5 —1 i
observd c sin 24 = cos 34, de unde sind =""""; §=3(/5 —1). 2.a,=15,

b

b G /TER, kB B C08 e et (B /)

by =14, ¢ =13;
1 1 ; :

Ogi= 155

141




do unde B — C =T, dect m(B) = 75° i m(C) = 45° Se ghiseste S = é— (3 +1/3).

_6- ’
4,85 + 49 /5. B, Sy = i}nﬂﬁ, S, = BN, S, = % R/, Se=2R*)/3, Sp=BRY,
&
LW 5 = : il o -
Sg = 10 R? sin oo = & R*()/F — 1) (vezi exercifiul 1.d). 6. Dack u(40B) = 2o, 0 fiind
1

centrul cercului ecircumscris poligonului, egalitatea datd se scrie —
: sin 2e sin o

1

sin 3o

care se transform# in sin 3« = sin 4a.

3 Se obtine « = %, iar aria ceruti
este S, = —g- R sin%ﬂ 5

§ b.

1. a) Daca A’  BC, B’ € AC, ¢’ = AB sint punctele de tangen}i ale cercului inscris
respectiv. cu laturile triunghiului §i dacd =z = AB’, ¥y = BC’, z—= CA’, atunci & +
+y=c¢ y+z=90, st+tz=b Se obtin: z=p—a,y=p—b,z=p—¢ Relatia

_rezultd din triunzhiul dreptunghic AB'I unde I este centrul cercului inscris. ¢) Se calcu-

leazil cos % cos E; cos % cu formulele (3), § 3si se {ine cont de (4). d) p —a= LA

: '8 2
conform cu a). e) Se utilizeazd relatia medianei 4m> = 2(b® - ¢%) — a® si leorema sinu-
gurilor. 2. Se aplicd teorema sinusurilor in triunghiul AIB. 8. Se alege un reper ca in
figura 11.4. Mediatoarele segmenlelor [AB] gi [AC] au ecuatiile 2z =¢, 2ysin A +
+ 2z cos A = b. Seoblin coordonatele lui O prin rezolvarea sistemului giapoi R = OA.

Exercigil recapitulative

, 8 : ‘ - — B
1. Daciia > b, din AL qfe-‘i ~ 1, rezultii sin A — sin B > 0, sin “ > 0
b sin B 2

A= B.2.a) Se elimind a, b in membrul sting cu ajutorul teore
sin 24 — sin 28 + c08:C = cos(A + B) + cos ¢ =0, ¢ Se scrie membrul sting sub

mei sinusurilor gi se obfine

“25in (4 — B)

forma ¢ cosf- + acos(b’ — 1‘2) + b cos [A - %) 8. Se caleuleazt BC cu ajufo-
- apoi 4(:03 B si sin B. 4 Dacd A’ e BC, B’ e AC, C = AB
a1 50 -_-mn , apol cr[A’B’I] si olA'CI]. bB. sin’% =

2 4R
y 8 S — )2 2 : ?
1—cosd _at—(b—cf <L, 7.Dinimi = 2% +¢%) —a* gl toorema CORMEY

rul teoremei cosinusului,

se calculeazd of B'C'I]=

g hbe bbe
sului se obtine b 4 ¢ = 41 gi be = 420,
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Capltolul 1l

§ 1.

1. a) €(0, 1). b) Mul{imea punctelor situate in cadranul 111 si pe semiaxa negativil a
ordonatelor, {M(z, y) |z < 0, y < 0}. ¢) Mulfimea punctelor din interiorul unghiului for-

mat de semidreptele {P(z,y) |y = |/ 32, 2 < 0}gi {P(z,y) |y = 0, 2> 0}.d) {P(, y) 2?4
++(y + 1) < 4}, discul cu centrul in punctul (0, —1) si de razd 2. 2.z = 5(cos 0 - sin 0),

T e ] bt D —
= 2[003 % 4+ 1 sin E] g —2 [cos = < 1sin ‘-}f] , 7, = |/13(cos « + i sin ), unde

1

| cos a |

[cos{a + w)+

2 e
o= 2m — arctg i = (cosa--isina), dac a e [D, E] s1ime =
2

0S a

4 isin(a + n)], dacl a = [—123, 11:]. 8 |5|=1, Arg 5, = {—a+ 2kn|k e Z}; | %] = 1,

Arg z, = {—g——aJrﬂkvclkeZ}.

§ 2.

1.sl/i(cos_zmsinﬂ:smw). 9. a) |z| =4, argz=0; b) |z|=2,

1] 2r - .
argz_=5: c) la] =25 al‘gz=l—*;d)|z|=2”, argz = 0; e)|z|:2'ﬂ|/2ms.“‘.

o

12

argz = m;f) |z | = 1,arg z=m. 8.2°0; b) —1;¢) 27 sin® % [{:us ip ol -+ isin Bz R)],
2 2

4, Relatia datd se scrie z* —2cosa'z 1= 0, de unde z = cosa -+ isina

s e 1 Wl 1 ,
7y = 08 u — i sin g = cos(—a) + i sin (—a), — =cosa — 18N @, — = CO8 @ + 1 sin a,

% Zy
1
2 + e 25 + —:l;: 2 cos na.
1 z23
§ 8.
2 ; 2k + 1 e (b
1. a) 4 VT (1 -+ 1i); b) cos L—::,_ iz -+ i gin & —é—ﬂf, ke {0, 1, 2,38, &, &)
— ke e [k s Ve i Va, i
A licos | B S S | i 4 e ¥
(‘) f/ [ [2!* + 2 ] + 1 8In 264 + 9 )] L] d) 9 + ) 1 2 + 9 1 1. a‘ g =
) Ok .. 2 .
=08 —= -+ igin =L , Ep = CO8 AL, 4 isin L e:"{ . 6. Radicinile celor douit ecualii
n n n n
2k o 2k ¢ A ( Tl
sint: zp = cos Roltlis -+ isin hdi ; 3h, = COS L + isin %If. Ritddcinile comune corespund
m m n / n
4 g et ; : 2k 2K :
valorilor lui & si &, care satisfac egalitalea — = —, 5al kn = k’m. Deoarece
' m n

(m, n) = 1 egalitatea are loc numai daci k este un multiplu al lui m, deci numai z, = 1
este rédicind comund.
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3 e/
1. a) 3, —52’—(—1 + iY38); — 2 (e il Bl bl = =1 s 1%_
L A el £

2.&) z]=2, za=H1+iV§, Zs=—'1'—iV3,- zd=1: zsztl-:):"—}_‘l—_z_’ 2y =
TR S L
IR T
§ b.

4. Daci M,;, M, au afixele z;, 2, atunei imaginile Mj, Mg au afixele 2;, 3; §i
MiMa= |3 — & |= |2 —a |=|z— &= MM, &. Avem arg z;= argﬁg-.
+ arg o — 2kn(k =0 sau k= 1). a) (OM, = (OM, < arg z; = arg Z < arg a'l_l ;
b) (OM; opus lui (OM, <> arg z; = arg % + e arg o = T 8. Se.consldera imaginile ;u
Zy — %y §1 23— & si se foloseste exerc. 5. 7. Fie z afllxu'l lui M; atunci E| z| 7é_.
Luind modulele celor doi membri ai egalititii indicate si tinind cont de [e'—e | =
14 2|1 —¢|=|/3 seobfine: (a) [z — 1|} |z—e|>]z—¢ (b) 1z —1]—
— || i-— 2 !l s_iliz— sla | l; ,(c) lzt_ € 1(—a !I z—1|<|z—¢%|,0 egalitate p‘quind si aibi
loc numai daci imaginile lui (z — 1)(e* — e) si (5—¢)(1 —¢?) sint coliniare cu O.
Dar atunci am avea in virtutea exerc. 5, (z—1)(e2—¢) = alz— e)(1 — a“},_ cu o eR:
Cum ' € = 1, &2 = &, ar rezulta s(g—e—o+oE)=E—€— e + &, deci —z ar fi
citul a dou’ numere complexe conjugate in contradictie cu |z | # 1.

3t

2.b) 8 cos”% [cos %ﬂ +isin E) 8, 1 —i 4. Afixulz= 2+ iy al celuil de-al

treilea virf satisface: |z —1|=]2+1—1 =12, |z— 2 — i 1 = /2, adicd (z — 1)2+‘
+yt=2, (g—2P2+ (y—1)°=2 b. Notind zr = r(cos i -Jr‘lsu} tr), k= 1, *2; 3 il
t; + t; + 1, = ¢, din ipotezd rezultd sin ¢, + rsin(t, + ) = 0, adic sin 1, + rsin(t — t) =
— (1 — rcos#sinty — rsintcosty =0 si doud relafii anelxloage CU Ly, by 1 :
relatii pot-exista simultan numai daci1 — reost = 0,rsint =0, decisint = 0,cos t = 1.

=11

g

1, Dacd d N o ar conjine doud puncte, atunci am avea d c « (teorema 2). 3. Existd
puncte 4, B, C, D, nesituate intr-un acelasi plan. Aritati prin reducgr'e la absurd c# drep-
tele AB si CD nu au punst comun! Daci d = d’, concluzia este evnder)’t’a. Putem pre?u-
pune, deci, ci dreptele &, d’, d” sint distincte si fie dnd'= {4}, dnd = {BLdN d +
= {C}. Dacd A =4, atunci cele trei drepte au in comun pm}ctul A.. Daci A& d, a-tulnm,
B#A, C# A ceea cé tmpreuns cu d’' # d” = A4, Fiis (8 su'lt trei puncte necoliniare
si din teorema 2 rezultd cd d, d’, d”"c (ABC). 6.. b) Fie E = (DAB) N (DBC) f;
N (DCA); cum aceste plane sint distincte, ele se taie doud cite doud dupi dre].)te‘e
DA, DB, DC. Renultd E e DA,E e DB.Din E # D ar rezulta {1, B S ED in contradicfie
cu a). 7. Ardtati mai intii ¢i punctele E, F,Gnu si‘nt coliniare $’1 apoi ci punf:te}e 12 Q’f
apartin planelor (4 BC) si (EFG). 8. Cincl. 9. Alegeti o dr‘ea?tfi d’ astfel cad gid” sd nu i@
continute intr-un plan. Considerafi plancle {(dM) cu M ed.
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t, in loc de ;. Aceste

§ 2.

1. Construim fn planul o mediatoarea segmentului [AB], pe care o intersectim cu

planul 8. 8. Punctul M trebuie sa fie situat in planele «, (Ad,), (Bd,). Problema revine la
exerc. 2. .

§ 8.

1. Fie 6 = (¢4 = («B §i M = (AB). Trebuie si aritdin cd M = o, ceea ce revine
la [AM]N o= @. Presupunind contrariul, existd P & [4AM]Na. Dar atunci P = [4AB],
deci P e[AB]Na, ceea ce nu este posibil. 4. Fie de exemplu ¢ un semispatiu deschis,
B frontieralui ogid = « N B. Alegem punctele 4, B = o« — dde o partesi dealtaa dreptei d.
Atunci [AB]NB # @, deci A si B sint de o parte si de alta a planului B, adicd unul din
aceste puncte, si zicem 4, se giseste in . Se va demonstra cd aNo = (dA. In acest scop
se ia M = aNo si se deduce ci [AM]Nd = @, ceea ce implicd M < (d4; se ia apoi
N & (dA ete. 6. Trei sau patru. 8. Se va proceda prin reducere la absurd. 9. d fiind muchia
unghiului diedru,. se vor distinge cazurile: dNe este punct, dNa= g si dNa=d.
10. 1) Se aplicd exerc. 4. 2) Folositi definitiile interioarelor unui unghi §i unui unghi di-

edru. 11. Se va ardta ci (MP c Int. AMB, din care se va deduce cd (AB) si (MP au un
punct comun.

§ 4.

8. Numai in cazul unghiului diedru nul sau plat. 4. b), d), e). 6. Se iau punctele
P, Q = MU o(P # Q) si se disting cazurile: 1) P,Q € UW; 2) P € M, Q . 3) P, Q=o.
Veti arita ci in fiecare caz (PQ) c M. 9. Fie tetraedrul [ABCD] si E mijlocul lui [CD].
Centrele de greutate G, 7 ale triunghiurilor ACD, BCD sint situate respectiv pe AE, BE.
Aritati ci AG’, BG, EF sint concurente, unde F este mijlocul lui[4E]. 11. C si D sealld
de o parte si de alta a planului (ABM) (exerc. 11, § 3), deci acest plan intersecteazi

segmentul (CD) intr-un punct Q. Aritati ci M & Int @, ceea ce implicd (QM N (AB) =
= {P}. 14. Fie 9 reuniunea consideratd si X, X’ = M, adicd X =[PQ], X' = [PQ],
unde P, P’ M, si Q, Q' & M, Trebuie si ardtim cd (XX’)c M. Se aplicd exerc. 12
segmentelor [PP’] si [QQ']. ' i

§ b,

2, Duceti printr-un punct al dreptei a paralela la dreapta d si ardtali cd aceasta
coincide cu a. 8. Daci d 4. d’, solutia este unicd: planul determinat de d si paralela la d’,
dus# printr-un punct al lui d. Dacid d || &', existd o infinitate de solufii: orice plan ce trece
prin d, cu exceptia lui (dd’). 4. Un plan. 5.. Se duce. prin dreapta intfi un plan paralel cu
a treia (vezi exerc. 3), care se intersecteazi cu dreapta a doua. 6. Se foloseste proprie-
tatea 1, apoi proprietatea 2. 9. Fie A punctul, 4 dreapta si o« planul dat. Daci
d 9 a, solutia problemei este paralela prin 4 la dreapta (Ad) N o. Dacd d||«, problema are
o infinitate de solutii sau nici una. 11. Dreptele A4’ si BB’ fiind coplanare, doud cazuri sint
posibile: a) AA’ gi BB’ au un punct comun §; b) 44’ || BB". In cazul a) veti ariita ci
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implicd AA’ || CC!. 14, In caz contrar, dreapla
resupunefi contrariul i folositi teorema 3. 17. in
eptei a N o’ o paraleld cu d gi ariitim ci aceasta

i i zuri — 0°saua = 90°
este inclusi atit in e, cit i in «’. 18, h) Doud solufii cu excepfia cazurilor @ = 0° sau a 0%

S e c¢’, iar in cazul b) exercitinl 6

| e
data ar fi inclusd in primul plan. 15. I
cazul o Y. o, ducem printr-un punct al dr

cind solufia este unicd. 19. O c¢lasa de echivalentil este formata dintr-un pll.'m .:”:—,‘(;‘nir.i];]iill;“‘ll'(':
paralele cu «. 20. nu. 21, Notind cu (AB) si (A"B’) cele doud segmer_&t‘e, dljn exf l-.,‘”;(»[ {1
rezultd ci AA’ || BB, deci AA'B’B este un paralelogram. 22. Prin Cn’.L.‘]l.l;l .p ,;I‘{nei]p
fiecirei drepte duceli paralele la cealaltd dreaptd dati. 24. Un plan paralel cu pk

date.

\

6. a) EF || AC,HG || AC; b) o dreapli paraleljé. cu d ‘(i:espect.iv un plan Emlra‘l‘ulnigl:i:
7. Ducetiprin A’ o dreapti paraleld cu d. 8. Folosifi exerclt,n}l pl:eceder]fc.lLr:]m.nftﬁ1 .1‘(;95{
este un plan paralel cu d si d’. 11. a) o dreaptd care trece prin punctu :t‘u[, J:“; o:n B.
punct existi, respectiv o dreapta paraleli cu d, dacd d || «. b) Un plan care trece | )
daci « NP # @; un plan paralel cu «, daci w || B.

§ 1.

1. Prin A se duc planele &, ', perpendiculare res‘peuLiv pe d, d’.' Dilcﬁ ¢ 7! ?’,Piﬁ:lc‘)(l])ll)is:s
are o solutie unica: dreapta « M o', Dacit o = o orice d]'eaptln UO“L}“‘T“’«:“ mﬁ: Plu,tlm p:m'-:t.
A reprezintit o solufie. 4. Folosind exercitiul 3, oblinem trel drer‘JlLe'(,(lJ‘]j al:?l{“;ipi['q[erl v
comun, perpendiculare doud cite [lcmflj ceea ce este in cont.;‘c}msp;, (-:L 3 A: =L ;ndw
plan a perpendicularei pe o dreaptd, printe-un punct dat. 8.' 1le 4 5 ],Ny) i tl\m,[’,
jar d” paralela prin A’ la d. Ardtafi cd (1'.2 d’ 10. Perpe?dlcu ﬂ.laﬁf.e 8 J]iri;.)“!l -
prin centrul cercului circumseris triunghiului ABC. 18. Se va ardita cad pic

pendicularel din P pe (ABC) aparfine [fiecdreia din perpendicularele considerate.
14, 2a, - al/7. 16, Un cerc in planul « cu diametrul [AB], unde B’ este proieclia
@ == . *
2

. e e O
lui B pe . 16, Un cerc situat in planul prin 4 perpendicular pe a,'de dflrgm.tru Uf]/i 1
.unde A’ este piciorul perpendicularei in A4 pe a. 19. A fiind punctul i d, fl tl!‘t;]\li.filf‘.{l ulif,é
notind cu o« planﬁl prin A perpendicular pe d’, dacll d N o este un punct B, dreap ll / ;
intersecteazli d §i AB | d’. 22. Dupd cum distania de la 4 la ]{?lnnnl 'al"/.g?h‘gf
oy '] espectiv un cerc, un punct sau mulfimea vida, a¢.
— ] sau < [, locul geometric este respec F QPG mea L
fiind picinru’! pct'pendi(:ularei din O pe (ABC), avem NOO’A = NOO'B = , det

(0’A) = (0'B) = (0°C).

§ 2.

’ ,v—;(\ ,4/;\
) avem conform teoremei 1 B’AB < M AE\:
b, ¢) in A’, deosebifi cazurile: 1) A’eInt be,

8. Luind un punct M’ astfel ca 4 & (MM’

4, Proiectati un punct 4  a pe planul fefei (
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U
2) A’ = b/c\, 8) A’ & Int {c\U/b: si folositi in fiecare caz exercifiul 3. 6, Ducetl o seml.
dreaptii [AB, perpendiculari pe «, de acecasi parte fati de « ca si p’,

§ 8.

~ A
2. Se intersecteazi unghiul diedru «’8’ cu un plan perpendicular pe muchia lui «/’,

se construieste bisectoarea unghiului format etc. 4. In planul g, ducem prin Q o perpendicu-
lard ¢’ pe dreapta « NP si demonstrdm c# 4’ | «. Din unicitatea perpendicularei prin-
tr-un punct pe un plan va rezulta ci d = d’, deci dc 8. 6. Fie a si b dreptele date sl
e = (ab). Locul cerut se compune din dou# plane perpendiculare pe « care tree prin bisec-
toarele unghiurilor determinate de dreptele a si b. 7. Duceti prin punctul de intersectie
al celor trei plane o dreapti perpendiculari pe « i arditati ci aceasta este inclusi in cele-
lalte doud plane. :

54

8. Fie A* = pryd, O* = pry0; se va ardta ci OA | (OO*B) si O*4A* | (OO*B).
4, Se va observa cil raportul, in care un punct imparte un segment, se pAstreazi prin pro-
iectie. 7. Se va folosi exerc. 4. 9. Construiti o dreapti d care intersecteazi cele trei drepte
date si luati un plan perpendicular pe d. 10. Existd un plan perpendicular pe a care
contine dreapta d. 11. Fie [0A, [OB, [OC I‘:iuc}iill\e- unghiului triedru gi «, B, v cele trei

plane proiectante. Putem admite ci AOB si AOC nu sint unghiuri drepte. Perpendicu-
larele din .4 pe planele, v, B vor fi continute in (04 B) respectiv (0.4C) si vor intersecta
OB, OC in cite un punct B, C’. Folositi concurenfa in#ltimilor in triunghiul AB‘C’.
~
16. Dacll D = pr, 50, unghiul planelor (4 BC) si (OAB) are misura ¢ = m(0DC) si tg ¢ =
c _ ¢ |/ @ & e

oD ab

Exercigii recapitulative

1. a) Deoarece AN este mediand in triunghiul isoscel ACD, AN | CD gi analog
BN | CD. Rezultd ¢ CD | (ABN)gi CD | MN,CD | AB. b) Din reciproca 1 a teo-
remei celor trei perpendiculare deducem cid D'M | AB, de unde rezultd ci D’ & CM.

¢) Dreptele DD’, CC’ gi MN se intilnesc in ortocentrul triunghiului MCD. 2. Considerati

dreapta « N (A0B). &. 1) ﬁ este un unghi asculit; presupunind problema rezolvati, fie
C = prpy B si B’ = pryB. Putem construi un triunghi dreptunghic congruent cu ABC (c#ci

Py
cunoagtem mésura lui CAB gi AB) si apoi unul congruent cu BB’C, Trasim f{n planul «
cercul €(B’, B'C) si construim tangentele la acest cerc care trec prir: punctul 4. 2) Dac ik

este obtuz, construim semidreapta opusd lui (4AM. 3) Dacit #k este un unghi drept, inter-
sectim planul ¢ cu planul perpendicular pe AB, dus prin 4. Problema are solufie
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< m(f:i\:) < 180° — m(.m). 8. Reuniunea a doud drepte perpendict%lare
situate in planul mediator o« al acestui segment (bisec-
proiectiile Iui d si & pe «). 9. Dacd N = proM,
a celor trei perpendiculare rezultd ci OANB
Pitagora. 10. Ariitati cd triunghiul VBC
= prcV- 13, Daci

dacy m(ﬁ)
ce trec prin mijlocul lui [4A47],
toarele unghiurilor formate de
A = prd,M, B = prd,M, din teorem
este un dreptunghi. Se aplict teorema lui :
este isoscel si considerati triunghiul VDE, unde D = pr gV st E
. d(D, (ABC)) = DO =

== A D A0) = (BO) = (CO), deci AO =
- gl ( 2 cos —;E

L3 antp /3 te0. 16 tgp = 2 tg BI/F.
:atgﬂ/(‘zcns—g).lfl.AE:l\/—z Ctge =1 2tgP

B

in? g inz A !
pat e b 2 v:ms”—e'— _ cos?e. 17. Cazul a). Dreptele BC,
e e e 1] 3
16. 1 . = 3 3 :
4 sin? 7 — sin® —

S ———

cos
ot
CA, AB taie planul o respectiv in L, M,
) DI i triunghi A’B’C’.
cu EF, FD, DE, care determind un . :
e (ioué cite doud, sint fie concurente il_ltr-un punct P, fie p?ralele. fn primul callz
al doilea caz problema nu are soluie. Cazul b). Una din
lema are solutie numai dacd dreapta

N. Seduc prin L, M, N drepte paralele
Dreptele 44’, BB, ¢’ fiind copla-

nar
P este solutia problemei, in
dreptele BC, CA, AB este paraleld cu planul o; prob

i cu latura respectivi a triunghiului D :
C’'A’, A’B’ cu planul « respectiv in L,

MM, NN".

lel EF, iar atunci existd o infinitate
aceea este parale

de solutii. 18. Se intersecieazd BC,CA, AB, B'C, ¢ -
M, N, L', M’, N'. Laturile triunghiului DEF vor fi situate pe dreptele 3

§ 1.

iu gi iectil ii in planului perpendicular

B din spatiu si proiecyiile sale pe muchii aparfin p
o el E este un trapez, deci AD N BE # @.Se
‘f“_E‘/j (1 + /T3)-

pe muchiile prismei, care trece prin M. 2. ABD

aplicd ex. 5, de la Cap. TV, § 1. 8.181/ (/73 + 5). 4.a®(4 + [/73). b. a;
g 72. 7. ab(1 4+ 1/3). 8.240. 11, Fie[0M] diagonala prin O si N mijlocul segmentului [AB];
' LR d eV
AGON ~ AGMC, k = = . 12. mbazei = 3 » Mat = 73 : . "

- 18. Fie cubul [ABCDA'B'C'D’]. Distanta dintre dreptele BD' i B'C’ este dls.tan;a intr
5y Perpendiculara din B’ pe planul (BA'D’) intersecteazd

.o
, aria paralel. = 5 (1+ 2/ 2)

dreapta B’C’ gi planul (BA'D').
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dreapta A’B si deci distanta de la B la (BA’D’) este indl{imea din B’ a triunghiulﬁi BR'A’
21/ 2

gi este de 10]/2. 14,

s 15.a|/ 7, 2a)/ 2, arcsin 2':7, 45. 16, |/ a® + b2 tab,

1/ a® + b® + 3ab. 17. Se aratd pe baza teoremei celor trei perpendiculare cd inil{imea
triunghiului de secfiune corespunzitor unei laturi, este perpeﬁdicularﬁ pe planul fefei
laterale care contine aceastd laturd. 18, AA’AB = ANA’AD gi deci indlfimea din A’
a triunghiului isoscel A’BD trece prin puncfu] O de intersectie a diagonalelor cubului.
Deoarece BD | AC rezultd BD | (AA’C) etc. 19. Fie paralelipipedul [ABCDA’'B’'C’'D’Y
fn care planul (ACC’) este perpendicular pe planul bazelor. Se arati ci BD este per-
pendiculard pe planul (ACC’) si deci gi pe dreapta ce uneste centrele romburilor de
la baze, de unde rezulti ci paralelogramul BB’D’D este dreptunghi. 20. Se exprimi
cosinasul unghiului in functie de lungimea muchiei bazei si a diagonalei si fin conti-
nuare diagonala in funcfie de muchia bazei gi muchia laterald. 21. Fie M;, i =1, 2, ...,6,
cele sase puncte si G mijlocul lui [AC"]. Aritali cd GM; | AC si AGM;_ M; =
= NGM;M;y,. 22. a) Daci se noteazd {E} = O’P N AC, rezulti ci E e (ABC) N (MO’P)
si {F}= EMN(AB) « (MO'P). G fiind intersectia dintre dreapta O’M si dreapta
ce trece prin mijloacele muchiilor [AD] si [A’D’], rezulti cd G = (ADD’) N (MO'P) si
cd {IV} = PGN(A'D") i {Q} = O'NN(B’C’) apartin sectiunii care este deci penta-
gonul MQNPF; FM || NQ si NP || MQ. b) [AP] fiind linie mijlocie in OO'E, [AF]
fiind linie mijlocie in OEM, avem AF :% (O centrul bazei ABCD); GM = qa,
NH = % SN 00— % , unde H este mijlocul muchiei [A’D’]. Proiectia poligo-
nului FMQONP pe planul (ABC) este poligonul AFMTS, o[AFMTS] = o[ABC] —
ba®

— o[ FBN] = —— . Se determini misura unghiului planelor (MO’'P) si (ABC). Fie R
16

piciorul perpendicularei din O pe FM. OR se determind scriind in doud moduri o[OF M)

: 14 TR 1 5a® |/ 14

§OR =% or_ W BrO = L qrmonr) =PV o5 o g
13 /13 V14 16

b) 4 213 . 24. = = (0, 2a), pentru ca sectiunea si fie diferitd de nfulfimea vidi. 25. Se

noteazd cu M mijlocul lui [4"B‘] si NV mijlocul lui [BC]; sectiunea este rombul ANC'M’

5 — =y 2 /6 ' o fl
al/?g.i diagonala a[/B,aj/g; ‘L@, 2&[/5. 26.31/“7_,

de latura = : ‘

§ 2.

1. a) da, b) da, ¢) nu, d) da, € nu B %(ayaﬂ+4hz+b1/az+ahz).
6. Aplicind teorema lui Pitagora generalizatd in triunghiurile SAC si SBD
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SA? 4+ SC? — AC? SD'—=

Da 78 SB’ Li si aplicind formula lunglmu

rezultd SA'= St = S8
sS4’ SB ratd cd indltimea
s 04 BH g Se aratd cdl Indljim
medianei rezultd SA? + SO = SB? + SD*, decl 7 = "o

=4
2]

9. a) 48, b) coBa = —»

piramidei trece prin mijlocul ipotenuzei Lazei (vezi exerc. 2). i

24 4 24
9= =1 sin B:i = _.'—.:___-v———-/—:'
V/ 626 |/ 626 — 251/ 3
[VABC] M un punct al bazei, A’, B’, C’ punctele in care perpendiculara prin M
, VAB] si A7,
tiv planele fetelor [VBC], [VAC], [ ;
pe (ABC) intersecteazii respecliv | . = L

10. Fie piramida

sin B

24
c) sin B, = I/ETI ’

B”, C" proiectiile lui M respectiv pe BC AC, AB: T O S

M4’ + MB' + MC o fati
MA” -+ MB" + MC”

Jaterald cu planul bazei.

= tg « unde o« este masura unghiului diedru format de

Deoarece MA" + MB” + MC” este constantﬁ rezultd i

919 = = Fie M proiecia
MA’ + MB’ + MC’ este constantd. 18. a) 3|/ 219, b) 'sin « 4 ¢) Fie P Li

lui B pe AV care coincide cu proiectia lui F' pe AV. Masura unghiului diedru al fefelor

[VAB] s [VAF] este egald cu m(m‘) aplicind teorema cosinusului in triunghiul BME

300 i p entrul bazei. Misura unghiului diedru
se obtine cos (BMF) = — i 14. Fie O centru

: 1 .
i o — — o[ VAC]=q.
dintre planele (VAB) si (VAC) este 60° si deci o[ VAO) = o[VAB]cos 60° = . [ VAC]=q

3a? — 2b*
15. Se aplicd teorema cosinusului in triunghiurile VDE, VEF, VDIF; X = E( zbz)

. V6 e
__aa‘. = . 2 o1, arcsin ——. 22, SA" =
16. arccos—;-. 18. arctg 5 unde § = o[ BCD]. 20 5

3
b2 4 c® — a? ol e N T ghth Pl=aotdery conditiile @? < b? + ¢,
A e e i
: ) : 3% — a?
B < ab + o2, ¢ < a® 4 b%, deci ABC triunghi ascufitunghic. 23, ———ﬁl—f—- :
1

24. Distanta de la virful piramidei la planul de sectiune = I/ qI, unde I este inil{imea

6 b/ 2
5a* )/ 2 12 2/ 8 g BV 32
piramidei. 26. 2% l/——. 20, . 27. Z—. 28—

&

§ 3.

| . a.—b—
8. 151/ 2, 30, 101/ 5, 101/ 7. 4.4_‘/1.5. 3(a+b)‘\/cﬂﬂ( - ) 6. 72|/ &
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3 el
5 Vb | R

§ 4.

5. Din exerc. & rezuitd 3f < 2m, 3v <C 2m; se tine cont de relatia lul Euler. 6.m > 2v,
dacd am avea si 2m > 2f, din relatia lui Euler s-ar putea deduce o condifie. 7. Se pro-
iecteazd poliedrul pe un plan.

§ b.

1. e/ 8. 2. 4a*)/ 3. 8. Putem admite ¢4 «N P = {4,}; atunci 4, = B,. Fie

= [A;ByBy ... BnA4, ... Ayp], iar P poliedrul congruent cu P’ care se obfine prin
deplasarea muchiilor lui P’ de-a Tungul suporturilor lor astfel ca 4, s# ajungdi in 4;. Re-
aultd: v(P) =v(P'UP)—v(P")=v(P’UP — P") si P’U(P — P") este o prismé
dreaptd cu aria bazei § gi inilfimea /. 4. Secfionafi paralelipipedul cu un plan per-
pendicular pe muchii si folositi exerc. 3. b. o, = 260, V = 400, dy = |/ 194 , d, = t:_O :

13)/2 ; : :
6. 13/2 a®; a*(10 + 8)/3). 7. Prin C se duce o paraleldi la 4B pe care se ia

punctul A’ in acelagi semispatiu cu 4 fati de planul (BCD) astfel ca (4’C) = (4B).
Analog, prin B se duce o paraleli la CD si se ia punctul D’ in acelasi semispafiu cu D
fatd de planul (4 BC) astfel ca (BD’) = (CD). Distanta dintre planele (4BD’) si (4'CD)
este cea mai scurtd distan{d dintre muchiile [AB] si [CD] si este iniljimea prismei

[ABD’'A’CD). Volumul acestei prisme este % din volumul prismei patrulatere cu baza

paralelogram, pentru care [A’D] este diagonald si [A’C], [CD], laturi. Pe de alti parie,
aceastdi prismi se descompune in tetraedrele de volume egale: [ABCD], [ACDA’]

si [DBAD']. 8, V = 210.34.13 em?® = 1,078 m?. 9. 178:-% 9,95. 10. a) Se considerd

piramidele cu bazele [HMV], [HAB] si virfurile ¥, C; comparind ariile bazelor si indl-
{imile, se obfine: Y NHMV] = % J[CHAB] = % WHABCD]; b) 30. 11. a) Fie H pro-
iectia lui A’ pe planul (4BC) si M proiectia lui A’ pe AB. AM = HM = cos o, A’M =

3
= ¢ 8in z; b}cosa—ﬂ. 12. a) ¥V = 2 ;b)DE:aV?,
A'M 121/ 2 21/ 2

«=p = 90°,

Exercitii recapltulative

1. a) ab + i [a)/ 62 F A% 4 b/ a® + k2 + h(a + b)]; b) trapez dreptunghic,

a2

)——ubh 2.8) 5+ ab + ”V"; 252 . by 45°; o) a% /(a4 2b32.
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3 I a B L;A 1) = i 1 = a dehl B.D eptl.lll h (W}
BD 3 A dl' B 1
. ﬂ} SE‘ a dt-r.l C C ( N:l ) b) A I/ a V 2 $

{7 ta ci tri-
si isoscel; analog ACD, deci ABDC este pitrat; S = HINAS aratd

V5 *]
; . . . . s 9 e s 3 .
unghiurile ABS gi ACS sint dreptunghice; aria secfiuml este a [ g ey

: 2 | ’ ;
4 ablm 4ok aer) W) Ve —ad AR —ak,
5. Tie h= be|/TE+ ¢ V = abe — 7 V;T:—F? dacd ze[0, h) S oo
9 T w3 z2 — a?
212\'.13—-’&'2) _‘/2l/iz:_m_ cos o = - 5
daci ze (h, ). 6. 8) V= 2ela? — =) j bl esd B 2a ; ©? 4 af

7. % . 9. Dreptele AN, BP, VO sint concurente doud cite dousi, deci au un punct

comun § (Cap. IV, § 1, ex. 5) si la fel rezultd cd S e MQ. b) AB | .M?f“efcf’;';
(MC) = (QF), ABMC = AAQF, (BM) = (AQ). .c) M este dreaptaT de t;n;is?mcul
é planelor (¥ BE) si (VAC), adicd locul geometric este [Vj.T], unde e; BMQ] i
lui [AC]. d) [QM] este linie mijlocie in triunghiul CVF, deci QM = a $1

dreptunghi. Dacd se noteazi cu hy respectiv by inaltimile lui ABMQ si QMNP, atuncl

dQMNP] 1 (-l + P—N g by = LS = e = L] (VO este bisectoare
;EERMQ} bl ; i i * “) . dueind prin C o
in triunghiul VBP). Notind {F} = ABNCD, avem G —"a; hz ;
KJY—-—"— deﬂl —V-B:}i—zl $1 P — >
paraleld la MN, se observa ci 5 - - : h 5

el
Rezultd cd raportul cerut este egal cu 5

.al/_3
e

[1 +i)=_§. 10. b) 42a? + 4a® 1/ 3;

c) arcetg |/ 2; d)

§ 1.

1- rv{——' TC. 2-
6. 150 3 8 2 + ) Tt 9 20 Tk 100 cm®.
0 10. 10. 160. 11- 1 )
l/ . Py (1 V ) 3 . T C 2 3 v 3

18, ¥V = 43,96 dm?, m & 496,75 kg. 18. 384 kg.
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9.8, 12n; 4/ 2 n 4 a) 10; b) 28w 5. 2na®(1 + 2m); 2mas

16. a)

§ 2,

1. hlg 2 s %Vﬁ-ﬁ 3. VAR fiind sectiunea axiald si [VQ] indltimea conului,

~ y - 1.
m(AVB) = 90° §i YO =04 =0B, deci I=R; G=3)/2, R = I = 3. 4 96m.
5. 10247 6. 1367; 320=. 7. Tetraedrul fiind [FABC], conul are ca bazi discul inscris

3 T 4
in triunghiul ABC si acelasi virf V; ﬂ_i_lga_ﬁ m. 8. =~ 62,80 m?% 9. Ficind o sectiune

axiald in con cal:e contine o diagonald a cubului, pentru muchia z a cubului se obfine:
zl/ 2 _h—= 2 Rh 1 3Rh

2R h PR+ A2~ SR+RYI
format din doud conuri, care au aceeasi bazi; 4 800w; 1320 w. 12. 657 cm?, 1007 cm?,

, de unde x =

11. Se ob{ine un corp

§ 3.
a T
4, 584w, b, 1500w, 6. R=2r, R—r = a_l;_? . 78 1[2/2 m. 7. Raza discului de
A : — R3 — 3
sectiune = 12, distanta ceruti = 4. B. 54,6w; 936w 0. [/ 2 (R — r¥)n; .
‘ 3
10. 48x; ?123'/3- n. 11, 1607; 1367,

§ 4

; 1. Fie M, N < [8(0, r)]; deoarece discul [8(0, r)] N (OMN) este o multime convexi,
rezultd cd [MN] este inclus in acest disc, deci si in corpul sferic [8(0, r)]. 2. Simetricul 4°
al unui punct 4 = $(0, r) fati de O satisface condifia r = 04 = 0A’. 3. Fie d un
diametru al sferei, M < 8(0, r) si N simetricul lui M fata de d; se va ariita ¢ ON = r.
4. Fie cele doud cercuri @(0y, ry, a;) $i C(O0,, ry, o), avind punctele P, Q comune.
Atunci oy N« = PQ. Ardtati cid perpendicularele ridicate in O; si O, respectiv pe o«
si a; au un punct comun si acesta este egal depdrtat de punctele celor doud cercuri.
5. Fie A, B = 8(0, r) care nu sint coliniare cu O. Prin punctele 4, B, O trece un singur
(plan OAB), deci un cerc mare prin A, B coincide cu (ABC) N 8(0, r) si astfel el este

81

determinat in mod unic. 6. 31/ 3. 7. 3; 8. 238w; 782x. 9. g%ﬁ R. 10, ags

3 ! 2 3 ¢
11, 28 R; 12, 192x; 768w, 13.676%; =~ 2 902,7=. 14, 2—1%1:; %n 15. i(;_(’—o m om?,

, =h)/ 2R(2R — h); ¢) k= R(/ 5 —1),

3 “
~A2R — k)
3




Exercigll recapltulative

.r.-l'

5

1 3 9 6 8 V—E- s RY/2. 4 s . a) Notind cu 2p perimetrul secfiunil
L] T . L] . L] -'—

axialal a conului C i exprimind aria acestei sectiuni in doudl moduri obfinem:

per = Gsina*G cos & Tinind cont de p = g(1 + sina), se afld generatoarea

b4 sin e Deci y(C) = M. b) ‘Rezultd ecuafia trigonometricd
G=r —— =

i 2
gin o cOS o gin o cos® @ i | :
= . i = — nde, sau B8IN& = —,
(1 + sina)t= gcos?«, de unde sina = 1, care nu corespu 5
= — d bel, 2R—d L
i i n s b e
deci o . @.162xl. 7.a)r fund raza bazei mici a trunchiulul de co :

g e s _ 6Rd -+ d?). b) Condifia este indeplinita dacd
de unde rsR-—-E;v(T]—E(uR 6Rd + d?). b)

=d¥, — r)? deci
g= R +r (g este generatoarea trunchiului de con). Dar g* = d + (R —)

dV 2 cd=R(/5— 1). 8. ofcorp) = au(cil) + 2a[(tr con) + 2aj(con) = 6na? )/ 3;

g =
9na? o 16mR2 267R 4o g) Notind ou by
v(corp) = v(cil) + 2u(tr. con) — 2v(con) = et W o o
hy a
) i /], di AOB ~ A COD avem — = —
gl by distaniele de la 0 la bazele [AB]si [DU), din A40B ~ A e -
3 : )
g ah* o op_ BB o7, =T (20 + Bl
si cum h = h, + hy rezultd h;=m si hy= = y 5

= 0, B).
= T o) gicum o> b resultd Vi> Ve I Fie 2= d(0, o} > 40, B)
3

f) este — & ol intPB plﬂ.]‘l.ele o, B sau tn
h sau & h dup& cum O se afla
exLEriDI u] 101 H hl pI unul caz Jl—.’l: < T adicﬁ T > — ﬂl}adﬂl, hi or lce car T € i Jl .

8 _ (h— x)* rezultd flz) = 22" —
Din 2nRh = r:(n +r2) 3 r; = RS — a® gl rz =R (h — )

— hx 4 h® + 2Rh — 2R = 0. Deoarece minimul lui f se ob{ine pentru z = 3
i A L (h* + 4Rh — &R%, f(R) = h* > 0, problema admite o goluie unicl
i f [2] S |
daci f[i] < 0 sau h< 2R (/32— 1); dacti h> 2R (/ 2~ 1) problema nu are golufie.
: L
GR® — GRh — h* B — ! —~ 3|/
Solufia unicd este @ =-‘;- (d + V/4R* — 4Rh — 7). 12. R (/5 2); 7 74

18. a) 10 ]/;4—-7_5 b) A (l/ o 3) _ 14, Notind cu z distan{a de la virful conulul
o8
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In haza superioard a cilindrului € gi cu y raza cilindrulul, putem scrie 0 e , de unde
it

studiem aceastd funcile la intervalul (O, &),

(1]

8. Intersectia lui [ABCD] cu paralela la BD care trece prin mijlocul lui [AC]. b. 4 :
3

xs‘ i 3 }'
6 r= — Bzen g . 7.8= " (8/3—=). B, a) Se observd c#
2 o B o = a—fB 18
sin ———
cos A = —cos (B + C), se scrie membrul sting sub forma sin? B 4 sin® C si se aplicd
2 2 __ g2
teorema sinusurilor; b) sin 4 = 2, cosd= Los alemin etc.; d) dacdi punctul
2R 2bc
A’ = (BC) este unul din punctele de l,dllgult,?’t ale -cercului inscris in triunghi, atunci

3

A= et 2— 9. a) Membrul sting al egalitdfii se scrie succesiv: 2R (cos 4 -+

A

|- cos B - cos C) = 2R |1 + 4 sin é- sin B sin £ = 2R (1 + L). b) se aratd
2 2 2 R

cit sin 4 - sin B + sin € = 4 cos L S R gi cos A + cos B + cos C =
2 2 2 R
b e N T J I () . | : 4
= 4 - & sin = sin — gin = =1 4+ — . 10, Prin rezolviri de sisteme de ecuafii se
2 2 2 R

oblin A (a, &), Bla +1, b + 1) si Cla + 2, b + 4); deci triunghiul are laturile de lun-

i : — : 21/5
gimi |/ 2, ').[/ L {/10. Se caleuleazd apoi: = Arecos - i-kl/fm, B = © — arccos Ig 5
744 2 i i % I : : .

C = anteos — = 11. a) Dacl B’ este piciorul indljimii din B, din triunghiul ABE’,

; AN
se ohtine AR = ¢ cos A. Relajia rezultd din triunghiul AHB’ in care p(HAB') =
%}5 — !, b) Membrul sting sescrie succesiv: 4R*sin 4 cos 4 + sin B cos B+-sin Ccos C)=

= 2R%sin 24 + sin 2B + sin 2C) = 8R%in A4 sin B sin C. 12, Daci AN e(0, R} = {4, D}

5101 N €(0, B) = (F, G}, atunci IG + IF = T4+ ID §i IG IF~ (R+OI){R—OI)=R*—OI".
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i 4}!’ #; indltimea cilindrulul este h — @, deci (C) = ?-;ﬂ (R = Mab + 2Rz} -




N
_ = u(DBl), DI = BD =

N
Apoi se observd cd 14 = fi—g-, uw(DIB) = ij;_B
sin —

= 2R sin% (triunghiul OBJI {iind isoscel). Asadar JA+ ID = 2Rr. 18. Din r =

= 4R sin 4 sin L) sin L , se obfine succesiv: r = 2R siné cos Ll cos gL )
2 2 2 2 2
; — o A —
2R sm?% — 2R cos B sin 5 -+ r = 0. Rezultd cd 4 (R“ cos? — 2Rr] = 0.

14. 2 cos [n (_;;E — a)]. 15. Se foloseste: (z — 1)(z" + Pkl BE LB = sl

A

16. t = Lti—, m =1, z = —ictg kiy , ke Z. 24. Fie abe unghiul triedru Aea
Vi n

si O virful sdu. ge construiesc intr-un plan unghiurile adiacente a’b’, b'e’, ca” cu

; Vs s A e
virful comun O congruente respectiv. cu ab, be, ca §1 punctele A’ ea, A" ea”
~ ~ ~
pentru care {0A4) = (0’A’) = (0"4"). 1) Dacd m(ab) + m(be) + mica) < 180°, se
considers M’ e b’ N (4’A"), NV ec' N (4A’A”] si punctele cerute M, N se défermind
q A~ ~ ~
astlel ca (0M) = (0'DM'), (ON) = (0'N’). 2) Daci mlab) + mlbe) + m(za) > 180°
M = N = 0. 25, Cel mult 6. 30. Fie AB muchia unghiului diedru, jar C, D celelalte
virfuri ale tetraedrului. Proiectati C si D pe AB i pe semiplanul bisector.
33. Dreptele AM, BN descriu respectiv planele (Ady), (Bd,) a ciror intersectie este
locul cerut. Deoarece planul a taie (Ad,), (Bds) dupd dreptele paralele dy, d,, se

deduce ci (Ad,) N (Bdy) este o dreaptd paraleld cu d, sau multimea vidi. 84. Se

proiecteazd A, B, C,Din 4, B, ¢’, D' pe « si se observid cd Al = 1414—7.
BL BB

36. Se va ariita it piciorul H al perpendicularei din 1> pe (ABC) este ortocentrul
triunghiului ABC. Notind cu ¢, punctul diametral opus Jui C in cercul circumscris

lui ABC, se observd cd AHBC, este un paralelogram deci AH? + BC® = BC? + BC?=

—cc}. 89, (4BC) L OM. 40. %[ab 4 o + (o + @) (B + V)] 48. Stera este

tangentd. bazelor in centrele lor de greutate; 18R% |/ 3, 6R® |/ 3. 45, 1,026m m?.

46. a) 33 R® sin? g— cos? «; b) 4R?sin 2a; c) 60. 47 i;— (2 + V3 % (2 — V3

2 =1 o
T4 (12 4. 7|/ 3). 48. Sfera de diametru AB, farl A si B. b3. Perechile de cercurl
6
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circumscrise triunghiurilor VAB, VA’B’; VBC’, VB'C', VCA, VC'’A’ sint tan-

gente, Din exerc. 52 rezultd ocd cele doui sfere au acelagi plan tangent-in O.
. 28

55, 22 (e . Ly 2r — 8 . =
7 = (b2 + ¢?), unde § = o[ A BC]. 58. a) Ta=|/3-, b) Ema(s— 21/ 6); ¢) 5—21/6-
57. &rRR,. 58, Centrele sferelor sint virfurile unui tetraedru regulat; h=r +

L —?Trl/ﬁ—i—rl/a. 59. Si se arate cd se -aplici formula (8) de la Cap. VII,

54;"—”.'
6
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