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Prefats

Geomelria a fost cultivatd cu un deosebit rafinament de gindire de citre
lumea anticd, in special de greci. Mari tilozofi ca Thales, Pitagora, Platon etc.
prin descoperirile lor au pus bazele acestei ramuri a matematicilor. Dar
cel care a adunat si ordonat intregul material al predecesorilor sii, la care
a addugat contributia sa gi a prezentat geometria ca un corp inchegat de
stiintd, logic inlinfuit, a fost Euclid. Celebra sa operd ,Elemente” este una
din cele mai rispindite cidrti din lume.

Mai tirziu, alti geometri au adus contributii importante la dezvoltarea
geometriei, printre care marii geometri ai antichititii Arkimede si Apollonius.

Studiul problemelor prin geometria sinteticd prezinti insi unele greu-
tdti din cauza numirului restrins de metode generale de care dispune aceastd
disciplind. De aceea s-au cdutat mereu metode noi care s& poati fi aplicate
unui cimp cit mai larg de probleme. Din aceastd ciutare a luat nagtere geo-
metria analiticd. Ea nu a fost cunoscuté de geometrii antichititii. Creatorul
ei Descartes (1596—1650) a prezentat noua sa metodd in lucrarea ,, Application
de I’Algébre a la théorie des courbes® (1637).

Prin geometria analiticd Descartes a legat geometria de algebrdi; in gene-
ral fiecare ecuafie cu doud necunoscute reprezintd o curbi i fiecirei curbe
ii corespunde o ecuatie, mai simpli sau mai complicati. Problemele de
geometrie devin probleme de algebrd §i ca atare rezolvarea lor se face prin
metode algebrice. D&m un singur exemplu. In geometrie, pentru a demonstra
concurenta mediatoarelor, bisectoarelor, indltimilor si medianelor se folosesc
tret. metode diferite: pentru mediatoare gi bisectoare metoda intersectiilor
locurilor geometrice, pentru indliimi constructii ajutitoare care reduc pro-
blema la alta cunoscutd, iar pentru mediane cu totul alti metodi. In geo-
metria analiticd se foloseste o singurd metodd pentru toate cazurile: aceea
de a ariita cd sistemul de trei ecuatii (ale celor trei drepte) cu dou# necu-
noscute este compatibil. Acest exemplu ilustreazd avantajele geometriei
analitice.

Trebuie spus insd cd uneori rezolvarea unor probleme pe cale analitici
duce la calcule Iungi §i complicate. Aici intervine abilitatea rezolvito-
rului in conducerea calculului, sau in a privi problema din alt unghi astfel
ca si se usureze calculele.

Geomelria analiticd a adus $i o altd importanti contributie in domeniul
matematicilor: a ficut posibild clasificarea curbelor algebrice, dupi gradul
ecuatiel care le reprezintd.




In acest manual se dau primele notiuni de geometrie analiticﬁ. p‘otr.ivit
programei gcolare. Dreapta si cercul siflt tratate in ojaful {gen%rai, iar elipsa
hiperbola §i parabola numai pe .ecua1;11le.re(_luse, adica fitlf} cit este neceslalr
pentru a putea studia proprietétile lor p.I’lnf‘,lpale. Am cautat c.a'partea ap 1-
cativi si fie cit mai bogatd si mai variata, :;}st'ffel ca exemp.hfmarea pirtii
teoretice si cuprindd un cimp cit mai larg posibil. S-a1.1 e?h.as 8i Pl“Ol?leme-care
condue la calecule mai lungi gi probleme in care datele initiale confin numere
irationale, cu scopul de a forma la elevi deprindereavde calcul. A(laefista'pentr.u-
cd !pe ling# formarea gindirii logice, fiecare ramur a matematicilor trebuie
¢4 contribuie si la perfectionarea indeminarii de_ a cuonduce un calcul. Sint
cele doudl componente care duc la insugirea armonioasa a elementelor de mate-
matici predate in liceu. .

in fincheiere socotim nimerit si ardtim tinerelor generfsn}u cd in Lar.a
noastrd am avut mari personalitdfi, profesori u.nivernsitarl de _ ggometrle‘
analiticd, dar care pe lingé cercetdrile lor col}fzrehz:ate in cursuri g1 tratat.e
de geomelrie superioard, s-au gindit g1 la :Jflevu de liceu. In vederea ulsc_)nsolp
dirii cunogtintelor lor au publicat culegeri de probleme, n:mr.?,uale de. izceu‘sau
tratate de geometrie onaliticd avind unele capitole H:CCBSIbllle‘ ?IGV.IIOI' §i au
propus in , Gazeta Matematicd probleme de 'geometxrle anal}tma. Ii ammtun
aici cu recunogtingi, trecind la fiecare numai lucrérile destinate elevilor sau
care partial erau accesibile lor: . .

Gheorghe Titeica: ,Culegere de probleme de geometrie analiticd” (1912,

despartitd in vol I (1939) gi vol. 1T (1934)).

Traian Lalescu: ,Tratat de geometrie analiticd” in patru fasci(.:ule (fase. I,
1920) din care primele doud accesibile elevilor cu o buné pregitire.

N. Abramescu: ,Lectiuni de geometrie analiticd®, 1927. A_ propus multe
probleme de geometrie analitici in vechea Gazetd Mate.matlcé.

A. Myller: ,Geometria analitici” manual pentru liceu.

Autorul

Prescurtirile folosite in manual sint:

G.M. = ,Gazeta Matematicd®

S.G.M. = Suplimentul ,Gazetei Matematice“

(C.G.M. = Concursul , Gazetei Matematice®

Sc.P.B. = Scoala Politehnicd Bucuresti .

C.d.p. = Culegere de probleme (de G. Titeica)

IT; (5) = Capitolul II, relatia ()

1I; 5 = Capitolul II, paragraful 5.

* Daci acest semn se afli in fata unei probleme finseamni cd aceasta prezintd
un grad de dificultate mai mare.
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Capitolul 1

Coordonate

A Geometrie pe o dreapts

1. Definitie Se numeste axdo dreapld pe care s-a ales un sens pozi-
tiv, o origine (un punct), de la care se mdsoard distantele si o unitate de Mmdisurd.

Sensul contrar celui pozitiv este sensul negativ. Figura 1 reprezinti
axa ' O x, cu sensul pozitiv de la O la @, indicat prin sigeatd, iar
sensul negativ de la O la z'.

Pozitia unui punct 4 pe axa !

4

2 . !
este unic determinati daci se * A2 g AlB) X
cunoagste mérimea segmentului Fig. 1.

orientat OA = z, abscisa pune-
tului 4. Reciproc, oricirui punct 4 = z'Oz ii corespunde o abscisi bine
determinatd. Acest lucru se presupune cunoscut.

2. Elementele geomelrice care pot fi situate pe o dreaptd sint punctele
si segmentele. De puncte ne-am ocupat mai inainte. Acum ne vom ocupa de
segmente.

Segmentele ge vor considera orientate (de fapt vectori), pentru a le putea
fixa pozitia pe axi cu sens cu tot, adicd se va socoti AB = — BA. Punctul
de plecare al segmentului este originea sa, iar punctul unde se termini este
extremitatea sa. Sd ludm pe o axd (fig. 2) punctele A(2), B(4), C(—2, b),
D(—5,5). Se observd cu usurintd ci: AB—= +2=4 —2; BA = — 2=
=2 b CA=145=2—(—25; BD=—858—~—55 4 OC =
= +3 =—2,5 — (— 5,5).

In toate exemplele se constatd ¢ se obtine atit lungimea cit si orientarea
segmentului ficind diferenta dintre abscisa extremitdtii si abscisa originei

1 1 | ] ]

1 ! 1
C-2,9) g A(2)
Fig. 2
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. orl i i inai geura alge-
sale. Mdarimea segmentului oriental o vom numi de aci 1na1nt;.3 mai 1& Vzm
brici a segmentului, care este un numir real. Segmentele orientate le

nota en bard deasupra (IE), iar segmentele neorientate fard bar:a (fi).)

Daci trecem la cazul general, luind pe auxai do.uE} puncteﬂoarecefx{:e z;éegt
g1 Ay(xs) examinind toate cazurile de vflgura posibile (elevif :gr er;c;{;etricé
lucrn pentru verificare), constatim ca avem totdeauna relatia g

Od, — 04, + A4,
de unde se deduce
A A, =04, — 04, (1)

adica

AjAy = Ty — Ty (2)

Prin urmare misura algebricd a u‘nui segme.nt orifantat s r’?cv e.s’(u}e
data de diferenta dintre abscisa extremitdtii §i abscisa originel acelul seg-
ment. Aceastd relatie se datoreste lul Chasles™. .

in mod aseminitor daci punctele ar fi A(a)si B(d) atunci AR =D ——1ale’:(l:_

Deparece segmentul orientat, pe o dreapt#, reprezintd un vector, rolajia
(1) este de Tapt relatie vectoriald. N | o

Mai general un segment or.ientat poate f1 intrepretat ca reprezentare

a unui vector liber, adicd a oricirei mirimi vectoriale care are directia, sen-
g g : 3
sul si modulul indicate de segment.

PTeorema lui Chasles. Fiind date 3 puncte pe o dreaptd A,
B, €, existd relatia:
A8 4 BC +CA =0. (3)

e . es a 1 al
} lu (rumea unit SCDJP??»!?JM D aca HlbI‘ 0 pI‘O]]IeIIlEl ne IIlt er eaz nur

] . l . - ] ] . % 5

f] Lea L 1l s (=] eIl 1 u 3 sensu ? C oI SCT 1e

l=|a4g— %] pou l :V(mz — %)% (4)
4. Abscisa punctului care mparte un segment intr-un raport dat. Consi-

derdm segmentul AR definit de punctele A(z1), B(x;) si punctul M(z) care
fmparte segmentul dat in raportul

ﬂ—f—j = Its (5)
MB

= (hasles Michel (se cileste Saly, geometru‘ frar}czvaz (1793—1880) a introdus in
mod sistematic principiul semnelor in geometria sinteticd.

Socotind segmentele orientate, rezultd:
a) daci M e ADB, atunci k < 0, deoarece MA, MB au sensuri diferite;
b) daci M este exterior segmentului AB, atunci k > 0, MA si MB
avind aceeagi orientare;
¢) dacd M = A, atunci k = 0;
d) dact M — B, atunci &k — oo.

Din (5) se deduce MA = k- MB sau folosind relatia lui Chasles, x, —
— & = k(x, — z), care di
xy — kay
r = ——s 6
11—k ()
Aceasta este formula care di abscisa punctului M.
In particular, dacid M este mijlocul segmentului, atuneci
MA
— = — 1, deci bk =— 1.
MB

Abscisa mijloculut segmentului este

z; + =
z =-1—22,

5 (7)

Aplicatil, 1, Se dd punciul A{—%) g1 segmeniul BC = 6, al cirui mijloc il notim
eu M. Cunoscind AM = 6, sd se determine abscisele punclelor B, C.

Fie B(b), C(c), M{m). Avem din enunt m — (—4) = 6, decim = 2 gie — b = 6.

fnsi M este mijlocul lui BC, prin urmare bl

= 2, Din sistemul ¢ — & = 6,
¢ b= 4 se deduce ¢ = 5, b = —1.

2.

Se dau pe o axi punclele Ala), B(b), apoi se imparte segmentulA_B_in trei pdrfi
egale. Sd se afle abscisele punctelor de dipiziune.

Fie, de la 4 ciitre B, M(2’) si N(«”) punctele de diviziune.

Avem
MA 1 N4 P
- = - 3 ==
MB 2 NEB 1
astfel ci
a + —b
- 2 2a+b, _n a4+ 2b a-+ 2b
xr = = M & = | =] ~
1l % 3 1+ 2 3

3. 8d se delermine punctul M pe aza Oz, astfel ca fiind date punctele A, B, C si
avem relagia: MA - ME 4+ MC = 0.




i i si litic
Notam punctele cl Alzy), Blag), Clx;) st M(z). Relalia transpusid ana
o p) = nde
este (@, — @) + (@2 — @) + (xg — x) =0, de u
2y Zg T Xy .

3

T =
use ci au mase
Punctul M este centrul de greutate al punctelor 4, B, C presup
unct d 2 >
egale.

B. Coordonate in plan

ifiel i i ste de ajuns
~u fixarea poziflel unil punct in plan ntt € jn
s e e se 1 « dous axe, care se inbilnesc in-
inonrd axi; este necesar s4 se foloseasca doua ] ENE
Y p : ? - . i
E ; C,pu]ﬂcf O1 Acest punct se considerd ca origine Peilhau [1' o 2 A,Xde
s e i ratd sigetile in f1gura o.
isnul um arata saget
in mod obignuit, aga C
gongul se alege, 11 ; R 6l
Oz si Oy formeazd gistemul de referinta 10 plan.

TFie M punct in plan Ducem MN paraleld la Oy si MP paraleld la
‘ie un ;

iort — g poartd numele
Ox (N <Oz, P = Oy). Marim a segmentului orienial ON = x poart 1
. P : ! i indoud la un loc se
i i = donate lui. Amindo
' jar OP =y ordona "

abscise punctului M, i . il i
dlenne%c coo?donatele punctului M. Se noteaza Pr escuxtat. M( ;]J;),(x by
m £ L ; i -
fo“losi 4i alte litere, de exemplu M(a, b), sau chiar milm-?la(aé;dél;ab;’

: l 2 i 2 . i e - s
Totdeauna primul numar reprezintd abscisa 1 al doi -
1 axele fac intre ele un unghi 0 == 90°, ele se numesc axe oblice, )

Cind axele fac 1 . , i BB T e
insi 0 = 90° axele sinb dreptunghiulare (sau perpendict
mnsa = b:
| : i hi din cauza
e . des intrebuintate sint cele dr‘eptunghmlare,v .

B e el impl Stnt si probleme care se rezolvil mal ugor,

re sl i gimple. SIint § 7 '

smulelor care sint mai 81 : : L e
fmm' d axe oblice. In acest manual vom folosi azxele ai.repmnch e
e ‘ Cele doud axe Oz, Oy fimpart pla

e _ .
in patru regiuni pe care le vom numl ¢
drane g1 le vom numerota in sens trigono-

; i Tini ama
metric I, IT, T1I, 1V (fig. 4)- Tinind se :
de orientarea axelor putem face precizarile
) care urmeazd. )

1. Daci punctul M este dat in planul
axelor z0Y, coordonatele sale sint detfr-
minate in mod unic. In oazulta:{{a 31;

i ; sint chi
dreptunghiulare, coordonatele ]
proiectiile vectorului OM (fig. 4) pe g;te;
o /0 doud axe, prin urmare ele sint determi
; - - - .

g {n mirime §1 semun, 1 anuime:

8y

Fig, 3

— un punct M din cadranul I are

A
ambele coordonate pozitive; 5"
— un punect M’ din cadranul al 11-lea (1) sl =wnily
are abscisa OM; = z’ negativdl si ordo- jp M
nata OM; =y’ pozitivi; i— =% ‘ Em
— un punct M ” din cadrenul ¢l I117-lea 1 [ -
are ambele coordonate negative; i i ¢ Mmoo =
— un punct M’ din cadranul al IV-lea | _J
are abscisa pozitivil §i ordonata nega- I T
tivil; k] ()
— un punct pe axa Oz are ordonate ()
nuld, iar un punct pe Oy are abscisa Fig. 4

nuld.

I1. Reciproc daci se dau coordonatele, punctul M din plan este deter-
minat in mod unic. In adevir, presupunind ¢i abscisa OM, = z si ordonata
OM, =y sint ambele pozitive, paralelele duse prin M, la Oy si prin M, la
Oz se taie intr-un singur punct M, in cadranul I.

Dupd cum abscisa si ordonata sint pozitive sau negative, punctul se
poate gisi in unul din cele patru cadrane. Trebuie sd observim insi ci aceastd
unicitate n-ar mai exista, daci coordonatele nu ar fi luate cu semnele res-
pective. In asemenea caz abscisa s-ar putea lua fie la dreapta, fie la stinga
originii, iar ordonata fie in sus, fie in jos fald de origine gi ar rezulta patru
puncte in loc de unul singur.

Eaxemple. 1) Originea are coordonatele 2 = 0, y = 0, adicd O (0, 0).

2) Punctul A(2, 0) se afld pe aza Oz, astfel cd OA = 2.

8) Punetul B(0, — &) se afldi pe Oy, la OB = —4,

4) Punctul C(3, 8) se gdsegie pe bisectoarea primului cadrar,
5) Punctele A(a, b) si A'(—a, b) sint simeirice fati de axa Oy.

i 6. Segmente. Doud puncte definesc
un segment. Din punct de vedere al
geometriei analitice vom studia, in

L e

My (%4) legdturd cu segmentele, urmitoarele
| probleme.
a) Distania intre doud puncte (lun-
gimea unut segment). Fie M (x,, ¥1)
81 My(z,, y,) cele doud puncte (extre-
_—'_[0 mititile segmentului), N, N, proiec-
tiile lor pe Oz, P;, P, proiectiile lor
pe Oy (fig. §) ¢ O = Py, N Ny
Triunghiul dreptunghic M,QM, ne da

MM, = TT,07 T QUL

D
=
._“2

Y




Dar folosind formula lui Chasles pe fiecare axi separat avem
MQ =y —ay; QMy =y, —ys.

Acestea inlocuite in relatia precedentd conduc la

MMy =V (2, — @) + (4 — ) (8)
formuld care di distanta intre punctele M, si M, sau mirimea segmentului
MlMai

Caz particular: distanta de la originea O (0, 0) la un punct M(z, y) al
planului se deduce din (8) si anume

OM =]/ a* 4 y* (9)
b) Inclinarea unui segment M, M, faji de axa Oz. Daci notim < M, M.0 =

= ¢ (M, M,, Oz) = o gi ne referim tot la triunghiul dreptunghic M,QM,,
atunci

tga — 2
MQ
sau
tgo =8 — Y (10)
gy,

Prin urmare inclinarea segmentului M, M, fatd de axa Oz este dati prin
tg o a cirei valoare este citul dintre diferenja ordonatelor si diferenia absciselor
(sau citul dintre diferenta y-lor gi diferenta 2-lor).

Punctele M,, M, definesc o singurd dreaptd M,M,, care are fati de Oz
aceeagi inclinare ca i segmentul M, M,. Asadar relatia (10) ne di inclinarea
dreptei determinatd de doud puncte, fatd de axa Oz, prin tangenta unghiului
format de dreaptd cu axa.

Acest numdir ig « se numeste coeficientul unghiular sau panta dreptei M, M,.

In particular dacd dreapta este definitd de origine 0(0, 0) si un punct
M(z, y) atunci coeficientul unghiular sau panta dreptei OM este

tga = &,
€T

Exemplu. Distanta fntre punctele A{0, 5), B(— 3, 8) este AB =
=|/(—8—0)7F (8 — 5)2 = |/18 =3 |/ 2 unitdi liniare.

Inelinarea dreptei AB faid de aza Oz este datd de

8 —5
tg o = = —1=) o = 135°
g T >

¢) Punctul care imparte un segment intr-un raport det. Considerim seg-
mentul definit de punctele A(zy, ¥1), B(x,, ¥u) 1 punctul M care il imparte

12

in I‘aportulf_v{_é_ — k. (k< 0-cind .y
MB

M = AB, deoarece MA, MB au
sensuri contrare gi k>0 pentru
M exterior segmentului AR),

Ne propunem si determinim
coordonatele (z, ) ale lui M, in
cazul general £ oarecare, real
(tig. 6).

Paralelele duse prin A4, M,
B la Oy determini pe axa Oz
punctele 4,, M,, By, iar para-
lelele duse prin aceleasi puncte Fig. ¢
la Oz determing pe Oy punc-

B(Z5:8,)

£

. " " A
tele Ay, M,, B,. Din cauza paralelismului dreptelor, raportul 22—k
: MB
se pistreazd pe fiecare axi, astfel ci putem scrie
MlAi - Tis Mdy _ g 3
M, B, M,B,

In acest mod problema din plan am desficut-o in douil probleme pe
cele doudl axe, chestiune studiati mai inainte. De aceea vom scrie direct
coordonatele punctului M:

_%—-’t'xzr _ Yy — hy, 6
1—k Y 1—k ©)

Punctul NV, conjugatul armonic al lui M fat¥ de 4 si B, va avea coordo-
natele

=L:1 + kmz . i Y1 + k?fz (61)
1+k 1+ k
In particular, mijlocul unui segment (k = —1) are coordonatele
i S Y
:xlzxa : :y12 Jz’ (7)

iar conjugatul siu armonic este aruncat la infinit.

NOTA. In unele cirti formulele sint inversate, adicd (6’) reprezintd coordonatele
punctului interior segmentului $i (6) pe cele ale conjugatului séiu. Deoscbirea vine dela

Taptul cd se noteazd MA = —% (in loc de k, cum am notat in acest manual). Este

MB .
evident cd aceasta atrage o schimbare de semn in formulele (68) si (6'), tnaintea lui k,
dar acum k& > 0 pentru M € AB gi k< 0 pentru M exterior segmentului.
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Aplicatii. 1. Sd se arate cd triunghiul format de punctele A(—2, 2), B(2, —1)
C(3; 4,5) este isoscel. Care este baza?
Avem

AB =V 2T OFF (—1— 2P =5; AC=V(3—';—2}2+[~§~— 2}2:,

=

_ 55 | _ g [9 2 53
sl ,BC;V(S 2) 1(-2~+1)_ -

Rezultd AC = BC gi baza este AR,

2. Ce condigie trebuie sd satisfacd coordonatele z, y ale punciului M pentru ca acesia
si fie la egald distantd de punctele A(3, —2) si B(4, 2)?

Pentru a evita radicalii, scriem relatia sub forma MA2 = MB® sau analitic:

=3P+ (y+ 2= [z — 4 + [y — 2)%;
care di
22 4 8y = 7.

Am obtinut o singurd ecuatie cu doud necunoscute, adici o ecuatie nedeterminats.
Aceasla corespunde faptului geometric ci existd o_infinitate de puncte 47 egal depiirtate
de A si B (mediatoarea segmentului AB),

3. Segmentul AB = 5 cm are punctul A(2, —1) si abscisa punctului B =6 cem.
8a se determine pozific segmentulut.

Notind cu y ordonata lui B, conform enunfului avem AB*=25, dar AB? — (x—2)24
+ (y + 1), deci 16 + (y + 1) = 25, de unde y + 1 = X 3. Se obbin doud valori
1= 2, ¥y, = —4, deci B,(6, 2) sau B,(6, —4), prin urmare segmentul poale avea doui
pozilii.

4. Centrul de greutate al unui triunghi. Triunghiul fiind dat prin olrfurile sale

Alzy, y1), Blzy, vi), Clag, yy), sd gdsim coordongtele punctulut de intilnire a medianelor.,
Notdm cu A'(z" , y’), mijlocul laturii BC (fig. 7), deci:

;:1’2"“1"3

x
z Y 2
Se stie apoi cé,
A 1
GA 2
astfel incit coordonatele (x, y) ale lui G sint
4 : z" + i T3
. 2 i T S ,
14 L :
2
G 1
1+ = il
i 2 Wty
8 A ¢ 14 3

Exercitii si probleme

Ll} Se dau punetele A(5), B (— 3) ¢i M(%). Sd se figureze punctele pe

S Lt oW MA
axil gi s se calculeze raportul v

MB

-3

2.)Se dau punctele A(2), B(5), C(—1). Fie M simetricul lui 4 fatd de
B si NV simetricul lui M fatd de C. S se calculeze abscisa lui V. Generalizare
pentru cazul general A(a), B(b) si C(c).

[M(z), N{z’). Se va scrie c¢i B este mijlocul Iui AM ete.
in general 2’ = 2¢ — 20 4 a.]

3. Iiind date trei puncte A, B, C pe o dreaptd, si se determine un al
patrulea punct M astfel incit sd avem

«MA +BMB +yMC =0

o CRBE T o o By R0, @ este media

o+ B+

(«, B, v coeflicienti reali).

[Alz,), Blx,), Clw,), Mz); ==
ponderatd a numerelor z,;, a;, #;.]
4, Daci patru puncte 4, B, C, D sint coliniare, atunci existi relafia
AB-CD +AC-DB + 4D BC —0,
segmentele fiind orientate.

b. Pe un segment A5 se considerd punctele M,V care il impart respectiv

in rapoartele & = —{i 81 k' = —3. 54 se exprime segmentul MV cu aju-
L

torul segmentului AB.

MN = A—B'.]
20

6. Aceeagi problemid ca cea precedentd, £ gi &' fiind oarecare. Si se
arate cd

E— T R
M—k) (1—k)"

7. S da punctul A(a, b). Se cere:

a) S# se determine coordonatele punetelor simetrice lui A fatd de axele
de coordonate si fatd de origine.

b) Si se determine coordonatele punctelor simetrice lui A fatd de cele
doud bisectoare ale axelor de coordonate.

MN =
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8.) S4 se calculeze distantele dintre perechile de puncte
. ;) A}(3, 2), B(6, 6); bxA(3, 2); B'(0, —2); ¢) C(— 1, 0) D( — 5, 4)
) E(—1, —4), F(—3, —8); e) G(0, —b), H(12, 0). o
[AB = AB"=5; CD =4 |/2; EF=2)/5; GI=13.]

9. 54 se calculeze lungimile segmentelor AB gi CD unde A(3, 6), B(8, 2)
s1 C(3, 2), D(8, 6). 54 se explice geometric rezultatul ,

£

[AB = €D = [/&. Sint diagonalele unui dreptunghi.]

10. Si se arate cii triunghiul format de
e punctele A(2, 3), B(—1, —
C(6, 0) este isoscel, cu haza BC. ( ). s

[AB = AC = 5.]

11 Sa S Cﬂ&l(‘ czZe r
. 8 A I]ld]{; me b !
e ll] 7 1 a GOI‘E‘.SP LlIlZEtLUElI’e ])aze Ll 1 ”g, 1]1_1]{11 ISOSCBE

care are virfurile 4 (2 +1/3, 1), B(/3, —1), C(—1, —1/3).
[h=1"3— 1]
12. 83 se arate cd triunghiul format de punctele A(i +1/3 E]
1 14+/3 1 :
B{ ; mz_] ; C(i, 42-] este dreptunghic. Unde este unghiul drept?

/_\ [Laturile verificd relatia lui Pitagora.]

(13 Sd se demonstreze c# triunghiul cu virfurile A(1, 2), B(3, — 1)
c[it8V8 1+ 2 V8 aste echil . ’ ’
: , 5 e echilateral. '

(14) Se dau i

14, punctele 4(4, —1) si B(2, 3). Si se determin ca Oz

tul M astlel ca MA = MB. 7 B R
[, 06).]

15. Si se giseascd un punct egal depdrtat de punctele A
g 0,1 1, —
e P (0, 1), B(1, —1),
e B e
["1: 6 3 U = 6 ']

16. Si se giseascd un punct la egald depdrtare de punctele A(2, —2)
E , 4) 51 de asemenea la egald depéartare de punctele C(1, —4), D{—2 _Si
(fard ca aceste distante sd fie egale cu cele precedente).
) [A1(2,4)].
17.. Si se afle distanta intre punctele

Az, y) si B[ (= + ay) a(z 4 ay)
14 a* ’ 1+ ot ]"

(4B = |/ " + ¢, deci AB = 04].

16

B(2, 6) gi sub axa 0z, 0 paraleld la dis-

18. Se dau punctele A(—2, 3),
eastyl paraleld un punct C si altul

tanta de douid unitati. 54 se ofgeascil pe ac

D astfel ca:
a) triunghiul ABC si [lie dreptunghic in A;

b) trinnghiul ABD si fie dreptunghic in B.
[C si D au ordonata (— 923, deci Cle, — 2),
teorema lui Pitagora C (—Z— , — 2), D(8, —2). ]

‘T

D(p, — 2). Se poate folosi

3 3) B(3 -7) si o paraleld la Oz situatd la

(19.)Se dau punctele A(—
SH se’ determme pe aceastd paralela punctul C,

douit unititi deasupra ei.

astfel ca t.rlunc'hlul ABC sa fie dreptunghlc in €.
[Doud solutii €4(2, 2); Ca(—2, 2)1.

90. Se dau punctele A(—1, —3)si B(2, —1). 54 se afle coordonatele sime-

tricului lui 4 fati de B.
[Se folosesc coordonatele mijlocului unui segment x = 5, ¥ = 1

91. Se dau punctele A(—2, 4), B(5 1) si o paraleld la Oy, la distanij;a% ,

care intilneste segmentul AB in punctul M. Se cere:
a) raportul in care M imparte segmentul AB;

b) ordonata punctului M.
Se ghseste inlii k= — L] , apoi ¥ = El
9 14

C(6, 0) fiind date, si se alle coordo-

92, Punctele A(1, 1), B2, —3),
logramului ABCD, in care

natele punctului D, al patrulea virf al parale
AC este o diagonala.
[Se alld simetricul lui B [ald de mijlocul lui AC, = =5, ¥ = 4.]

93. Se df triunghiul format de punctele A(4, 5), B, 3), C(2, —3)-

S% se caleuleze lungimile medianelor Mg, My, M, ale triunghiului si s se

verifice cd
m2 -+ mi 4 :—?f (AB¥ 3. BC? 4 CA%).
43
wi M care se afli pesegmentul deter-

94. Si se afle coordonatele punctul
la doud cincimi din AB, socotite de

minat de punctele A(3, —2), B(7, 3),
la A citre B.

95. Se dan punctele A(1, 4) si B(
pe dreapta AB, astlel ca OM = OA.

7, 1). S& se determine punctul M de

1—7k _h=k oy _odainn e+

Un punct pe AB are z = , Y=
[ g g 1—k 1—k

16
4+ 4k — 0, do unde solutiile M = 4 (evident) si M [13 5’.)].
]
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26. Se dd triunghiul cu virfurile A(7, 0), B(4, &), C(—1, —8). S% se
afle coordonatele piciorului bisectoarei BB’ a triunghi,ului
[Se tine seama de raportul in care bisecto
, (43 20
gl LR
9 9] ]

27. Se dau. punctele 4(5, 1), B(3, 5), C(—3, 2), D(—1, —2). Se ian apoi
punctele ﬂi_gl 1\{,7astfel ca ele sd impartid in acelagi raport % segmentele
orientate flisx CD. Si se arate ¢i oricare ar [i raportul %, mijlocul seg-
mentului MN este fix. S& se explice geometric propristatea.

area imparte latura opusd.

- _ 3 : ;
[:r: =1, y= v " Dreapta MN trece prin  centrul paralelogramului
ABCD.]

28. S3& se arale cf figura lormati de punctele A (g M, @ + 5)
2 2 ?

a—bh 14+ 1/3 113 _ =
B(egL, p1x) ],C[a# u],D(H 5,1_—2_1/_EJ

2 ’ 2 5

este romb; a, b sint dou& numere reale oarecare,

[Mijlloace{e diagonalelor coincid si diagonalele sint perpendiculare. Alifel:
Ie}tu%‘lle sint doud cite doud paralele si Loale sint egale. Mai trebuie ardtat
cd figura nu este pitrat, deci 4B, 4D nu sint perpendiculare. ]

20. 54 se calculeze coordonatele mi 7

) ; jlocului segmentului care uneste
mijloacele diagonalelor unui patrulater ,

[Media aritmetici a coordonatelor virfurilor.]

30. Cunoscind mijloacele laturilor BC, CA, AB, anume D [j i 3] ,

5 3 3 .
E(O, EJ’ F(E’ ;J, sd se calculeze coordonatele virfurilor.

[A\"'is 1): B(és 2)! CU-: 4)]

Capitolul 2

Dreapta, diferite forme ale ecuatiei ei

1. Fie M(z, y) un punct din planul zQy. Dacd didm coordonatelor z
$i y valori la intimplare, punctele rezultate vor fi imprastiate in tot pla-
nul, fir4 nici o ordine. Pentru ca M sd descrie o anumild curbd, va trebuj
sd existe o legdturd intre cele doud coordonate, astfel incit dacd se dd lui z
(de ex.) o valoare, ¥ s nu mai poatd fi luat la intimplare, ci s& rezulte din
valoarea lui z. Aceastd legituri dintre coordonate se exprimd algebric

printr-o ecuatie cu doudi necunoscute f(z, y) =0, din care se poate scoate

uneori y = g(z) sau x = ¢(y) (adicd se ajunge in mod explicit la una sau
mai multe functii), ceea ce ugureazd studiul gi reprezentarea graficd, aga cum
se face in analiza matematicd.

In cele ce urmeazi vom ciuta legdtura ce trebuie si existe intre coordo-
natele unui punct variabil, astfel incit el s& descrie o linie dreaptd. Punctu)
variabil se mai numeste si punct curent (lat.: currere = a alerga). Yom porni
de la cazurile particulare §i ne vom ridica apoi la cazul general.

A. Drepte particulare fatd de axele de coordonate

A

@ Ecuatia unei drepte paraleld la axa Oy. Presupunem cid A(2, 0) este
punctul unde o paraleld la Oy taie axa Oz, deci OA = 2. Pe aceastd para-
leld considerim mai multe puncte M, IV, P etc. (fig. 8) i observam cé ori-
care ar [1 ordonata lor, ele au toate aceeagi abscisi # = 2. Reciproc, ecuatia
x = 2 nu contine pe y, deci pentru orice y, x = 2, dar toate punctele care
an z = 2 sint situate pe o paraleld la Oy (locul lor geomelric) la distanta
OA =2, Prin urmare ecuatia x = 2 caraclerizeazd foale punctele situate
pe aceastd paraleld. Zicem c# x = 2 este ecuatia acestei paralele,
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) Intemeiati pe acelagi rationament putem spune
C8 & = a este ecuatia unei paralele la Oy. Daci
@ > 0 paralela se afl la dreapta originii, daci ¢ < 0
este la stinga. ,

In particular x — 0 este ecuatia axei Oy.

3. Eeuafia unei paralele la Ox. Considerdm acum
parale]_a MB la axa Oz, unde B(0, b) = 0y (fig. 9)
Un rationament analog cu cel de mai inainte arats ca{
tf)a.te punctele de pe aceasty paraleli auy = OB = b
§1 Invers, cd ecuafia y = breprezint locul geometric
al :cuturor punctelor care au distanta de b unititi
fatd de axa Oz. Zicem ci Y= b este ec;;xapia unei pare;-

o lele 1a axa O:r: .Dacé b > 0 paralela este situati dea-
Supra originii, iar daci b < 0 este sub origine,
5 - In particular y = 0 este ecuatia axei Oz.
—

Observare. Paralelole cu ecuatiile 2 = ¢ (la

b Ilb 0 ) : — 1
' Y) 1y = b (la Ox) au ca Intersectie punctul M(a, b)
I - o
F.g n; & . 4. Directia unei dreple; coeficient unghinlar. Dacd
ig. 9 din punct de vedere geometric directia unei drepte

se poate da prin unghiul « Pe care aceasta i
N : , sta il face cu
S‘BI’ILSUI pozitlv al axei Oz, din punctul de vedere al geometriei ana-
litice, pentru nevoile de calcul, directia se di prin una din functiile t

5

I(;om;,;t_ric.e ale unghiului «. Cea mai des folositi este tga, care se notrelfzoﬁ_
dse;t;jc-el cu m (sau A, p ete.) i se numesgte coeficientul unghiylar sau panta

‘ P.en'l;ru .fixare-a pozitiel unei drepte nu este suficiont s cunoastem di
Y1a el (coeficientul unghiular), ¢i mai trebuie un punct al dreptei. G PGE"
doud elemente pozitia dreptei este determinaty. =

5. Ecuatia unei drepte ce trece prin origine. Dack o este unghiul eca

il .faize dreapta (D) cu sensul pozitiv al axei Oz, atunci e]ementelz carepd t(. P18
ming (?reapba sint: originea $i coeficientul unghiular (panta) m = tog. P etEI -
a stabili ecuafia dreptei (D) alegem un punct cu- e
rent M(z, y) = (D) si ciutim legdtura care existy
intre coordonatele lui (§ 1). Fie M, proiectia lui M s
pe Oz, deci OM, = z, MM = y. Avem evident
(fig. 10)

LN t y
— = g o« = consta e Y _
B g nt, adiei = m
/7
sau _ 7 &
Y = maz. (1) Fig. 10

20

Aceastd ecualie de gradul I cu douf necunoscute reprezintd legétura
ciutatit intre coordonatele (z, %) ale lui M = (D), deci este ecuatia dreptet (D).
Trebuie dovedit insd eil gi reciproe, ecuafia y = mx reprezinti o dreapta
ce trece prin origine gi face cu axa Oz unghiul «, dat de tga = m.-

In adevir, se vede imediat ¢d originea O(0, 0) verifici ecuatia (1), deci
este un punct al dreptei. Apoi din (1) se deduce —z—_z m, adied raportul

dintre ordonata si abscisa p{mctului M este constant. Dar din triunghiul
dreptunghic OM,M avem

4, M . M
-"izgl—'y deCI :

= —— = m = tga= const.
= OM, i,

Rezultd ¢X 3 MOx = o = const. In aceste condifii punctul nu poate
descrie decit dreapta care trece prin origine gi face unghiul &« cu axa Oz.
Dacid m > 0, dreapta trece prin cadranele I gi 1II, cind m < 0 trece

prin cadranele II gi ‘IV."

Agadar: ecuatia y = ma reprezintd o dreaptd ce trece prin origine gi
face cu Ox un unghi a cérui tangentd este m.

Cazuri particulare. a) Ecuatia y = x reprezintd bisectoarea primuluj
si celui de-al treilea cadran, deearece m = tge = 1, deci ¢ = 45° (sau 225°).
Se numegte mai scurt prima bisectoare a axelor gi se mai scrie sub forma
& — g = 0. ) )

Se obtine acelasi lucru pornind de la proprietatea ci orice punct al bisec-
toarei este egal depirtat de laturile unghiului i tinind seama cd in cadra-
nele T i ITI coordonatele sale sint’egale‘si*de ‘acelagi semn. ,

b) Ecuafia y = —a sau z + y = 0 reprezintiabisectoarea cadranelor
II si IV, deoarcce m = —1, deci @ = —45°. Ea®este a doua™bisectoare a
axelor. La fel se poate stabili ecuatia ei pornind de la proprietatea geome-
tricd a bisectoarei.

Exemple. a) Ecuatia y= V3 x este a unei drepte cé trece prin origine si
fece un unghi de 60° cu axa Oz (m = V3, deei ¢ = 60°).
1 . o . . . T
b) y = — Tftdx reprezintd o dreaptd ce irece prin origine si e inclinatd la 150°

{saw — 30°) pe Oz,

B. Ecuatia unei drepte oarecare

6. Forma explicitd sau ecuafia dreplei date prin coeficientul unghinlar
st ordonata la origine. Fiind datd o dreapti oarecare (D) sd facem notatiile:

B=(D)N Oy, OB =n si« [0z,(D)] = « (fig. 11). Considerim un
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punct curent M(z, y) pe (D) si ducem MM, |0y (M, = Oz), apoi prin B
paralela la O, care intilneste pe MMy in N. Avem evident: BN = OM, = «,

VA . NM .. ;
NM =y —n §IB_—I_V_ = tga = m (const), coeficientul unghivlar sau panta

dreptei (§ 4). Rezultd imediat ¥ ; 2 = m, de unde se deduce

Yy=mze+n (2)

OB = n se numeste ordonata la origine dreptei (D). Ecuatia (2) reprezinti
legitura dintre coordonatele z, y ale unui punct curent M = (D); este deci
ecuajia dreplei date prin coeficientul unghiular (m) si ordonata la origine (n).

Reciproc, ecuatia (2) are ca reprezentare geometrici o dreaptd cu directia

data de m gi ordonata la origine n. In adeviir din (2) se deduce L2 _—
@
W _

BN

sau (fig. 11), tg @ = const.

Deoarece punctul B este fix giC MBN = o, constant, M descrie dreépta
care trece prin B gi face unghiul « cu sensul pozitiv al axei Ou. Daca
n >0, Beste deasupra originii, daci n < 0 este sub origine. Presupu-
nind m constant si n variabil, obtinem mul{imea dreptelor din plan
care au aceeasi directie, deci toate dreptele paralele cu (D). In particular
pentru n = 0 se obtine dreapta paraleld cu (D), care trece prin origine: y —=
= ma. Considerind acum si pe m variabil se obtine mul{imea tuturor drep-
telor din plan. De aceea se spune ei Yy = mzx - n esle ecualic unei drepte
oarecare din planul z0y.

Observare. Pentru ea afirmatiile de mai sus si fie corecte trebuie
dovedit cd din ecuatia (2) se pot obtine gi dreptele particulare fati de axele
de coordonate, anume cele paralele cu axele. J

I _ a) Dacd (D)]|0z, atunci o = 0, deci
| m = 0 si rimine y = » care reprezinti
Iﬁ(aw) o paraleld la Oz (§ 3).

| b) Daci A = (D) N Oz, atunci

8 o
—— 05 _ OF 5
n ! W= =y s,
= ll 40 —04 @

A : ==
9% 1y [OA = a,a = (O,'—Q'H, de unde - —

m

sy

Fig. 11 = — a = counst., dacd A este fix.Secriind
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ecuatia (2) sub forma ¥
m

rezultd x — a = 0, ecuatia unei paralele la Oy (in figurd 04 = a < 0).

W s g i ki . .
= z 4+ —3i ficind « - ~ deci m — oo (4 [ix),
m

Exemple. a) Dreapia y = & — 1(¥) este paraleld cu prima bisectoare (m =1)
st tale axa Oy in punciul (0, —1).

b) Dreapta y = —a -+~ n repreziniti o paraleli oarecare lo a douwa bisecioare a axelor,

7. Ecunatia generald. Ecuatia generald de gradul T in 2 si y este

Az + By + C = 0. (3)
Rezolvind in raport cu y gisim:
A c
— e =y B O C "
y=—%2a—3 (B+0) (3
. = A C
5i dacd punem m = — S i AETy B adus-o la formay = mx + n.

Prin urmare ecuatia (3) reprezintd o dreapti oarecare din plan, avind coefi-
. . A . g C . :
cientul unghiular — 5 i ordonata la origine — I O vom numi ecualia

generald a dreptei. Justificarea acestei numiri se va vedea in cele ce urmeaza.

Reciproc de la ecuatia dreptei sub forma explicitd y = mx - n se poate
trece la ecuafia generald (3) seriind ma — y + n = 0 si eliminind numitorii
lui m si n, dacd acestia sint fractionari. Trecerea de la o formé la alta este
ilugtratd prin exemplele care urmeaza.

8. Ecuatiile dreptelor particulare deduse din (3)
a) Presupunem intii 4 = 0, in ecuatia generald (3). Ramine By + C = 0,

C s iu ¥
sauy = —B% = ¢onst., care reprezintd o paraleli la Ouz.

b) Fie acum B = 0. Rimine 42 4+ C =0 sau 2 = — % = const.,
adicd o paraleld la Oy.
¢) Dacd € = 0, ecuatia rimasi este Az + By = Osauy = —‘—; B,

ecuabia unei drepte care trece prin origine.

5S4 considerdm acum cite doi coeficienti nuli.

d) A = C = 0. Rimine By =0, deci y = 0, adicil ecuatia axei Oz.
e) B=(C = 0. Rimine Az = 0, deci z = 0, adicd ecuatia axei Oy.
) A = B = 0, imposibil fiinded ramine € = 0, insd ¢ == 0 prin ipo-
tezd. Dupd cum se vede dacid ecuatia dreptel sub forma (2) nu contine drep-
tele paralele cu Oy (pe care le-am dedus prin trecere la limitd) ecuatia, (3)

——

* 4y = a — 1 nu este o dreaptd, ci ecuatia unei drepte; totusi in geometria anali-
ticd se foloseste des acest limbaj pentru prescurtare. ’
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contine toate dreptele planului inclusiv toate dreptele particulare. Pentru
acest moliv (3) se numeste ecuatia generali a dreptei.

Din cele spuse mai inainte se desprinde urmdtoarea concluzie impor-
tanta: oriee ecuatie de gradul I in doud variabile x gi y, raportati la siste-
mul cartezian dreptunghiular Oy reprezintd o dreaptd si reciproc o dreapti
oarecare din plan este reprezentatd printr-o ecuatie de gradul I in doud varia-
bile (eventual poate lipsi una din variabile).

Prin urmare, dreapta in plan este caracterizati printr-o ecuatie de gra-
dul I. Pentru acest motiv o ecuatie de gradul I se numeste ecuafia liniard.

Exemple

I. Trecerea de la forma explicitd la ecuaiia generald.

1) Ecuatia y = V3a — 5 sescrie sub forma generald V32 — y — 5 = 0.

2) Eeuajia y = — % & — 4& se serie sub forma generald 3z + 2y + 8 = 0,

11. Trecerea de la ;czm;ia generald la forma explicild.

8) Ecuatia 3z + 4y — 16 = 0 se¢ scrie y = — %x + & (coef. unghivlar m = — %,
ordonata la origine n = 4).

; 1 5 ; :
) @ — 2y + 5 = 0 se serie y = o z 4+ E [coef. unghivlar m = - , ordonata la
2

g1 5 5)
origine B = —|.

2
9. Consecinte. a) Condifia ex doud dreple sd fie paralele este ca sd aibd
aceeast inclinare o fajd de arva Oz, deci sd aiba acelagi coeficient unghiular.
Dacd dreptele sint date prin ecuatiile y = mx + n i y = m'z + n’,
conditia de paralelism este

m=m'. (4)

Daci dreptele sint date prin ecuatiile Az + By - € = O0si A’z + Byt

3 A" . .. . A’
+ €' =0, atunci m = — B s L si condilia devine — &, 2
B B’ i} B B’
sau
A B
2" F )

{coeficientii lui z s1 y proportionali).

b) Pentru ca doud drepte sd coincidd, pe lingd faptul cd sint paralele lre-
buie sd aibd gt un punct comun. Punctul comun il luiim pe axa Oy, deci ordo-
natele la origine trebuie s fie egale: » = n»'. Atunci pentru ca doud drepte
date prin forma explicitd si coincidd trebuie ca

m=m'; n=n'. (5)
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Dacd dreptele sint date prin ecuatiile lor generale, atunci pe lingd (4')

Doy ’ ‘o C c’ B C B 3
trebuie sd avem » =n',adicd — - = — - sau — = . Dar — se gaseste
£ B Bf Br Uf B!
gl in relatia (47) deci
A_B_C (5")
Al B; Cr

(toti eoeficientii proportionali).
Recapitulind: (4) sau (4') reprezintd conditia de paralelism; (5) sau
(5") reprezintd conditiile de coincidentd (suprapuners) a doud drepte.
Observare importanti. Ecuatiile care diferf numai prin termenul liber
Ar +By +C =0; Ax +By +C" =0 (6)
reprezintd doud drepte paralele.

Exemple. a) 3z — 5y 4+ 2= 0 st 62 — 10y + 7 = 0 represinti drepte paralele,
— 10

=

_— . . 7
fird a fi egale i cu — .
— b 2

6
deoarece — =
3
b) 2z 4+ 6y — 5 = 0; 4z + 12y — 10 = 0 sint |[doud drepte confundate, caci au
toti coeficientit propor{ionali.
10. Conditia ca un punct sd se afle pe o dreapid esie ca ecuatia dreptei sa
lie verificatd de coordonatele acelui punct.
De exemplu punctul M(1, —3) se gaseste pe dreapta 3z - 5y | 12 = 0,
deoarece 3+ 1 4 5(—3) + 12 = 0.
Putem pune si problema inversd, ca fiind datd o dreaptd si gisim puncte situate
pe acea dreaptid. Este de ajuns si luiim o valoare pentru z (sau y) si se giseste cealalti

coordonatd v (sau x). De pild4, referindu-ne la dreapta de mai sus, pentru « = —3
H s 3

rezultd y = — 2 , deci punctul (— 3, — —-]-
5 5

In general vom scrie cd punctul M(z,, ¥,) se giiseste pe dreapta Az -
+ By +C =0, aritind cd verifici ecuatia dreptei, adicd Az, +By, +
- € =0,

La fel, dacdi ecuatia dreptei este datd sub alti formi. In particular o
dreaptd care trece prin origine y = mux este determinatid daca se mai cunoagte
un alt punct M(x,, y,) prin care trece acea dreaptd. Acesta trebuie si veri-
fice ecuatia dreptei, deci y, = mx,, de unde m =% Rezulti cd ecuajia

Ty
dreptet determinatd de origine st de un alt punct My(x,, y,) cste
y =% sau yr — xgy = 0. (7
o

11, Ecuafia dreptei prin tdieturi. Se numesc tdieturi punctele unde o

dreaptd taie axele de coordonate. Coordonatele acestor puncte sint coordona-
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g’ tele la origine ale dreptei. Daci Ay(a, 0) si B,(0, b}
\ sint cele doug puncte pe axe, @ este abseisa la
(88 origine $i b ordonata g origine (fig. 12). Pentru
ca ecuafia
Az + By 4 ¢ =9
, sd reprezinte chiar dreapta AyB, trebuie ca co-
=] A0l _ _  ordonatele celor doudi puncte si o verifice, adics
0 \ T 54 avem
Fig. 12 .
Ade +C =0 si Bp +C =0, de unde
A == g‘ ] .B = = —g-
a b

Inlocuind, ecuatia dreptei devine
~Se—CSy 40—y,
a b
Deoarece dreapta nu trece prin origine (' = 0), se poate impérti cu (—C) gi
se obtine forma definitivs
—+¥_ 1 =y, (8
a b
Pe care o vom numi ecuatia dreptei prin tdieturi sau prin coordonatele Ja
origine.
Invers, dack dreapta este datd printr-o altj formd, se determing punctul
unde taie axa Oz ficind y = 0¢i punctul pe Oy ticind 2 = 0. Pentey ecuafia

generald Az +- By +C =0, tiisturile sint (_%,0) si ((), el J

B
Exemple. a) Dreapta ce trece prin punctele A3, 0) sj B0, 5) are eciatio
E’“‘ﬁ-%—i:o sau 5z + 3y — 15 = .

b) Dreapta simeiric celei precedente fald de Ox trece prin punctele A(3,0) s B0, —5)
Ecuatia ei este

§+15~1:0 sau 5& — 3y — 15 — g,

12. Constructia dreptelor. 1) Drepte care tree
Prin origine. Mai este necesar incd un punect al
dreptei, care se obtine dind luj z ¢ valoare ar-
bitrard si gasind valoarea corespunzitoare a
lui 3.

Exemple. a) Sdse fisureze dreapla y = 3z,

Pentru z = 1 gyem ¥ = 3. Punctul diferit de origine
este A(1, 3) (tig. 13).
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5/11
‘\ ] 6(03)
0
A(9)
/q-g,fj) . 3 x .

Tig, 14, a Tig. 14, b
1g. 14,

: -
b) Sdse figureze dreapia y = 3 #. Lulm & = 2 5i corespunde y — 1, deci B(2,1)
R i i

(tig. 13).

il .. !
% ; = . Adcice bine s ludim 2 = —, care di y = — 4,
¢) Sdse figureze dreapia y = — 16 2. Aicie hine si i

1
deci punctul este (!_, — 4)'
£ 3

2) Drepte oarecare. In general dreapta se figureazi ciutind punctele pe
axe, adicd taieturile (§ 11).
ai i int 8 i fig. 14-a).
Exemple, a) y = — 22 + 3. Tiicturile sint 4 (E-, 0] si B(0, 3) (fig )

8
. A . . 0
b) 3& — 6y 4+ 8 = 0. Ficind = = 0, apol y = 0 se obfin tdieturile C[ o }
iD {0 4] Dreapla este CD (lig. 14, a). Uneorie preferabil si renuntim la tiieluri,
si e a s ;

i i y ia dreptei es recisd, sau
de exemplu cind acestea sint prea aproplate si constructia dreptei este neprec 5 B9
cind tiietarile ies din cadrul figurii.

1
: —3 0
Ca exemplu considerim dreapta 3z 4 4y — 1 = 0. Punctele pe axe A [3 ’ ] y

i ) te —2) si D(—1, 1) (tig. 14, b).
B [0, -i—] fiind prea apropiale, alegem alte puncte: C(3, —2) si D(—1, ) (tig )

Exercitii si probleme

31. 54 se figureze dreptele: 3z — 5 — 0; 2y +3=0; 2z + 53’1 = (());
br —y=20; 3z + by — 15 = 0; 4z 4 3y — 1 = 0; 2xk3y+ul:_ :

28. S& se giseascd coordonatele numerice a patru puncte, dupi voie,
apartinind dreptei bz 4+ 6y + 30 = 0. ) )
! 33, S& se scrie ecuafia unei drepte paraleli cu dreapta y = — 3z si
trecind prin punctul A(0, —4).
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34. Si se scrie ecuatiile dreptelor care trec prin perechile de puncte:
2

a) A(2, 0), B, 5); b) C(5, 0), DO, —5); ¢) E(— 4, 0), F(0, 3);
d) 6(—8, 0), H(0, —6) -
gi 83 se aducd la forma generald.

35. Si se determine parametrii A si y, astfel ca ecualiile

(3 4+N(x—5y +4 =0 g bz — (b4 —p)y — 5 =0

[?.: — 75 B :!il]
&
36. Si se determine a si b, astfel ca ecuatiile
ax +3y —8 =0 gi 4o 4 by +20 =0

s& reprezinte: 1) aceeasi dreaptd; 2) drepte paralele.

si reprezinte aceeasi dreaptd.

[1) a=— = , b= — == 2) o infinitate de solutii: ab = 12.]
5

37. Se di dreapta 6z + by — 15 = 0. a) Sd se scrie ecuatia ei cu aju-
torul tdieturilor; b) si se scrie ecuatiile simetricelor ei fatd de axa O, fata

de axa Oy si fald de origine.

38. Aceleasi probleme pentru cazul general Az 4 By +C = 0.

[b) Az — By 4+ C = 0; —Az+ By + C=0; Az -+ By — C = 0.]

39. S se scrie ecuatiile laturilor rombului cu centrul in origine, cu
diagonalele pe axe, stiind ed lungimile acestora sint AC = 2a (AC pe Oz)
si BD = 2b.

40, Se dau dreptele

2 +3y—12=0; 2 —3y +6 =0; 4z + 6y +9 =03

3z — 9y — 8 = 0 si se cere si se demonstreze cd

a) formeazd un paralelogram; b) punctele

8 7 5 11 59 hs 20
= —_— 3 — C_’—)"'— .D[—s ]
A[Z’ 3]’ B( 2 GJ’ ( 18 54}’ 9 27
sint virfurile paralelogramului.

41. Si se demonstreze ¢i punctelz A(5, 0) B (2. 2), €(0, 1), D(3, —1) sint
virfurile unui paralelogram. Care sint coordonatele centrului?
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C. Dreapta determinatd prin conditii date

13. Dreapta determinatd de un punct st o direcfie. Fie My(z,, y,) punctul
dat gi directia delinitd prin coeficientul unghiular m = tg « (@ unghiul
dreptei cu axa Oz). Pornim de la ecuatia dreptei care confine coeficientul
unghiular

y =mz +n
gi scriem cd M, apartine acestei drepte
Yo = MTy 1 Ne

Deoarece m esle dat, trebuie s@ elimindm parametrul »n i aceasta se obline
prin simpld scidere:
Y — 1y, =m(z — x,), (9)

Aceasta este legiitura intre coordonatele x, y ale punctului curent M pentru
ca acesta si descrie dreapta delinitd prin conditiile date. Putem verifica
imediat ¢i (9) reprezintd ecuatia dreptei date. In adevir: a) ecuatia este de
gradul T in z §i y, deci reprezintd o dreaptd; b) are coeficientul unghiular m.
dat; ¢) My(z,, y,) verificd ecuatia dreptei.

Prin urmare (9) este ecuatia dreplet determinatd de un punct My(zy, y,)
st de direcfia datd prin m = tgu.

Caz particular. Dacd dreapta trece prin origine, putem considera
My,=0 (0, 0) si (9) devine

y = maz, (10)
ecuatia dreptei ce trece prin origine si are coeficientul unghiular m. Am
regiisit astfel rezultatul de la [2, § 5].

Exemple. 1) 5d se scrie ecuatia dreplei determinatd de punciul A(—2, 3) si

g5 ; 3
coeficientul unghivlar m = 5

inlocuind in (9) avem y — 8 = L. z -+ 2) sau 32z — 2y + 12 = 0.

2 (
2) Si se scrie ecuatia dreptei eare trece prin punctul A1, 1) si face 120° cu axa Oxe
Coeficientul unghiular este m = tg 120° = —}'3, deci ecuatia dreptei este
y—1=— V3(z—1)sau V3z+y— (1 +V3) =o.

14. Ecuafia dreplei determinaid prin doud puncie. Fie My(xy, y,), My (25, o)
punctele care determind dreapta si M(z,y) un punct curent al ei. Pentru ca
dreapta scrisd sub forma generald Az 4- By + € = 0 si coincidd cu dreapta
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M, M, trebuie ca ecuatia ei si fie verificatd de coordonatele (x,, 1), (s, ¥s)
ale celor doui puncte gi evident de orice M(x, y) = M,M,, adicd trebuie ca

Az + By 4 C=0
Azy + By, + € =10 (11)
Axy + By, + C =10

Am obtinut astfel un sistem omogen cu necunoscutele 4, B, C, care tre-
buie si admitd si solutii diferite de céa banald (A = B = C = 0). Reamin-
tim din algebrd conditiile ca un sistem omogen de fre: ecuabil cu trei necu-
noscute si aib# solutii diferite de cea banald:

1) S4 existe cel pufin un determinant de ordinul II din matricea coeficien-
tilor diferit de zero; 2) determinantul caracteristic sd fie nul.

Prima conditie este de la sine indeplinitd fiinded cel pulin unul din
Ty il Y1
Ty 1 Yy
daci ambii ar fi nuli, atunci z, = x,, y, = ¥, §i ar rezulta M, = M,;
problema nu mai are sens.

determinantii )

este diferit de zero. In adevir,

Riamine sd fie satisficutd a doua conditie:

x Y 1
% " 1| =0 (12)
dp Y2 1

Ceea ce am obtinut este chiar ecualic drepter M;M,. Pentru a dovedi
aceslt lueru s observim intii ¢l dacd dezvoltdm determinantul dupd prima
linie, obtinem o ecuatie de gradul I in x si y, adicd ecuafia unei drepte.
Apoi daci inloeuim z, y prin &, ¥,, determinantul este nul ca avind doud linii
identice, deci dreapta trece prin M,. La fel inlocuind z, y prin x,, y, se con-
statd cd dreapta (12) trece prin M,. Atunci (12) reprezintd chiar ecuatia drep-
tei M M,.

Exemplu. Dreapta definitié de punciele A(—1, —1), B(2, 6) are ecuatia

P y 1
-1 —1 1 = —TJx+4+ 38y —4=0 sau7x— 3y + 4&=0,
2 6 1

15. Al formd a ecualiet dreptet determinatd de doud puncte. Dacd in deter-
minantul din ecuatia (12) a dreptei MM, scidem linia a II-a din prima si
din a III-a obtinem

- T— 8 Y — %
g oy Ya—
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—0 (12')

| & Sull B

de unde se deduce ecuafia dreptei sub forma

x—’”1=y_?l1sauy'—y1=x—wl (13)

Ty — &y Yo — ¥ Yo — Y1 Ly — &y

In sfirgit aceasta se mai poate scrie gi astfel

y—y1=2—L(z — a) (137)

g Z

De aici rezultd coeficientul unghiular al dreptei:

m=Y" ", (13"y
g — g
Regédsim in acest fel un rezultat cunoscut din 1, (10) anume: coeficientul
unghtular al drepter determinald de doud puncte My, M, este egal cu raportul
dintre diferenta ordonatelor si diferenta absciselor celor doud puncle.

Ca exemplu reludm pe cel precedenl: dreapta determinati de A(—1, —1) si B(2,6).
Avem doud posibilitati:
a) folosim forma (13), deci Lk i1
2o 6 + 1
forma generald 7z — 3y 4+ & = 0.

adicd 7(x + 1) = 3(y + 1) sau sub

b) Se calculeazd intii coeficientul unghiular m = b :l,apoi se scrie
2 4+ 1 3
ecuatia dreptei care trece prin 4, cu directia datd dem, adicd y + 1 = —1 (x + 1),
3

care se aduce la forma generald.

Observare. Este bine ca elevii si se obisnuiascd sd wverifice rezulltatele obti-
nute, De pildad in exemplul de mai inainte, s& se vadd daca coordonatele punctelor
A, B satisfac ecuafia gisita.

16. Cazul particular al dreplei determinatd de origine st de un punct M (z,,
yq) al planului se obtine din cele precedente considerind 3, = 0, deci x, ==
=4y = 0. -

Rezultd ecuatia dreptei O, sub formele

P Y=o pe—my=000L=2 (14)
Ty Y1 £ oh
iar din y :% x se deduce coelicientul unghiular
1
m=2, (14"
Ly ¥
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17. Ecualiile parametrice ale dreptei delerminatd de doud puncte. Formu-
lele care dau coordonatele unui punet M care imparte segmentul MM, in
raportul dat £ sint (1, 6):

p=0 K,y Bk (15)
1—k 1—%

Cind % ia toate valorile de la —co la +-co, M se deplaseazi pe dreapta
MM, si anume in interiorul segmentului M, M, pentru k& << 0 si in exterior
pentru £ > 0. Asadar formulele (15), cind % variazi, dau pozitia oricirui
punct situat pe dreapta M, M, si pentru acest motiv se numesc ecuatiile para-
metrice ale dreptei M, M,. Pentru a ardta gi mai clar ci este vorba de un para-
metru gi nu de un numdér fix %, se obignuieste si se noteze raportul variabil
MM,
o

= A sl ecuatiile parametrice (15) ale dreptei MM, apar sub forma

Xy — AT,
1— 2

Y1 — 7\%.

s (157)

z = y =
18. Conditia ca trei puncte sd fie in linie dreaptd.
Ne propunem sa gsim conditia ca trei puncte distincte M (zy, y;), My(x,,
Ya), Ms(wg, ys) si fie coliniare. Pentru aceasta scriem ecuatia dreptei M,M,
sub formi de determinant (12)

x y 1
Lo Y L|=8
T3 Y3 1

51 ¥ 1
oy s d = (16)
L3 Ya 1

Aceasta reprezinti, sub form# de detcrminant, condilia ca cele trei puncte
sd fie in linte dreaptd. Dacd se porneste de la ecuatia dreptei M, M, sub forma

T = W=

Ty — &y @y — @y

51 se scrie ¢d M, = M;M; se obtine conditia de coliniaritate sub forma

Ty — Ty _ Yo — Yy | (16']
T3 — I, Ya— Yy
32
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Ordinea in care se iau punctele rimine la alegerea noastri.

Exoemplu. Punctele A(—1, —1), B(1, 3), C[2, 5) sint coliniare deoarece

—d - 1
2 4
1 3 M)l=—[2 % . %] =
3 6
2 5 1 3 6 1

Al doilea determinant s-a oblinut din primul adunind ultima coloani la primele
doud, ' ‘

NOTA. BElevii pot face verificarea folosind condifia {167),

Exercitii si probleme

i 42. Se dau punctele A(3, 5), B(—1, 3), C(4, 1). Se cere:
a) ecuatia dreptei dusd prin 4, paraleld cu BC.
b) ecualia medianei din 4 a triunghiului ABC.

| [a) Coeficientul unghiular al dreplei BC este m = — i . Ecuatia ceruti
5

22 + 5y — 31 = 0; b) ecuafia medianei 22 —y — 1 — 0.]

43. Aceleasi date ca maisus. Si se scrie ecuatia dreptei A M unde M = BC
. MB 3

si = — —.

. MC 4

[20z — 18y + 5 = 0.]

44. Sd se stabileased ecuapia dreptei prin tiieturi, seriind dreapta deter-
minatd de punctele pe axe, sub formi de determinant.

45. Se dd punctul fix A(a, b) si punctul variabil M(x — b, « — a), o
fiind un parametru. S se arate cd dreapta A M este fixg §1 88 se scrie ecuatia
el.

[Goeficientul unghiular al dreptei AM este conslant; a — y—a-b=0.]

46. Se di punctul A(1, 3), punctul variabil M(«, o — 1) 51 dreapta bz —
— 3y + 10 = 0. Si se determine coordonatele lui M astfel ca AM si fie
paraleld cu dreapta dati.

3 — Geometrie analitica, anul TIII liceu 33




47. Se dau grupele de cite trei puncte:
& 2 : =
A(hg,z]. 3(3,4]. C(1, 5);
2 _1, ’ £ i i —5
A [ g 1} B [_1,8], 2l —5).

A3, 0), B"(1, 1), €"(—2; 2,5).
54 se spund in care grupi punctele sint coliniare si sif se serie ecuatia drep-
tei respective, i
(52 —3y +10=10; =z 2y — 3 = 0.]
48. 5S4 se determine 2, astfel ca punctele A(—1, —2), B(2, 3), C(5, ») si
fie in linie dreapti.
A= 8.]
49. 54 se determine punctul M(x, 2) astfel ca si fie in linie dreaptii cu
punctele A(1, —2), B(2, 4).
8
-3
bl
L |

50. Se dau punctele A(%‘, %) B(Z. ZJ’ C(3,4), D(—7, 14).

fusld

se arate ¢d cele patru puncte sint coliniare.

a) S
b) Sd se arate ci C si D sint conjugate fatd de 4 si B.

¢

[a) Be considerd intii 4, B, €, apoi A4, B, D. b) Se caleculeazi raportul in
care C 3i D imparte segmentul AB.]

bl. 5% se scrie ecuatiile medianelor triunghinlui format de punctele
A(1, 4), B(3, —1), C(8,—2). S& se verifice ¢i centrul de greutate se afli pe
fiecare din ele.

Bz+y—7=0y—1=0;2+2 —4=062 1).]

52. Se dau punctele A(0, 5), B(4, 1) sidreapla (D) =2 — 4y - 7 — Q.
Si se gdseascd coordonatele punctului C, agezat pe dreapta (D), astfel ca
triunghiul ABC si fie isoscel cu baza AB.

[Se ia un punct M(x, B) si se scrie c¢i MA < MB si M = (D).
Se giseste M(1, 2).]
53. Se dau punctele A(8, 0), B(3, 6), C(0, 3). Dreapta BC taie axa Oz
in D si dreapta AB taie axa Oy in K.
Sa se arate cd mijloacele segmentelor OB, AC, DE sint coliniare.
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54, Se dau punctul A(2, 1) si dreptele (D) 22—3y+1=0, (D') 242y —
-—_‘7 = 0. S& se determine punctul A7 de pe dreapta (D), stiind ecid
mijlocul segmentului AM se afli pe (D’).

[Se scric cd M(x, B) = (D) si mijlocul lui A7 so afld pe (D) M(%, 3).]

55. Se cer conditiile ca si existe puncte reale A(X, b), B(a, 1), unde x
este un parametru real, astfel ca ele si fie in linie dreaptd cu punctul dat
Clh, h).

[e>h, >k san a < B, b < R, in care cazuri existi doud perechi 4,, B,
§1 Azr ‘Bﬁ']




Capitolul 3

Pozitile relative ale dreptelor in plan

A. Doud drepte

1. Intersectia a doud drepte. Fiind date ecuatiile a doud drepte

Az +By+C=0si A’zx + By +C"' =0 (1)

daci ele sint concurente, coordonatele punctului de interscc’gi(? trebuie 84

verifice ambele ecuatii, fiinded punctul se giseste pe fle:care din (_a‘le..,].:l’mn

urmare cele doud coordonate reprezintd solutia sistemului de ecuatii liniare
(1), anume:

gBt — '8 A — AT

EF 55, - . (2)
AB' — A'B’ AB" — A'B

B = —
5z ;
cu conditia ca AB" — A'B £ 0.
A r it ;

Discutie. 1) Sistemul (1) in care AB" — A'B == 0 este au sistem

Cramer si are solutia unicd (2), prin urmare cele doud drepte au unpunct
< b.’ 5 X . X
comun, bine determinat. Dreptele sint deci concurente.
)

— | B . ' 7 "
2) Daci AB’ — A’B = 0, adici 5 i CB' — C'B =0 (sau AC

— A'C == 0) atunci sistemul este imposibil, prin urmare cele doud drepte nu
au nici un punct comun la distantd finitd. Dreptele sint deci paralele;Am
recdsit astfel condifia de paralelism a doud drepte, care a fost datd la
2 3
(2, §9). . ’ -‘
3) Daci AB' — A’'B =0 si de asemenea CB' — ('B =0, atunci
B C

16 B e deci 51 AC' — A’C = 0. Sistemul este nedeterminat,
rezu P Y ¥ 5

deoarece notind cu — valoarea comuni a rapoartelor, a doua ecuatie din (1)

v

devine k(dx - By + C) = 0, adicd se reduce la prima. Cele doud drepte

au o infinitate de puncte comune, prin urmare coincid. Se regisesc astfel
rezultatele de la cap. 2, § 9.
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2. Unghiul a doud drepte. Presupunem
dreptele (D) si (D’) date sub fo mele Y=

=mz+n s y=m'zs +n' si ne propu-
8 \ nem sid caleulim wunghiul format de ele.
' —(0) Prin punctul lor de intersectie » ducem
oz || Oz gi notim ¥ [wz, (D)] =0, X[z,
paad T D=9 X [D), (D)]=0.
Se stie cd m = tgo st m" = tgo’ (fig.
Tg] 7o 15), iar unghiul celor doui drepte este evi-
. Fig. 15 dent 0 = ¢’ — ¢. Rezulti

g ()

680 = tg(p’ — ) = 6 —le2

lee’
14 lgelge

sau
10 = Lol 3)
1 -+ mm’

Atunci cind se dau ecuatiile dreptelor rimine si hotdrim noi care este
(D) i care (D’), dar dupi cum facem o alegere sau alta obtinem, din cauza
diferentei (m' — m), dous wvalori egale 51 de semne contrare pentru tgh.
Aceasta corespunde faptului geometric ¢i cole dous drepte fac intre ele doui
unghiuri suplementare. Convenim si alegem valoarea pozitivi, adicd si
calculim unghiul ascutit al dreptelor, afara de cazul cind existi consideratii
care ne obligd la alegerea contrari.

Exemple. 1) Sé se afle unghinl ascuiit al drepielor
Z— 5y +8=10 si 32— 2y — 12 — (.

o - . 8 g 1
Coeficientii unghiulari sint m — =, m’

3 ;
=", deci
5 2

bs | oo

13
=4
o V. .. S 1, de unde 0 = 45°,
LY
2

et |

1) Unghiul dreptelor x - ¥+1=0s18324y — 6=0 este dat de
— 1 — [—3 1
P e e e I W T
1+ (—1) (—3) 2

Dacd dreptele sint date sub forma generalid

Ax+By+C=O;A’x+B’y+C’:0,

atunci m = — ‘—llk. mr= A » 81 formula (3) devine
B B
I == B =B )
AA’ + BB’ (3

Exemplele precedente se pot trata direct cu relatia (37),
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Daci in (3) m = m’, atunci tgd = 0, deci 8 = 0 ‘(slau m) gi dreptele sint
paralele. Gasim gi pe aceastd cale conditia de paralelism a douid drepte.
ibi J lelism dedusd din (3') este AB'— A'B =0 sau _{l_ -
Condifia de paralelis & o
ceea ce am gisit i pe alte cil.

Observare importanti Dreptele Az - By + C =0 si
Az 4 By + C' = 0, care diferd numai prin termenul liber, sint évident
paralele [iinded indeplinesc conditia. '

Reciproe, doud drepte paralele pot fi aduse si difere numai prin terme-

’ ’

nul liber. In adevir, daci notdm il — % — k, atunci A’ = kA, B’ = kB
¥

giecuatia A'xw 4 B'y 4 €' = 0 devine kAdx + kBy + €' = 0sau Ax + By +
+ % = 0 care diferd numai prin termenul liber de Az + By 4+ C = 0.

Exemplu. O paraleld oarecare la dreapte 3x — 5y - 15 = 0 se scrie

3z — by + x= 0, & fiind un parametru.

3. Condifia ca doud drepte si fie perpendiculare se deduce dacd pornim de
la inversa tangentei, adicit de la :
14+ mm’

m’ — m

ctg =

Pentru 0 = 1; avem cotangenta nuld, deci 1 - nun” = 0 de unde rezulti

e — L (4).

m ; . i Bl

Din (4) se deduce regula usor de {inut minte: dacd doud drepte sint per-
pendiculare, coeficientul unghivlar al uneia din ele este invers si de semn con-
trar cu al celeilalte.

Dacd dreptele sint date sub forma generali

(DY Az + By +C=0; (D'YA'z + By + C"=0.
atunci prima conditie (4) devine: |
AA’ 4 BB’ = 0. S gn

4, Aplieatii. 1. Sd se ducd prin punctul M(z,, y,) paraleld lo dreapta Ax + By +
+ C = 0. ‘ nr ;
Dreapta care Lrece prin M, si are coeficientul unghiular m esle y — y, = m(z — x,).

insd dreapta dati are m = — ‘% deci paralela prin My este y — y,= — == (¢ — %) sau

Bl

Al = @) + Bly —y,) = 0. i U (B
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Ali metodé. O paraleldt la dreapla daldi are ecuatia Adax 4 By -+ A = 0. Obligind
aceastd paralelil si treacd prin M, avem Azy + By, + % = 0. Prin sciderea celor doui
‘ relatil se elimind X si se obtiine (5).

2) Prin punctul My(z,, y,) i se dued perpendiculara pe o dreapid detd.
a) Dreapta este datd sub formi expliciti y — ma + n. Orice perpendiculard pe

: aceastd dreaptd are coeficientul unghinlar m’ = — 1 deci ecuatia dreplei cerute este
: i n
1

Y= Yo=—— (& — ). (6)

mo
b) Dreapta este dald sub forma generald Aa + By + C = 0. Atunci m = — A »

» B
d.eci m' = T si ecuafia dreplei cerute este y — y, = =) {z — a,) sau

Bla — 2,) — Ay — y,) = 0. {6")

Forma (6°) se foloseste practic mai rar decit. (6).

Exemple. 1) 54sescrie perpendiculara dusd prin punctul My(—2, 1) la dreapta

y = 3z + 2.
Becuatia dreptei edutate este y — 1 = — 4 {4+ 2) sau o+ 3y —1 =0
: ”
2) S se afle unghiul dreptelor y = max + n si oy = B d x4+ k.
m+ 1
m — 1
n :
a1 2 /
Avem tgh = — TS % ok . ok 1, deci § = 45°,
— 2 1 4
¥ n 1 m* + 1
m -+ 1

B. Trei drepte

5. Pozitiile relative a trei drepte pot i urmitoarele:

a) Dreplele se taie doud cite doud si determing un triunghi.

b) Doud dreple sint paralele si a treia le intersecieazd (unul din virfurile
rinnghivlui este aruncal la infinit).

¢) Cele trei drepte sint paralele (punciul de concurenid aruncat la infinit).

d) Cele tret drepte sint concurente.

e) Doud drepte sint confundate, a treia taie dreapta dubld.

f) Doud drepte confundate, a ireia paraleld cu dreapta dubld.

g) Cele trei dreple sint confundate.

In cele ce urmeazd vom presupune ci dreptele sint distincte, deci nu
vom considera ultimele trei cazuri. Din punct de vedere analitic trebuie
sd regisim cazurile pe care le-am enuntat aici.
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Presupunem deci cd dreptele sint date prin ecuatiile

Az + By +C=0
Az 4+ By +C"' =0 (7)
A"z + B'y + C" =10 '

In general un astfel de sistem nu este coxln;_)atibil (posibil?., adicd nu
existd o pereche de valori (w,, ¥,) care si ver1f1‘ce toate ecl_la:gnle. {&ceasta
inseamni cd cele trei drepte nu trec prin acelagi punct, adici nu sintcon-
curente.

Daca
A" B
A" B”

A B
A " Bh’

A
A!
atunci ecuatiile (7), luate cite doud formeazd sisteme Cramer3 compatuibile
si determinate. Dreptele se intersecteazd doud cite tioué 91 foxj-meaz.a} un
’;riunghi. Este cazul (a). Dacd numat unul oarecare .dm determmﬂanyn (8)
este nul (de exemplu primul), atunci doud dre})te (primele doué)“smt para-
lele, dar fiecare din ele intersecteazd pe a tI‘eléll, deoarec:e ecu-at,u.le lor f?r-
meazi sistem Cramer. Este cazul (b). Dacd doi detuerm.lnan-m’ din (’8) sint
nuli, atunci al treilea este de la sine nul. In adevir fie AB' — A’'B =0
si AB" — A"B = 0, de unde rezultd

A A A* )

—= — ]
Bﬂ

B B

=+ 0 [ +0 (8)

oo |

deci A’'B" — A"B" = 0. . . ‘
Interpretarea geometrici este ci dacd doud drepte sint paralele cu a
treia, ele sint paralele intre ele. Este cazul (¢). . e
In acest caz, din cauza egalitiitilor (9), determinantul format cu tot1

coeficientii ecualiilor este nul:

A B C
A’ B’ C' | =0 (99
A, B” Cﬂ

deoarece are elementele a doud coloane proportionale.

6. Conditiile ca trei drepte sd fie concurente [cazul (d)]. Ecua’?iile dre.pte]or
sint cele dat’e la (7). Pentru ca dreptele si lie concurentt.altrebme 58 Aemste un
punct My(z,, y,) care si verifice toate cele trei ecugpn. Aceasta Inseamnd
ci cele trei ecuatii cu doud necunoscute (7) tre'b}%le GE:1 formeze. sistem
compatibil §i determinat. Pentru aceasta condifiile necesare si sufici-
ente sint:
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a) S existe un determinant de ordinul II, format cu coeficien{ii lui
% §1 y diferit de zero, deci unul din determinantii (8) s lie dilerit de zero:

A B ¢
Aﬂ Bu‘ C”

Prima conditie (a) inseamnd din punct de vedere analitic, ¢ doud din
drepte sint concurente. Conditia (b), adicd relatia (10) aratd ci a treia dreapti
trece prin punctul de intersectie al primelor doui.

Acestea sint conditiile ca trei drepte si fie concurente. Coordonatele
punctului comun se gisesc rezolvind sistemul format de doui oarecare din
cele trei ecuatii.

SH presupunem acum ci prima conditie (a) nu este indeplinitd ; aceasta
inseamnd cd toti determinantii (8) sint nuli, iar cele trei drepte sint para-
lele [cazul (¢)]. In studiul ficut mai inainte am vizut insi ci atunci (97
sau (10) este indeplinitd ca o consecinti.

Prin urmare dacii este indeplinitd numai a doua conditie (b) nu rezulti
cil dreptele sint concurente; ele pot fi si paralele.

Rezumém discutia de mai sus in urmitorul enunt:

Dacd determinantul tuturor coeficientilor a trei drepie (10) este nul, atunci
cele trei drepte sint concurente sau paralele; dacd doud din ele sint concurente,
atunct toale irei sint concurente, iar dacd doud sint paralele, atunci St oa treia
este paraleld cu ele.

O enuntare i mai concisi este urmitoarea:

Egalitatea (10) reprezinti conditia ca trei drepte si fie concurente
la distanta finitd sau la infinit.
7. Altd metodd de a dovedi concurenta a trei drepte.

S& ardtim cfi dacd trei drepte sint concurente, ecuatia uneia din ele
rezultd ca o combinatie liniard* a celorlalte dou#. in adevir daci dreptele

sint concurente gi notdm ecuatiile lor din (7) cu D = 0, D’ — 0, D" =0,
atunci se pot determina doi coeficienti A si w astfel ca si avem
D" =D 4 uD’, ' (11)

Aceasta inseamni ci trebuie si avem

M 4 pA" = A"; AB 4 uB' = B"; AC | uC’ = C". (12)

* Prin combinatie liniard a doud expresii E; si E, se in
inmultite fiecare cu cite un factor: «#; + BFE,. Daci E
combinatia nu mai este liniari.

telege suma acelor expresii,
1 81 By sint ridicate 1a puteri,
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Am obtinut un sistem de 3 ecuatii cu doud necunoscute A, w, care este
compatibil si determinat deoarece existd determinanii de ordinul I1 dife-
riti de zero, iar

A A’ A"
B B B | —9
CY Crr . CH‘I

care nu este decit condilia (10) in care coloanele determinantului s-au schim-
bat in linii. Asadar se pot determina A si p astfel ca relalia (11) s fie satis-
facutd.

Elevii vor demonstra reciproca: daci (11) este indeplinitd cele trei drepte
sint coneurente.

0- bserv are. Dacd  gi w sint fractionari, prin eliminarea numitorilor
relatia (11) devine
pD"=mD 4 nD’,

Exomuple. 1) Sisecerceteze dacd dreptele 5z — 2y +8=10; 3¢+ 4y — 5 = 0
& — 3y 4 6,5 = 0 sint concurente, ,
Metode I, a) Avem

5 —2
J +0;
3 &
] -2 8 2 —6 13 !
by | 8 & —5 | = 3 A -5 | =0
£
1 —3 6,5 1 —3 6,5

deoarece liniile I gi I1Lau elementele proportionale, 8-a sciizul linia a IT-a din pl‘imé.

Metoda a I1-a. Adunam a doua ccuatie cu a treia inmultitd eu 2 $i oblinem prima
ecuafie, deci dreptele sint concurenle. )

2) Dreplele 62+ y — §=0; he = 8y — §5 = 0; 22 — 2y — 3 =0 sint concu-
rente, deoarcce wltima se obtine prin scidereq primelor dowd.

3) 8d se determine « astfel ca drepiele 2o + y — 4 — 0; 52 — 2y 4+ 3= 0; azx -
+ 8y — 2= 0, s& fic concurente.

Adci ¢ preferabil sd' se foloseased prima metodi, Se observi cf

2 1 2 1 -4
= 0, deci trebuie sii avem | 5 —2 % =
3 —2 o 3 -2
care dezvoltal dupd ultima linje di 5x 4+ 60 = 0, de unde o — —12,

Aplicatie. Sdse determine ecuatia dreptei care prin intersectia dreptelor 22 — y -4 5 =
=0,3z+ 2y — 3 =0 si prin puncinl A{—3, —2), :

Metoda I. 1nlerseclia dreplelor date este punctul e(—1, 3), care se obtine rezol-
vind sistemul celor dou# ecuatii. Dreapta wd are ecuatia "

x v i
—1 3 1| = 5z — % + 11 = q, d
—3 —2 1
42

ﬁﬁ———————.

Metoda @ If-a. Scriem o dreaptdi oarecare ce trece prin A, y + 2 = m{a + 3),
deci mz — y + 8m — 2 = 0 si punem conditia ca aceasta, impreund cu dreptele date,
si lie concurente

m -1 3m — 2
2 —1 5 = 0,
3 2 —3

ecuafic in care determinantul se dezvoltd dupd linia I si d& m:%, prin  ur-
mare ecuatia dreptei este y 4 2 = :zu (z — 8), adicl aceeasi dreapti,

8. Indrumdri pentru rezolvarea problemelor. In exemplele si aplicatiile
luate pind aiei am.ciutat sd formdm deprinderea de a lucra cu coordonatele
si cu metodele geometriei analitice. Penftru acest motiv am folosit date
numerice, ceea ce inseamnd c¢d toate figurile au fost legate de axele de coor-
donate. ‘

Geometria analitici serveste insd la rezolvarea oricirei probleme de
geometrie, al cdrei enunf nu se referd la axe. Atunci trebuie sii ne alegem
not sistemul de referinti, adicid axele de coordonate. Alegerea axelor de
coordonate are o foarte mare importantd, cédci de aceasta depinde ugurarea
calculelor. Nu existd reguli precise pentru alegerea sistemului de referinta,
insd putem da unele indrumaéri care pot {i de folos, dupd cum urmeazi:

"a) dreptele care se aleg ca axe trebuie si fie fixe;

b) dacii printre datele problemei apare sau putem noi duce o axi de
simetrie, aceasta se va lua ca axi Oz sau Oy;

¢) dacd putem pune in evidentd doud axe de simetrie, acestea se vor
alege ca axe de coordonate;

d) dac# un punct este centru de simetrie pentru datele problemei, atunci
gste bine ca el sd fie luat ca origine;

¢) dacd in enunful problemei este vorba de un unghi drept, un triunghi
dreptunghic, un dreptunghi, patrat etc., laturile unghiului drept se vor
lua ca axe;

[) dacd nu avem nici o indicatie in sensul celor ardtate mai inainte,
atunci alegerea se face astlel incit cit mai multe puncte si aibd o parte din
coordonate. nule, sau dreptele si aibi pozitii particulare (paralele cu axele,
sau si treacd prin origine ete.), pentru a ugura calculul.

Trebuie totugi si atragem atentia c¢d sint cazuri cind este bine si renun-
tim la simpliliciri de ealcul si sd alegem axele oarecare, pentru a nu strica
simetria rezultatelor, care pot folosi pentru demonstratii, interpretiri ete.
Ca exemplu vom ariita cum se afld eenatiile medianelor unui triunghi (exems-
plul 3).

Indeminarca de a alege axele se ecapitd prin exercitii cit mai multe.

Pentru ilustrarea concretd a indrumirilor precedente, ddm citeva exemple.
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1) Se dd un pdtrat ABCD, pe laturile ciruie se iau, in sensul A — B — C — D,
segmentele BM == CN. 84 se demonstreze cd dreptele AM gi BN sint perpendiculare.

Axele de coordonate se aleg laturile pitratului: AB ca axd Oz si AD ca axi Oy.
S84 notim cu a latura pitratului si BM = CN = A variabil. Coordonatele punctelor
A, B, C, M, N, se scriu direct urmérind figura 16:

A(0, 0), B(a, 0), Cla, a), D(0, a), M(a, }), Nja — 2, af.
Cocficientii unghiulari ai dreplelor A3, BN sint

5 a 7
m=—; Mm=—— = — —3
a la—2)—a A

de unde se vede ¢d mmn’ = —1 i dreptele sint perpendiculare.

2) Pe o laturd o unut unghi se iau punctele A, B, iar pe cealaltié laturd punciele
C, D. Fie E = AD () BC, F intersectia paralelelor duse prin A i C lo laturile wnghielui
st G intersectin paralelelor duse prin B st D Ig aceleasi laturi. Si se demonstreze cd E,
F, G sint eolintare.

Dacd am considera cazul particular cind unghiul este drept, este evident ci laturile
unghiului ar trebui luate ca axe.

in cazul general problema se trateazd cu usurinti in axe oblice®, Axele vor i chiar
laturile unghiului.

Pentru un unghi oarecare, in axe dreptunghiulare, cea mai mare simplificare pe
care o putem face este si alegem virful unghiului ca origine si latura AB ca axi Oz,
Axa Oy va fi perpendiculard in O pe AB,

Ecuatia dreptei €D va fi y = mz, iar punctele vor avea coordonatele: A(a, 0)
B(b, 0), Cle, em), D{d, md). Tcuatiile dreptelor AD si BC (fig, 17) sint

@ Y 1
(4AD) d md 1 | = mde (@ — d)y — mad = 0
a 0 1
7 Y 1
(BC) | e me 1 | = mex + (b— e)ly — mbe= 0.
b 0 1
&
4  SR—
N A
g - | //
‘ = //
a
el L. //
" ! /
2 /
i SN/
A o4 8 z Y ] & 2
Fig. 16 Fig. 17

* Elevii care doresc vor putea incerca,cu titlu de exercitiu, si trateze astlel pro-
blema, sub indrumarea profesorului.
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Rezolvind sistemnl se gigeste

¥ [bd(a. + ¢) — ae(b + d)  med (b— a) :I )

y A

bd — ac bd — ac

Dreptele AF, CF au ecuatiile
(AF) y = m{z — a); (CI) vy = me

deci Fla + e, me).
in mod aseminitor G(b - d, md). Conditia ca punctele s [ie coliniare esle

bd(a + ¢) — ac(b +

d)  med(b— a) 1

bd — ac bd — ac =0
c+ a me 1
b+ d md 1

sau, dind factor pe prima linie pe si pe a doua coloand pe m:

d — ac
bd(a + ¢) — ae(b +d) cd(b— a) bd — ac _
_— a-+ ¢ ¢ 1 =0
b= ae b+d d 1

m

Deoarece m == 0, trebuie ca delerminantul sd fie nul. Acesta se descompune intr-o
diferentd de doi determinanti, amindoi nuli, deoarece primul are liniile I si II propor-
tionale, iar al doilea liniile I si III, dupd cum se ohservi

bd{a + ¢) bde  bd aclb + d) acd ac
a+ ¢ c 1 — a-t e c i3 =0
b+d d 1 b4+d d 1

Punctele £, I', G sint deci coliniare.

3) Sd se demonstreze cd medianele unui triunghi sint coneurente. Dacd am alege ca
origine un virf al triunghiului $i una din laturile ce trec prin acest virl ca axi Oz,
trei din coordonatele virfurilor ar i nule si am avea numai trei coordonate dilerite
de zero.

Dezavantajul este Insd ¢ se rupe simetria ecuatiilor si sintem nevoiti sd reludm
calculul de la incepul pentru fiecare mediand. D¢ aceeca nu vom particulariza sistemul
de axe si vom vedea ¢l dupél ce am stabilit ecuatia unei mediane, celelalte se deduc prin
permutdri circulare.

Fie deci, fatd de un sistem de axe A(ay, ¥,), Blxy, ¥,), C(z,, y,) vielurile triunghiu-

lui, Mijlocul laturii BC este A” ( ] ¢1 mediana 44" are ecuatia

2 2
2 ¥y 1 x y 1
5y " 1 _ _’_L Ty ¥ 1 ~0
a2y + Yy + ¥y 2 -
2 2 1 Zyt+oxs Yt oYy 2

care scrisd dezvoltat este
(A4’) (2y1— yo— ya)o — (220 — 2, — @)y + 2y, + ¥y) — vule. + 2) = 0,
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Eenatiile celorlalte mediane se scriu permutind eireular virfurile triunghinlui, adicd
pe &y, @y, &3 $1 Yy, Ya, ¥4 Ele se scrin deeci direct
(BB') (2ys— ys — i) — (20 — x5 — x,)y + Ty(Ys + Y1) ~ Yaloy + 2) = 0
(CC) (2ys — y1— Wa)z — (225 — 2, — @)y + Za(ts + ¥a) — yalzy + ) = 0.
Dacd adundm cele trei ecuatii obfinem in prima parte zero, deci una din ecuatii
este o combinatie liniard a celorlalte doud. Aceasta aratii ¢ medianele sint concurente

{v. § 7).

Observare, Daci s-ar scrie conditia de concurentd sub formi de determi-
nant §i s-ar aduna toate liniile la prima, s-ar obtine pe prima linie loate elementele
nule, deci determinantul este nul sj conditia este verificali,

Exercitii si probleme

b6. Se dau puncte]e A3, 5), M(—1, 3), N(4, 1). S4 se afle ecuatiile
dreptelor duse prin 4, inclinate la 45° §i 135° fati de MAN.

[3z— 7y + 26 = 0; 72 + 3y — 36 = 0.]

b7. a) Se di punctul A(—3, 5). Si se scrie ecuatia mediatoarei segmen-
tului OA.

b) Se di punctul A(z;, y,). S4 se serie ecuatia mediatoarei segmentului
0A.

[a} 32— 5y + 17=0; bh) -z:e+J1Ju";‘(11+ Jl)]

b8. 5S4 se scrie ecualia medlatoarel segmentului format de punctele
A(b, 3), B(—1, —2).

[122 + 10y — 29 = 0.]

59. Se dau punctele A(0, 5), B(4, 1) si dreapta (D)yxz — 4y -7 =0. 83
se gaseascd coordonatele punctului C = (D) astfel ca triunghiul ABC s¥ fie
isoscel cu baza AB.

[Mediatoarea laturii AB M (D); €15 2.

60. Se dau punctele A(3, 0) si B(—1, 8). Prin 4 se duce o paraleld (D)
la prima bisectoare.
a) Si se determine coeficientul unghiular al unei drepte ce trece prin B,

care sd taie dreapta (D) intr-un punct C, astfel ineit triunghiul A BC sa
fie isoscel cu haza AB.

b) S& se calculeze coordonatele punctului # de intilnire a indltimilor
triunghiului,
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¢) Si se giseascil centrul O al cercului circumseris,

§ 1
[a) Mediatoarca laturii AB taie pe (D) in punclul C (13, 10), mpg = =

14
b) Mediatoarca lui AP este si indltime. Mai trebuie o indltime; I7 [E ’ —5]

s0f2. )]
3 3
61. Si se caleuleze unghiurile formate de dreptele 20 — y — 5 = 0 i
2z — 3y -4 = 0. Care este mirimea unghiului in care se afli originea
axelor?

[45°].
62. Se dau punctele A(a, 0) si C(2a, 3a). Perpendiculara dusd in A pe

AC taie dreapta  + 22 = 0 in B. S4 se arate cd triunghiul ABC este isoscel.

[AB = AC = a |/ 10.]

63. Se di dreptunghiul ABCD si din punctul A se duce perpendiculara
AE pe diagonala BD, unde E € BC. S se arate cii lilimea A5 a drept-
unghiului este medie proportionald intre lungimea lui gi segmentul BE.

. - (B2
I:.BC se ia ca O, BA ca Oy; Cla, 0), A{0, b). Be gaseste K (;. O)]
64. Fie M un punct variabil pe prima bisectoare i A(a, b), B(b, ¢) doud
puncte fixe. Dreapta MA taie axa Oz in P, iar M B taie axa Oy in Q. Sd se
demonstreze ci dreapta PQ are o directie fixi.

5 b— ¢
[Coeficientu! unghiular al dreptei PQ este m = : ;: consL.]
a— 0

65. Se dau punctele A(2, 1) si B(—b, —3). 5S4 se afle punctul M, pe
dreapta y = z -+ 4, astfel ca JTAMB = 90°.
[M(e, o - 4). Se scrie ci MA | MB si se afld o, Doult solutii: M,(—1, 3)

si Mz[—i—j, —iJ.
2’ 2

66. Se dau dreplele 2 +y —2=0 g1 3z — 2y + 1 = 0.

Si se determine: a) dreapta care trece prin intersectia dreptelor date gi
prin punctul M(2, 3); b) dreapta care trece prin intersectia dreptelor date gi
este paraleld cu prima bisectoare.

[a) 8¢ — 7y + 5= 0; b) 52— 5y + &= 0.]

67. Se dau punctele A(6, 0), B(0, 4), C(1, b). Si se arate ci:

a) existi relatia 04 - BC -+ OB - AC = 0C - AB;

b) picioarele perpendicularelor duse din origine pe laturile triunghiului
ABC sint celiniare.
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68. Se daudreptele:z +y —1 =0,z 4+y—2=0;2 — 2y + 1 = 0:
# — 2y — 3 = 0, care sinl laturile unui paralelogram. Si se g#iseascd ecua-
tiile diagonalelor (c.d.p.).

32 + 6y — 5 = 0si5z — 220 — 7 = 0.]
69. S5i se scrie ecuatiile indltimilor triunghiului format de dreptele
z2—y+2=0;3x—y+1=0;2+2y+2=0.
iz — 2y +3=10; 2+ 3y +2 = 0; T2 + Ty + 9 = 0.]

70. 5 se determine X astfel ca dreapta bz + Ay — 2 = 0 s ireacd prin
intersectia dreptelor

x4+ 6y—5=0;3x+ 4y -8=0
[A = 16.]
71. Se dd dreapta
(@ — Nz + (¢« —2)y — a4+ 3 =0,

depinzind de parametrul real «. Si se determine o astfel cd daci A4, B sint
intersectiile ei cu Ox, Oy si avem

1 1
oaz T 0B 10.

[Douﬁ solutii: o, = 5 si b= —.
2 &
72. 58 se demonstreze cd mediatoarele unui triunghi sint concurente.

[Ecuapia unei mediatoare: (2, — @)z +) y, — yi)y —

o i
2 2
73. Se dau doud drepte perpendiculare (D) si (D). Pe (D) se iau trei

puncte oarecare 4, B, C, iar pe (D’) lafel trei puncte 4°, B, C’. S4 se demon-

streze cd punctele E=AB' n A’'B, F=BC' n B'C, G=CA' n C'A

sint in linie dreaptd.

74. Fatd de sistemul de referintd 20y se iau punctele A(a, 0) si B(0,b).

Sd se determine punctul M, situat pe dreapta y = ma, astfel ca unghiul

AMB sa fie drept.

Fie C al patrulea virf al dreptunghiului OACB. Sa se demonstreze
cd CM L OM

=0 etc.]

[Abscisa lui M este o= 2 + mb.]
m?2 4+ 1

75. Aceleasi date ca maiinainte, insi M se afli pe dreaptaz 4+ y — b = 0

e 259
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76. Pe axele Oz, Oy se iau punctele lixe A, B si segmentele variabile
AA'" = BB'. S4 se arate cd mediatoarea segmentului 4'B’ taie a doua bisec-
toare a axelor intr-un punct fix.

[Punctul fix P[”‘ e S X.co b]]
2 2

77. Pe o laturd a unui unghi drept se dau punctele fixe 4 gi B, iar pe cea-
laltd latura punctul mobil M. Se proiecteazd virful O al unghiului drept pe
dreptele M A 1 M B, respectivin P gi Q.

a) Sd se arate ci dreapta PQ taie latura AB a unghiului drept intr-un
punct fix L. ,
| b) Si se calculeze raportul in care L imparte segmentul AB.

[a) A(a, 0), B(b, 0), M(0, ). Ecuatia dreplei PQ:

M B+ (ub— By — Adb =0, L(' B, 0};

a-+ b

b)

IA _ o ]
LB

78. Pe catetele AB i AC ale unui triunghi dreptunghic se construiese,
in afara, pdtrate in care virfurile opuse lui A sint respectiv D si E. Si se
demonstreze c¢il dreptele CD, BE si indl{imea AH a triunghiului sint concu-
rente.

79. Se déd paralelogramul ABCD. O paraleld oarecare la AB taie laturile
AD si BC, respectiv in M gi IV, iar o paraleld la AD taie laturile AB si CD,
respectiv in P gi Q. Fie £ = MP  NQ. 54 se arate ¢i D, B, E sint coli-
niare.

[Este preferabil sd se arate ¢ MP, NQ gi DB sint concurente.]}

80. Fie punctele A(1, 2), B(5, 4) si un punct mobil pe axa Oz. Dreptele
MA, MB intersecteazi prima bisectoare in punctele N, U, iar axa Oy in
punctele ¥V, P. Si se arate cd

a) dreapta NP trece printr-un punct fix situat pe dreapta AB;

b) dreapta UV are o directie fixd. S& se precizeze aceastd direclie,

(Olimpiada mat. 1960, enunt partial)

[a) NP (0 AB di (% %] b) OV I\AB.]
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Capitolul 4ﬁi

Separarea planului in regiuni

1. Raportul in care o dreapti imparte un segmeni. Fiind date punctele
My(y, y1), My(2s, ys) se cere sd se alle raportul in caredreapta (D) de ecua-
MM _

MM,
Urmeazd sd gisim expresia lui k.
Punctul M [iind pe dreapta M, M, are coordonatele

Fie M = M, M, N (D) g k.

@y — kay _ ¥ — hys

1—k 1— Fk

i =

Insd M = (D) prin urmare trebuie si verifice ecuatia, adici:

Ay = hxy Y hys s,
11—k + 8 t—g T Lo
sau
Az, + By, + C — k(Az, + By, + C) =0,
care di

K :A:r.l ] By!qLC:@_) (1)
7 Awy + Byy +C {(Dy)
/) unde s-a notat (D)) = Az, + By, + C
§i (Dy) = Az, + By, + C.
Pentru £ <0, punctul M este interior

segmentului M, M,, pentru k& > 0 M este

Hofko 1 4s)

exterior.
Wylin) Exemplu. Dreapte 20— y4+ 2=0
imparte segmentul format de punciele A(3, 2),
B(— 1, 4) in raportul
7 i o SRR 8
Fig. 18 ME —2-4+2 2’
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deci M se afld intre A si B. Verificarea se. face prin g )

¢aleulul coordonatelor Jui M, anume +

M(i. 1%.
9

5

2. Separarea planului in regiuni de cdtre o
dreaptd. Orice dreapti imparte planul in doud
semiplane, pe care le vom numiregiuni gi le ¥
vom numerota: cu I regiunea (semiplanul)
care conline originea gi cu II regiunea cea- ,
laltd (fig. 19). Ecuatia dreptei (D) o consi-
derdm sub forma generali

Az + By + C = 0. (2)

Molxz:40)

Dacd un punct My(z,, y,) = (D) atunci coordonatele lui verificd ecua-
tia (2), adied Az, + By, + € = 0. Dacil insi punctul My(z,, y,) nu se afld
pe dreaptd, atunci Az, + By, + C 5= 0, adici expresia numericd ob{inuta
are o valoare oarecare, strict pozitivd sau strict negativi.

Vom demonstra urmétoarele proprietati.

a) polinomul general de gradul I in doud variabile f(x,y) = Ax 4By +C
pdstreazd acelagi semn pentru loale punctele situale inlr-o aceeast regiune;

b) acelagi polinom ia valori de semne contrare pentru punctele din regiuni
diferite.

a) Daci punctele M, si M, sint situate in aceeasi regiune, dreapta (D)
taie dreapta M, M, in exteriorul segmentului M, M, siraportul k = %;—1; 3 U
Prin urmare (D,) si (D,) au acelasgi semn.

b) Dacd punctele M, si M, sint in regiuni diferite, dreapta (D) intil-
neste dreapta M, M, intr-un punct interior segmentului M, M, (tig. 19) si
Jos L0

(D2)

O datd demonstrate proprietdtile enunfate, este de ajuns si cercetdim

semnul polinomului in una din regiuni, fiinded in cealalti rezultd.

< 0, adicd (D)) si (D,) au semne contrare.

Dacid dreapta nu trece prin origine, atunci se cautd semnul inregiu-
nea care contine originea. Acesta este dat de

(0, 0) = C. o

Dacid dreapta trece prin origine, atunci se alege alt punct, de exemplu (1,0)
sau (0, 1) ete.

Exemple. a) Care sint puncicle din plan pentru care avem 2& — 3y — 6 < 07
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Tig. 20

/
S
‘=

Iig. 22

o R

Sereprezintd dreapta 20 — 8y — 6 = 0 (fig. 20)
Termenul liber este (—6), deci punctele din
semiplanul care contine originea fac polinomul
negativ si verificA inecuafia. Se pot face verifi-
ciri cu diferite puncte (0, 1), (1, 1), (3, 1) elc. Re-
giunea hasurati nu convine.

Altg metodd. Din 22 — 3y — 6 < 0 rezultd

20 — 6 ; . .
y > ———— , iar din ccuatia dreptei 2z — 3y —

d

2o — 6

— 6= 0 rezultd y= . Se observd cil

punctele pentru care se verilicd inecuaria dati
au ordonatele mai mari decit punctele cu acee-
asi abscisd din ecuatia dreptei.

Asadar multimea punctelor din semiplanul
situat deasupra dreptei de ccuatie 2z — 3y —
— 6 = 0 constituie solutiile inecuatiei date,

b). Sd se rezolve inecuatiile simuliane

z— y < 0; 3a-4 &y — 12 = 0.

Daci facem y=0 in primul polinom, se vede
ci obtinem valori negalive numai pentru z <
< 0, deci regiunea care convine este cea care
contine semioxe negalivd. A doua inecuafie este
verificatd de regiunea opusd originii.

Multimea punctelor care satisfac simultan in-
ecuatiile date este intersectia multimilor care
verilicd pe fiecare in parte, adicd unghiul neha-
surat din figura 21.

c) Se cere muliimea punctelor pentru  care
avem simultan

x4 2y— b=0si2z— y— 2> 0.

Egalitatea este verificatd de toale punctele dreptei
BC (lig. 22), inecuatia de punctele din semipla-
nul opus originii.

Multimea care verificd ambele relatii este
formatd din punetele semidreptei AC.

d) Se dd ecuajie x*— 2+ 1) x4 a®+
+B—1=0. Considerind pe «, B drept coordonate
ale unui punct din plan, si se afle regiunea pentru
care ecuatia datd are rdddeint reale.

Realizantul ecuatici este R = &(2ax— B
+ 2); trebuie ca 2z— f+4 2> 0. Originea verificd
inecuatia, deci reginnea care di rddicini reale
pentru ccuatie este semiplanul fnchis (inclusiv
dreapta) care contine originea. De-a lungul drep-
tei 22— P4 2= 0 ecuatia datd are rddicini
reale, confundate.
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3. Aplicafii la programarea liniard. Productia unei intreprinderi, a
unei unititi agricole, transportul mdirfurilor etc. care altidatd se ficeau
oarecum empiric, ridicd astéizi probleme de planificare in aga fel incit tinind
seamd de conditlile de lucru, posibilitdtile de aprovizionare etc. si se ajungi
pe totalul intreprinderii, unitifii agricole etc. la realizarea unui plancu
minimum de cheltuieli §i cu venituri c¢it mai mari.

Conditiile de lucru se exprimd prin ecuafii sau inecualii de condilii, iar
realizarea finald printr-o functie numitd de scop, de obicctiv sau de eficientd.
Cind ecuatiile, inecuatiile si functia sint de gradul I, programarea se numeste
lintard.

Nu putem da mai multe ldmuriri in cadrul manualului, dar citeva apli-
catii vor arita cum la unele probleme simple, rezolvarea se poate face cu
ajutorul geometriei analitice. Metoda se numegte ,metoda grafick“.

Exemplul 1. O unitale agricold trebuie sd realizeze pe un teren de 8 ha
doud felurt de culturi A §i B. Cheltuielile de investific gi venitul net pe ha, la
fiecare culturd sint in mii de lei:

A| B
3

investitii | 2

venit net | 4 5

Stiind cd unitatea agricold dispune de cel mult 18 mii lei peniru aceste cul-
ure, se cere in cazul solufiel optime:

a) repartifia ierenulut pentru cele doud culturi:

b) venitul net maxim realizat.

S5& notdm cu x §i y suprafelele destinate respectiv culturilor 4 si B.
Conditiile de lucru sint:

z+ y=8; 2z + 3y << 18, (o)
Venitul net este dat de functia (de eficienti)
f = 4a + 5y. (8)
Trebuie s tinem seama in plus ¢ & > 0 si y > 0, care se numesc con-
difii de nenegativilate.
Problema se pune astfel: tinind seama de conditiile («) de lucru (o ecua-
tie si o inecuatie) si de conditiile de nenegativitate, sd se determine x si y
care fac functia (f) maximé.

Pentru aceasta ciutim multimea punctelor care satisfac sistemul: & + y—
—8=0 s 2z + 3y — 18 L 0.
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. : Inecuatia este verificaty pe semi-
} planul care contine originea (s-a ha-
gurat partea care nu convine), deeci
portiunea din dreapta z 4y — 8 —(
(cadranul I) care intri in acest semi-
plan este segmentul H V.

Ecuatia (B) se scrie y = — % x -+ I

g : 5
gi considerind pe f ca parametru, re-
prezintd drepte paralele de coeficient

S

unghiular m = —2% $i ordonata la
Fig. 28 - B .5 ‘
origine n = i (in figura 23 este dese-
naid dreapta care trece prin origine si di directia). Ordonata la origine
cregle cind dreapta taie segmentul MV intr-un punct care se miscd de la N
la M: este deci maximi cind dreapta trece prin M. Insi M are coordona-
tele (6, 2), astfel ¢& fnax =4 <6 + 5 - 2 = 34 (mii de lei).

Programarea cea mai avantajoasi este deci: cultura A pe 6 ha (z = 6)
g1 cultura B pe 2 ha. Investitiile sint de 2 - 6 - 3 - 2 = 18 mii lei $1 venitul
de 34 mii lei. Problema are o solutie unici.

Observiri. a) Si presupunem ci in aceleagi conditii de Iucrn
venitul net ar fi acelagi pentru ambele culturi, de pildi 4 (mii de lei). In
acest, caz functia de eficientd ar fi f = 42 4 4y. Ecuatia 4z + by — f=0
reprezintd o dreaptd paraleld cu MAN, care daci este verificatd de un punct
al Iui MN, coincide cu MN. Atunci insi orice punct al segmentului WN
este solutie, deci avem o infinitate de solutii.

Alegerea se face in acest caz dupd alte criterii de bung gospodérire.

b) Daci am presupune veniturile astfel incit coeficientul unghiulay
al dreptei ce rezultd din functia de elicientd si fie m > —1, atuneci valoarea
cea mai mare a lui f corespunde punctului &V, prin urmare ¥ = 0. S-ar face
numai cultura 4 pe intreg termenul. o

2. Un ceniru alimentar este aprovizionat de trei centre furrizoare care
dispun: primul de 5 autocamioane, al doilea de 4 autocamioane, al treilea de 6.
Centrul alimentar are planificat si primeascd pe un interval dat de timp 12 aulo-
camioane de marfd.

Stitnd cd transportul costd de la fiecare centru respectiy 4, 6 st 5 zect de lei,
sd se determine programarea maginilor astfel incit costul transporiulut fotal
sd fie minim.

Notind cu #, y, z numiirul de magini pe care trebuie si-1 dea fiecare fur-
nizor, conditiile sint urmitoarele: z 4 Yy+z2=12; 25,y <4, 26,
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apoi conditiile de nenegativitate 2 > 0, y > sl
> 0, 7> 0. Functia de eficientii este f =
= 4x + 6y + Dz si ea trebuie sd fie minimd. g

Fiind vorba de Lrei necunoscute, nu mai '
putem trata problema ca in cazul precedent. // //
Vom proceda astfel: din prima ecuafie rezultd 4= 7
z=12 — x — y < 6, adicd inecuatia z + y=>
> 6, la care se adaugd z < b, y < 4. In-
locuind pe z in functia de eficientd se deduce
y =2+ [ — 60.

Rezumind avem conditiile = + y > 6;
0L 2<b; 0Ly <4 care reprezentate in a
figura 24 ne dau ca regiune convenabild interi- Fig. 24
orul triunghiului ARBC.

Dreapta y = 2 + f — 60 paraleli cu prima bisectoare va avea ordo-
nata la origine (f — 60) minimi cind trece prin punctul cel mai de jos al
triunghiului ABC, adicd prin A(5, 1). Inlocuind obtinem 1 = b -+ [ — 60,
deci f = 56. _

Programarea este: centrul I, cinei magini, centrul 11, 1 masini, centrul
I, 6 magini. Costul minim al transportului 56 x 10 = 560 lei.

NS

=
&
=3

X

<
[

Exercitii si probleme

81. Se dau punctele A(3, 1), B(—2, 4) si dreapta Sz — y — 8 =
Se cere raportul in care dreapta imparte segmentul A B. Punctul de inter-
secltie cu dreapta A B este interior sau exterior segmentului? -

3 . ;
k= — —  interior,
11

| . e oL — p — 2
82. Se dd punctul fiz A(1, —1) g1 punctul variabil M(,am g y = - ) .
Si se arate cd dreapta » — 3y 4 9 = O imparte ségmentul AM intr-un

raporl, constant, oricare ar fi M.

83. Teorema 1ni Menelaus. O dreapid oarecare taie laturile BC, CA,
AB ale unut triunghi, respeciiv in punctele M, N, P, Sd se demonsireze ci
existd relafia

MB NC  PA_ 4
Mc A PB

Reciproca este adeviirata?
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I e

W5 _ (D)
Mc Dy}

[Fie Alzy, y1), Bl#zy ya)s Clas, y,) si (D)= 0 ecualia dreptei.
ete. Reciproca se demonstreazd geometric, prin reducere la absurd.]

84. Teorema lui Ceva. Fie M un punct in planul unut triunghi si A’,
B, C' punctele unde MA, MB, MC taie respectiv laturile BC, CA, AB. Sd
se demonstreze cd

AB BC 4
A'C B4 C'B
[Fie A(xy, wif, Bles, ¥2), Clay, ¥4), M(zo, yo). Benalia dreplei AM este

x Y 1 A'B Tg Ya 1 T3 Y 1
@, oy A|=0Avem=_—=/| x y 1|}z yn 1
Lo Yo 1 4C Ly Yo 1 Ly Yo 1] 2

85. Se dd un triunght dreptunghic ABC (A = 90°) si un punct oarecare P.
Sd se cerceteze dacd existd un unghi drept cu virful in P, astfel ca laturile lut
sd determine pe catetele AB, AC rapoarte egale.
[Se iau AB, AC ca axe Oz, Oy. Ba, 0), C{0, b), Plz,, y,). Laturile.
unghiului drept: Az — z) — (¥ — %)= 0; 22— a -+ My — y)= 0
MA — Ay + Yo NA — @ — My

Rapoartele sint % = , — = etc.]
MB Me— @)ty NC  — %t AMb— )

86. Si se rezolve sistemul z > 3; 32 +y —6>0; = — 2y — 1 > 0.

[Regiunea din dreapta lui x = 3, cuprinsd in unghiul celorlalte doud
drepte.]
87. S4 se rezolve sistemul: 3z + 2y — 6 >0; y —zxz+ 1 >0; y —
——— 1 =0
9
[Interiorul triunghiului format din cele trei drepte.]
88. Sd se rezolve sistemul 22 — 4 < 0; z +y — 1 < 0.

[Fisia dintre paralelele x = 4 2 care contine originea si este mirginitd
de dreapta datd.]
89. Se considerd inecuatiile 2z + 3y > 6, 6z + 2y < 11 si functia
f = x + 4y. S4 se determine valorile Ini » §i y care satisfac inecuatiile gi
fac functia f minima.
[Regiunea convenabild esle cuprinsié fin unghiul aseutit al dreptelor
2z + 3y — 6= 0 si 6x 4 2y — 11 = 0, dinspre Oy. Dreapta y =
1

1 5 wop gE g
= — —x -+ —f are ordonata la origine minimi in punctul comun celor
& 4

” 3 ; 1
doudt drepte: z = e y =1, deci fipin= 1—21—] 3
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Capitolul 5

Dist'a-nta de la un punct la o dreapta.
Aria unui triunghi

£. Distanta de la origine la o dreaptd. Considerdm dreapia sub forma gene-
Tald

(Dy Ax + By +C =0, (1)

s ne propunem si gisim distanta p=0P de la origine la aceastd dreaptd
(fig. 25).
Coordonatele la origine se deduc imediat

A

04y = —2;0B,=—2 (2

Sd observam acum ¢i coeficientul unghiular al dreptei (D) este m =

= —%gi deci coeficientul unghiular al dreptei OP (| D) este mgp = tgo =
:j— Cunoscind tangenta se deduce imediat cos o §i sin a:

A 5 B

R e 3 = — == 3
oy T+ ar B’ g m, 4/ A - B2 %)
Rezulta
c A 4
OP =p=04,co0s 0. = — P T deci
—C
(%)

P = e
Distanta de la origine la dreaptid se va socoti, prin conventie toldeauna
pozitivd si pentru aceasta se va alege convenabil semnul din fata radicalului
de la numitor,
2. Distanta de la un punct oarecare la o dreaptd. Fiind datd dreapta (D)
prin ecuatia (1) si punctul M, (z,, ¥,) se pune problema de a gisi expresia
distantei M,N = d de la punctul M, la dreapta (D). '
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Pentru aceasta, pe lingd elementele din figura 25 vom introduce punctul
My (x4, yy), proiectia sa Mg pe Ox gi distanta M N = d.

Avem evident OM; = z,, M, MO = Ju

Proiectind acum suma vectoriala:

e R ey e M -
oM, + MM, + M,N + NP = OP
pe directia OP gi observind ed NP are proiectia nuli (fig. 26), obtinem
= OM; cose + MM sin « — M N
san
P = %, €08 « -} y, sin w — d, cu observarea cd OP si M N sint consi-
derate de sensuri contrare. Rezultd imediat
Lo d= &, cos « + gy sinw—p.. = (5)
Dacil insd M, este de aceeagi parte cu originea atunci ¢ igi schimbi sem-

nul §i avem
d = — (zgcos o - y, sin o — p).
Pentru a avea distanta d expri-
matd in functie de coeficientii dreptei J ﬂ
(D) si de coordonatele lui M, inlo- \B
cuim in expresia distantei elementele H
date de (3) si (4) si obtinem

Azg + Bynjﬁ

d = LRl 6
L VAT B ©)
In fata radicalului se va lua sem- 4 Ly (z,, 4,)
nul in aga fel incit termenul liber N |
o T ‘ B T
T si fie negatty dacd M, se A
|
|
u
|
\e. |
s |
B~
Y At VI
of A‘ Ty 0 ‘rg a ¢ z
g \ x )
Fig. 25 : : v Ay R L Figs 26
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afli in semiplanul .opus originii, fati de (D), ceea-ce corespunde expre-
giei (B) si se va lua semnul astfel ca termenul liber sd fie pozitiv daci
M, se afld in acelagi semiplan cu originea fatd de (D), ceea ce corespunde
expresiel (B") a lui d. :

Se impun insi unele preciziri pentru ca lucrurile si fie clare.

I. Existd probleme in care interescazi numai m#rimea distantei de la
un punct la o dreaptd. In acest caz nu intereseazii semnul distantei i se
serie

d‘ I IA:EO j___,By" + C’ p ] (6’)
l/ AT R
Txemplu. S8¢seofle rasa cercului cu centrul in o (—3, 2), tangent drepted
Bxr — 15y — 48 = 0.
Conform formulei (6°) avem
L 8 (=3 — 152 — 4 102
g 8ol —ar e abl _ sz _ g
|/ 6% + 225 17
II. Tixistd insd si probleme in care considerim distanla ¢a avind semn,
in astfel de cazuri, daci se di distanta d = &, lrebuie scris

sau Lk, :i%}y"—t /. k,
VAT B

Aa,]—i— By, + C Loy
T/A LB
A Ty + J;‘yo + C ,
bt e

I/ = = k. Este evident acelasi luceu.
T

de unde rezulti=

Exemplu. Sisedetermine punctele situate pe dreapta 3z + 2y — 12 = 0, eare
aw distanio de 3 unitifi pind lo dreapts 122 — Sy +-30 = 0.
Punctul ciutat M (e, B) trebuie sd satisfaci urmitoarele conditiis
a) si apartind dreptei date, deci 3« - 28 — 12 = 0;
b) distanfa de la M la dreapta 122 — 5y + 30 = 0 trebuie si [lie de 3 unitifi,
adici
120 — 5 + 30
+ 13
Sintem astfel condusi la urmditparcle sisteme
1) 30+ 28— 42=0; 120— 58— 9=10
1) 3 + 28 — 12 = 0; 120 — 58+ 69 =0
care ne dau punctele M (2, 3) si M,(—2, 9).
Punctele M,, M, se afli de o parte sialta a dreptei 120 — By 1+ 30 = 0.
Interpretare geometricii. Considerind «, 3 drept coordonale curente, ccuabiile
124 — 58 — 9= 0 si 12¢ — 58 4 69 = 0 reprezintdl doudd drepte paralele cu dreapta

122 — Gy + 30 = 0, de 0 parte gi alta a ei la 3 tnititi distantd. Acestea intilnese
dreapla dati 3¢ + 28 — 12 = 0 in M, §i M,. in acest tel se regiiseste solutia geometricd

a problemei.
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Distanta de la un punct M (z,, y,) la dreapta a cédrei ecuatie este Az -
+ By + C = 0 se poate stabili si astfel.

] Fie 'N piciorul perpendicularei dusi din M pe dreapta datd. Coordona-
tele lui IV se giisesc rezolvind sistemul

| Az + By +-€ = (; y-'yo:%fc—%)-
Se giseste )
y — BlBry— Ay)) — ac

Az L B2
N L

_ — A(Ba,— Ay,)— BC
A% 4 B2
De aici se deduce

A{Adzg + By, + C) B(Ax, + By, + C)

T — 2y = — — Yy = —
A2 4 B2 Po¥ T Ar 4 B2
de unde
MN? = (2 — z,)% + (y — Yo)? = M,M &i
A% 4 B2 ?
MN — fAdz, + By, + C|
V/ Ar | BE
Calculul este aici doar schitat. Elevii il pot face in intregime, ca exer-

citiu.
; 3. Aria unui triunghi. Considerim triunghiul dat prin virfurile sale

(Z1,91), B (20,95), C (%4,5). Fie AA’ indltimea din A. Aria triunghiului
este datd de formula cunoscuti of :—;—BC- A4’ Lungimeaillaturii BC
este.

BC = /@y — #)" F (42 — ya)’- (7)
Pentru calculul indltimii 44’ pornim de la ecuatia dreptei BC':
5 Y 1 :
Ty Yy 1]=0 . , (7))
3y |1

in care coeficientii lui « si y sint: (¥s — ¥3) éi — (25 — z)
Indlyimea AA4" este distanta de la virful A la BC, chi

Ty ¥ 1
Lg Y 1
Adr L Ys i - g .

l/az — &) + (Y2 — ?/3):2—
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Tinind seama de valoarea lui BC din (7) gi de formula ariei avem
Zy Y1 1 :
| ot = > Ta Y2 o ©)
1 7 T3 Y3 1

care este expresia analiticd pentru aria unui triunghi, cind se dau coordo-
natele virfurilor.® ' ¢
. Acum trebuie ficutd o precizare: aria in geometria analilicd are un semn.
| in adevir relatia (9) ne da aria considerind triunghiul parcurs in sensul
| _ B—(C- daci insi sensul de parcurgere este A—C—DB, atunei ultimele
2 : ’ . . . 5 . s .
dous linii ale determinantului se schimbd intre ele §i determinantul isi
schimbi semnul.
Riamine si vedem care este sensul care da aria pozitivd. Pentru aceasta
luim un triunghi particular, anume 0(0, 0), A(a, 0), B(0, b), unde ¢ > 0,

b > 0, care di imediat cfapop = 2 ab, prin urmare sensul care dd aria pozi-

tivi este sensul trigonometric sau sensul de rotire de la Ox citre Oy.
Sint cazuri in care nu ne intereseazd decil mdrimea ariei; alunci aceasta se
ia in valoare absolutd.
In particular aria triunghinlui format de origine $i punctele A(z,y,),
B(x,, y,), are ca expresie

Ty - Y

1
2 Xy Y

e B
e g

1 y § "

oty (Z19s — T2¥1)- ) (97)

4. Conditia ca trei puncte si fie in linie dreaptd se poate regisi pornind

“‘de la aria triunghiului: Tn adevdr conditia necesard si suficientd pentru ca

aria triunghiului s fie nuld este ca cele trei puncte (presupuse distincte)
si fie in linie dreaptid; rezultd cd punctele sint coliniare daci

T ¥ 1

Exercitii si probleme

~ 90. S se giseascd distanta de la punctul A(1, 3) la dreapta 12 x — by +-
+ 42 = 0. .
' . [d=3.]

% Am ficut aceastd precizare fiindedl exisld 51 o expresie a ariei atunci ¢ind se dau
* ecuafiile laturilor triunghiului.

61




91, Si se calculeze indltimile triunghiului format de punctele A(1, 0),
B(5, -2), C(3, 3).
: g 5 2 16 i6 8
Distantele de la virfuri la laturile opuse: —, — , — .
[ s T VA R Var ]
92. Sii se cerceteze dacd punctul A{—2, 4) este interior san exterior cer-
cului cu centrul in w (0,3), tangent dreptei 3z + 4y — 24 = 0,
93. Si se cerceteze dacil dreapta 3z — 4y -+ 8 = 0 este secantd sau exte-
rioard cercului cu centrul in o (2, 1), care trece prin A (6, 4).
94. Dintre dreptele paralele 152 — 8 y + A = 0 (x parametru real), si
se aleagil acelea fald de care punctul A (2, 2) are distanta de o unitate.
[152 — 8y + 3 = 0; 152 — 8y — 31 = 0.]
95. Si se determine dreptele care trec prin punctul P(—1, 2), fati de
care punctul A(3, 5) are distanta de 3 unitati.
[y=2 si 242 — Ty 3 38 = 0.]
96. Si se determine X astfel ca distanta de la punctul A(3, 4) la dreapta
variabili (A 4+3) 2 — (A — 2) y + 3» — L = 0 s fie d = [/10.

[3x— y--5=0 si =+ 8y— 5

0.

97. Si se caleuleze distanta dintre dreptele paralele
48x - 14y — 21 = 0 gi 24z + Ty — 28 = 0.

[Distanta delaun punctal aneidrepte, de exemplu (0, 4) la cealaltii dreaptii 3
d = 0,7.]

98. Sa se calculeze distanta dintre doud drepte paralele, aduse i1a formele
Axr 4+ By + C =0, Ao + By 4+ €' =0,
[Se poate alege (— % , 'o] de pe prima droapti s

| d= =0l _
: Vo AT BE
99. Si se calculeze proiectia segmentului determinat de punctele A(z,,
Y1), B(xa, ¥s), pe direciia datd de coelicientul unghiular m.

[Se scric distanta de 1la A la dreapta care trece prin B perpendiculari pe
[ey — @ & m{y, — ¥
14 m? '
100, Se di dreapta bz — 12y + 32 = 0 si punctele A(1, —1), B (5, —3).
Sd se alle coordonatele punctului M, egal depirtat de A si B, care are dis-
tanta de 4 unitdti pini la dreapta data.
[Ml{&, 0) si M, ('3_0 %‘-’3‘).]

19 19

direclia datd. Pr. AB =
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101. S# se arate ¢i suma distantelor de la un punct interior la laturile
unui triunghi echilateral este constanta.
[Se poate lua o laturii ca Oa si mediatoarea ei ca Oy. Atentie la semnele
distantelor pentru a nu face diferentd in loc de sumi. Suma constantd
are valoarea indltimii.]
102. S# se giseascd pe axa Oy un punct M egal departat de dreptele
3z —4y +6=0 i 42 — 3y — 9= 0.
[Ml(o, 15) i M, (o,— %]]
103. Si se calculeze aria triunghiului format de punctele 4 (1, 1),
B(—2, 4), C (—4, —3).
[of = 13,50 wunitali patrate.]
104, Si se caleuleze aria patrulaterului format de punctele A(3, 0),
B (2: 5): C (*Jj: 3): D (11 _4)

[Se descompune in triunghiori. Atentie la semnele ariilor pentra a nu face

o 39
diferenta in lac de sumi, o = iz_ ]

105. Si se demonstreze cd aria unuipatrulater ale céirui virfuri sint
A(i = 1,2,3,4) si care are ca diagonale 4,45 gi 4,4, este datd de una din
formulele
Ty — %y Ya— Yo O

&3 Ys 1
Fa  Ya 1 T Uz 1
[Aceeasi indicatie ca mai inainte. Se va line seama de proprictitile deter-
minantilor.]

106. Se di dreapta 3z — 4y -+ 4 = 0 si punctul A (8,0). Si se calculeze
coordonatele punctelor unde dreptele ce trec prin A si fac cu axa Oz 45°
gi 135° taie dreapta datd. Si se afle aria trinnghiului formatde cele trei
drepte.

L Sl ¥ — Y3 0
05:? Xy Yg =

bo | =

[B(36, 28), C(h, 4). ol = 112 unitili de arie.]

107. Se dan punctele 4 (2, 2) gi B (5, 1). Si se determine punctul C,
situat pe dreapta & — 2y + 8 = 0, astfel incit aria triunghiului ABC si
fie de 147 u?.

[Indicatie. Se ia C(x, ) care trebuie si verifice dreapta datd, iar aria
ABG = - 17, eiici C poate fi de o parte sau alta a dreptei date. Sistemele
dau C(12, 10) si C'(—16, —4).]

108. Fiind date punctele 4 (1, 0), B (—2, 4), C (—1, 4), D (3, 5) s se
giseasci pe dreapta y = 3z — b un punct A astfelineitariile triunghiuri-
lor MAB, MCD si fie egale,

[M, [,r %} M, (=9, = 32).}
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Capitolul 6
Translatia axelor

1. Considerdm punctul M (z, ) raportat la sistemul cartezian ortogo-
nal 20y. Dacd d&m sistemului de referinid o translagie, astfel ca originea O s
vind intr-un punct oarecare 0’ (z,, Yp), axele Ox, Oy devin 0'z’', 0'y’. Este
evident cd fati de noul sistem 2'0'y’, puncul M va avea alte coordonate,
pe care le notdm cu 2’,y’. Ne propunem si gasim relafiile care leagd vechile
coordonate (%, y) cu cele noi (z', Y') st cu coordonatele (x,, v,) ale Originii not
0" fad de vechile axe. : '

Pentru aceasta reamintim o teorem# cunoscuti din clasele precedente:
protectia veclorului — sumd a mai maltor vectori este egald cu suma proiec-
titlor vectorilor componenyi.

Pentru problema care ne intereseazi vom considera vectorii 00" g1 O'M,

—_ z
a cdror sumi este vectorul OM (fig. 27)
putem scrie

. Potrivit teoremei asupra proiectiilor

——

(pr- OM)g, = (pr- 00" )oy + (pr- 0’ M),,,

insd se observd cd (pr-OM)y, = =z,
= e
(pr-00")ox=az, §i (pr-0'M)o, = 2,
astfel cd relatia dintre cele trei
elemente este =z, - 2’. La fel
se  stabilegte relatia  asemdndtoare
pentru ordonate, prin urmare relatiile
ciutate sint ‘ '

(1) z=ax + o
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U:yo—l-y’.

i intre absci iginii noi §t
in cuvinte abscisa veche esle egald cu suma dinire abscisa originii s
]1 ’ r -y o i 3
abscisa noud; pentru ordonale avem urn enun} asemanalor.

‘ i donatele
Exemplu Fai de sistemul =0y se di punctil M4, 5); .{ca Sﬂ;gf :Dfmgznjngde
Tui M fapd de sistemul translatal in O(—1,2). Avem4t= —1-+4 z', 0= T
’ =4 F__ 9
' = v, Yy = o.
3 i = Az + By} C=20
9. Ecualia dreplei in raport cu notle aze. 'FIO (D) = Az + =iyinle Sy
ecualia dreptei raportatd la vechile axe g1 0 (m"’, Yo) J;Olla 011% +.C .
cuina z siy din relatiile (1) se obtine Almy+ 2y + B+ ¥
-1 £l Py 3 ;
sau notind D, = Az, + By, + C, o
Az' 4 By' + Dy = 0.
. s i ! _ ,
Prin urmare termenul liber este rezultatul inlocuirii coordonatelor (lCI‘(,.,_jO)
i1 3 , i 6oz o e
i cuatia dreptei date (D) = 0. Dacil dreapta dati trece prin noua origine,
n e L1d pt d . = : F
atunei (D,) = 0 si ecuafia dreptei in noile axe devine .
Az" + By' =0 (3)
& intii ‘ ald
Daci dreapta este datd sub altd forma, se aduce intii la forma generaia
gi apoi se [oloseste formula (2).

3. Illemente eare ramin invariabile fald de lranslafia de aze. . .

a) Distania intre doud puncle. Fie. Jld"'l(xl,yl), 111'2(:@2,;,'?) cce;lfe (:Zl;‘ﬁglz,i:
vaportate la sistemul cartezian 20y si 0" (%o,%,) In/ln:cyuMlnl vl
ginea dupil translatie. Noile coordonate ale Iui M, s1 M le ; iy

5 (25,15)- _ -
’ Distanta M, M, fati de vechile axe este datd de

(M Mooy =V (%2 — 21)* + (2 — yu)* (4)
iar fat# de noile axe, este

(M My)wory = |
insi potrivit relatiilor(l) avem

¥= e + V13

(ws — 2)* + (2 — o) G}

e . .
Ty = Xy + T, Yo = Yo 1 Y2y

Ty — 7 = Ty — T Yo — Y1 = Y2 — Yo (6)
5 of adicd distanle tnlre doud
relatii care aratd il (MyM,),,, — (M My)woy wdicd distanla
amine invariabild la o translatie de aze.
puncle ramine nearia : ! e T
b) Unghiul a doud drepte. Fie (D) = Az + By + C = 0si (.D )_ fo—f_—
+ By —|—- ('’ = 0 douid drepte concurente, raportate la vechile axe. Coefli-

' ¢ientii lor unghiulari sint
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Ecuatiile dreptelor raportate la noile axe sint Az’ 4+ By’ -+ D, oy 0 i
Az’ + B'y' + D'y = 0 §1 este clar ¢d au aceiasi coeficienti unghiulari
A 7 At

i e= o= == it e e
B

; - - Dacd directiile dreptelor rdmin neschimbate,

atunci si unghiul celor doud drepte rimine neschimbat dupd translatie.

Asadar distanta intre doud Ppuncte st unghiul a doud drepte sint elemente
invariante fatd de translafia azelor de coordonate.

Exemple, 1. Ce decine ecuafia drep

tei 2z — Sy + 12 = 0 dacd se dd o translg-
e sistemului de referinid astfe

[ ca originea si vindg in 0’(1, 2)?
Avem Dj — 2-1— 5.9 12 = 4, deci ecuatia dreptei fatd de noile axe este
22" — By’ - 4 — g,

2. Aceeasi problemd peniru dreapia 3z 4 8y 4 9 — 0, noua origine fiind 0'(2, —1).
Dy=3-2+8—1) 2= 0, deci 32’ 4 8y’ = ¢,
adicd dreapta datd trece prin noua origine, cu alte cuvinte s-

a ales ca noud origine un
punct al dreptei date,

Exercitii si probleme

109. Sd se spuni ce devin ecuatiile dreptelor z 4 2y —5 — 0; 22 - 3y—
—8=0: 83— 7y = 03 3% — 2y + 6 =0, daci originea se mutd printr-o
translagie in 0’ (2, 3).

[+ 2y + 3 = 0; 22"+ 3y’ 4+ 5—0; 32— Ty’ — 15 =0,
3" — 29"+ 6= ¢ (rdmine neschimbatd). ]

110. Se dau dreptele 5z Yy—7=035135 —5y —21 = 0. Qe devin

ecuatiile acestor drepte daci, prin translatie,

se mutdoriginea in punctul
de intersectie al celor doni drepte?

[52' + 4" = 0: 32" — 3y’ = 0.]

111. Se consideri ecuatiile aceleiasi drepte (D) raportate la vechile
axe 20y si noile axe z'0'y’, dupi translatie. Si se arate ci termenii liberi
sint de acelasi semn daci O $1 0" sint de aceeasi parte a dreptei (D) si de
Semne contrare, daci sint de o parte si alta a lui (D).

112. a) Se dau punctele 4(3, 2), B (1, 5), € (—2, —1). 54 se spuni ce
devin ecuatiile laturilor triunghiului daci se muts originea, prin trans-
latie, in centrul de greutaie al triunghiului.

66

b) Si se trateze problema in cazul general cind virfurile triunghiului
sint A (21,5n), B(22,52), C(23,Ys)- A b ol
! : E 4 T7=10; 8 — 5y — 7= 0.

a) 8z'+ 2y — 7= 10 Bx—Sy-I—I 3 i : '

b) l[nziica;ie. Se vor scrie e,cuai,:iile laturilor sub form# de determinant si

2
R e R giseste c rmen liber — o, unde
se va fine seama cid G (43-' : —1). Se giisesle ca lerm e

&0 este aria triunghiului dat.]
113. Si se cerceteze care sint dreptele a cdror ecuatie se pastreazi dupd
o translatie de axe. v
[Fie Az + By 4- € = 0 dreapta. Trebuie ca D,= C, care aratd

65 _‘% — ¥ , deci dreapta trebuie sd {ie paraleld cu 0O r]
Ly




Capitolul 7

Locuri geometrice

1. Dm geometria elementarad stim cd se numeste loc geomelric muliimea
punctelor care se bucurd de o aceeasi proprietate. In plan aceastd multime de
gl_mcte poate aledtui una sau mai multe curbe. De pilda toate punctele

in pl ir 7 & i
e %J an egul_depm tate de un punct fiz se giisese pe un cerc, prin urmare
o 5 ] S 2 3 h v o .

ul geometric — cercul — este format dintr-o singurd curbd, in timp ce
pulzcte]e egal depiirtate de o dreaptd sint situate pe dou# drepte paralele
cu dreapt .4 rte si i i i ;

1 dre p:ha datd, de o parte gi alta a ei, deci locul geometric este alcituit
din doud drepte.

. Pute_m concepe locul geometric §i in alt mod, bazat pe miscare, deci
cinematic. Anume putem sd ne inchipuim un punct M mobil. care pésfjreazﬁ
In ot timpul migciirii proprietatea data si genercazi astfel l’ocul geometric
TI} aces‘t fel punctul M coincide pe rind cu punctele locului geomt;:tric ‘de['i:
nit; mai inainte static, ca multime de puncte. Sintem astfel condusi la
o definitie cinematicd: se numeste loc geometric figura pland descrisi de un
punct mobil M, care satisface o anumiid conditie (proprietate) datd. Figura
plgn.‘i de care am vorbit poate fi aleftuitd din una sau mai multe curbe éau
chiar de o portiune din plan.

In sgopul de a putea da reguli precise pentru determinarea locurilor
geogletrlce pe cale analiticd, vom despirti locurile geometrice in doug cate-
folrn, dupé conditia la care este supus punctul variabil: a) locuri geome-
Rich rezultate din migcarea unui punct care pastreazd neschimbatd o relg-
tie g.eome-trlca; b) locuri geometrice descrise prin schimbarea poziliei punc-
tulut de intersectic a doud curbe variabile. In acest din urmi caz, proprie-
tatea care se pis : i 1abi i ]

: pa tureaza este cii punctul variabil se giseste mereu la intre-
taierea celor doud curbe.

Vom studi 4 ii i i ici

dia cele (1.011:1 cabegorii de locuri geometrice, cusuficiente exem-
ple pentru ca lucrurile s fie bine limurite,
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si partea punctati. S se observe insd cd dacd M

9. Locuri geometrice rezuliate din relatic geometrice. A gisilocul geometric
al punctului M(z, ) inseamni a gisi relafia de legidturd intre coordonatele
x §i y, adicd ecuatia locului. In cazul cind M (z, y) satisface o anumitid rela-
tie geometricd, este de ajuns sd transformim relafia datd intr-o relatic ana-
liticd si am gisit legdtura intre z si y. Ajungem astlel la aceastd reguld
simpli: locul geometric al unui punct care salisface o relajie geomelricd se
gdseste transformind relafia geometricd in relafie analiticd.

Exemple. 1) Secere loeul geometric al punclelor egal depdrtate de dreptele paralele
Az & By+ C= 0 sidz -+ By + € = 0. Fie M(z,, y,) punctul care are dislanle
egale fatd de cele doud drepte, adicd
Azxy + By, + C _ Awxy+ By, + i . (1)
£ |/ A B - LR B '
Semnele din lata radicalilor se pot combina in patru feluri care conduc insi la urmi-
toarele doud ecuatii

Azy + Byg + €= & (Axy + By, - C7).

Dach se ia semnul () inainlea parantezei s ajunge la o imposibilitate (deoarece

€ == ¢’); daci se ia semnul (—) sc gisesle
g+ e
Azy + By, -+ = 0.
2

Deoarece 74, ¥, sint coordonate cursnte, se poate gterge acum indicele g1 ecualia

locului este dreapta

+ G

Az -+ By—}—(i2 =0 (2)

echidistantii fatd de dreptele date, deoarcce ordonala la origine este media aritmetici
a ordonatelor la origine a dreptelor date.

2) S se giseascid locul geometric al puncielor care qu suma distantelor fatd de douwd
drepte perpendiculare, constantd si egald cu a.

Problema poate fi studiatd sub doud aspecte dupd cum distantele sint socotite cn
semn san in valoare absoluti, In orice caz, axele de coordonale vor {i chiar cele doud

“drepte si atunci este loarte clar ci distanfele unui punct AL la cele doud drepte sint

chiar coordonatele punctutui. Relatia goomelricd data
de enunf este MM, - MM, = a.

Cazul I. Dacd distantele sint socotife cu semn, \\
atunci acestea sint coordonatele punctului M, cu #(03)
g : ive 1 le ne. Relatia
bemnele.re%pectnp in Cf‘IP pa.tr_u cadra e. £ Ak Mfxg)
geomelricd transformatd analitic este deci

&/Jl

&
£
-
2

!

z+y=a (3)

si reprezinti dreapla 4B (fig. 28) in inlregime, deci ™

iese din cadranul I, atunci din punctul de vedere /)
al geomelriei fdrd semne avem diferenta disianjelor

constanld si nu suma. Fig. 28
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Cazul II. Dacd relalia geometricd se referd la distanicle absolute, atunci relafia

analitici este
[+ lyl=ua (%)

gireprezinti pdtratul ABCD, lucrn care se vede usor, deoarece daci M apartine locului,
atunci simelricele fati de Oz, Oy si origine apartin de asemenea locului,

Din punctul de vedere al geometriei elementare problema se incadreazi in al doilea
caz.

Atragem atentia cd dupd ce s-o obtinut ecuatia locului geomeiric trebuie cercetal ducd
natura problemei permite ca toate punctele care verified ecuatia sd aparyind loeului, sau numai
o parte, Hste chestiunea locului geometric limital,

3] Fiind date trei puncle A, B, C si se gaseascd locul geometric al punclelor care satis-

fac relatia
MB? - MC2 = 2+ M2,

Se aloge dreapta BC ca axil Oz gi medialoarea segmentului B¢ ca axi Oy. Coordona-
telepunctelor sint: A (x, y,), B(a, 0), C(—a, 0) $iM(z, y) care este punct curent al locului.
Relalia geomelricd Lranspusd analilic esle

(= alP+ g+ (a4 ol + g2 =2z — 2)2 + (y— 5,

sau, dupi dezvoltarea gi reducerea termenilor asemenea

2 2
2e,w 4 2ygy = a1 - oy —ad {5)
Accasta este ecnatia locului geomeltric si reprezinti o perpendiculari pe mediana

e . . . e o G &
04 a triunghiului ABC, deoarece coeficientul sdu unghinlar este— ~t,

Y1
Discutie a) Problema, prin enuntul ei, nu duce la nici o limitare a locului
geametric, deci locul geomelric este toald dreapta.

b) Cazuri particulare. 1) Dacll 04 = g, adicd mediana triunghinlui ABC esle jumi-
tatea laturii BC, atunci «7 + y7 = a2 si ecuatia locului se reduce la o+ yy =0
adicét perpendiculara pe O/ care lrece prin origine.

2) Dacé triunghiul ABC este isoscel, alunci A4 = Oy si @, = 0. Ecuatia locului

2 3
devine Yy = M_, o paraleld la Oz.
2y, .
3) Dacd 4, B, C, sint coliniare, atunei 4 = Ox i y, = 0. Tcuatia (5) se reduce
2% — a2

la 2z =

— deci o perpendiculard pe dreapla ABC,
Ty

Am dat acest model de disculbie pentru a aréita ci in primul rind trebuie vizut daci
locul este limital sau nu, apoi esle bine si se prezinte unele generalizdri sau cazuri
particulare interesante.

3. Locuri geomelrice rezullate din intersectii. In cazul locurilor rezultate
din intersecfii de curbe punctul M se alli la intersectia a doud curbe varia-
bile, a clror pozitie depinde de un parametru x. Prin urmare ecualia fie-
cdrei curbe contine variabilele z, y si un acelasi parametru  care schimbj
pozitia [iecdrel curbe, dar nu modificd gradul ecuatiei sale. Cele doud curbe
se pol scrie deci, in general, sub forma

flz, y;2) = 0siglz, y; A) =0 (65
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; 3 . S
! Ne propunem sid gdsim metboda de a determina locul geometric al punc
gului M in acest caz. ‘
a i re 1 ort cu
Ecuatiile (6) formeaza un sistem pe care il putem rezolva in raport
z si y; acestea vor fi functii de 7, deci vom avea

z = 9(2), ¥y = $(}¥). (7)

Trebuie s precizim cd din punct de vedere practic rezolvarera sm?e:{nz-
Jui (6) poate duce uneor: la greutati destul dg mari, dar, aga cum vom vedea,
aceastd rezolvare me intereseazi prea pufin. . .

in baza relatiilor (7) la fiecare valoare a.llll p corjespunde o per;}c ,l.e e
valori (z, y), deci un punct in plan. Cind varllaz:i continuu, punctu.l ¥ FE“( ; ty),
fsi schimbé si el continuu pozibia i descrie curba—loc.geometrw. entru
a.Cest motiv se zice cd (7) reprezintd ecu,a,tii%e pamnlwtrwe ale loculul geo-
metric. Legitura intre @ si y este [dcutd indirect prin paranhlet.rul 7\

Pe noi ne intereseazi legitura directd intre i y, dect euacr,m_tm .c.‘ru'ie-
siand a locului. Aceasta se [ace eliminind pe 2 Aintre c?le doud _evcu%l‘gnl F:)J,L
deci scotind pe A dintr-una din ele $i introducindu-1 in cealaltd. ln aces
fel se obtine o relatie de forma

Pz, y) =0 7

care este ecuatia locului geometric cdutat. . _ o
Si observim insd c¢d ecuatiile (6) gi (7) sint echwalente,'prm url t:ﬂe
7 ] Spa o 1 " 3 hil
putem elimina pe A direct din (6), fard a mai trece prin (7) 51 vom obt
acelagi loc geometric.

De aici regula: - ] .
Pentru @ gdsi locul geomelric rezultal din intersectia a doud curbe uculz_c;-
r . y -4 v s o " n e
bile, care depind de un acelast parametru, se elimind parametrul intre ecualit
?
celor doud curbe. ' .
Dupi cum s-a vizub sistemul (7) a fost necesar numal penltI‘L} a clfﬂmo:lau
1 1 3 I an v i a
stra cit locul geometric se obtine prin eliminarea parametrului. Se intimp :
= . . . P‘ :J i )1
insi cite o datd ca eliminarea parametrului din () sd se faci greu. Att;nc
trebuie incercat daci nu cumva trecind de la (6) la (7), eliminarea se fac
mai usor intre ecuatiile - ' ‘ 1
Cazul cind curbele conlin mai mulfi parametri. Se poate ca din emlmtm
unei probleme sd apard dot paramebri g1 atunci ecuatiile curbelor care deter-
mini locul geometric contin doi parametri, adicd sint de forma
: = 8
fla, v M) = 0, g(@, y3 2, ) = 0. (8)
fn acest eaz insd tot enuntul problemei trebuie si ne deasgi o relatie de lega-
turd intre cei doi parametri, decl

RA, p) =0 (8)
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p Eliminarea celor doi parametri se face intre cele
trei e?cuat,ii (8) 81 (8'). In mod aseminitor trei para-
metri se vor elimina intre patru ecualii ele.

Se intimpld uneori, destul de rar, ca o pro-
blema sa contind doi parametri, fird relalie de le-
gdturd intre ei si totusi si existe un loc geomelric.
In astfel de cazuri , atunel eind se elimind unul

din parametri, se elimind d i I i

P de la sine s1 4

ﬂ 2 - : s1 al doilea.
Fig. 2 y 5

Fig, 29 Exemplele care urmeazi vor limuri si mai

hine expunerea.

Exemple. 1. 8¢ considerd un unghi drept si un punet fiz A. O dreapiid de diree-
fie constanti taie laturile unghiwlui, respectiv in M si N. Se cere locul geometric al inter
seejtet perpendicularet din M pe AN, cu perpendicularq din N pe AM.

Laturile unghiului drepl se aleg in mod firesc ca axc (fig. 29). Punctul A are coordo-
nale oarecare: 4(xzy, y,). Dreapta de direclie conslantd o scriem sub forma y — ma 4 2
{ este paramelrul problemei) unde m = const. di dircefia dreptei

Punctele M = Oz 5i N e Oy sinl tdicturile dreptei, iar coordonatele lor se obtin
s s £ 5 2 ,
facind succesivy = 0 iz =0. Scgiseste M (—— i O) $i V(0, 1). Pentru dreplele AN

i
si AM ne teebuic numai coeficientii unghiulari, Ble fiind determinate prin doufl puncte
avem imediat
Yog— A
AN B R e, W0
& S S
m

Rezultd ecuatiile perpendicularelor din M gi N, respecliv pe AN si AM DY

A
z, + —
SO S (MR I PSR ) ; ;
Yo— A m) ¥ e Yo z, care se mail pot scrie sub formele
& A 4
xxy T YUy = A (?j = JJ Bl iy | tig= X (?fu* _J:_] .
m #i

Locul geomefric al punctului J de inlersectie a celor doudl dreple se capata p] in elimi-

narea parametrului X; aceasta se obtine sciizind ecuatiile si impdrtind cu 240. Ecua-
fia locului geometric este

i}
Y= iy= — = — &),
m
Se observd ci Tocul este perpendiculara dusd din 4 pe dreapta MN de dircclie constanti,
Notd, Solulia geometricil este simplii: oricare ar fi triunghiul MJN AM si AN
sint lmltlml, deci J2 este a treia indltime si JA4 | MN.

. Pe laturile unwi unghi drept 0y se iau punctele A pe Ox st B pe Oy, apoi punciele
var mbzlc M pe Oz, N pe Oy care satisfac relafia

1=
04 OB

= 2.
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Sii se géiseascd locul geometric al punciului J = AN [ BM.

Am luat acest exemplu cu un anumit scop: de a aridta cd daci cele douit drepte
variabile coincid la un moment dat, atunei orice punct al lor este punct de intersectie
si dreapta aceasta dubld apare ca loc geometric, fard a fi cel veritabil. Asticl de locuri
geometrice rezultd din nedeterminareq punctului de interseciie §i este bine sil stim si le
recunoastem pentru a le separa ca sil rimind locul geomelric ciutat.

fn problema datd axele sint laturile unghiului drept. Coordonatele punctelor ls
notim: A(a, 0), B(0, b), M(x, 0), N(0, B).

Dreptele din enunt se scriu prin tdieturi:

x

(AN) T+ ¥ _1-0; (BM) Lop e f
@ B @ b

la care se adaugd relafia de leglturd

i = .

b

e, B_s
a

Avem in fatd o problemi cu doi parametri o, B si 0 relagie de legdturd intre oi. intre
gele trei ecuatii trebuie eliminati o si B.
Din primele doudl ecualii se scoate:

ay b

P = —=5y w=

a— b—y’

L -+ @y = 2 sau cfec~

acestea introduse in relatia de legiituri ne dau ]
alb— ¥) bla — =)

tuind calculele
1222 - 2abay - oy — 3ablbx + ay) + 240 = 0.

Am obtinut o ecuatic de gradul al Il-lea. Sd observim insd cd alunei cind N = B
deci p = b, relatia de legiturd ne did o = «, adicd M = A, In acest caz insit dreptele

AN si BM coincid i toate punctele dreptei AF sint puncte comune deci AM trebicie 83
apari ca loc geometric rezultat din nedelerminare, in consecinlit, ecuatia de gradul
al Il-lea trebuie si se descompund.

in adeviir scobservil cit ccuatiapoate i serisi (ba + oy)® — 3ab(bx + ay) + 2a2h? =
= 0, care rezolvatil in raport cu (bx 4 ay)® duce la

by 4+ ay = 2ab si bz -+ ey = ab sau

T il n & Yy
D) -+ =2 _4=0, (D) —F-—=1=0
(D) 2a 2b - @ b

Dreapta (D) este veritabilul loc geometric si se construieste imediat avind tdie-
turile 2, 2b; este deci paraleld cu AB.

A doua dreaptit (D) este /LB, care aga cum am previzut trebuia sd aparii ca loc
rezultat din nedeterminarea punctului de intersectie.

% Pentru usurintd se poate nota bz + ay = z.
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P ) (}bscfrvarc. La acelasi rezultat se ajunge mai
simplu in cazul de fatd dacd se scrie ecuatia locu-

o (W = ¢ Tui ; ba ay

i ui geometric sub forma ——— — ¢+ %%
: /// ab— ay ab— bx
L fy — 1= 0. Apare imedial factorul (hz + ay — ab),

dupii care se elimind numitorul.

é_,ir g7 Bfa) X 3. Sedd un paralelogram ABCD. O paraleli la
AB taie laturile AD si BC, respectiv in M st N, iaro
Fig. 30 paraleld la AD taie laturile AB si CD, respectiv in
P osi Q. Sd se afle locul geometric al punciului

PN M MQ.

Se alege latura AB ca axfl Oz si parpendiculara pe ea in A ca Oy, apoi se noteazi
cu a abscisa lui B (fig. 30). Bcuatiile laturilor paralelogramului sint: (AB) y = 0;
(CD)y = b; (AD)y = ma; (BC)y = m(z — a). Ecuatiile droptelor MN si PQ sint
respectiv: y = f 1y = ma + «. Dupd cum se vede apar doi parametri o si B fari ca
problemasd ne dea o legfturdl intre ei, totusi, existd un loc geometric. Rezolvind sistemele
formate de dreptele MN si AD, apoi de MN si BC giisim:

M- (E, p)s N(a 4 .. @].
m nm

De asemenea PQ M AFB si PQ M €D ne dau 1"[7E, 0]; Q(Z’* % b).

nm It

Acum se pot scrie ecuatiile dreplelor MQ gi NP, carc aduse la forma generald sint

(MQ) mp— b+ (b— ao— Py + of = 0
(VNP) mx — (ma -+ « -+ Bly + «f = 0.

Prin scdderea acestor doufl ecuatii (prima din a doua) dispar amindoi parametrii
si se obtine ecuatia locului

mbx — (b4 ma)y = 0,

o dreaptd care trece prin origine si prin punctul €, deci locul esie chiar diagonala A¢C
a paralelogramului.

Notd. Gum se explicd faptul ¢l desi in unele probleme existi doi parameri,fird
relatie delegiturd intre ei, totusi avem un loc geometric? Si ne inchipuim in problema
defatd ot MNr&mine fixd gi variazd numai PQ  sisfnotdm cu Ly locul geometric datorit
Primului parametru w. Presupunem apoi pe PQ {ix# gi s notdm cu Lglocul datorit lui B.
In general L, si Lg sint distincte, dar dacil se intimplad si coincidid, cum a fost cazul
aici, atunci va exista un loc geometric rezultat din variatia a doi parametri, fird
legiiturd intre ei.

De exemplu dacdl A BCD este un trapez cu bazele AB si CD, MN paraleli cu bazele,
far PQ paraleld cu dreapta care uneste mijloacele bazelor, atunci L, este o dreapti,
diferitd de diagonaldl, iar Ly este o conicd ce trece prin A $i €. Cind bazele trapezului
devin egale, deci, trapezul devine paralelogram, atit L, cit 5i Lgse reduc la diagonala
AC a paralelogramului.
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Exercitii si probleme

114. Si se giseascit locul punctelor M astfel ca diferenta pitratelor dis-
tantelor lor la doud puncte [ixe A si B sa [ie constantd.
[O perpendiculard pe ARB.]
115. Si se giseascil locul geometric al punctelor care au raportul dis-
tantelor la doud dreple concurente, constant.

[Douit drepte care trec prin punctul comun dreptelor date. Penfru k= 1
se obtin cele douil bhisectoare.]

116. Fiind date trei puncte 4, B, C si se giseascd locul punctului M
care satisface relatia:
MB? 1+ MC? — 2MA? = & (const.)
S4 se dedued problema de la exemplul 3 § 2.

117. Dindu-se in plan (z + 1) punctele: My, My,..., My, My, s8 se gi-
seascd locul punctului M care satisface relatia

MM &= MM+ ... MM2 — n+- MMZ2,, — k (const.).

Caz particular £ = 0.
[O dreapld. Este generalizarea problemei precedente.]
118. Se dd un triunghi dreptunghic ABC cu ipotenuza BC = a i cate-
tele CA = b, AB = c. Si se giseascd locul geometric al punctelor M care
satisfac relatia
b2. MB? 4- ¢ MC?* — q® MA? =k (const.)
Caz particular £ = 0

[O paraleld la ipotenuzii. Pentru k= 0 sc obfine o relatie interesantid a
punctelor de pe ipotenuzd, S.G.M. IV. p. 97.]

119. Se dau patru puncte in plan Ay, 4,, Az, A, astlel ¢d 4,4, = A4,
Si se demonstreze ci locul geometric al punctelor M care satisfac relafia
MAS + MA; = MAZ + MAS
este mediatoarea segmentului care unegte mijloacele lui A;4, gi Azd,.
Se va studia si cazul cind A4, A,A4, este dreptunghi iar 4,4,, A;4,
diagonalele sale.

[in ultimul caz orice punct al planului satisface relatia datd.]

120. Un triunghi are o laturi fixd gi aria constantd. Si se afle locul vir-
fului mobil.

[a) Daci aria se considerd eu semn, locul este o paraleld la bazd. b) Daci
aria se censiderd in modul, locul este compus din doud paralele la hazi.]
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121. Se dd o dreapti (D) si un punct 4 exterior. Daci M = (D) si este
mobil, si se afle:
a) locul mijlocului segmentului AM;

b) locul punctului care imparte intr-un raport dat % segmentul A M.
[Paralele la dreapta (D).]

122. Virfurile 4, B, €, ale unui triunghi se migcd arbitrar pe trei drepte
paralele. Si se arate ed centrul de greutate G descrie un loc geometric i sa
Se precizeze pozitia lui,

[Se va lua Ox cu directia dreptelor paralele. Atunci Alw, a), BB, b).
Cly,c)siy = o ol = const. etc. 58 se observe cit problema contine
3

parametri independonti o, f, v.]

123. Se di unghiul drept ®Oy si punctul fix M, in planul siu. Prin M,
se duc doud drepte perpendiculare dintre care una taie latura Oz in A, iar
cealaltd taie latura Oy in B. Se cere locul mijlocului segmentului AB, cind
unghinl drept 4 M,B se rotesle in jurul lui My

‘[Mijlocul lui AB este I (% (a:u — EQJ y ¥ = % {E/o SN }‘o_}] . Locul este
p P

mediatoarea segmentului OM,.]

124. Patrulaterul ABCD are virfurile A, B lixe, iar C i D mobile pe
doud drepte (A), (A’) paralele intre ele. Fie M, N mijloacele segmentelor
AB, CD. Si se afle locul mijlocului segmentului MN.

[Problema confine doi parametri. Se va lua o paraleld 1a (A) si (A’)-axa
Oz, Atunci A(zy, y,), Bla,, Y¥s), Clz, a), D(B, b). Ordonata mijlocului Iui
MN este constantidi, Locul este o paraleld la (A), (A"} a ciirei pozitie esle
precizatd. ]

125. O dreaptd se deplaseazi paralel cu ea insdsi si intilneste axele de

coordonate in M i V. Prin M §i IV se due drepte cu direc{ii fixe; si se afle
locul geometric al intersectiei lor.

[O dreapti care trece prin  origine.]

126. Pe o dreaptd (D) se dau doui puncte fixe, 4, B si un punct mo-
bil M. Pe perpendiculara ridicatd in M pe (D) se iau segmentele constante
MP =p, si MQ =gq. Se cere locul geometric al punctului APNBQ
(5.G.M. 1V).

[Fie Qq pozitia lui Q cind M = A i P, pozitia lui P ¢ind M = B. Locul
esle dreapta Q,Py. ]
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127. Se di un punct fix A pe axa Oz si o dreaptd (D). Prin A se duce o
dreapti variabild (A) si fie M = (A)N(D), N = (A)N0Oy. Si se giiseasci
locul geometric al intersectiei perpendicularei pe Oy in NV cu dreapta OM.

[4(e, 0), si ¥y = mz 4+ n ecuatia dreptei (D). Locul cerut este (am 4
+ n)z — ay + an = 0, o dreaptd.]

128. O dreaptd se deplaseazii pdstrind directia si intilneste axele Oz,
Oy, respectiv in A si B. Se construieste un dreptu_nghi ABCD cu virful €
pe o dreaptd fixii (A). S& se giseascd locul virfului D (C.d.p.).

[k este coeficientul unghiular al directiei constante si ¥ = mz - n ecuatia
dl‘@pl,ui fixe. Locul este dreapta kx - (k® — mk — 1)y 4 n = 0.]

129. Se dau punctele fixe A =0z 31 B e Oy. Se iau apoi punctele varia-
bile A’ « Oz si B’ & Oy astfel ca OA’ - OB’ = 0A + OB- Si se giiseasci
locul intersectiei dreptelor AB’ cu A’'B (Salmon).

[A{a, 0), B(0, b). Locul este - y = a + b. In ecuatia locului apare
insé si dreapta AB. S se explice de ce (vezi probleama 2 § 38).]

130. Se di dreapta (D) 22 + 3y — 12 = 0. Un punct /M mobil pe (D) se
proiecteazi in P pe Oz gi in Q pe dreapta z — y + 2 = 0. Se cere locul
geomelric al mijlocului segmentului Q.

. 1
[ﬂj(o’_’ B) = (D) deci 20+ 3 — 12 = 0. Mijlocul Ilui PQ : 2= 2 (e +

+ B —2),y= L] (e -+ B+ 2). Se elimindi e si f intre cele trei ecuafii.
4

Locul este dreapta =z — 7y 4+ 10 = 0.]




Capitolul 8
Curbele de gradul al doilea

A. Cercul

1. Ecuagia cercului. Cercul este locul geometric deseris de un punct M
care rdmine la egali distantd de un punct fix €, centrul cercului. Dacd
notim cu r raza cercului, relagia geometricd pe care o satisface punctu]
eurent M este (fig. 31).

CM=r.

Fie C (a, b) s1 M (z, y) centrul si punctul curent raportate la un sistem

dreptunghiular de axe. Relatia geometrici se scrie analitic

ke — s+ @—bPF=r
sau, adusd la [orma rationald
(@ — aff + (y — by — 12 = 0. (1)

Aceasta este ecuatia eercului, eind se dauecentrul si raza.

Se poate ugor ariita ei reciproc orice punct pentru ecare (z — a)® -+
+ (y — b)? — r® =0, satisface conditia CM = r, decl ecuaiia (1) repre-
zintd cercul cu centrul in C gi raza r.

Dacil centrul este in origine, atunci ¢ = b = 0 si ecuatia devine

9] 2t 4 g2 — 12 = 0. 2)
Mix.y) Eecuatiile (1) si (2) reprezintd cercuri
numai in axe dreptunghiulare.
2. Daci desfacem pitratele in (1) obti-
nem ecuatia cerculul sub forma '
22 y? —2ax — 2by + @+ 02 —12=0, (3)
care este o ecuatie de gradul al Il-lea in
] X x 8i y. Reciproc insd, nu orice ecuatie de
Fig. 31. gradul al Il-lea reprezintd un cerc.
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In adevir ecuatia generald de gradul al Il-lea in 2 si y este
Ax® + Bay + Cy*+ Dz + Ey + F =0 (%)

care comparatd cu (3) ne duce la urmitoarele constatiri:

1) Ecualia cercului (3) nu contine termenul in 2zy,, deci in (4) trebuie
ca B=0.

2) In (3) 22 si y2 au coeficientii egali cu 1, dar daci « si b sint fractionari
prin eliminarea numitorilor se obtin coeficienti diferiti de 1, daregali inire
ei, deci in (4) trebuie si avem C = 4.

Prin urmare pentru ca (4) si reprezinte un cerc trebuie sd aibd forma:

A(@® + y?) + Do+ Ey 4 F = 0 (5)
pe care o0 vom numi ecuafia generald a cereului. Dacd impirtim cu 4 (4 550,
caci altfel nu mai avem cerc) si notdm D 2m, B e 2n, -l = p obtinem
A A A E
2+ 4+ 2me+2ny+p=20 (6)
pe care 0 vom numi ecuafia normald a cercului.
In rezumat formele principale sub care se prezinti ecuatia unui cerc
sint: ecualia generald (B), ecuatia normald (6) i ecuatia cu pdtratele strinse (1).
Deoarece trecerea de la ecuatia generald la ecuatia normald se facefoarte
simplu prin impdrtirea cu 4, formele care intereseazi in mod deosebit sint
(1) si (6).
3. Interpretarea geometrici a coeficientilor. Ne referim la ecuatia nor-
mald a cercului (6); aceasta comparati cu (3) ne dia

m= —a; n—= —>b, p=a?-+4 b2 — r2, (7)
Coeficientii lui = si y (2m $i 2n) sint coordonatele centrului dublate $i cu

semn schimbat. Pentru interpretarea lui p ducem din origine tangenta OT

la cerc (fig. 32) si din triunghiul dreptunghic OCT scoatem: OT? = OC* —
— 12 =g* + b* — 12, deci

=0T "
Asa cum aratd §i figura, s-a presupus originea exterioard cercului.

Dacd originea este interioari cercului,
atunci se duce coarda care trece prin O si g
este perpendiculard pe diametrul OC; fie T
unul din punctele unde aceasta taie cercul.

Avem (fig. 33) : Lfab)
072 =72 — 002 =7r?— (a2 + b?) = — ; "
= (az ol §F =~ "2): ; T
de unde - il —
7 X
p=—0T"? Fig. 32
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in ambele cazuri p reprezinti puterea ori-
ginii fatd de cerc. In primul caz puterea ori-
ginii este datd de pdiratul tangenter OT, in al
doilea caz puterea originii este datd de pd-
tratul semicoardet OT' | OC luat cu sem-
nul (—).

De aieci rezulti e numai privind ecu-
alia unui cerc putem spune dacd originea
este exlerioard sau interioard cercului, dupd
cum termenul liber p este respectiv poziiig
sau 'negatip. Daci p = 0, cercul trece prin Fig. 13
origine.

4. Determinarea centrului si a razei. Considerdam cercul dat prin ecuatia
normala :

22 4+ y? - 2mzx - 2ny - p = 0.
Din relatiile (7) rezulti imediab:

a=—m, b=—mn, r=a®+0*—p : (8)

care dau coordonatele centrului si raza. Coordonatele centrului sint jumd-
tatile coefictentilor lui x gt y, cu semnul schimbat. Expresia razei ne conduce
la urméitoarea discutie:
s a2 2 % o
I. Dacd a® + b% — p > 0, raza este reald si eercul de asemenea real.
= a2 2 = : ;
II. Dacd a2 -+ 02 — p = 0, atunci r = 0, deci cercul se reduce la un
punct. Ecuatia Jui se scrie
2
(x —a)+ (y — b)* =0, (9)
gi singurele valort reale care anuleazi aceastd sumié de pitrate sint cele care
anuleazi fiecare pitrat, adici z = a, y = b, deci punctul (e, b).
¥ a2 2 .y R & 2 5 ol
III. Daed @® 4+ b2 — p < 0, raza cercului este imaginari si cercul
este imaginar. Deoarece 72 este negativ, ecnalia cercului scrisd cu pitratele
strinse este
{(t —a)®+(y— b2+ r2=0. (10)
De .d.'ata aeeas!;la nu mai existd nici o pereche de valori reale (z, y) care sa
verifice ecuatia (10).
5. Cazurt particulare. a) Daci b = 0, centrul cerenlui se afli pe axa
2 45 o 3 4 -2 i € . 3
Oz, iar eﬁcnapia cercului se reduce la 22 -+ y® 4+ 2mzx 4+ p = 0. Lipseste
termenul in y.

b) Dacii @ = 0, centrul cereului se afla pe Oy, iar ecuatia este 22 |-
4 y2 + 2ny + p = 0. Lipsegie termenul in z.

80

ﬁ—————i,

¢) Daci p = 0, ecuatia cerculul rdmine 22 4+ y% + 2mz + 2ny = 0 si
cercul trece prin origine (vezi gi § 3).
Execmyple. 1) Heuatia cercului cu centrul in origine gi cu raza r= 2 cste

224 y?— &= 0.
2) Cercul cu centrul C(1, 2) si raza r= 5 are ecuatia (v— 1)2- (y —2)* —
— 95=— 0 sau 2% + y®— 2z — 4y — 20 = 0. Deocarece p < 0, originea este interioard

cercului,
3) S se stringdl in pitrate ecuatia cerculul 2* + y* 4 & — 4y — 2= 0.
1 25 ;
Avem ¢ = — —1—, b= 2, 1%= i+ ff 2= J; ecuatia cste
2 & 4

132 25

4 = + y— 22— —=10.

[ 2] (w ) 4

4) 84 scafle centrul §iraza cerculuia cirei ecuatie este
9(z2 4 y?) — bz + 6y + 3= 0.
Qe tmparte intii cu 3 si se obtine ecuatia normald, de unde
a=—, b=—1, r2=—&—+ 1— 1= i; 1-:_2—.
3 9 9 3
5) 84 se scric sub forma strinsi tn pilrate ecuatia cerculul
a4 y?— bz + 2y - 8= 0.
Avem g — 23 b —1, r2= &+ 1— 8=—3, deci »= i|/3, Cercul este ima-
ginar si ecuatia cerulil esle
(w— 24 (y - 1)+ 3=10.
6) 54 se spund unde are cenlrul, cercul de ecuatie
@+ y® 4 6x— 22y = 0.
Coordonatele centrului sint « = —3, b= 2, decl cenlrul se afla pe dreapla 2 = —3.

6. Determinarea unui cerc. Se stie ¢d un cerc este determinat de trei
puncte care nu sint in linie dreapti. Acest lueru, cunoscut din geometrie,
va trebui si-1 regiisim pe cale analitici. Pentru ca un cerc sd treaci prin-
tr-un punct M,(%,, ¥,) trebuie ca ecualia cercului 84 fie verificatd de coordo-
natele punctului. Insi ecuatia unul cerc contine trei parametri m, n, p,
deci pentru determinarea lor trebuie trei ecuatii si acestea se obtin scriind
¢# cercul trece prin trei puncte. Dacd A(zy, 11), By, Ya), C(%3, y3) sint cele
trei puncte, atunei pentru primul punct trebuie s& avem

&+ yd + 2ma, + 2ny, +p =0, sau 2mx, 4 20y + p = — (a3 + o)
gi asemiinitor pentru celelalte dou# puncte. Oblinem sistemul
omax; + 2y, + p = — (21 + 1)
Ditits -+ gyt P = (23 + i) (11)
dmay + 2nyy + p = — (3 +79)
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Necunoscutele fiind 2m, 2n, p, condifia ca sistemul si fie compatibil
si determinat (sistem Cramer) este ca determinantul coeficientilor si fie
diferit de zero, adici

&y Y1 1
Zg Ys i |

relatie care aratd cd cele trei puncte A, B, C nu trebuie si fie coliniare.
Cu aceastd conditie 2m, 2n, p au valori unice si cercul este perfect deter-
minat.

Exemplu 8dse gidseascd ecuatia cercului deternminat de punctele (— 1, 1), (2, —1),
(15 3\) :

Inlocuind coordenatele fiecfirui punct in ecuatia normald a cercului se ohtine sis-
temul

2m— 2n—p=2;4m— 2n+ p=—5; 2m -+ 6n + p= —10
i 9 i : .
care dd m = —%, n=— T p=— :132 Ecuatia cercului este 5(z* + y?) — 11a —
10 1

- Oy — 12 = 0.

Altd metodd. Se determind centrul cercului ca intersectie a doud media-
toare ale triunghiului, apoi raza ca distantd de la centru la unul din punec-
tele date. -

Observiri.a) Dacd se dau numai douii puncte, se oblin numai
doud ecuaii cu trei necunoscule. Se pot scoate doud necunoscute in functie
de a treia si ecuatia cercului depinde de un singur parametru.

b) Daci se di un singur punct, atunci conditia ca cercul si treacd prin
acest punct duce la o ecuafie cu trei necunoscule, deci se poate scoate una
din ele ca [unctie de celelalte doud. Ecuatia cercului depinde de doi para-
metri. Exemplu: cercurile care trec prin origine 2® ++ % 4 2mz + 2ny = 0.

7. Ca si dreapta, cercul poate fi determinat in mai multe feluri, dar
totdeauna vor trebui determinati trei parametri. Astfel dacii se cunosc coor-
donatele centrului (e, b) si raza r, cercul este perfect determinat. Si se
observe cd a da centrul echivaleazd cu doud conditii, céci sint determinati
a sl b,

In afarii de aceste doud moduri de a determina un cere, se pot imagina
sialtele. De exemplu dacil se pune conditia ca centrul si se afle pe o dreapti,
aceasta di o relalie intre coordonatele centrului, deci o ecuatie ete.

1) Sd se determine cercul cu centrul pe dreapta x = 3, tangent azel Oy si care trece
prin punctul A(5, 4).

Din cei trei parametri a, b, r, conditiile problemei fixeazdi doi:a= 8 si r = 8.
Lisind pe & nedeterminat vom scrie ecuatia

(z— 382+ (y— b)2— 9=0.
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Obligim acest cerc si treacd prin A(5, 4) si obfinem (5 — 3)* + (4— D)2 — 9= 0 sau
{6 — 4)2= 5 de unde b= 4 & I/'5, deci doudl solutii. Ecualiile celor doud cercuri se
obtin inlocuind valorile lui & in ecuatia de mai iniinte.
9) S se scrie ecuatia cerenlui cu centrul tn C(5, 5) st tangent dreptei 3z + 4y — 5= 0.
Cunoscind eentrul ne Lrebuie numai raza. Aceasta se alld ca distantd de la C la

oyt 1 [ e ) .
dreapta datd, deci r= i#_!:,r’_i = 6, Icuatia cercului este (x— 5)*+
5 :

+ (y — 5)*— 36 = 0 saun a? 4+ y?— 10z — 10y + 14 = 0. .

3) Sd se scrie ecuatia cercului tangent azei Ox in punciul A(%, 0) st care trece prin
punciul (—2, 2).

Se dau trei conditii: i treacd prin cele doudl puncte si sit fie tangent axei Ox.Cen-
trul se afli pe paralela dusdl prin 4 la Oy, decia = 4, b = & Geometric se vedecd r = A
deci scriem ecuatia cercului (z — &) + (¥ — X)* —A* = Osaua® 4 y: — 8z — 2hy +
416 = 0. Ca si treacd prin punctul (—2, 2) trebuie ca & + 4 16 — 4n 4 16) = 0,
de unde A = 10. Ecuatia cercului esle «* 4 y* — 8z — 20y + 16 = 0.

Exercitii si probleme

131. Si se scrie ecuagia cercului cu centrul in origine si cu raza r = 4,
. - o a ; I 15
apoi a cercului cu aceeagi razi, dar cu centrul in punctul (—3, —5).
[#2 4 y*— 16 = 0; &% + y® 4 6a -+ 10y 4 18 = 0.]

132. Se cere centrul gi raza cercului a cifrui ecuatie este

2% Ly — 2z 4+ 2/ 5y—10 =0.
Care este pozifia originii fatd de acest cerc?
[(1, — |/ 5);. r — & Originca este interioard.]

133. Aceeasi problemi pentru cercul 8(z* + ¥?) 4 4z -+ 12y — 27 = 0.
S se pund ecuatia cercului sub forma strinsd in patrate.
C gl, —~-3—), r= 2. Originea interioarﬁ.]
4 &

/—~.

f A W A - .
(134. sS4 se puny sub forma strinsd in patrate cercurile:

g2 -y — bz + 8y +25=0; 2(2*+ ¥+ 6r— 2y +5=0.

— [Cerc imaginar; cere de razd nuli.]
/7 185. Si se serie ecuatia cereului care trece prin punctele A(1, 1), B(2, 0),
C(3, 2). S se alle centrul, raza i lungimea tangentei duse din origine la
cerc. :

14
[3(m2+ y?) — 13z — 7y + 16 = 0; OT? = ?]
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136. Se cere ecuatia cercului delerminat de punctele A(—4, 0), B(4 4)
§i originea axelor. it ’

[2? + ¥® 4 4z — 12y = 0.]
137. “ : ;
37. Se dau punct.ele A(—1, 4), B(3, —2). S§ se scrie ecuatia cercului
care are pe AB ca diametru.
[Se delermind centrul si raza; a® + 32— 22— 2y — 11 = 0.]

138. Se dau punctele A(x;, 1), B(Zs, ¥s). S se scrie ecuatia cercului
cu diametrul AR, ’

] [Generalizarea problemei precedente.
22y — (ot e — (Y1 + 1)y + 2%+ gy, = 0.]
139: S& se serie ecuafia cercului care trece prin origine si este tangent,
dreptei # + 2 =20, in punetul (—2, —3). '
a=% b=—3, r=2r+2 dseste A= 2 22 8
3 , T - 2. Se gasesle h=—; 22+ 9y — —a 4+ 6y=0
& g P
140. Si se serie ecualia cer i . i Oxi igi i
. 5 e ecuatia cer cului tangent axei Oz in origine si care trece
prin punctul 4 (3, —3). Si se determine centrul si raza.

[2* + * + 4y = 0. Cf0o, —2), r = 2.]

B. Eiipsa

. 8. Detinitie ZLlipsa este locul geometric al punctelor care au suma
distantelor la doud puncte fize constantd.

Punctele lixe se numesc focare $i se noteazil cu F gi F’. Daci M este un
punct curent pe elipsa, distan-
tele M, F'M poarti numele de
raze vectoare.

Potrivit definitiei, relatia
geometricd pe care o satisface
punctul M este
Ax  MF + MF' = 2a(constant)..(13)

Pentru a gisi ecuafia elipset
este de ajuns .sd transformim
analitic aecastg:'re]a’gie. Alegem
pe FI'" ca axd Oz si mediatoa-
rea segmentului FF' ca axi Oy
Fig. 34 (fig. 34). Se noteazd FI'' = 2¢,

Mixy)

2]
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prin urmare F(c, 0), FF'(—¢, 0), jar punctul curent # are coordonalele

(z, y). Relatia (13) devine
V= + ¢+ 1=+ o + 3 = 2a (14)
Ecuatia curbei trebuie datd insd sub forma rationald. De aceea izoldim
un radical si ridicim la patrat. Obtinem
(z— o+ 92 =bat = hal/ Tz + P+ P+ @+ + 9
sau, dupi reduceri de termeni gi izolarea radicalului rdmas:
al/ (@ I ¢)® + y* = a® + cx. (15)
Sg ridics din nou la pitrat si se ordoneazid termenii. In acest fel se obtine
ecuatia
(a® — c%)z? -+ a2y® — a(a® — ¢2) = 0. (16)
in triunghiul MFEF’ se stie ci MF -+ MF' > FF’ sau 2u > 2¢, deci ¢ > ¢,
astfel ¢d a2 — ¢ > .0. Se. poate nota prin urmare
a2 — ¢ = b? (17)
si impirtind in (16) cu @*b* se capitd forma definitivii a ecuatiei elipsei
ZL Y _ 1= 18
ey . (18)

Pentru a giisi punctele de intersectic ale curbei cu axele de coordonate
facem pe rind y = 0 gi x = 0. Rezultd Ala, 0y, A'(—a, 0) pe Oz $i B(0, b),
B'(0, —b) pe Oy. AA" = 2a se numegte axa mare a elipsei, iar BB’ = 2b
axa mici. Jumititile lor, adicd 04 = a si OB =0 sint semiaxele elipsel.
Cind M = B avem BF = BF' = 2a, dar BF = BF’, astfel cd BF = a.
Din triunghiul dreptunghic OBF se deduce

a = 0 4 (19)
care de fapt este relatia (17) interpretatd acum geometric.

9. Forma elipsei. Din ecuatia (18) a elipsel se scoate

y=+2)a— (20)

; v s b = m
Vom studia numai ramura de curbd y = -+ — |/ @ — a2, pentru care y > 0.
@

Cealaltdi se deduce prin simetrie fatd de axa Ox.

Forma curbei rezultd din reprezentarea ei grafici. Domeniul de exis-
tenti este dat de conditia o* — 2* >0, prin urmare —a < z < @, decl
numai intre A’ gi A. Deoarece in (18) @ 51y se gisesc la puteri pare, curba

este simetricd atit in raport cu Oz cit si in raport cu Oy, deci §i in raport:
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eu originea. De aici rezultd cil este de ajuns si se studieze numai portiunea
de curbd cuprinsd in cadranul 1, adicd intre O si A. Derivata pentru func-
fia consideratd [eu semnul ()] este

b s
M= e D — 21)
Y a |/ at— at (a5
Pentru z > 0, 3’ este negativ deci eurba desereste; in plus #'(0) = 0 si
lim y'(z) = — oo, deci tangenta in B este paraleld eu Oz, iar cea din A

paraleld eu Oy. Tabloul de variatie rezumd acest siudiu

x 0 a
y'(x) 0 - — oo
Y b descresle 0

Reprezentarea grafici este datii, cu completirile din celelalte cadrane, in
figura 34 gi aratd cd toatd curba este inchisd in dreptunghinl format de

paralelele la axe duse prin punctele A, A’, B, B'. Aceste patru puncte:

poartd numele de eirfurile elipser.

Dazi b = a, elipsa devine cerc, iar distanla focald este nuld.

Ecnatia elipsei apare sub forma simplid (18) fiinded s-an ales ca axe de
coordonate tocmai axele ei de simetrie. De aceea se zice ci (18) reprezinti
ecuatia elipsei, raportatd la axele ei.

In cazul cind elipsa este raportati la axe dreptunghiulare oarecare,

ecuatia rimine de gradul al IT-lea, dar forma nu mai este simpli.

NOTA, Profitim de faptul cfi stim si efectuéim o translatie de axe, peniru a ariita.

care este ecualia unei elipse raportate la axe paralele cu axele ei de simetrie. In adevir,

fie 0y un sistem de axe paralele cu axele elipsei si 'Oy’ sistemul de referinti format.

din axele elipsei.

Translatia de axe care aduce pe O in O'(p, q) ne di relatiile z=p + 2', y =
= ¢ + y’. Ecnatia elipsei, raportatd la axele ei, este

2’2 y’z
et

prin urmare fatd de vechile axe a0y va {i

(zx — p)? (y—4q?* .
- -+ z 1=20

unde (p, ¢) sint coordonatele centrului O’ al elipsei fatd de sistemul de axe 20y,

i xemple. a) Sase determine virfurile si semiaxele elipsei 22% + hy* — 5 = (.
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: . R 2 = e
Ecuatia se scrie *_ = —1=0, din core g8 deduce o= Vi ol /10 2
LA L 2 )
. 2 4 . B
5 1 [
b = l/; L Virfurile sint 4 [@' 0)! A’ (— K;ﬁ, 0] ’ B = (0, l/z" } ’

(o, - V3).

b
b) Sd se determine elementele elipset 3% 4+ 5y® 4 9 = 0. Din ccuatia datii se deduce
22

e i : s ; siw g
4. + 4 = 0 care scamiind cu ecuatia elipsei, dar nu poate [i verificati pentru
3 9 ‘

-valori reale ale lui 2 si y, deoarece suma a trei numere pozitive nu poate fi nuld. Este
0 elipsd imaginard, lucru care se constatd dacid vrem si aflim semiaxele, interscctind
weu ¥y =08 cu &= 0. ‘

10. 1) Construciia elipsei prin miscare continudg. Fie F, I’ focarele elip-
sei de construit si UV = 2¢ lungimea axel mari. Se infig in foaia de hir-
tie, $i anume in I 31 ', doud ace, apoi se (rece peste ele un fir ale cirui
capete s-au innodat intre ele, astfel ca lungimea totald a firului, dupi
ce s-a facut nodul, si fie I = FF’ + 2q. Se intinde bine firul cu virful
unui ereion, apoi se miged virful M al ereionului pe foaia de hirtie (fig. 35).
‘Curba desenatd de virful creionului M este elipsa cu focarele &, I'" gi axa
mare 2¢, deoarece MF + MF' = 1| — FF' = 2a.

In acest fel construiesc griddinarii ronduri eliptice de flori, infigind
in pimint doi tdrusi peste care se trece o sfoard intinsd de un al treilea
‘tdrug mobil care traseazi pe teren elipsa.

2) Constructia elipsei prin puncte. Metoda I. Fie I, F' focarele elipsei.
Deseniim separal un segment UV = AA’ = 2a4. Cu o deschidere de compas
VR < VU tragem un cerc cu centrul in /', iar cu raza RU un alt cerc cu
wentrul in 7 (lig. 36). Cele doud cercuri se taie in doud puncte M si M’

/A\V//7/
[ _—~ / AN
i ey : } N
A F 4 F A
/ X
y. \/
-‘ﬁ"\ /J’%“"--
L ; - ] 2 ?6' I
v - 22 v Y R V.
Fig. 35 Fig. 36
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(simetrice fatd de AA’), care apar{in elipgei, deoarece MF + MF' — VR S
+ RU = 2a.

Schimbind intre ele centrele F si F’, ale celor doui cercuri, se oblin
fncd doud puncte, simetrice cu primele fatd de BB'. Se gisesc astfel pentru
fiecare punct R = UV cite patru puncte ale elipsei. Construim atitea puncte,
cite sint necesare pentru a trage curba.

Observare Dacd nu se cunoagte distanta focald FF’, ¢i axa mare
§1 axa miei, focarele se construiesc pe baza observirii pe care am ficut-o
cd BF = BI" = a. Cercul cu centrul in B i eu raza ¢ taie axa mare in
punctele #, I'', focarele elipsei. De aici incolo constructia se face ca mai
inainte.

Metoda a II-a. Presupunem cunoscute axa mare si axa micd, dar nu
mai folosim focarele. S§ notdm cu % ordonata elipsei si cu Y ordonala cer-
cului de razi e, avind acelagi centrn ca si elipsa. Tinind seama de rela-

: b ’ .
tia (20) avem ¢ :;l/a" — #%,insé din ecualia cercului rezulty ¥ —

=1]/a* — 2%, prin urmare se poate scrie
=B (22)

S& ducem acum cercurile concentrice cu razele g si b, apoi doi diametri
perpendiculari, unul care taie cercul mare in A si 4°, al doilea care taie
cercul mic in B i B’ (fig. 37). Aceste patru puncte sint virfurile elipsei.

O razd variabild intilnegte cercul mic in P s1 pe cel mare in Q. Se duce
prin P o paraleld la A4’ gi prin Q o paraleli QN(N<= AA’) la BB’. Fie M
punctul lor comun. Teorema lui Thales ne di

1Y

NM _ op
0Q

€

, Insd NQ =Y, OP =1, 00 = q, deeiﬂll;i" .

Aceasta comparatli cu relatia (22) aratd
¢i NM = y, adicX M este un punct al
elipsei. In acest fel se pot construi ori-
cite puncte vrem. Si observiim insi e la
fiecare razi OQ obtinem wun singur
punct .

1. Elipsa este proiectia unui cere.
Cercul cu diametrul c¢it axa mare
AA" = 2a a elipsei se numeste cerc prin-
cipal al elipsei. Vrem si ardtim in cele
ce urmeazd cd elipsa esle proiectia cercu-
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Fig. 37

lnt sdu principal pe un anumit
plan. Pentru aceasta si reluim
relatia (22) pe carc o punem sub

3 o :
formay - = Y- 4 Insag — < 1, deci
: a e

se poate gisi un unghie pentru care

a
S4 ne inchipuim cd elipsa ridmine
in planul ei, in timp ce rotim.
cercul siu principal in jurul axei
mari AA4’, cu unghiul «. Ordo- ' 2 sl
nata QN a cercului ramine intr-un.plan perpendlcT.llar. pe AA’ si filel ()1.
noua pozitie a lui Q si M proiectia lui (.)'1 pe planul- elipsei. (Se p{jﬁ:}e) O_()SI
figura 38, unde Q se va considera ca [iind @y).Prin urmare ¢l MNQy = «

b _ )
cos = —si atunei y = Y cos a. //

Fig. 38

b ‘ TRAT — * -
§i NM = NQ, cos o = Y cos « = ¥+, cu alte cuvinte NM =y, ordo

nata elipsei. Asadar ordonata elipsei este proiectia ordonalei cercului siu
x b . o ] S s 3
principal, inclinat cu unghiul e, dat de cos o = Py L planul elipsei. Aceasta

aratdl i punctele elipsei sint proiectiile punctelor de pe cerc, sau ci elipsa
insiisi este proiectia cercului siu principal. . ' _

Acest lneru se poate ariita si pe altd cale, analiticd. Fie un cere ou dia-
metrul A4’ = 2¢ agezal intr-un plan (C) (lig. 38). Prin 44" ducem M alt
plan (E) si si notdm cu e unghiul lor diedru. Unghiul plar} corespunzitor
unghiului diedru este format din doud perpendiculare duse dln!;r-un punct al
muchiei comune 44’, una in planul (€) i una in planul (£). Fie ¢/ un punct
pe cerc, IV proiectia lui pe AA" 8i M proiectia lui pe planul (£). Counform
celor spuse mai inainte avem o = X QNM. o o

In planul (C) punctul @ are coordonatele X = ON §i ¥ = NQ. In pla-

nul (E), punctul M are coordonatele x = ON §i y = NM = NQ cos a.
Deci

== Ba e . e ¥ | (23)
z=X; y=1Y cos «saul ——

Coordonatele punctului @ trebuie si verifice ecuatia cercului cu dia-
metrul A4A’ = 2q, dect
X2+ Y2 —a®=0.
Locul.geometric al punctului M se afld inlocuind pe X si Y in ecuatia
cercului, deci '

2
Y a0,
cos? o
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sau
12 732
. o il
a? a®costo
aceasta reprezinti o elipsi cu semiaxele @ §i b = @ cos «. Deducem cd: elipse
este proiectia cercului sdu principal, agezat intr-un plen care face cu planul

: 3 . - b
elipsei un unghi o dat de relatia cos o = —.
a@

12. Ecuagiile parametrice ale elipser. In figura 37 sd notim < NOQ =

— 6. Stim cd punctul M apariine elipsei, dar coordomatele Ini M sint & =

—ON = 0Qcos O =acosOsiy=NM= OP sin 6 = b sin 6. Prin urmare:
coordonatele parametrice ale elipsei sint

x=a cos 0, y = bsin 0. (24)

Ca verificare, dacd se scot cosD gi sinb si se introduc in relatia funda-
mentali cos20 - sin20 = 1 se obtine ecuatia carteziand a elipsei.

Tinem si atragem atentia asupra unui lueru, anume cd O este unghiul
ficut de raza cercului principal (OQ) eu axa mare a elipsei si in general
este diferit de unghiul ficut de raza vectoare OM a elipsei cu axa mare,
adici in general B 5= 37 AOM. Aceste doud unghiuri sint egale numai cind

/-
M coincide cu A, B, A’ sau B’, deci pentru valorile 0,7, «, =
A

9
L A

18. Aria elipsei. Am viizut ed elipsa este proiectia eercului sdu principal

pe un plan care face ecu planul cercului unghiul dat de cos o« = b, Aria
@

eercului principal fiind wa?, aria elipsei va {i aria gercului inmultitd cu cosi-
.nusul unghiului de proiectie adicd

b
of = (ma?) cosa = na® — = mab.
a

C_ Hiperbola

13. Definitie. Hiperbola este locul geometric al punclelor care aw
modulul diferenjer distanielor le doud puncte fize constanld.

Punectele fixe se numesc focare §i se moteazi in mod obisnuit cu F si
F’. Daci M este un punct curent al hiperbolei, MF i MI" poartd numele
de raze vectoare. Conform definitici, relatia geometried pe care trebule si o
sabisfacd punctul M este

| MF' — MF| = 2a

sau

MF" — MF = 4 2a (const.) (25)
Ecuatia locului geometric al \

punctului 3 se giiseste transfor- /
mind analilic aceastd relatie geo- /

metricd. Se aleg axele de coordo-
nate astfel: I'F’" ca axi Ox gi me-
diatoarea lui I'I' ca axd Oy (lig.39).

Fen)

Notdm, ca sila elipsi, I'F'=2¢,
deci I(c, 0), F'(—¢, 0).

Mz, y) fiind punctul curent al /
locului geometric, relatia (13) scrisi
analitic este

Fig. 39

Vie+ e+ — Ve — o + ¢ =+ 20 (25%)

Ec-}lat.la curbel trebuie adusd la formd rationald. Pentru aceasta trecem al
doilea radical in partea a doua a ecuatiei si ridicdm la pitrat. Oblinem

(x+ e+ 2= (z— e+ ¥+ 4a |/ (x — ¢ + 4% + 4a2

Dupa reducerea termenilor asemenea §i trecerea in prima parte a tutu-.

ror celor care nu contin radicali, avem

. ca:—agziavm_

0 noud ridicare la pitrat ne d&, dupi ordonarea termenilor
(¢t — a¥)x? — ?y® — a®(c — a®) = 0. (26")

Este cazul si observiim aici ¢l am obtinut exact aceeasi ecuatic (16) de la elipsd,
«ceea ce rezultd imediat inmultind eu (—1) g1 schimbind semnele in paranteze,

Deosebirea vine din altd parte. Dacid la elipsi am avul ¢ > ¢, la hiper-
]J‘Ol':l din triunghiul MFF’ rezultd FF' > |MF' — MF| = 2q, adici ¢>a
$1 atunci expresia ¢® — a® este pozitivi. Prin urmare se poate nota

@ — a? = b? (26)
81 ecuatia ((25)) devine, dupd impir{irea cu a2bh:
22 ? n )
10 (27}

care este forma delinitivd a ecuatiei hiperbolei.




Punctele de intersectie cu axele se obtin ficind succesivy = 0 siz = 0.
Pe axa Ox avem A(a, 0) si A’(—a, 0), iar pe axa Oy se constatd ci nu avem
puncle reale, deci axa Oy nu taie hiperbola.
- Pentru aceste motive 44’ se numeste axa transversd, iar A si A’ sint.
virfurile hiperbolei, pe citd vreme axa Oy este axa netrangversi.
14. Forma hiperbolei. Din (27) se deduce

e fym (28)

si este de ajuns sd se studieze ramura y = —2 /2% = 4, deoarece cealalti se
trage prin simetrie fatd de axa Ox. Ceva mai mult, dind Iui z valori egale
§1 semne contrare se obline pentru y aceeasi valoare; punctele cidpatate
astfel sint simetrice fati de Oy, prin urmare curba este simetricd 51 fata
de Oy.

De aceea este de ajuns si studiem curba in primul cadran si restul se
construiegte simetric fatd de ambele axe si fatid de origine.

Ne ocupdm deci numai de ramura

y="1 7 2 | (28")

care, pe partea pozitivd a axei Oz, are domeniul de existentd dat de 22 —
— a*> > 0, adici z >a.

Asimptote. Se observd imediat ci nu existd asimptote paralele cu axele
(lim y = oo). Cautdm deci asimptotele oblice.

X—%0
) b . e ]
Avem m = lim ¥ =2 im I/T B ™ 5
x—rog &L & x—o0 @€ [+4
’ . " b R ;[ — a? '
n=1lim(y — mz) =lim2 (/22 — 2 — z)=— lim = = 0, astlel
¥ a—+eo x—e & @ yowl/ T2 —g2Lla -

y . b e s . . : 7
cd asimptota este y = — z. Tinind seama de simetria curbei fatid de axe
a

inseamnd cd avem in total doud asimptote, anume
b
y=+—=. (29)
a

Acestea de fapt se deduc din ecuatia hiperbolei (16) dacd se lasd la o parte
termennl liber, adicd

. (297

Derivata pentru ramura (8') este y’ = ’i—i—, care pentru z > (O

a [/a;2 — a?
ramine mereu pozitivd, deci funclia este cresciitoare. Avem apoi lim y' =

X

| 2 . o < qs b
= oo care aratd cd tangenta in 4 este perpendiculard pe Oz si lim 3’ =7,

X—00 @

u « sy w . . b w
care aratd ci existd o dreapti de coeficient unghinlar 2, care este tangentd
@
S

hiperbolei in punctul de la infinit; aceasta este asimptota Yy = L
@

Tabloul de variatie se reduce deci la

x a -+ oo

¥ | o+ + 42

i O creste + oo

Acum se poate construi bine curba, avind grijd ca ramurile ei si se apro-
pie necontenit de asimptote, cu tendinta de a deveni tangentele lor la infi-
nit. Forma hiperbolei este datd in figura 39. '

Se atrage atentia ci forma simpli (27) sub care se prezintd ecuatia hiper-
bolei, se datoreste faptului ci este raportatd la axele ei de simetrie. Cazul
cind sistemul de referinti este oarecare depdsegte cadrul manualului.

Observare. Ecuatia hiperbolei se capitd imediat din ecuatia elip-
sel, dacd se inlocuieste 0% prin (—4#2). Aceasta inseamnd ci semiaxa b se
inlocuiegte cu i, unde ;2 = — 1. Vom vedea in cele ce urmeazi ci multe
din proprietatile elipsei se transpun la hiperboli prin aceastd simpla inlo-
cuire.

NOTA, Se poate arita, ca sila elipsi si in mod cu totul aseminifor, ¢d daci axele
hiperbolei sint paralele cu axele de coordonate, atunci ecuatia hiperbolei este

S, 2 = 2
(TP lg—aPF , _ 0,
a* b*
unde O’(p, ¢) este centrul hiperbolel. Tlevii pot face acest lucru ea un exercitio de trans—
latie a axelor.

Exemp I u, $isedetermine virfurile, foearele si asimplotele hiperboler 222 — 5y —
— 8=0.

T2 2
Se scrie hiperbola sub forma & —ﬁ% — 1 =10, de unde rezulld imediat: 2= 4,
&
5
e — A v 2= a? | B2 = 2_—8 Prin urmare, virfurile sint 4(2, 0), A’(— 2, 0) gi focarele
o

F(Z Vl, 0], *’[ﬁ QV% ’ O] - Ieuatiile asimptotelor se deduc usor: y = il/_:f_ z.
| 5
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15. Pentru ca ecuatiile (18) si (27) si reprezinte in intregime locul geo-
metric al punctelor care au suma sau diferenja distantelor la pur}@telefixe
F, F’ constantd, trebuie dovedit ¢i rectproc orice punct M care sat-?sface una
sau alta din aceste ecuatii apartine locului geometric respectiv, adicd MF +
+ MF' = 2a = constant sau |MF — MF'| = 2a = const. .

Presupunem deci cd M(z,, y,) este un punct arbitrar situat pe elzp;a (£),
adicd

£3+l%—’1=0=>y§:§:(a2—x3). (30)
a? b2 a
Atunci
b2
MF? = (g — ¢ + y§ = @} — 2z + @ + b ——af =

2 ]
:0—0553— 2cxy + a* = (a—;xﬂ)z.

Dar la e]ipsif < 1 gidin (30) rezultd |, | <aprin urmareaﬁf z, > 0,
astfel ca
MF:]/mza——%x{,. (31)
Schimﬁnd pe ¢ in (—c) se obtine
MF' =V (@ + Pt yi=0a+-2 (31°)
51 prin adunare
MF 4+ MF' = 2a.

Rezulti cd oricare ar fi M(x,, y,) = (E), este satisficutd relatia de defi-
nigie a elipsel.

Pentru hiperboli caleulul este asemdnitor, dar trebuie {inut seama ci
de data aceasta avem

¢ = qa? + b2 i || > @, deci%xo — a > 0. Se giseste

MF =22 —a
a

IPIF’:%a:0+a

de unde se deduce |MF — MF'| = 2a si relatia de deflinitie a hiperbolei
este satisfdcuta.

94

16. Hiperbola echilaterd raportatd la axele el este un caz particular
al hiperbolei, anume cazul cind b = a. Ecuatia hiperbolei echilatere este
asadar

22 — y? — a? = 0 sau 2 — 2 = 42, 32)
Y

Agimptotele se deduc imediat: y = -z, adiej bisectoarele axelor de coor-
donate. Hiperbola echilaterd are prin urmare asimptotele perpendiculare..

17. Hiperbola echilaterd raportatd la asimplote. Faptul ci asimptotele
hiperbolei echilatere sint perpendiculare face ca ele sd poatd fi luate drept
axe de coordonate. Desigur, ecuatia capitd altd infdtisare, care trebuie
neapdrat cunoscutd, fiinded sub aceastd formi intervine in unele fenomene
fizice.

Considerfm prima bisectoare ca axd transversi (lig. 40), cu virfurile 4,
A’y, deci OA; = 0A'y = a i focarele Fy, Fy’, deci OF, = OF'; = a]/ 2(c* =
= a® + @* = 2a¢%). Proiectind pe axe, sub unghiul de 45°, obtinem coordo-
natele virlurilor si ale focarelor

4, (ff_f/?_
2

~

|/2_J.

2

A;(— a2, ﬂ_l/f};

2 2
FI({"’) a’): Fi (76‘!) ‘*ﬂl).

Pentru a gisi ecuatia hiperbolei echilatere seriem c¢d punctul curent M(x, y)
satisface relatia

MF, — MF}, = 4 2

care transformatd analitic devine

Vie—af ¥y —af —
—Vie+ o+ (y + o = + 2.

Se trece al doilea radical in partea
a dona a ecuafiei, se ridicd la pi-
trat gi se reduc termenii asemenea.
Se obtine

V(@ + a2+ (y + a)f=
=a+ z - y. Fig. 400
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0 noud ridicare la pidlrat ne di, dupd ce se fac reducerile,

a® a \2
B e = (175) . (33)
Aceasta este ecuatia hiperbolei echilatere. Dacd se noteazi l/a = m, ecua-
tia hiperbolei echilatere se scrie
xy = m?. (33%)
Din aceastd ecuatie se deduce
m? "
y=— (337)

de unde se vede ¢ y variazd invers proportional cu z. Toate mi-
rimile aritmetice, geometrice, mecanice, fizice ete. care variazi invers
proporlional cu variabila de care depind, au ca reprezentare grafici hiper-
bole echilatere raportate la asimptote.

B xemple: Laturile unui dreptunghi a cdrui arie este constantd zy = a®, legea lui
Boyle-Mariotle pe = consb. ete.

Hiperbola echilaterd (33) au (33’) are virfurile pe prima hiscctoare, in A, (m, m),
A(—m, —m); de fapt ea se obline din hiperhola raportald la axele de simetrie printr-o
rotalie de 4£5°, in sens trigonometric (fig. 40).

Dacil rolirea se face in sens invers, deci cu unghiul de (—45°), axa transversii este
«cea de-a doua bisecloare, iar ecualia hiperbolei are forma

zy = — m?,

18. Hiperbola conjugatd. Ecuatia

3:2 2

2 et Ll (34)
e

B //,—— “\\\ o reprezintd de asemenea o hiperholi,
bt g care insd taie axa Oy in doud puncte
8 \ B0, b) i B’ (0, — b), dar nu taie
/ axa Oz (fig. 41, hiperbola punctat).
,f: r - \ = Prin urmare, de data aceasta Oy este

T RA o .
2 - aza transversd si Ox axa netransversd.
& Hiperbola (34) gi hiperbola stu-

ST \\\ diatd mai inainte
T Bl

1 z? 3yt
——=—1=0 34’
Tig, 41 a b (7%
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R BB

3 c . ; b & i v A
au aceleagi axe gi aceleagi asimptote ¥ = - — @, insi (34) este asezati in
@

unghiul asimptotelor care cuprinde axa Oy, adicd acolo unde nuexistd
nici un punct al hiperbolei (34"). Hiperbolele (34 gi (34') se numesc hiper-
bole conjugate.

19. 1) Constructio unui arc de hiperboli prin miscare continud. Se pre-
supun date focarele I/, F’ si lungimea 2¢ a axei transverse. Este evident
cd virfurile 4, A’ se pot fixa imediat, dar ele rezultd gi prin trasarea ramu-
rilor de hiperboli.

Se ia o rigld gi se fixeazd cu un capit in I'', astfel ca si se poatd roti in
jurul lui I, Lungimea F'E a riglei trebuie sii [ie mai mare decit FF’. Se
ia apoi un fir de lungime [, astfel ca | = F'E — 2a gi se fixeazi un capit al
lui in F, iar celilalt la extremitatea £ a riglei. Se intinde firul cu virful M
al unui creion care se sprijind pe rigld (fig. 42). Rotind rigla in jurul foca-
rului £, virful M al creionului descrie un arc de hiperbold, deoarece

MI" — MF = EF' — (EM + MF) = EF' — | = 2q.

Schimbind centrul de rotatie al riglei in ¥ gi legind al doilea capét al firu-
Iui in F', se obtine in mod aseminitor un arc din a doua ramurd a hiper-
bolei.

2) Constructie hiperbolei prin puncte. Cind vrem s figurim prin puncte
o hiperbold trebuie s proceddm intr-o anumitd ordine, agsa cum aritdm
a1cl.

£
]
£ A ;7 F
23 : s , 2% .
t =] - v
Y v p )/ y
Tig. 42 Tig. 43
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a) Se agazd virfurile A, A’ gifocarele F', F’, care se presupun date (AA" =
= 2¢, FF' = 2¢ > 2aq).

b) Se deseneazi cisimptolele. Pentru aceasta se duc in 4 gi A’ perpendi-
cularele pe A4’ (tangentele in A gi A’ la hiperbol), apoi se descrie cercul

cu centrul in @ si cu raza OF = ¢, care taie cele doud perpendiculare in €

§i € (fig. 43). Avem AC = b, deoarece triunghiul dreptunghic OAC ne
di AC? = O0C?* — 04? = ¢® — g2 = p2,

Coeficientul unghiular al dreptei OC oste m — tgo = 9 , deci OC este
@

chiar asimptota hiperbolei. Rezultd urmitoarea constructie: se duce cercul
en centrul in O gi curaza OF = ¢, care taie tangentele la virfurile hiperholei
in pabru puncte care formeazi un dreptunghi. Diagonalele acestui drept-
unghi sint asimptotele hiperbolei. _

In particular 1a hiperbola echilaterd a — b §i dreptunghiul devine pitrat;
diagonalele, deci asimptotele, fac 45° cu axele.

¢) Dupd ce am agezat virfurile, focarele §i am construit asimptotele,
urmeazd sd gisim gi citeva puncte, pentru a putea trasa curba.

Ludm separat o dreapti si pe ea segmentul UV = AA’ — 2a, apoi luim
un punct M pe dreaptd, in afara segmentului UV. Descriem un cerc cu
raza MU si cu centrul in #’, apoi un al doilea cerc cu raza MV si cu cen-
trul in F. Aceste doud cercuri se taie in doud puncte &V, N’ simetrice fatd
de Oz. Avem

NF — NF' = MV — MU = 2a,

deci NV apartine hiperbolei. Simetricul siu fati de Oz aparfine de asemenea
hiperbolei.

Dacd se pistreazi razele, dar se inverseazii centrele, se obtin ined doud
punecte ale curbei, simetrice cu cele precedente, fatdi de Oy. Prin urmare,
cu un singur punct M putem construi patru puncte ale curhei.

Trasarea hiperholei este mult ajutati de asimptote, {inind seama ci
ramurile curbei se apropie necontenit de ele.

20. Elipsa si hiperbola se obtin ca sectiuni ficute cu un plan intr-o supra-
fald conicd de rotatie. Suprafata conici se obfine prelungind generatoarels
unuicon la infinit, de o parte si de cealalty a virfului, astfel cd intreaga supra-
fatd este simetricd fatd de virf.

Prin virful suprafetei conice si ducem un plan P¢, paralel cu planul de
sechiune P in suprafala conici.

a) Dacdl Pe nu intilneste suprafata conici in nici un punct afard de virf,
secfiunea facutd de P in suprafata conici este o elipsd.
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b) Dacii Py taie suprafata conici dupd doui generatoare distincte, sec-

tiunea ficutd de P in suprafata conicd este o hiperbold. De aceea elipsa si

hiperbola se mai numese secfiuni conice, sau mai seurt conice. Deoarece
ambele curbe au centru de simetrie, ele poartd numele de conice cu centru.

Aceastd origine comuni a celor doud curbe, ca sectiuni conice, explici
asemdnarea proprietétilor lor, pe care am constatat-o pind aici i pe care 0
vom urmdéri $i in cele ce urmeazd.

Exercitii si probleme

141. S& se giseascd ecuatia unei elipse avind axcle de coordonate ca axe
de simetrie si trecind prin punctele M (3, 4), IV (6, 2). (C.d.p. [. Dumitriu).
[a® = 45; b2 = 20.]
142. 53 se giseascd ecualia elipsei care trece prin punctul M (5, —3) si
are axa mici egald cu 6]/ 2.
[a? = 50; b2 = 18.]
143. Fie M un punct pe elipsa de semiaxe @ $i b, I’y si Iy Tocarele sale,
iar O centrul sdu. S se arate ci avem relatia:
MF; - MF, + M0? = a2 - 2,
[Se pot folosi (31), (31'). Se poate pleca si de la relatia de definifie a
clipsei, se ridicd la pitrat si se tine seama de teorema medianei.]

144. Se dd elipsa (E) =£: +%z—ﬁ 1 =0 i se noteazi cu (F;) rezul-
@

tatnl inlocuirii lui # $i y din (E) prin zy §1 y,. S4 se demonstreze ci:

a) dacd P(zy, y,) este interior elipsei, atunci (&,) < 0;
b) daci P(z,, y,) este exterior elipsei, atunei (f,) > 0.
[2) 5S¢ duce prin P o paraleld la Oy care taie elipsa in Qlzqg, y,).
Avem m; = @, y; < y,, deci (E,) < 0. b) Acelasi procedeu.]
145. Capetele 4 si B ale unui segment de lungime constantd aluneci pe
doud drepte perpendiculare. Fie M un punct fix al acestui segment. Se
cere locul punectului M.

[Se ia OA ca axd Oz si se noteazii AM = b, MB — a. Locul este elipsa

2 2
% - %2— 1 = 0. Proprietatea se foloseste la constructia elipsogra-
@

fului.]

146. Fie M N ordonata unui punct variabil pe un cerc cu centrul in ori-
gine gi @ punctul care imparte aceasti ordonati intr-un raport constant
BIG : ;
— = k. Se cere locul geometric al punctului Q.
)

QN

[Blipsi.]
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(127\) S4 se afle ecuafia hiperbolei, raportatd la axele sale, stiind e are
axa transversi de 12 unitdti gi trece prin punctul 4/ (8, 1/7).
[a? = 36; 2= 9]

148. Si se glseascd ecuatia unei hiperbole, raportati la axele sale, gtiind
ci trece prin punctele € (5]/2; 2/5) gi D (45, 40)
[a® = 25, b = 90.}
149. Fiind datd hiperbola cu semiaxele a gi b, cu focarele F, i F, gi cu
centrul 0, si se arate cd daci I/ este un punct al curbei, avem relatia:

OM? — MF,- MF, = a* — p2,

150. Se dd hiperbola H# =2 _ %' 4 — 0 i se noteazd cu H, regul-
b 2 pe P 1

tatul inlocuirii in H a lui z, y prin z;, y,. S4 se demonstreze cj:
a) dacid P (z;, y,) este in afara ramurilor hiperbolei, atunci H, < 0;
b) dacd P (xy, ,) este interior uneia din ramurile hiperbolei, atunci
H, >0.
[¢) Seduceprin P o paraleld la Oz, care taic hiperbola in Q(ay, y,).

: sy
Avem zy < 29, y; = y,, deci H, < —2—b_2— 1 =0.
a

b) Acelasi procedeu, sensul inegalititilor se schimbi. ]

151. Intr-o hiperbold echilaterd, segmentul care uneste centrul O cu
un punct oarecare de pe curbi este medie proportionald inire cele dous raze
vectoare M, F'M care unesc focarele cu punctul M, adicy

OM>=FM-F'M.
[Se va trata direct apoi ca particularizare a problemei precedente,]
162. Fie 2? — y? = a® o hiperbol§ echilateri. Si se arate oi ordonata

MN a unui punct M de pe aceastd curbi este egali cu tangenta dusi din IV
la cercul descris pe axa transversi a curbei, ca diametru (C.d.p.)

D. Parabola

21. Definitie. Parabola este locul geometric al puncielor egal depdr-
tale de o dreaptd fizd si de un punct fixz. Dreapta fizd se numeste directoarea
parabolet, iar punctul fiz, focarul parabole:.

Pentru a giisi ecuatia parabolei ne alegem intii un sistem de referinti,
anume: perpendiculara din focarul F pe directoarea (D) ca axil Ox gi para-
lela la (D) dusd la jumitatea distantei dintre focar g1 directoarea (D), ca
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axd Oy. Notdm A = (D) n Oz. Fie M un . ol
punct al parabolei gi IV proiectia lui pe direc- ‘ /
toare (fig. 44). ¥ Hix.g)

Se obignuiegte si se noteze AF = p, de
unde rezultd: 7 [%, O)J§i A (— -‘;i, O]. MF se @

numeste, ca gi la elipsi sau hiperbol¥, razi

i . Z
vectoare. Relatia geomeiricd pe care o satis- A g 50 a
face punctul M se deduce din enunt
MF = MN. (35)
Dac& M (z, y) este un punct curent al pa-
i MN=z—|—2)|=2 42
rabolei, avem N = x [ 2] x -+ = Fig. 44
astfel inecit (35) devine
[y

Ridicind la pitrat gi trecind toti termenii in prima parte se obtine
y? — 2px = 0. (36)

Elevii vor ardta, aga cum s-a fdcut la elipsd si la hiperbol4, ¢d reciproc,
orice punct situat pe parabola 2 — 2pz = 0 satisface relatia de definitie
MF = MN.

Aceasta este ecuatia parabolei, raportatd la axele alese; p se numegte
parametriul parabolei.

Observare.Dacd s-ar schimba intre ele 4 cu F aceasta ar! insemna
sd se inloculased p eu (—p) si ecuatia parabolei ar deveni

¥+ 2pr = 0. (367)
Parabolele (36) si (36") sint dispuse simetric fald de axa 0y.

22. Forma parabolei. Si notdm cu (I') parabola. Daci M (z,, y,) = I,
adicd verificil ecuatia (36), este clar ci §1 M, (zy,—y,) verificd ecuatia, deci
M, = (). Insd M si M, sint simetrice fatd de Oz, astfel ci parabola are
punctele simetrice fatd de Oz; prin urmare Oz (perpendiculara dusi din
focar pe directoare) este axa de simetrie a parabolei. Acest lucru se poate
constata si rezolvind ecuatia (36) in raport cu y; se obfine y = 4]/ 2px care

reprezintd doud ramuri de curbi, simetrice fatd de Owx. Originea O apar- .
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tine curbei si este singurul punel care coincide cu simetricul sdu. Acest
punct este virful paraboler. Rezultd cd axa Oy taie curba in doud puncte
confundate, deci este tangentd la parabold si se numeste tangenta la virf.
Peniru a ne da seama de forma curbei, este de ajuns si studiem ramura age-
zatd deasupra axei Oz

y = 1/ 2pz; (37)

restul se completeazd prin simetrie. Curba existd pentru z > 0 si se observi
cd y cregte odatd cu @. Nu existd nici un fel de asimptote. Forma curbei
esle datd in ligura 44.

Parabola se ohtine, ca si elipsa sau hiperbola, prin sectiunea unei su-
pralele conice cu un plan, insd de data aceasta planul trebuie si fie para-
lel cu un plan tangent la suprafaje conicd, de-a lungul unei generatoare.
Asadar gi parabola este o secjiune conicd, insi fdré centra de simelrie,sau
mai scurt, conicd fard centru.

Ecuafia parabolei se prezintd sub forma simpli (36) datoriti faptului
cd am ales axele in mod particular. Se zice cd (36) este ecuatia parabolei,
raportatd la axa de simetrie §i la langenta la virf.

Dacidl parabola se raporteazd la alte axe, ecualia ei nu mai apare sub
forma simpld (36).

23. 1) Constructia unui arc de parabold
prin miscare continud. Fie (D) directoarea
g1 I focarul parabolei. Se asazd o rigli L,

g

N |

s

astfel ca marginea eisd se suprapuni dreptei
(D) si un echer a cérui cateti mici BC se

sprijind pe rigli. Un [ir de lungime egald cu
ol cateta mare AB a echerului se [ixeazdi cu un

capdl in /7 si cu celdlalt in virful A4 al eche-
a 3 rului, Se intinde bine firul cu virful M al

unui ereion, care se sprijind pe cateta AR

(fig. 45). Cind echerul se deplaseazi, alune-
cind cu cateta BC pe rigla L, punctul M

descrie un arc de parabold, deoarece AM
+ MB = AM + MF, adici MB = MF.
¢ Rasturnind echerul se descrie arcul de

2

parabola simetric fatd de perpendiculara dusi
Fig. 45 din ¥ pe (D).
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2) Consiructia parabolei prin puncte

Metoda I. Cu virful compasului in # ¥
descriem un cerc cu raza r, apoi ducem o
paraleld (8) la directoarea (D), la distanta r,
de la A spre F' (fig. 46). Punctele comune
cerculului §i dreptei astfel construite
aparfin parabolei deoarece sint egal de-
pirtate de directoare gi de focar.

Metoda a Il-a se desprinde din faptul A

X
cd triunghiul FMN cste isoscel. Se ia un
punct IV pe directoare, se duce prin N para-
lela NM la Oz, apoi mediatoarea segmen- Ny
tului NF, care intilneste pe NM in M. R
Acesta este un punct al parabolei, deoa- Fig. 46

rece MN = MF.

Prima metodd dd deodatd doud puncte simetrice si se poate trage curba
de ambele pér(i ale axei. Prin a doua metod¥, la fiecare punct V e (D) se
obtine un singur punct M al parabolei. Vom vedea insi mai tirziu ¢ media-
toarea segmentului /VF este chiar tangenta in M la parabold, fapt care per-
mite trasarea mult mai exactd a curbei in jurul punctului M.

Exercitii si probleme

153. Se d& un punect [ix O i o dreapti fix# (D). O dreapti variabild, care
trece prin O, taie pe (D) in IV. Se cere locul intersectiei perpendicularelor in
N pe (D) siin O pe ON.

[Se ia Oz | (D) si Oy || (D); y* — az = 0.]

\1@ 54 se determine ecuatia parabolei raportatd la axdsi la tangenta la
virf, stiind ed trece prin punctul (2, 5).
[2y2 — 252 = 0.]

155. Ce devine ecuafia parabolei ¥* — 3z = 0, dacd se d& o translatie
jaxelor astfel ca noua origine sd fie punctul O (3, 2)?

(523

[yf2+ by’ — 32’ — 5 = 0 sau a)':%ym*'éy’ﬁ?{{"]

156. Ce devine ecuatia y* -}- 6y — 8z -+ 17 = 0, daci se muti originea,
prin tranglatie, in punctul (1, —3)?
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157. Si se scrie ecuatia parabolei raportatd la axa ei de simetrie gi la
directoare, luate ca axe de coordonate.

[y* — 2pz 4 p* = 0.]

158. Pe parabola %* = 2pxz se considerd punctul M avind abscisa de

doua ori cit aceea a focarului si se duce coarda MM’ simetricd fatd de ordo-

nata punctului M, cu coarda OM, O fiind virlul parabolei. S& se arate ci
cercul descris pe MM’ ca diametru trece prin virl (C.d.p).

[Este suficient sit se arate ¢d OM | OM’.]

Capitolul 9

Intersectia unei conice cu o dreapts.
Intersectia a doud cronice.

A_ Intersectia unei conice cu o dreapta

1. Am aritat in capitolul precedent ci elipsa (caz particular cercul),
hiperbola gi parabola se obtin ca sectiuni ale unui con de rotatie cu un plan
care, pentru fiecare curbd, indeplinegte anumite conditii. Pentru acest motiv
ele poartd numele de secfinni conice sau mai pe scurt conice. Cercul, elipsa si
hiperbola sint conice cu centru, [iinded au centru de simetrie, iar parabola
este conicd fdrd centru.

A intersecta o conicd cu o dreaptii inseamnd a gisi punctele care se afli
si pe conicd §i pe dreaptd, prin urmare coordonatele lor trebuie si verifice
atit ecuatia dreptei, cit §i pe cea a conicei, adici si verifice un sistem de
forma

Ax 4+ By + C =10 Yy = mx + n
sau (1)
f(’l", U) =0 f(.’l’, U) =0

unde f(z, y) = 0 reprezintd una oarecare din conice, deci in orice caz este o
ecuafie de gradul al II-lea. Dar un sistem alefituit dintr-o ecuatie de gr. I
si una de gr. al I1-lea are totdeauna doud solufit care pot fi: a) reale si dis-
tincte i corespund la doud puncte de intersectie reale gi distincte; dreapta
este secantd conicei; b) confundate in care caz dreapla taie conica in doui
puncte confundate, adicd esle tangent conicei; ¢) complexe conjugate:
dreapta nu taie conica.

Punctele corespunzitoare se numese gi ele imaginar conjugate gi au urmi-
toarele proprietéti: a) dreapta determinatd de doui puncte imaginar conju-
gate este reald ; b) mijlocul segmentului determinat de doud puncte imaginar
conjugate este real.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa de intersectia unei drepte cu [iecare
conicd in parte, pentru a determina conditiile in care ea este secanti, tan-
gentd sau exterioard conicei respective.
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e SeCiL p i R’ cere ol é. R ort Lthe es
7 = EL are oarecare ¢ 71
% f‘??,lf’f eclia un Z ie ecal r'c ¢ ¢ nt} ul

4yt — =0, Y = mz - n. (2)
Inlocuind pe y in prima ecualie obtinem ecuatia de gradul al TI-lea

(1 4+ m®a? + 2mnz +n?— 2 (3)

care d& absci i i i
m]e d.a d'tbs.msele Z1, ¥y ale punctelor de intersectie. Ordonatele se obtin
G : . A 5 T . 3 ) !
to umu Pe Z; §1 2, In expresia lui y din (2). Fxrf a rezolva ecuatia (14)
1ite c a7 5 a7 41 1 : -
putem sa ne dam seama care este pozitia dreptei fatd de cere. In adevir r

lizantul ecuatiei este -

R = 4[m*n2 — (1 - m?)(n? — r?)] = 4[r3(1 4+ m2) — n?]. (4)
Sint urmitoarele situatii posibile:

- D, o L P LR A x
acd R > 0 riddcinile sint reale 81 dreapta taie cercul efectiv in

L L 150 H.Cte,d e e secy lqu 1 I) oarece r () es
)11 ne eCcl1 SL ecan tld. ce u e
: (/ > tI‘BbUI Sa

e, ®)

Obser: s med . T
bservind ¢d parteaa Il-a a megalitdtii este distanta de la orjei 1
dreapta dati, rezultd o d t 7l i dac ottt
\ datd, rez reapta este secanti cercului daci aceasty distan
este mai mici decit raza; r —

. egdsim pe cale analitics
din geometrie. ed un lueru cunoscut

— Daecd R = 0 riddcinile sint i
: confundate si dreapta eg enta
e B s 31 dreapta este tangentd cer-

(6)

re= I *—é;—
V1 -+ mn?
deci raza trebuie s fie egald cu distanta de Ia centry

lucru stiut din geometrie. (origine) la dreapts,

o D{lca R L 0 d g i
rea t& t'ﬂe GeI‘Cul 1] [ i i i
- ' : p e n doua pllIlOLe llnaglnare S1 eStB
ekLePlOaI‘a 881‘0111111. In aGBSt caz r = ’

n ) .
V'ﬁj’ adicd raza este mai micj
decit distanta de la centru la dreapta datj.

3. Cazul general: o dreapti si un cere oarecare, deci
(m—cx)z—{—(y—-—b)z——rz:()giy:rna:+n. (7)

Se poate proceda direct prin eliminarea lui Y, dar in acest fel sint nece

sare un ie Galcllle care de‘r‘in ill i C I 1Cen 0O a -
5. 1 blem ].a cea pI‘BCG
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Pentru aceasta si diam sistemului de axe o translatie luind ca noud ori-
gine centrul cereului € (a, ). Formulele, in care z’, ¥’ reprezintd noile coor-
donate, sint

r=a+ 2z, y=0+y. (8)

Sistemul (7) devine
2t Ly — =0 ¢y = mz' 4+ me— b1+ n. (5

Comparind cu sistemul (2) singura deosebire este c¢d n din ecuatia drep-
tei este inlocuit cu (ma — b 4 n).
Rezultd imediat
R = 4[r¥1 + m?) — (am — b -+ n)?] (9

de unde cazurile care urmeaza.
Daci R > 0, rdddcinile sint reale si dreapta secantd cercului.
am — b - n|

l/ 1+ m? I 1
buie s8 fie mai mare decit distanta de la centrul C (@, b) la dreapta dald

mx — y -+ n = 0.
Daed B = 0, rdd&cinile sint confundate i dreapta este tangentid cercu-

lui. Conditia este

adicd raza cercului tre-

Din (9) se deduce conditia r >

am — b+ n

|/ 1 m?
adicd raza egali cu distanta de la centru la dreapld.

Daci R < 0, rddécinile sint complexe si dreapta este exterioard cercu-
lui. Sensul inegalitdtii fiind contrar primului caz, raza cercului trebuie si
fie mai micd decit distanta de la centru la dreapti.

L]
Exemple. 1) Secer punctele de intersectie ale cercului a® 4 y? + 2 — y — 6 = 0
cu dreepta 22 + 3y — 7 = 0.
7 — 22

Din ecuatia dreptel se scoale y = ———— care dus in ecuatia cercului di
3
1322 — 182 — 26 = 0 sau 2* — v — 2 = 0, cn ridicinile &, = —1, 2, = 2, la care
corespund y; = 3, y, = 1. Punctele ciutate sint (—1, 8) si (2, 1).
2) Sd se spund dacd dreapta 32 + y — 25 = 0 esle secantd cerculut 2? 4 y*> — 65 =0

si, in ecaz afirmativ, sd se afle coordonalele punctelor de intersectie.
Notind cu » raza cercului si cu 4 distanta de la origine la dreapté, avem

5 . 625
- Hagt %= 22 go B de ondy ro i,

V10’ 10
Dreapta este secantil. Coordonatele se afld rezolvind sistemul. Avem y = 25 — 3, care
dus in ecuatia cercului ne da @* — 152 4 56 = 0. Rddacinile sint 23 = 7, 2, = 8 si,
fnlocuindu-le in ecuatia dreptei, gisim y, = 4, y, = 1,

Punctele de intersectie sint: (7, 4) si (8, 1).
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3) Dreapta g2 _ 5y — 15 = 0 intilnegte cercul a2? . Y 22 — 6y — 15 — 0?
Elementele cereului sint centrul (—1,3)siraza r= )/ T+ 9 F15 =5, Distanta
G —3 — 15 — 15 33
de la centru la dreapta datd este d — | =3 — 15 — 15

—_— =—" > 5
V9 + 25 1/ 3%

Rezulis ¢ > » si dreapta este exterioars cercului,

4. Problemele care urmeazi se pot tr
bold, deoarece singura deosebire
¢l b2 ga inlocuieste prin (—2%). Daci insi am studia
elipsd 5i le-am transpune f3ey demonstratie la hi
f1 convingétor, fiindeX nu se
b% prin (—b2) duce totdeaun
separat pentru fiecare curha,
totul aseminitoare, Do aceea
curbe gi in acest Scop vom g

ata deodatd pentru elipsd si hiper-
intre ecuatiile celor douy curbe este
problemele numai pentru

perbold, procedeul nu ar
poate gti dinainte dacj simpla inlocuire a Jui

a la rezultatul corect. Dacs am face studiul
atunci ar trebui s¥ refacem multe caleule cu
vom face un studiu simultan pentru cele dous
crie ecuatiile lor concentrate in una singury:

2
'Z?+5%5_1:0 (e = 1), (10)
astlel cd pentru ¢ — -1 g obtine elipsa, iar pentru & = —1 hiperbola.
5. Inlersectin elipsei sau hiperbolei ey o dreaptd.

Pentru a gisi coordona-

tele punctelor de intersectic ale elipsei sau hiperbolei cu dreapta y = ma 4

=+ 1 trebuie s§ rezolvim sistemul
L 2
= 'Jb;—— =0; y=mze-Ln. (11)
a g
Eliminind numitorii in pr

ima ecuatie
dreptei se capitd

§i inlocuind pe y din ecuatia

eba? + a¥(m22? - 2mna + n%) — £a?? = () gau

(a®m? 4 eb®) a2 4- 202mnz + a¥(n? — ¢p?) —

Aceastil ecuatie ne di abseisele punctelor

de intersectie ale dreptei cu elipsa,
dacd se ja ¢ = +1 sau cu hiperbola, daci se ia ¢ = —1. Ordonatele cores-
punzitoare se obtin din ecuapia d

reptei, inlocuind pe z cu valorile date
de (12).

(12)

Discutie Punctele de inte
tivd sint reale, confundate gau i
(12) este pozitip, zero sau negatip.

rsectie dintre dreapta dati §i curba respec-
maginare dupi cum realizantul ecuatiei
Notind cu R realizantul, avem

B = 4atm2p2 4a*(a*m? + cb2) (n? — eb?)

= 4a*b2[ b + e(am? — n?)1.
Dar

semnul realizantului egte acelagi cu semnul expresiei

B =02 L c(a2m2 — n?)
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linsd — 1) dﬁvine
sl E, = a®m? + b® — n?, @)

. hiperbold (e = —1) ' ;
iar pentru hipe B, — 3 — atmt 4 n2. (14)

;i “a?m® + b, punclele de

Cazul elipsei. a) Dacé E, >0, adicd |n| < |/ a®m ]+ ei,p

Lazit i o . nid elipsel.
i a0 injnl; reale gi distincte, iar dreapta este seca p ipsa in doud
intersecties: " ’dicz‘i n=- |/ a®m? I b2, dreapta taie elipsa

b) Dacé E, =0 adica n = te tangenid elipsei.

gi prin urmare este g e e =

punete Canf“”d“wo: dzci |n| > ]/m: punctele de intersectie sint

C,) Dacd Ee < U, L ”
imaginare gi dreapta este ewxter war:a. 2,09 b2 < 0, prin urmare b* —
: E ul hripprbolei. I. Presupunind a®m® — § o

M l; [

i ! o = taie tOt-

L disii ici este secanti curbei.
hiperbola in doud puncte reale si distincte, adicd e
deauna hipe

bem<?l : aceasta din punct de ve-
a a o

a pri igi apta dati este

i o usi prin origine la dre i :

ometric inseamnd c# paralela d p e Ard e L u

Conditia de mai sus cere ca —
il hiurile asimptotelor, in care se afld gir hi el
inutd in unghiuri o el g feile e
00“1,-‘11;111_133 n 1 gia- orice paraleld la o dreapld care t;receb ;larrjn gine §
oeetls et higs ‘ o secanid a hiperbolet. ‘
' , hiperbole esle de asemenea % . y
i mpmbacum a?m? — b2 > 0. Putem avea urmétoarele situat t
nem . : g
D Dot B 0. adicd n > |/ a®m? — b2, punctele de intersectie sin
. 0. a
a) Dacd Ep =0, : !
b i rbolei.
eale §i a este secantd hipe . ik
iy 0 n = -+ |/ a®m* — b2, punctele de intersectie sint
a = sau n =
b) Dacd E, =0, iy
i entd hiperbolei. :
i e 31 dreapta este tang . ‘
s N (l) deci |n| < |/ a*m® — b2, punctele de mtersecltle dsmf,
Daci E;, < 0, dec ' - i S e
A i)ino:re si dreapta nu taie hiperbola; ea este situa
imag § .
g iperbolei. | |
ramuri ale hiperbole ’ R
2 de unde m = 4 — . In acest ca [
I11. a?m?® — b* = 0,deu ,

i . "
i i existd decit un singur punc
i dul I gi nu mai exista L 8 "

o radul al I1-lea, ci de gra : b T R
'95“. d’f g;eiciie la diSljaI,ltﬁ. finitd. Al doilea punct este (}a u:;lmdi If ki
ol J,”daiinecuatiaax2+bx+c=0,a—>,u - du ]
o b LD g icientii unghiulari ai asimptotelor

8 Dar m = 4 — sint coeficien{il ung
tinde cdtre oo). Dar . )
. i. De aici proprietatea: . . LT,
hlpgl)'oie;amleld la una din asimptotele hiperbolei taie curba i sing
ric ‘
: i finitd. . )
punct la distanid fini - - S
! Pentru hiperbola echilaterd discutia este aceeast cu specific :
entr - L
rece @ — b, expresia a?m? — b* devine a*(m 1)
- 1
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Bxemple. a) S&se afle punciele de interseciic ale elipsei 2, Fyt—1=9
4 e

+

cu dreapla 7o 4 2y — 10 = 0.

D. . G . 10 — ke . . =
m C(,\.laq. a dl eplel se scoate Yy = ——, care dl.lb m ecua?'ﬂ _(,]] ipsel da 2-")"’:"' —
— 70z Jr !{-8 = 0 cu rad iCiﬂilC by = '—‘ = s S e 1. =
{ aAacl T - X
s &L y 1 care ¢ 1S i i = — g
1 2 i © orespund i EIN /5

[
3

5
h) J')f'n‘f([,‘).iﬂ. ¥ = 2& 4 7 esle exterioard elipsei 2% 1+ 3y? — 9 =
In adevir din ecuatia elipsei se deduce a® = 9. % — 3 Expresia F
: . Bxpregia E, —

+ 5 — n® devine B, = 9 +4 1+ 3 ok g
¥ — — 49 = — 10 < 0, deci s interscelic s
dreptei cu elipsa sint imaginare. s e e s e

o :
c) Sd se determine punciele comune ale dreptet & — 2y 4+ 4 = 0

a:e y'.!
e
16 9 b

Din ecuatia dreplei rezultd z = 2y — 4 care dus in ecuatia hiperholei di
9(4y® — 16y + 16) — 16y% — 9+ 16 — @,

Dupi reducerea t ilor ¢ mea g1 impérti
p a lermenilor asemenea gi impértirea cu 4 se obtine 5

ew  hiperbola

y* — 86y= 0, deci

¢ 36
Y1 =0 gy, =— la care core = — ; LA i
e orespund 2, = — 4, x, = 5 Dreapta taie hiperbola in
punciele A’(—4, 0) — virful hiperbolei — si P {rﬁ, L
5 5
d) Dreapia y = 2z — 8 este tangenii hiperbolei & = e =0, Sis
= nE 0. Sd se afle pune-

twl de coniact,
Inlocuind pe y in ecuatia hiperbolei se obtine

862 — 25-4(a® — 8z 4 16 5+36 =
- — 95+96 = 9 ST . - i =
Rl ST ) 0, care se imparte cu & si dupd ordonarca

1622 — 8+ 25z + 252 = 0 sau (-"t.l‘ — 25)2 =0

Punctul de contact are coordonatele (2—5 , 2) :
4 5

; b. Intersectia parabolei eu o dreaptd. Punctele comune parabolei cu
reapta y = mx + n se gisesc rezolvind sistemul

2 i . 4
: ¥ —2pr=0; y=mz+n, (15)
Inlocuind pe y in prima ecuatie se obline ecuatia care di abscisele
mrz? 4 2(mn — p)x 4+ n? = 0. (16)

dD af.; le Se ad ] « A, X o u
( ), ca at n A e d ' b '
T 1 e p 1 00[1!1](1 radacinile a 2 ale ec

ecuafia dreptei. ke L T

S e 1 elol li- (e]‘: 2 1 e ll [ ¥ e @ ! zZa ‘tu
4 . eall atr a Pl lCt 0 e € 2
I}L clliire Ii) C 0)]](16 d r

R = (mn — p)® — mn2 = p(p — 2mn). (17)
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Presupunem p > 0, adicd parabola indreptutd edtre x pozitiv. Putem
avea urmitoarele cazuri:

a) B >0, daci p > 2mn. Ridicinile sint reale gi distincte si dreapta
este secantd paraboler.

b) R = 0, daci p = 2mn. Ridicinile sint confundate si dreapta este
tangentd parabolei.

¢) R < 0, dacd p < 2mn. Ridécinile sint complexe 51 dreapta nu taie
parabola, adicd este erferioard el.

Exemple. a) Ce pozilie are dreapta 2z — 3y + 6 = 0, fatd de parabola y?—6a?

Eliminind pe y se giseste 2x® — 152 + 18 = 0, cu riadicinile z;, = % , &y = 6.

Din ecuatia dreptei rezultd »; = 3, Y2 = 6. Dreapta taie deciparabola in punctele

3 :
(~2—, 3] si (6, 6).
k) Sd se arate ci dreapta ® — 2y + 3 = 0 esle tangentd parabolet y* — 3z = 0.
Prin eliminarea lui y se obtine ecuatia 22 — 6z + 9 = 0, cu rddicina dubld z=3.

Punctul de tangentd este (3, 3).
¢) Si se arate cd dreapia bz + 2y + 1 =0 este exterioard parabolet y* — x = 0.

S & : b -1 : ; " -
in adevir inlocuind pe y = — ———— in ecuatia parabolei se giiseste ecuatia

16a% J- &2 - 1 = 0, ale ciirei ridécini sing complexe.

B_ Intersectia a doud conice

7. Ecuatia unei conice fiind de gradul al IT-lea, punctele de intersectie a
doui conice sint date de un sistem de doud ecuatii in care fiecare ecualie oste
de gradul al II-lea; aceasta ave in general palru solutii. Doud conice au decl
in general palru puncte comune: acestea pot fi toate palra reale si distincte,
doud reale distincte gi doud confundate, doud puncie duble, doud puncte reale
gi doud imaginare etc.

in manualul de fat¥, exceptind cercul al cdrui studiu se face pe ecuatbia
generald, celelalte conice se studiazd pe ecuatii reduse, adicd raportate la
axole lor de simetrie. De aceea douil astfel de conice nu se pot intersecta decit
in puncte dispuse simeiric fatd de una (cazurile paraboli-elipsd, parabold-
hiperbold), sau [atd de ambele axe (elipsd-hiperbold).

Un cerc insk dac nu are centrul pe una din axe poate inlersecta oricare din
celelalte conice in 4, 3, 2 ete. puncte reale, fird ca acestea sa prezinte sime-
trie fatd de axe.

Puncte de intersectie se gisesc efectiv rezolvind sistemul format de cele
doui ecuatii de gr. I1I. Cazul intersectiei a doud cercuri necesitd insd o pre-
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gentare separatd pentru doud motive: a) studiul cercului s-a fieu

generald si b) apar unele particularititi specifice cercurilor.
ceea ce facem in cele ce urmeazy.

t pe ecuatia
Este toemai

8. Punctele de intersectie a doud cercuri.

Cercurile date prin ecuatiile
normale

2%+ 2 4 Ima 4 2ny +p=0; 22 1 Y+ 2m'x + 20’y p'=0 (18}

Coordonatele punctelor comune trebuie s& verifice ambele ecuatii (18),
deci §i ecuatia obfinubtd prin sciderea lor, adici

2m —m)x + 20— n)y + p — p’ — 0, (19)
care reprezintd o dreapty.

Asadar sistemul (18) este echivalent cu
ecuatitle (18) impreuni cu ecuafia de gradul
au doud puncte de intersectie reale,
dreapta (19) este secantd,
cercuri date,

Din cele spuse mai sus rezulti ¢d dreapta (19)
trece prin punctele comune celor doud cercuri

a) daci acestea sint reale si distincte, (A)
cercurile sint tangente, (A) este tangenta lor comund, c) dacii cercurile sint
exterioare, (A) este exterioars ambelor cercuri.

Dreapta (A)se numeste aza radicald a celor
pendiculari pe linia care uneste centrele lor#*,

b) Cercurile sint dage prin ecualiile generale

AP+ ¥+ Be+Cy4 D=0; A0+ 4%+ B'at ¢yt Do

In acest caz ecuatiile se aduc la forma nor
A si cu A’ i mai de
Exemple,

sistemul format din una din
I (19). Ca urmare dous cercuri
confundate sau imaginare, dupi cum
langentd sau exterioard oriciruia din cele dous

» pe care o notim cu (A),

este secanta lor comund, b) daci

doudl cercuri gi este per-

(20)
mald, impirtind respectiv cu
parte se procedeazi aga cum s-a aritat maj inainte.
1) Se cer punciele comune cercurilor
9:3-{—:!;2_-33—*4:0; 2 Lyt Ly 29— g,

Prin sciderea celor doui ecuatii se obtine dreapta (axa radical
Aceasta luati fmpreuni e oricare din cele douil cercuri (de ex. cu pr
natele punctelor de intersectie: A4(0, —2) si B (— —9—, i)

10 10

) 3x 4 y - 2 —o.
imul) nedd coorodo-

2) S& se afle punctele de intersectie ale cercurilor 2(2® + y2) — Ha 10y 4 10 = 0;
3(x2 + y2) 4 22 — 4y — 23 = 0. Scrise sub forma normald ecuatiile ging
e g — §x+5y+520; o 42 r:—xkiy—?é

Prin scidere se obtine (axa radicald) = — 2y

— & =0, din care se scoate x — 2y 4 &,
Introdus in oricare din cele doudl cercuri ge

obtine: 5y% |- 16y + 11 = 0, eu raddcinile:
* Elevii vor demonstra proprietalea.
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2 S
- i id ¢, = 2; 2, = — = . Punclele de intersectie
= —1; y,= ﬁ?,la care corespund ay i =
. 2 11
ale cercurilor sint (2, —1) si (ﬁ g , — 3 2

Exercitii si probleme

159. Se cere pozitia fiecidreia din dreptele: 3z 4+ 4y — 35 = 0, 4'33_-—-

3 + 20 = 0; 122 — 5y — 78 = 0, fatd de cercul cu centrul in origine
_'cuyraza rie= 6 ’ S4 se caleuleze coordonatele punctelor de intersectie reale.
51 = 0. 3d

— 16465 1218 1/3) lv[ﬁiﬁm—GV._’), 12—31/5].
[Sccanta: M ( 5 ’ R ) E 3
onta: 7 (2, 50 ]
Tangenta: 13 i

i i 4 . — =0 cu
160. S8 se afle intersectia cercului z? -+ y? — 4z — 8y — 80
p — 70 = 0. .
bl ’ [Dreapta ecste tangenti in (10, 10}.]
161. Si se spund dacd cercul cu centrul in C(4, 0), tangent dreptei
4z + 3y — 6 = 0 taie san nu dreapta 4z — 3y — 6 = 0.
[Este tangent sila a dova dreaplti. Se calculeazi distanfa dela C la dreple.]
it e 2(1 + 2% = ta de
162. Ce pozitie are dreapta (1 — 2%z — 2xy - 2(1 4 22) = 0 fatd
‘ 11 Pig i za r = 27
cercul cu eentrul in origine g1 cu raza agonti.
= . 1% G e B B 1)
163. Si se serie ecuatiile tangentelor la cercul 22 | y i — b )
perpendiculare pe dreapta 12z + by — 50 = 0. ' e
[Se determinii X astfel ca distanta de la centrul ce‘rcu]m la dreapla 5 ,
-—.- 12y -+ A =0 si fie) egald eu raza. Doudl solulii: 5Sx — 12y — 49 = 0;
5 — 12y + 29 = 0.] o
164. S se giseascdl ecuatia secantei paralele cu d_reapta ‘:)r —2% =0,
care determind in cercul 22 + y2 — Bz =0, 0 coam'ia MN = 2, ~
[z —2y— 445173 = 0.]
165. S# se caleuleze Iungimea coardei determinati de flrreaptaéaci
80, i l tr ] nt dreptel bz — 12y
4+ 3y — 8 =0, in cercul cu centrul C(2, 1) tangent drep
- AE =D o ' . ‘
H {Se ealenleazit distanta de la centru la coardd si se fol_o::.ns,sfe teorema ]u}
Pl‘itja‘r;rm'a Alifel: Se cautd M si N intersectiile cercului cu dreapta, apoi
se caleuleazds MN; MN = 1,6.] o
i 1 aza r = X % gi drep-
166. Si se serie ecuatia cerculul cu raza r = 2, tangent axel ; P
tei 3z 4 4y — 24 = 0. "

; - —_ 0. a2 T
[Patru golutii: a? + y* — b — by - A= 0; a2 y .
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679 -
-+ === g yﬂﬁ28.‘8—4y+195:0; at oyt ﬁ 25— Gy -
a !

9
485
=
= # 2; se scrie apoi ci distanta de la centru la dreapta dald este - 2.]
167, Si se determine mulfimea cercurilor car P

= 0. Se noteazii centrul Cla, B) sifiind tangent la Oax rezultd

'Cb+

e trec prin origine si prin
. : T ) i g =] 5
pun«lctul 4(2, 1) i care au cu dreapta z — ¥ — 2 = 0 doui puncte de inter-
sectie, distincte.

[3'3 + ¥+ 2ma — (4m | 5)y = 0, unde m = (— 00, T 2[/—5) U
2
7 =
U[;‘l— 215, +oo]]
168. Se cere ecuatia cercului cu centrul in »

Tty —hr— by —1=0.

S8 SCrie ca suima sau dlfelt‘“ a I‘azal“l CStG e Hl-i cu (“E: allta C ““el!)]’.
g e
b H
]_:Llllc-l S(]]H,t‘” ]

(—2, 5) si tangent cercului

169. S3 s determine punctele de intersectie dintre elipsa z2 + 32 —
— 27 =0 si dreapta x — y — 3 = 0.

[(0, —3) si (3, 3)]
2 2

170. S& se ducd in elipsa 22 - 4y? = 9 o coardd al cirui mijloc s# fie
punciul M(2, 1). (C.d.p.).

[Se duce dreapta y — 1 = Mz — 2), care taie elipsa in dduﬁ puncle as[;fel

a; + @

ca % = 2, de unde se scoate l.]

171. SH se determine ecuafia unei drepte inclinate cu 60° fats de axa Oz

care sd determine in hiperbola echilateri z® — y2 =a? o co.::zrda“l de lun-,

gime 2a |/2(S.G.M. VI).

| [y = 1/ 32 + 24.]
.172. O dreaptd paraleld la axa nelransversi a unei hiperbole taie o
asuimptota aeiin M, o ramurd a hiperbolei in V s1 axa transversald in P
S& se arate ¢ avem PM? — PN? — const. cind dreapta variazj (G.d.p.).
; 1-73} O paraleld (A) la axa netransversi taie o hiperbold in punctele
i i V. Paralelele la una din asimptote, duse prin M si N, taie axa ne-
transversd, respectiv in P gi Q. 54 se demonstreze cd produsul OP - 00 =
= const., atunci cind (A) variaz¥.
[Constanta este &2,

174. 5% se giiseascd un punct M pe elipsa—=— 4 ¥ _

2 .
360 142 =0, asa fel

ca razele vectoare si fie perpendiculare.
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[M(z,, ¥,). Conditia de perpendicularitate duce la af + y§ = 225, deci
M trebuie sit fie pe acest eerc si pe elipsi. Patru puncte:

91/ 41 48
e WE
J
(*) 175. Sii se trateze problema de mai sus in cazul general si sd se gi-
gseased conditia ca sd existe solufii. Cum se pot construi grafic cele patru

puncte? Si se deduci gi pe cale geometricd condifia ca si existe solutii.
Pentru ce fel de elipsd avem numai doud solutii gi care sint ele?

[Conditia este ¢ > b. Daci e= 1, deci a = b[/_2 , numai doudl solupii.]
176. S se determine ecuatia unei parabole raportati la axa de simetrie
gi la tangenta la virf, stiind ci este tangentd dreptei 3z — 2y + 4 = 0.

Si se afle punctul de tangenta.
& 1

[yz_ 122 = 0; T[E’ 4]J

177. Si se giiseaseiit ecuatia parabolei raportatd la axi si la tangenta la
virf, stiind ed tangenta paraleli cu dreapta bax — 4y — 2 = 0 trece prin

punctul A4 (4, 7).
[42 — 102 = 0.]

178. Si se determine paralela la prima bisectoare, care determind in
parabola y? — 2px = 0, o coardd de lungime 2p.
P
y=a+ —.
[+ o

179. Si se cerceteze dacd cercurile
22 4 > — 4o + 2y — 9 = 0; G(a? 4 ¥ — W0z + 11y — 12 =10
au puncte comune gi s se precizeze pozigia lor relativa.
[Nu se intersecteazi. Cercul al doilea este inferior primului.]
180. Se cer punctele de intersectie ale cercurilor

5(x? -+ y*) — 20z + 10y — 96 = 0; 5(z® + y?) — 4z 4+ 18y — 32=0.

12 16
Cercurile sint tangente in T [7 N = )]
5 5

181. Aceeasi problemi pentru cercurile

a? 4+ y?— 3z 4+ 9% —20=0; 2(a®4 y*) — bz + 22y — 49 = 0.
[Axa radicali x -4 sy — 9 = 0. Punctele comune: A1, 2); B (5,1).]

182. Si se determine punctele de intersectie dintre cercul 2? + y* —

— 182 -} 16 = 0 si parabola y? — 8z = 0.
[(21 4)# (2: —&)s (Sa 8)1 (81 _8)_“
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Capitolul 10

Probleme de tangenti

A. Tangente cu directia dats

L. a) Cereul cu centrul in origine. Condifia ca dreapta ¥ = mz - n 8%
fie tangenta cercului 2% + 32 — 2

cdrui realizant este dat, in capitolul 9, de relatia (4). Prin urmare pentru
ca R = 0 trebuie sd avem

n:i—r]/i -+ m?

Dacd m este dat, atunci rezulti ¢4 avem doud valori pentru n §i deci dous

tangente de directie datii, anume _ :

y=mz 4 r |/ 1+ md. (1)

Daci ne intereseazi si punclele de contact, aces

tea gtim cd se afli pe
diametrul perpendicular pe directia tangentei,

decide coeficient unghiular

1 ; . " ; ;

[—- —]. Prin urmare punctele de contact se pol g&si intersecind fiecare din
m ] .

” 1 . s .
cele doud drepte cu y = — — , adicd rezolvind sistemele
m 1

1 MR ——

Yy=——z;y=mz L r}/1+ m. (2)
n

Observare, Punctele de contact s-ar putea obtine. si altfel,

de pildd: a) inter-
sectind cercul cu fiecare tangenti, ceea ce

revine la a rezolva doud sisteme de gradul al

P

— — =,
n

Il-lea; b) intersectind cercul cu perpendiculara pe directia tangentei, deci s

ceea ce revine la a rezolva un sistem de gradul al II-lea cu r
Metoda pe care am dat-o in manual este mai simpli fiin

teme de gradul I.in plus are avantajul cil aflarea tangentelo
constituie probleme independente,

ddacini distincte,
da reduce problema la sis-
r 8i a punctelor de contact
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= 0, este ca s&-1 taie in doud puncte con-
fundate. Inlocuind pe y in ecuatia cercului se obtine ecuagia de gr. II al

b) Centrsl cercului este w(a, b), deci ecuatia cercului este
= A A [ — B — = (3)
i i igi in o. Formulele sint z =
S mutdm axele, printr-o translatie, cu originea i
— a4 2, y = b+ y si ecuatia cercului devine
- ? s ¥ !
22 4 y? —rt=0. (3%
. e e : ’
Dreapta y = ma + n prin translajie nu-gi schimbd directia, prin irinale
= - “ . = ) s entele a
coeficientul unghiular m rdmine acelagi. In aceste condifii tange
cercul (3'), cu directia dati de m, sint
y' = mx' £ rl)/1T+ ms (%)
f=y — 1 tangentele
Revenind la vechile axe avem 2’ = & — @, ¥y’ = y — b, deci tang
la cercul (3) sint .
i 1 2
y—bzm(x—a)ir']/l—:—m. (4")
i i i i rpendis
Punciele de contact se afli intersectind fiecare tangenta 01; perpe
: ' i icd Hlvi i ele:
culara dusd din centrul cercului pe ea, adicd rezolvind sistem

T B 1
y—b:m(x_a);{:rl/i—i—m”;y—b:——(:cfa,). (5)

n

a datd s rinde
Din felul cum se scriu tangentele paralele cu o dreap?a datd se despr
i este necesar si determinim centrul §i raza cercului.

2 — £ l'_
Exemplu ©8ase serie tangentele la cercul a® + y* — 3z -+ 6y + 9 = 0, incuv

nate la 60° pe axa Oz, .

T 3
3 ; 9 1 9g—9 —— Coeficientul
Centrul cercului este m(?; = 3] Bl razd L= V ik A 2

— 3
. T W azulti: +3=1/3[x——):!:
unghiular al dreptei: m = I/ 8. Beuatiile tangentelor rezultd: ¥ 2

& o /1T + 3, deci separindu-le avem
2

21/ 3z — 2y — 31/ 3 =031 21/ 3z — 2y — 3(441/3) = 0.
A : o 5,
Punctele de contact se gisesc intersectind fiecare tangentd cu ¥ <+

N e 157 . 0 [3 (s = _ 97,
. WY - —3—). Se glsesc Tl[%(z +1/3), —Z] si TQ(Z(A — 18 4]
13 2 .
i fie tan-
9. Elipsa. Conditia ca dreapta y = mx -+ n unde m este dat sd

o r' 1

genti elipsei, adicd si o taie in doud puncte confundate este (9, § 5, cazu
% | LR | Bk
(b): E, = a®m? + b — n* = 0, adicd,

n= -4 [/a'*mZ - b2
de unde rezultd y = ma 4+ [/afm + 6% (6)
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Luind pe rind semnul (), apoi (—)
lele sint simetrice fatd de centrul elipsei,
simelrice.

se vede cd cele doud tangente para-
deoarece taie axa Oy in doui punete

Sd se observe cil fiind dat m, totdeauna existi doud tangente la elipsi,
avind coeficientul unghiular m, deoarece a®n® - b% > ().

Dacd a = b = r regisim ecuatiile tangentelor la cerc, cu o directie
datd, cind centrul cercului este in origine.

Tangentele de directie date, la hiperbold. Tot la cap. 9, §5, am gisit condifia
ca dreapta y = ma -+ n si fie tangentd hiperbolei, anume £, — b2 — ¢2p2 4
+n? =0, de unde » = L/ a@n? — #°. Inlocuind in ecuatia dreptei, se

gasesc ecuatiile tangentelor care au directia datd de coeficientul unghiu-
lar m:

Yy = mz 4/ a®m® — I, (7)

Ca si la elipsi, ele sint simetrice fatd de centrul hiperholei.
In particular daci a = » obtinem ecuatiile tangentelor, cu directia
dati de m, la hiperbola echilaterals:

y=mz 4+ al/m? — 1. (7")

Spre deosebire de elipsd si cere, la hiperboli nu se pot duce ta
paralele cu orice dreaptii, deci pentru orice m. In
gentele sd fie reale trebuie ca a2m® — §2 ~ 0, deei

ngente
adevir pentru ca tan-

b
m<—"squms>2. (8)
a @
Prin urmare, trebuie ca directia tangentei si fac
mai mare (in valoare absoluts) decit al asimptotei.
Altfel spus, o paraleld dusd prin centrul hiperbolei, la o tangent

4 oare-
care a curbei, este exterioard unghiului asimptotelor care cuprinde axa Oz,
deci nu intilneste curba.

i cu axa Oz un unghi

Exemple. a) Si se scrie ecuaiitle tangentelor cu directia datd de m = 2
2
. & =
la elipsa ? -+ = 1= 0. 84 se afle coordonatele puncielor de contact,
1
1 5 . ; 1 i
Avem n= 4+ |/ 9 e 5" Ecuatiile tangentelor sint y — z*+ o siy=

i

= — 2 =-—

o | en

sau # — 2y + 5=0gi2— 2 — 5=

Intersectind elipsa cu fiecare din cele doui dre

ple se glisesc punctele de contact

9 BY ..f9 8

T (—ﬁ, —J, 7 (ﬁ. f—]-
5 5 5 5
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b) Tangentele la elipsii paralele cu a doua bisectoare sints
y=—ax|/a+ 0* sau s+ vtV @+ 2 =0,

¢) Tangentele la hiperbold paralele cu prima bisecloare sini:
y=mi[/m sau @ — y 4 Vot — b =0,

Astfel de tangente nu existd deeit 1a hiperbolele care au a >Ob, deeci unghinl asimp-
o ) . u . . s §E 0
totelor, in care este situatii hiperbola, este mai mic decil 90°

3. Parabola. Pentru ca dreapta y = mx - n s& fie tangentd ]3arabo.]eui
y* — 2px = 0, trebuie indeplinitd conditia [9, § 6] ca p — 2mn = 0, adicd

= —p—-

2m
i e i - neurd 73 irectia datil
Rezaltd cil la parabold se poate duce o singurd tangenid cu directia dat
de coeficientul unghiular m gi aceasta este

: 9)
Yy =mr + s ¢
J 2m
Tatd o deosebire fatd de conicele cu centru, la care se pot duce doud tan-
gente cu directia daté.

Exemplu. Sdsescrie ecuatitle langentelor la parabold, paralele cu bisectoarele
gaelor. o
Facem pe rind in (9) m = 1 gi m = —1 si ob{inem

y:x+§; y=—az—2L,

Bu Tangenta intr-un punct al unei conice

4. Tangenia intr-un punct al unet curbe oarecare

Reamintim din analiza matematicd inlerprelarea geometricd a 1dexi\ralteui
unei functii: derivata unei funciii y = f(z) : X — R in punctul de abscisd
%, = X este tangenta trigonomeiricd a unghiului « format ile ;taug(?nha geo-
metricd in punctul corespunzitor M la curba, cu axa Ozx. In limbaj analitic
vom spune mai scurt: derivata fz,mc;iieal' calculatd in puzmc-tf.cl M (pentru x = ;)
este coeficientul unghinlar al langentel in M la curbd (fig. 47).

Daci notdm y, = f'(z,), atunci

m =y =) Sotps (10)
g

R Ty




Fig. 47 Fig. 48

Eeuatia tangentei in 3 la curbi se va scrie ca dreapta care trece prin,
M(zy, o) §i are directia cunoscutid m = ), deci

Y — Yo = Yoz — ) (11)

eu conditia ¥, = f(x,).
Cind se scrie ecuatia tangentei trebuie serisi imediat si conditia ca pune-
tul sd se géiseascd pe curbi. Altfel (11) nu mai reprezintd langenta la curbd.

Exemplu. S& se scrie ecuatia tangentei la curba vy — z » In punciul

M{—1, 0). viink
i 5 & G F 22% — 3% —
Punctul se afld pe curbd., Derivata y’ = ( » pentru z = —1 ne di
= M)A
. 3 s 5
Yo = — rt deci ecuafia tangentei este
3
y:——i(m+ 1) san 3z + 2y 4+ 3 = 0,

) Ca anflcare sistemul format de ecuafia curbeisi a tangentei trebuie s aibi o solu-
tie dubld (z = —1),

5. Tangenla intr-un punct al unui cere. Considerim cercul (I') dat prin
centrul siu C(a, b) si raza r (fig. 48), deci avind ecuatia

(& — @) + (y — )2 — 12 = 0.
Dacii My(x,, yy) = ('), atunci trebuie ca
(o — @) + (yy — b)2 — 12 = 0. (12)

Pentru coeficientul unghiular al tangentei in M, scoatem din ecuatia,
gercului ,

(y =0t =1r2— (z — q)?
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8i derivam in ambele pirti in raport cu z:

By =By’ = = S by = ==
Prin urmare coelicientul unghiular este y, = —;;-‘-’—% gi ecuatia
tangentei a
Y — Yy == — :" —%(x — x,) cu conditia (12).
Yo —

Ecuatia se mai scrie sub forma
(Tg — @) (& — xo) + (Yo — b) (¥ — y,) = 0.
Aceasta se transformi, ohservind ci
T—Zp=2—0— (T —a) 1 Y—Yp=y—b— (% —b)
g1 se obfine
(2 — @) (5 — @) + (¥ — B) (yo— ) — (z — @) — (gp — B)* = O.
Tinind seama de relatia de conditie (12), ecuatia tangentei in M, este
(x—a)y(zy —a)+(y —8) (Yp — b —r*=0 (13)
cu conditia (z, — a)® + (y, — b)2 — r2 = 0.

Ecuagia (13) se tine minte foarte ugor daci se scrie ecualia cercului cu
termenii dedublatli;

(@ —a) (z —a) + (y — b) (y — b) — 12 =0,

apoi primele paranteze din cele doud produse le 18sim aga cum sint, iar
in celelalte inlocuim @ gi y prin z, §i y,. Se zice cd ecuafia tangentei se obfine
din ecuatia cercului prin dedublare.

Dacd cercul are centrul in origine, atunei ¢ = b = 0 gi ecuatia tangentei
devine

xx, + yy, — r* = 0 cu conditia 22 + y2 — r2 = 0. (14)
Sé consideram acum cazul eind ecuatia cercului este datd sub forma normali

a? 4+ y* -+ 2mz + 2ny + p = 0.

¢ Dezvoltind parantezele din (13) si grupind convenabil termenii se poate scrie

tangenta sub forma
xry + yyo — alz + ) — by + y,) + & + 02 — 12 = 0.

Insd stim e ¢ = —m, b = —n si a® + b — r? = p; ecuatia tangentei
devine

w2y + Yo + m(x + @) + 0y + yo) +p =0 (15)

121




0

cu condilia In punctul My(z,, y) vom avea y; = —— si ecuafia langentei se
i a*Yo
@y + y§ + 2ma, + 2ny, + p = 0. st |
: = 2 0 . , =h2x i
Si se observe cd (v + @) 5i(y +y,) au drept coelicientijumdtitile coeficien- § = Yo = ——3 " (— &)
a’
tilor Iui z i y din ecuatia normali a cercului. Ecuatia (13) se poate obline 4
din ecuatia cercului tot prin dedublare scriind:a? = z T, Y=y -y sau, inmulfind cu ¥, si impdr{ind cu eb?*
? !
2 — i - i, 2J =¥+ ¥, adicd - b o Yy (ﬂﬁ 0 ?,'0) =0 |
T 4 Y¥o F #) =, |
a? eh? a® eh? |
2ty y+mzta)+aly+y +p= |

o . ] cu conditia ca M, sd verifice ecualia (8), adicd |
Acum in fiecare termen I¥sim un 2 sau y neschimbal, iar celui de-al doilea

|
. . . ’ o o b w~ A .2 2 |
i1 punem un indice gi cipatdm (15). Dacd cercul este dat prinecuatia gene- 248y =0. ' ”
g 4] 9 " B S ! * 2 b2 |
rald A(2® 4+ y?) + Bz 4 Cy + D = 0, se imparte intii cu 4 sise aduce la . %
forma normald si numai dupi aceea se serie tangenta prin dedublare. Insd, in baza acestei conditii, suma din parantezi este egald cu uni-

sa, astlel incit forma definitivit a tangentei la curbd (16) este
Exemple 1) Tangenta in punctul 4(2, —4) la cercul 2* & 4 — 20 — 0 este tatea, astfel incit forma definitivi a tangente (16)
2+2 + y(—4) — 20 = 0 sau o2
““+w" — 1 =0, cu condifia — -+ == i —1=0.

‘ z— 2y — 10 = 0. a? eb? a? eb?
i @ Acum separdm cele doud curbe luind pentru elipsd ¢ = + 1sipeniru
| 2) Tangenta la cercul a® -+ y* — bz + 4y =0 fin punctul A (; ; 727J este hiperbold ¢ = —1 &i obfinem
1 1 5 1 ) Tangenta la elipsd in punctul My(x,, yo)
m-;--w--gh;[x-l-—]+2(y+ | -0 ' -
oo o Wb . 4 = 0, ¢u conditie 212 1 =4. (17)
sau a? b2 a2 b2 |
82 — 10y + 1 = 0. Tangenta lo hiperbold in punctul My(xy, y,)
2 2
] Atrag'm? aLen[,l'a‘Gﬁ atuunci cind se di cercul si plplcl:ul, primul lueru care trebuie e Y = 0, cu conditia i:l 1 =0 (18)
fidcut este sil se verifice dacd punctul se afld pe cerc. In cele doui exemple de maisus a’ b? a? b2

verificarea o poate face ugor cititorul. " o : i i3 S
P ugor cititoru Daci se eliminid numitorii, ecuatiile tangentelor se scrin

6. Tangenta intr-un punct al elipsei sauw hiperbolei. Scriem eccuatiile brx, -+ atyy, — a2? — 0 pentru elipsi (17') I
elipsei §i hiperbolei condensate i : i 5 |
! P = e b2xz, — a?yy, — a*b> = 0 pentru hiperbold (18")
fﬁ + v — i =0L== +1 elipsa 18 Exemple a) Sdse serie ecuatitle tangentelor la elipsa 2® - 9y*> — & =0, in |
at = eb? e = — 1 hiperbola Gy punciele care au abseisa = = 1, Din ecuafia elipsei se deduce, pentru a =1,
L _ % \
: .Pmltru_tangenta la curba in My(x,, y,) avem nevoie de derivata funce y= + Lé,_ |
tiei y, deci de y'. Pentru aceasta scoatem din ecuatia curbei /3 V'3 |
Tangentele in cele doudl puncle M, M [ - ] |
2 — - ib_ 22 = ,1
y i Eb ot Vo “
d . . 3 GLLE & . il e 1 = 0 sau separale [
e unde, prin derivare in ambele pirti in raport cu z, obtinem 4 * l
’ = |
b2 i 9 |
' ] gbiaz — s !
2yyh‘2§” sau y' = o, 2433y —4t=0 si z—3)/3y—&=0. |
123 |
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Ele se intilnesc pe axa Oz in punctul (4, 0).

2 2
b) Sd se serie ecuatia tangeniei la hiperbola % o 0, in punctul {&, 3).

Punctul verifici ecuatia curbei, deci se gdseste pe hiperbold. Ecuatia tangenfei
este irs—li__ﬁ— Led g = e f = I, Sub aceastd formid se observi
9 2 3

imediat cd tdieturile dreptei sint P2, 0), Q(0, —3).

7. Tangenta intr-un punct al parabolei. Ecuatia parabolei

y* — 2pz =0 (19)
di y* = 2pz, de unde, prin derivare, 2yy’ — 2p. Rezultd y’ = 5 in
punctul M(x,, y,) de pe paraboli vom avea Yo = 13 = 7 coe[icientu& un-
ghiular al tangentei. Atunci ecualia tangentei ei:te
Y= Y= (@ — @) sau yy, — 5§ — po + pz, = 0.

Deoarece M apartine parabolei trebuie ca Y6 = 2pz, si inlocuind §

n
ecuatia precedentd se obtine pentru tangentd forma definitivi

YYo — P(% + ) = 0 (20)
cu conditia ¥ — 2px, = 0.
Ecuatia tangentei intr-un punct al parabolei se deduce din ecuatia para-

bolei prin acelagi proceden de dedublare ca la cerc, anume se scr

ie parabola
sub forma

yy — plz + ) =0,
apoi se pune indice unui y si unui z.

Exemplu. 54 seserie ecuagiile tangentelor la parabola y® — 2px = 0,

in punec-
tele care se proiecieazd pe axd in focar. Fie M si M’ acesle puncte, care au, ev

ident, abseisa
x = %. Din ecuatia parabolei rezulti Yy == p, deci M (ﬂ ) pJ si M’ (ﬂ y — pJ >
i 2 2

Inlocuind in (20) se obtin cele doui tangente
py—p[x +%J=0§i—-py—-p(a) —]—%):0 sau
z — y—}-ﬂzo si a:—f~y—|—£=0.
2 2
Se observi cd ele sint paralele cu bisectoarele axelor de coordon

ate si trec prin
punctul A4 (-L;, 0] unde directoarea parabolei taie axa Oz,
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Din cele constatate la cere, elipsd, hiperbold, paralfold, rezultd
urmatoarea ‘ ' . ) ;

Regulit. Tangenia intr-un punct (%4, yo) al unet conice se scrie prin metoda
dedubldrit.

C. Tangentele dintr-un punct exterior

8. Problema tangentelor la o conicd nu este complet sifudiatf”i,‘dacé nu
se considerd si cazul tangentelor duse dintr-un punct exterior. Aicl vom Udil
numai indicatii cum se poate rezolva problema, precum gi un exempl'u,farua
insd a face un studiu aminuntit. Dintre diferitele metode alegem unasimpla,
care necesitd numai cunogtintele din acest manu_al. : .

Fie P(x,, y,) punctul exterior conicei. Seriem ecualia tangentei la
coniedi, cu directia datd m, sub forma

y = mx + f(m) (21)
unde f{m) este b — am -+ r]/1 + m* la cere, 1/ a®m?® 4 % la elipsi si hi-
perbold sau £ 1a’ paraboli. Acestei tangente 1ii impunem conditia si

i ) 2m
treacii prin punctul P si ob{inem
Y, = mxy + f(m), (22)

ecuatie cu o singurid necunoscutd m, care, exceptind parabola, esteulralj;m-
nali. Rezolvarea ei ne conduce la o ecuatie de gr. TI cu doui solutii reale
L+ K0 ) ;
my, my. Tangentele ciutate se scriu ca drepte care trec prin P(zg, ¥p) §1 au
19 u N -
directil my, my, decl
Y — Yo = ma(® — &) 81y — Yo = My(® — ). (23)
Exemplu Sdseseric ecuatiile tangentelor duse din punciul A(—13, —4) la cercul
a2 - y? — bha — 2y =-0.

i sl i 2 = 5, Feuatia in m este
Elementele cercului sint cer tral (2, 1) si raza » 5. Bceuatia

(—5 + 16m)® = 5(1 + m?®) sau 22m?® — 15m + 2 = 0,

= — Bl M, = — Cele doua ‘ ngente au, asadar G(:uatiile
i 51 . Cele don d g s - d 3
care d 1 2 ;

4 i 2 /
y+4=;2£(w+13) si y+’n=ﬁ(x+13)

sau, eliminind numitorii
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Exercitii si probleme

183. Se d& cercul 4(2? + y?) + 8 — 12y - 9 = 0 si punctul 4(—3,2).
Si se gdseascd ecuabiile tangentelor la cerec: '

a) paralele cu dreapta 15z 4+ 8y — 12 = 0;

b) perpendiculare pe diametrul care trece prin 4.

1

J
184. Se di cercul 22 4 y® — 6z + 4y — 12 = 0.
a) 5i se arate ci dreapta 12z — by | 19 = 0 este tangentd la cerc si
sit se determine punctul de tangenti.
b) S& se scrie ecuatiile laturilor pitratului circumseris cercului, in care
una din laturi este pe dreapta de mai sus.

=
[a) n.'.=—%); 152 - 8y 4 20 = 0; 15x 4 8y — 14 = 0; b) m = &;

8r — 2y + 11 + 2)/17

21 1
[‘.) T(— = _15]; b) 5z + 12y — 56 = 0, be -+ 12y + 74 = 0,

122 — 5y — 111 = 0.].

185. Un cere cu raza de 3 unitiiti este tangent unei drepte (A). Care
este lungimea wmbrei aruncate pe (A}, dacd razele soarelui sint inclinate
la 150° pe (A)?

Generalizare pentru un cerc de razi r situat oricum fald de (A), razele
soarelui avind o directie data.

[Se alege (A) ca Oz si perpendiculara din centrul cercului, pe (A) ca Oy,

9y |/7'1 - omP ]

Lungimea umbrei este de 12 unititi. in general: 2 F
g | m

186. Si se scrie ecuatia tangentei in punctul (—3, 1) la cercul 224
+ y* — 10 = 0.
[3z — y + 10 = 0.]
187. Si se scrie ecnatia tangentei in punctul (—1, —2) la cercul a2+
+ y* — 6z 4 3y — 5 = 0.
[8z.+ y + 10 = 0.]
188. Si se scrie ecuatiile tangentelor la cercul
2ty —3z+y+2=0
in punctele de intersectie cu axa Oz.
[t—y—1=0;2+y—2=0]
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189. Si se scrie ecuatiile tangentelor duse din origine la cercul a? -
2 — b+ 6y +1 =0 (Cdp.)
' 3k /3 ]

[Ecua[‘ia in m: §m?— 12m -+ 3 = 0. Tangentele: y = Z

190. Si se scrie ecuatia cercului care trece prin origine gi prin punc-
tele A(1, 0), B(0, 2). S& se scrie apoi ecuatiile tangenfelor in punctele O,
A, B i sd se verifice cd aceste tangente intilnesc laturile opuse ale triun-
ghiului OAB in trei puncte coliniare.

[x2 + y%*— a — 2y = 0, Tangentele: = 4 2y = 0, = —2y—1=0,
2 1
& — 2y 4+ & = 0, Punctele pe laturi: M [%, —E] ) N{O, — ;],

191. Fie AB diametrul unui cere si (T, (T’) tangentele in A gi B. Tan-
genta dusd intr-un punct variahil M intilnegte pe (7)) gi (7), respectiv in
P i Q. Si se demonstreze ca: _

1) AP+ BQ = const. 2) Diametrii care trec prin P si @ sint perpen-
diculari.

192. Un cerc de razi r se reazemid pe podea gi pe un perete vertical;
planul cercului este perpendicular pe ambele plane. Unde trebuie agezali
o sursi lauminoasi A pe podea, in planul cercului, astlel ca umbra aruncatd
de cerc pe perebe si lie de doui ori cit diametrul cercului?

[Intersectiile planului cereului cu podeaua si perctele se iau ca axe Ox

$iOy.FieOB = 4rumbrapeperetesiOd = «. Dreapta AD se scrieprin
tiieturi; ea trebuie sd fie langentd cerculuicu centrul C(r, r), derazdr.]

193. Se di cercul a? + 2 — 6y - 8 = 0. S4 se géseasci M € Oz din
care ducind tangentele la cere, acestea si determine pe dreapta y = 6 un
segment de 6 unitdli.

[M(x, 0). Tangentele din M la cerc: y = my(z — o), y = my(e — o),
£ £.E 7 w i 6
m, si my riddcinile ecuatiel in m. Rezultd penfru y = 6; 2; = -——»
e my
Xy = LN Yo sorie od | @y, — ay| = 6 ete.; o = 4 21/2.]
my
194. S3 se determine cercul care este tangent axei Oz gi trece prin punc-
tele A(2, 3), B(4, 1). Un cerc tangent axei Oz are ecuatia z* + y* — 20 —
— 28y + «* = 0.
[Un cerc tangent axei Ox are ecuatia @? - y* — 20z — 2Py +o? = 0. Se giisesc doud
cercuri cu centrele (5 -+ V 6, & -+ I/G) si (6 — |/ 6, & — "4 6).1
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195. 54 se scrie ecuatia elipsei care trece prin punctele 3(6, 4), B(0, 5),
elipsa fiind raportatd la axele sale.
S8 se scrie ecuatia tangentei in punctul M,
.:z_jz. y3 1 = 0 [ B 5
[100+15 =0 set by - O=O']

196. S se scrie ecuatia tangentei la elipsa 116 +% — 1 =20, in punctul

din cadranul I care are o = 2.
[32 + 4)/3y — 20 = 0.]
197. S se giiseascd ecuatia unei elipse; raportati la axele sale, stiind
cd are axa mare egald cu 8 i este tangentd dreptei y = 2z - 5 (C.d.p.).
[a* = 16, b? = 9.]
198. Si se giseascd ecuatia unei elipse care este raportatd la axele sale,
stiind cd axa micd este de 6 unititi si are ca tangentd dreapta » — 2y 4
+ 14 = 0.
[¢* = 160, b* = 93
199. S& se determine ecuatia elipsei, raportati la axele sale, care este
tangentd dreptelor » — 4y + 13 = 0 si 4o — by — 25 = 0.
S# se figureze elipsa si dreptele.
[a* = 25, b* = 9.]
200. S& se afle ecuatia elipsei, raportati la axele sale, care este tan-
gentdl dreptei 2o 4 3]/3y — 24 = 0, in punctul (3, 2 I/ 3)-
[a* = 36, b* = 16.]
201. S8 se giiseascil ecuatia hiperbolei, raportati la axcle sale, care
este tangentd dreptei 32 — 2y — 8 = 0, in punctul (6, 5).
fa® = 16, b® = 20.]

202. S& se scrie ecuatiile tangentelor la hiperbola ;—_:—6 —1 =0,
5 .
paralele cu dreapta 2z — y 4+ 2 =0.
[y =22 £ 8.]

203. 54 se giiseascd ecuatia unei hiperbole, stiind ci este raportati la
axele sale, cii distanfa focali este FF' = 10 §i ci este tangentd dreptei
5z — 4y — 16 = 0.

[a® = 16, b* = ¢® — a* = 0.]

204. S se afle ecuatia hiperbolei, raportatd 1a axele sale, care este tan-
genta dreptelor 72 — 5y — 25 =0 si 8¢ — 5 /2y — 20 = 0.

[a® = 25, b = 24.]
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. 205, S3 se determine hiperbola echilaterd raportatd la axe:
a) care trece prin punctul (13,5);
b) care este tangentd dreptei 3z — 2y — 10 = 0;
¢) acirei tangentd in punctul corespunzitor abscisei focarului are ordo-
nata la origine y = 3.
[a) 2% — y® = 144; b) 2® — y® = 20; c) 2% — y? = 9.]

206. Se duce prin mijlocul semiaxei @B’ o paraleli la axa mare a unei
elipse, care taie elipsa in punctele 3 si V. S4 se arate ¢ii tangenta in M este
paraleld coardei BNV gi tangenta in IV este paraleli coardei BM.

207. O tangentd variabild la elipsi intilnegte tangentele duse la extre-
mititile A, A’ ale axei mari in punctele P si Q. Si se demonstreze ci pro-
dusul AP - A'Q este constant. Si se precizeze dinainte care este constanta.

[Pentru a preciza constanta, se duce tangenta in B, pozitie particulari.]

208. Aceleagi date ca mai sus. Sd se arate ci segmentul PQ al tangen-
tei variabile este viizut din focare sub un unghi drept.

209. Si se arate cil produsul digtantelor de la focare la o tangentd oare-
care a elipsei este constant (C.d.p.).

210. Produsul distantelor de la un focar la douidl tangente paralele este
constant. Si se caute legitura dintre aceasti problemd si cea precedentd.
[Din caunza simelriei, distantele din aceistd problemd sint egale cu cele
din problema precedenti. |
211. Se duce tangenta intr-un punct M al unei hiperbole. S4 se arate

cd A4/ este mijlocul segmentului din tangentd, cuprins intre asimptote.

212. O dreaptd intilneste o hiperboli in M gi NV, iar asimptotele ei in
P51 Q. Sil se arate cd segmentele MV si PQ au acelasi mijloc.
Si se deducd de aici proprietatea din problema precedenti.

.2
W

4
100 6%

213. S5 se afle ecuatiile tangentelor duse din punctul P(5, 7) la elipsa
¥ -
L Li=0y - «

[8z + 5y — 50 = 0; a - 3y — 26 = 0.]

214. 54 se glseascll ecuatiile tangentelor duse din punctul C (7a, 80) la
hiperbola ecu semiaxele « gi b, raportatd la axele sale. :

a4 3¢, 12
[:_—.I—yﬁ’lﬂ——o; 1%“+&”ﬁ1=0.]

3a ab — ba - Bb

215. Se dd hipebola echilaterd raportati la axele sale si cercul care
arc ca diametru axa transversi. O paraleli la Oz taie cercul in M gi hiper-
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bola in N. S4 se determine aceastd paraleld astfel ca tangentele in M si NV
la cele doud curbe si [ie perpendiculare.
n
I B ]
[ V2

216. O elipsd gi o hiperbold au aceleagi focare. Si se arate cd in punec-
tele de intersectie tangentele la cele doud curbe sint perpendiculare (curbele
sint ortogonale).

217. S4 se calculeze lungimea segmentului determinat de directoare
si tangenta la virf, pa o tangentd de directie m, in functie de m gi de para-
metrul p al parabolei.

Pl
[-{; |/’[ -+ m?. ]

218. Se di parabola y?2 — 2px = 0. S& se determine inclinarea tangen-
tei pe care axele de coordonate Lale un segment egal cu p /3.
[inclinarea: -+ 30°.]
219. Si se giseascd ecuafia unei parabole, stiind cd axele determind
pe tangenta paraleld dreptel bz — 12y — 4 = 0, un segment de 13 unitati.
5 2 2 - 25
m=—, L+—p—-= 132, deci y* —J—’mzo.]
12 &m? &m? 3
220. Daci N este un punet situat pe directoarea unei parabole, si se
demonstreze ci mediatoarea segmentului N (I, focarul) este tangentd la
parabola.

[N [— 12]—. y“]. Medialoarea are ecuatia 2yy, — yﬁ — 2pz = 0. Fie
M(z,, y,) pe parabold, astfel ca NM || Oz.Avem 15 = 2pa, eLc.]

991. Sii se scrie ecnatille tangentelor duse din punctul A(12p, 7p) la
parabola y® — 2pz = 0.
[ — 2y 4+ 2p =03 2 — 12y 4+ 72p = 0.]
922, Se di parabola 4% — 8z = 0 gi dreapta y = 2x -+ 3. 5S4 se gi-
seascd coordonatele punctului M, agezat pe dreapta daté, astfel ca tangentele
duse din M la parabold si determine pe tangenta la virf un segment de:
a) 3 unititi; b) 2]/3 unititi.

[a) M0, 3), M(—1, 1); b) M (é. a]; M’(_Lz-, ca]

923. Fie M, un punct pe o parabold eu focarul /. Prin F ge duce coarda
A B paraleli cu tangenta in M gi mirginitd la parabola. 5S4 se arate cd avem
AB = 4F M, (C.d.p.).
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224, Se duce o coardd prin focarul unei parabole. Si se arate ci raportul
dintre produsul segmentelor determinate de focar pe coardd si coarda in-
treagd este constanl (Salmon).

[Raportul este: £ .]
2

225. Se di parabola 32 — 2px = 0 si dreptele * = 4+ | care intilnesc

axa parabolei in A §i B. O tangent# variabili a parabolei intilneste cele
doud drepte, respectiv in P gi Q. Si se determine coeficientul unghiular al
tangentei, astlel ca dreptele PB gi AQ si fie perpendiculare.

[m= 4V =1+V5]

226. Se dd elipsa raportatd la axe, cu semiaxele a, b §i parabola 2 —
— 2pz = 0. Ce conditie trebuie si indeplineasci elipsa, pentru ca cele doui
curbe s fie ortogonale? S& se arate dacd conditia este indeplinitd, atunci
oricare ar fi p, parabola este ortogonald elipsei.

o

[b=a l/i_, elipsa are semiaxa mare pe Oy. Se va lua un punct M(z,, v,),
presupus pe elipsd si pe parabold si se va scrie ca tangentele in M la cele
doufl curbe sint perpendiculare.]

227. Fie M un punct situat pe o paraboli. Tangenta si normala (per-
pendiculard pe tangentd) in M intilnesc axa parabolei, respectiv in T g1 IV,
iar M se proiecteazd pe axa in M’. S& se arate ¢

a) Mijlocul segmentului 7'M’ este virful parabolei.

b) Segmentul M'N este constant i egal cu parametrul parabolei®.

228. Prin focarul unei parabole se duce o coardi A B. Si se demonstreze
ci tangentele in A gi B la parabold sint perpendiculare,

* segmentul M’ se numeste substangenta, iar M'N subnormala relativi la punes
tul M,
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Capitolul ﬁﬁ

Proprietdti ale elipsei, hiperbolei si parabolei

1. Tangenla la elipsd inir-un punct M este bisectoarea exlerioard a unghiu-
lui format de razele vectoare ale lui M.
IMie M(z,, y,) un punct al elipsei, prin urmare

9 9
D4R _1=0. (1)

Ecualia razei vectoare FM este

. @ y 1
(FM) | 2, Yo 1 = g ==y == o) el =1 (2)
& 0 1
Pentru raza vectoare /M este destul sd schimbidm pe ¢ in (—c) si gisim
ccuatia
(F' M)yoz — (%, + )y + cyy = 0. (3)
Addugdm si ecuatia tangentei in M
&y Y¥Yo
B 4 Y g 4
a® T b? A ¢ @

Fie P un punct pe tangentd si N e F'M pe prelungirea segmentului
F'M. Notdm < FMP = o si «TPMN = B (lig. 49). Trebuie si aritim ci

o . : . . . A 1
o = B sau ed tga=1tgp. Coeficientii unghiulari sint: my, = e — , Myp ==
=g

Ly
"bﬂ.{' ) 9
= —, Myy = — % de unde rezulti
a“y, T+ ¢
. bzmﬂ Yo '
T : FEpn 2,2 1 12
tog = _ Y By=—iC o DIED L G0 PEci
= i Pz, Yol la? — 8*) zy — @u]
a¥(xy — ¢)

Dacil {inem seama il @ — b2 = ¢%, iar din (1)
. b ewy — a) h?
b2zl -+ a’yi = a®b?, atunci tgu = —("— =—.
Yoelewg — @) clfy
In mod aseminitor
Yo o PPy
tgp = ay ¢ Uty o azyg + by £ blexy bR (a® + em)
e = e - 2 - . ;
1— b* x4 Yo (P + a’c) Yor{emy + a?)?
a*(xo + ¢)
g h? !
deci tgfp = — = tgu.
€y

Dacii tangenta este bisectoarea exterioard, atunci perpendiculara pe tan-
gentd in M — care se numegte normala la elipsd — este bisectoarea interi-
oarii a unghiului format de razele vectoare FM, F'H.

Observare. In baza acestei proprietéti, daci o jumitate de elipsd
ar Ii oglinditd pe partea interioard si dacd s-ar ageza o sursd luminoasd in-
tr-un focar, atunci razele luminoase s-ar concentra in celédlalt focar. Pentru
acest motiv proprietatea poartd numele de proprietatea opticd a elipsel.

9. Tangenta intr-un punct M al unei kiperbole este bisectoarea inlerioard a
unghinlui format de razele vectoare ale punctului M (fig. 50).

Elevii vor reface caleulul, urmiirind cele spuse la elipsd gi {inind seama
ci M(z,, y,) satisface ecuatia hiperbolei. Este un exercitiu instructiv. Noi
ne vom multumi si amintim ci pentru hiperbold este deajuns si inlocuim
pe b% prin (—5%) si atunci, dacd sX FMP = «, $IPMN = ( (de data aceasta

b . . s . v
obtuze), avem tga = tgp = — A deci @ = B. Dar atunci si unghiurile
J0

~ascutite din interiorul triunghiului FMNV sint egale (fig. 50).

Observare. Normalg la hiperbold este, evident, bisectoarea
unghiului exterior lui FMF’.

3. Conseeinfe. a) Construcia tangenter la elipsd st hiperbold. Fie M punc-
tul in care vrem s ducem tangenta la elipsd. Prelungind raza vectoare
F'M cu lungimea MN = MF (fig. 49) se formeazd triunghiul isoscel F MV,
in care bisectoarea (tangenta) este si infiltime gi mediand. Prin urmare tan-
genta in M se poate construi fie ca mediatoare a segmentului FN, fie ca
mediand a triunghiului FMN.

‘La hiperbold, constructia tangentei intr-un punct M se face in mod ase-
manitor, cu deosebirea ¢i segmentul MN = MF se ia pe raza vectoare MF"
si nu pe prelungirea ei (fig. 50). Se obtine triunghiul isoscel FMN. Restul
constructiei, ca la elipsi. '
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4. Tangenta la parabold intr-un punct M este bisectoarca unghinlui format
de raza vecloare §i paralela la axd dusd prin M.

Potrivit definitiei parabolei triunghiul FMN(fig. 46) este isoscel, deci
pentru ca tangenta in M sd fie bisectoarea unghiului FMN ea trebuie sa
fie inélfime in acest triunghi. Din ecuatia tangentei

Yo — Pl 4+ ) = 0

se deduce coeficientul unghiular m, = £,

Yo

Dreapta care uneste punctele F(% ) 0), N (ﬁ % : y(,) are coeficientul

. , y } .
unghiular mpy = > = — ——I’;i, de unde se vede cid tangenta in M este

—p
perpendiculara pe FN.

b. Direcioare la elipsd sau hiperbold.Si ducem o perpendiculari pe axa
mare AA’ (la hiperbold pe axa transversd), la o distantd OF = x de centru,
datid de

a?

= @
c

. w . a . . v
Laelipsi @ > ¢,deciz = a- — > asidreapta este exterioars segmentu-
[

lui AA’ (deci exterioard elipsei); la hiperbold a < ¢ i = = a- Ly a,
¢
deci £ = AA’ (dreapta este tot exferioard hiperbolei).

a? . . 5 . .
Dreapta T=—88 numegte directoarea elipsei sau a hiperbolei,
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Fig. 51 Fig. 52

Constructia direcioaret la elipsd. Fie N punctul de pe cercul principal
care are aceeagi abscisd ca focarul (fig. 51). Tangenta in N la cercul prin-
cipal tate aza Ox in punciul E.

In adevar din triunghiul dreptunghic ONE, incare NF este indlfime,
rezultd ON? = OF - OF, de unde

ON* g2

Ol — —
OF c

: 2 a? . :
Perpendiculara in E pe AA’ este dreapta £ =— , prin urmare direc-
c
toarea elipsei, corespunzitoare focarului F.
A doua directoare corespunde focarului F’ si are drept ecuatie

Se observii cd cele doudl directoare sint simetrice fatd de centrul elipsei.

Construcfia directoaret la hiperbold. Se duce tangenta din focarul I
la cercul cu diametrul AA’ si se noteazd cu T punctul de tangengd. Per-
pendiculara dusd din T peaxa transversd este directoarea corespunzdtoare foca-
rulut F (fig. 52).

In adevar dacd E este proiectia lui 7' pe axa Oz, atunci din triunghiul
dreptunghic OTF avem

or:  a*

OT* — OE-OF, deci OFE =92 %'
OF ¢

A doua drectoare, corespunzitoare focarului /', este simetrici primei
directoare fatd de origine, adicil
a?

= ——,

3
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@. Teore m s .Raporml distanielor de la unpunct al elipse (hiper-
bolei) la focar si la directoare este constant. )

Fie Mz, yy) pe elipsd. Din relatis ;

4Ipsd. latia (31) cap. 8 av sehimbi

(¢) in (—c): (31) cap vem schimbind pe
MF = ]/(J/‘O_im M _(12; Cﬂ]_.
a

Distanta MM, de la M la directoare es : .
i : 1 a directoare este diferenta absciselor, prin ur-

2 3 )
MM == — gy = T
¢ ¢
Rezulti imediat

_MF .
MM, ; = const.

Ace.st raport constant se noteazd cu litera e (si nu se confunde cu baza I
garitmilor naturali) si se numeste excentricitaiea E.’h:p.ﬂ‘c?i,;. Deoér‘erlru.'e h:ﬁp:i
. . c .
€ < @, avem e = - L. Excentricitatea aratd cit de depirtate de centru
(rlie,mj. cit de excentrice) sint focarele pe axa mare. Dacie — 0. atunci ¢ — 0
1 elipsa se reduce la un cerc; daci e = 1, atunci ¢ = a(b : 0) s/i 01;1‘1
de_gevnereaz& in axa mare AA4'. Prin urmare cu citexcenlricitatea ésLe 1i|lali
micd cu atit elipsa se apropie mai mult de cerc. .

La hiperbold probleme W W
perbold problema se trateazd in mod asemingtor cu deoschirea

ca _"']IF:: / Ly — C 2L 1 2 == —04“(‘” i az, «1 M M . & cxy — a?
I/ (@, Pty . %’117111]11:3‘”*?:-%—,fieunde
Mr . &
MM, o Hifuag:

Ca si'la elipsd raportul acesta se noteazd cu e i senumeste excenirici

tateq hiperbolei. La hiperbold insi ¢ > a 3 U i
ir perboid insa ¢ > a, deci e = >1; hiperbola are

e g & : 3
excentricitatea suprauntiord.

7. 7 ofp7 o o a 1
/ Pl(é?nt!?b. Orice dreapti care trece prin centrul unei elipse saual
unei hiperbole se numeste diametru*.

8. Exceniricilatea parabolet este, ca si la celelalte conice, raportul dintre

distallﬂ;s;z‘]e de la punctul M de pe parabold, la focar sila directoare, adici
¥ o - 4 ,
i (fig. 46). Dar la parabola MF — MN si deci e = 1.

= Appoasi : ! Lo B &
_f\\_e asi clgnumu‘o (deci tot diametru) se d& si segmentului determinat de un dj
meiru intr-o elipsa sau hiperboli. fad
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Dupi cum se vede excentricitatea este un element care caracterizeazd
cele patru curbe de gradul al Tl-lea, i anume
e = 0 caraclerizeazi cercul
0 < e < 1 caraclerizeazd elipsa
e == | caracterizeazd parabola
¢ > 1 caracterizeazd hiperhola.

Exercitii si probleme

929. Fie M punctul din primul cadran unde elipsa este tiiatd de dia-
gonala dreptunghiului circumscris el. S5i se arate cd OM i tangenta in M
sint egal inclinate pe axa mare a elipsei.

[Se arali cil punetul IV in care langenta taije axa Ox are abscisa de doud
ori mai mare decit abseisa lul M, deci OMN esle isoscel.]

930. Tangenta intr-un punct M al elipsel taie tangentele de la extre-
mititile A, A’ ale axei mari in punctele P si Q. Sd se demonstreze cd drep-
tele PF si QF’ si perpendiculara M pe tangentd (normala la elipsd) sint
coneurente.

931. Si se arate ci suma inverselor pitratelor a doi diametri perpen-
diculari intr-o elipsd este constantd. Sa se giiseascil dinainte constanta,

fard calecul.
[Doi diametri perpendiculari sint chiar axele, deci constanta esle:

£ 3 ]
1T i

932, Si se demonstreze ci dacd axa mare AA’ a unei elipse este egald
cu diagonala pitratului care are ca latura distanta focald FI', atunci seg-
mentul N perpendicular pe tangenta intr-un punct curent M, unde N = Oz,
este media geometricd a segmentelor F'N gi VF.

933. Perpendiculara pe tangenta intr-un punct M (normala) al unei
hiperbole echilatere, raportatd la axe, taie aceste axe in P 51 Q. S& se arate
¢i M este mijlocul segmentului PQ.

10 — Geometrie analiticd, anul III liceu 137




Capitolul 12

Locuri geometrice

1. Nu este cazul sii repetdm cele ce am spus despre locurile geometrice
la capitolul 7. Acolo locurile geometrice erau numai linii drepte, aici
vor putea fi §i cercuri, elipse, hiperbole, parabole. Avind ins& cunostintd si
despre ecuatia unei conice, care este de gradul al II-lea, putem aduce com-
pletérile care urmeazi.

Gésirea locurilor geometrice cu ajutorul geomelriei elementare se re-
zuma la un cadru destul de restrins, anume la acele curbe care pot fi usor
recunoscute: linia dreaptd, cercul, parabola etec.

Geometria analilicd este aceea care a pus ordine in chestiunea locurilor
geomelrice, gi anume sub doud aspecte:

a) Orice problemd de loc geometric tratatd pe cale analiticii ne duce la
un rezultat, adicd la o ecuatie (care eventual se poate descompune) i aceasta
reprezintd una sau mai multe curbe.

b) Gradul ecuatiei curbei-loc geometric ne aratd gradul de dificultate
a problemei: dacil ecuatia este de gradul I, locul este o dreaptil, daci ecua-
tia este de gradul al Il-lea, curba este o conicd (caz particular cerc); daci
insad curba este de grad mal mare, atunci se face reprezentarea grafici folo-
sind metodele analizei matematice.

Mai trebuie precizat un lucru: uneori locul geometric este limitat, desi
din punct de vedere analitic obtinem o ecuatie care reprezinti o curbi in-
treagd. Limitarea se obtine fie prin considera{ii geometrice, fie analitice.

Faptul cd din punct de vedere analitic se obtine curba intreagd se explici
prin aceea cd in geometria analiticd intrd in joc si elementele imaginare.
De pildad dacd o dreaptd este exterioard unuicerc, punctele de interseclie
sint imaginare, dar mijlocul segmentului este un punct real.

Considerdm necesare citeva exemple.
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2. Locuri rezultate din relufii geomeirice. 1) Fiind
‘” y date doud punecte five A, B, si se afle locul geome-
M # iric al punciului M care satislace relafia
i [l
\ ~ - \ MA? + MB® = E* (const.).
/ ~ e
T bfsg 0 Aao) K Se ia in mod firese AR ca axii Oz. Axa Oy va
fi mediatoarca segmentului AP, Motivarca este cit’

Tig. 53 daci ludm douid puncte M, M’ simelrice fata de

mediatoare, avem evident MA? 4 MB* = M’A* 4
+ M’B® = k? gi mcdiatoarea este axa de simetrie a locului (lig, 53). Coordona~
tele punctelor sint deci:

Ala, 0), B(—a, 0), Mz, y).
Relatia geometricd, scrisi analilic, devine
(p— @t + 0" + (= + o)t + 92 = &

Sau

5]
Liocul este un cerc real daca R a® > 0. Pentru &k = 20 = AB locul este cercul
2

cu diametrul A5,

Daci un punct M apartine locului, atunci raza cercului este OM = |/ 2% | y* =
= const. Se deduce de aici:

Daci o laturd o unui triunghi este fixd, iar suma pitratelor celorlalle doud consiantd,
pirful mobil al triunghiului descrie cerciel cie centrul in mijlocul laturit fize, avind mediana
. raza,

3. Sd se afle locul geomelric al puncielor M din care se pol duce tangenle
egale la doud cercurt date. 7

Notdm eu z,, ¥, coordonatele Iui M gi cu T, 7" punctele de tangenld.
Relafia geometricd este

MT = MT' sau MT?= MT"2, (1)
Ecuatiile cercurilor (C) si (C) de centre € §i C’ gi raze r, r’ sint
222t 2mx+2ny +p=0;22 + 2+ 2m'z 4 2n'y - p' =0 (2)

cu centrele C(—m, —n), C'(—m’, —n’).
Relafia (1) sub a doua formid se poate scrie, cu teorema lui Pitagora,
MC: — 12 = MC'? — 1’2
sau

(2 + m)2 + (o + 02 — 12 = (2o + m')? + (g + n')2 — 1'%
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Dunii reducerea ternignilor asemenea se ajunge la

2 Iz

2m — m"xy + 2n — n')yy + (M + 0?2 — r?) — (m? 4 n"% —r?) = 0.

Insd z,, y, sint coordonate curente deci acum le putem inlocul prin z, ¥ $1
tinind seama ci

1 r " r

m?tn:—pt=p; m't+n?—rt=p.
Se ajunge la ecuatia locului geometric:
2m — mz 4+ 2n —n'Yy+p—p' =0 (3)
care este o dreapti si se numeste aza radicald a celor doui cercuri. Se observi
imediat cil ecuatia dreptei-loc geomeiric (3) se obtine prin scdderca ecuatitlor
(2) ale celor doud cercuri.

Dacil cercurile sint secante, loeul geometric cerul este axa radieali din
care se scoate coarda comunid celor doud cercuri, deoarece din punctele el
nu se pot duce tangente la cercuri.

Elevii vor arita ci axa radicali este perpendiculari pe linia centrelor
celor doui cercuri.

4. Locuri rezultate din iniersectii. Ddm exemple de locuri geometrice care
rezultd din intersectii de curbe depinzind: a) deun parametru, b) de doi
parametri cu o relatie de legiturd.

1) Pe tangenta dusd inir-un punet fiz el cercului (C) se ta wn punct mobil M. Se
duce din M o doua tangentd la cere, punctul de contact fitnd N. Se cere locul geomelric al
ortocentrului (punctul de intilnire al indlfimilor) triunghivlui AMN, cind M descrie
tangenta in A. .

Metoda I. Folosim doi paranietri, Ungcm tangenta in A ca axil Oz gi A ca origine
(Tig. 54). Centrul cercului este (0, #), iar eeuafia cercului

2+ y* — 2ry = 0, (%)
Tangenta in N(z,, »,) € (0) are ecualia

a2y + Yo — 7y + Yo} =0

cu conditia
SR : .
‘ 29 -+ yo — 2ryy = 0. (5)
2 Yo ;
Tangenta taie axa Oz in U( , 0], In triune
p
Niio., Yo ) O i e il
e ghiul AMN ne trebuie numai doud indltimi si le
E alegem astfel: NN’ || Oy si Mo a cirei ccualie se
i I serie prin tdieturi. Beuatiile sint
<\ e o
b = (NN'} 2 = ®¢;3 (M) ok 2 =,
| ~ ryy E
i S e 4 A,
4 & # & Adiugind relatia de condifie (5) avem de eliminat
Fig. 54 paramelrii x,, y, intre trei ecuafii.
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Din prima ecuatie rezultd =, = =, care dus in a doua did y, = — . Acestea
B2
duse in relatia de.conditie {5) ne dan locul geometric
:,-4 w2
I —0
(y —rp? y =

sau
a2 4 y® — r?) = 0:

Locul geometric se descompune in & = 0 (diauielrnl Aes) si cercul 2? 4 y2 = r?
cu centrul in A si raza », care este locul verctabil.

Diametrul Ae rezaltd din nedeterminarea punctului de interseclie, anume cind
M — co tangentele in A gi N devin paralele (V = B). Doua din indltimi sint AF si
B/ care se conlundi si aceasti dreaptd apare in ecuatia locului (cap. 7. § 3, exemplul 2).

Metoda a {1-a. Putem [olosisiun singur parametru. Pentru aceasta scriem o tangenti
la cerc cu directia nedelerminati: y — r = d& + r |1 + 22 care taie axa Oa (tan.
(1 +1/1F 23

8

gonla [ixid) in M [_ - . 0). Considerdm de data aceasla orlocentrul

e

L+ 1R 7\2)

determinat de indillimile Mo si perpendiculara din A pe MV, adicd —

2 .
+i— 1=10 fjly:—irc. (6)
2 h
Din a doua ecualic se scoate » = — £, care se introduce in prima, scrisd sub forma
y L
— A (y—r) O+VTE2) = ne di
2242 —ry=(r— v V a® - y® sau ridicind la pitreat (a2 + »2)® — 2ryla® + ) +

+ iyt =t — 2ry + y°) (27 4 0.
Aceasta se reduce la 2*(x* + 2 — r?) = 0, ca in meloda precedenti.

2. Si se afle locul geometric al punctelor de unde se pot duce tangente perpendiculare
la elipsa.

Cele doud tangente fiind perpendiculare ver avea drept coelicienti unghiulari m

A 1 s ; Ca : ; > :
81 — — . Ecuatiile Ior se scriu ca tangente la elipsii cu direclia datd, deci
n :
L 1 SRR
Yy = mx 4 [/c(mzvk b* si J—-—-;~.’C+ at — + b2,
m m

Locul geomelric al intersectiei celor doudl tangente se obtine eliminind parame-
trul m. Pentru accasla se elimin® numitorul la cea de-a doua ecuatie, apoi se separid
radicalii si se ridicd la pitrat. Ecualiile devin

y?: — 2may + miPx? = a®m?* + BB
m2y? -+ 2may + 22 = @ 4+ m22,
Prin adunare se capild
(1 + m%)a + (1 + m2)y? = (1 + m)e (l + m2)h2,
-

ecualic care se imparte cu 1 4 m? == 0 si di locul geometric

2+ oyt ="a® 4 %
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Locul este un cerc concentric eu elipsa, cu raza cil diagonala dreptunghinlui con-
struit pe semiaxe. Acesl cerc este circumscris dreptunghiului care incadreazi elipsa si
s¢ numeste cercel lui Monge sau cercul ortoptic.

Observare. Problema asemiiniloare la hiperbold ne di ca loc geomelric
cercul a2 4 y2 — a? — b2, cu raza r = |/a® — b2, Locul nu existid decit la hiperbolele
care au a > b. In cazul hiperbolei echilatere locul se reduce la #® + y? = 0, adic
originea, iar tangentele sint chiar asimptotele.

4, Se cere locul geometric al punctelor de unde se pot duce tangenle perpendiculare
la o parabold.

Ecuatia unei tangente la parabola y? — 2px = 0 este y = Az - —]; , lar a tangentei
; n

perpendiculard pe ea::

& A — . . s
Y Lz— . Pentru eliminarea lui A se seriu ecuatiile astfel

$i —;\y =i —f— }\Zﬂ -

¢

Ay = A%z -

b0 |
| =3

Adunind se obline (A% 1) [x i ﬁ]: 0, adici

b

P

z=— =,

2

Locul ciutat este directoarea parabolei,

Exercitii si probleme

234. Si se afle locul geometric al punctelor M care satisfac relatia
aMA? - BMB? = ]2,
A, B fiind dou# puncte fixe, iar «, B, k nigte coeficienti constanti.

[Cere.]
235. Si se alle locul punctelor eare satisfac relatia

MA* + MB? + MC®* = k2 (const.),

A, B, C fiind trei puncte fixe. Generalizare in cazul a n puncte fixe.

? b
[Cere cu centrul in centrul de greutate al triunghinlui ABC. Sc va considera
si cazul cind A, B, € sint coliniare.]

236. Se da o dreapti siun punct fix O exterior dreptei. Dacd P este mobil
pe dreapta datd i M = OP astfel ¢cd OM - OP = £k, si se afle loenl punctu-
lni M.

[Originea in O. Un cerc care trece prin 0.]
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237. Se cere locul punctelor care au raportul distantelor la doud puncte
fixe constant.
[Un cerc. Cind constanta este 1,cercul devine medialoarea segmentului
determinat de cele doudl puncte.]
238. Se cere locul geometric al punctelor din care se pot duce tangente
cu lungimea [, la cercul cu centrul w(a, b) si cu raza r.

[M punctul al edrui loc se cere, T punctul de tangenti. Relatia geomelrici
este wlM? = wT? - TM2. Locul este cercul concentric curazal/r? - [2.]

23D, 54 se determine pe dreapta 3z — y + 4 = 0 punctele din care se
pot duce tangente de 4 unitdti lungime la cerenl 2% - 2 — 62 + 2y = 0,
[Intersectiile dreplei cu cercul ale ciirni puncle an fangentele de 4 unilati

2 A
fatd de cercul dat. M(— 2, —2); N [— —; l—*) ]

bl 5
240. 58 se gdseascd punctele care au tangentele de lungime 3 unititi
fatd de cerenl 2? + y2 — 4 = 0 si tangentele de |/5 unildli fatd de cercul

2? 4 y*: — Tz — 14y 4 20 = 0. : ‘
[M(— 2,3);N(178, iJ]

241. 54 se afle locul geometric al intersectiei dreptelor
s=24cose; y=—1—sing
[Cercul (x — 2)2 4 (y + 1)2

== 1

242. 54 se alle locul piciorului perpendicularei dusd din punctul A(1, 5)
pe o dreaptd care trece prin punctul B(5, 3).

[Cercul cu diametrul AB,]

243. Extremibitile unui segment de lungime constanti aluneci pe doui
drepte perpendiculare. Se cere locul mijlocului segmentului.

[Cercul cu centrul in origine.]

244, Se cere locul punctului care imparte intr-un raport dat % segmentul
ce uneste un punct M de pe cercul (C), cu punctul fix 4. Caz particular
k= —1.

i [Cere.]

245. Fiind dat un cere, se cere locul mijloacelor coardelor ce ‘trec prin-
tr-un punet fix.

[@ cenltenl cercului si A punctul Iix. Dacit 4 este interior cercului, locul
este cercul cu diametrul dw. Se vor discula celelalle caznri,]

246. O dreaptd variabild (A) care trece prin punctul lix A taie axa Oz
in M. Se ia pe Oy punctul N, astfel ca ON = OM. Se cere locul intersectiei
dreptei (A) eu perpendicluara dusid din NV pe ea.

' [4(a, b). Locul ecsle 2?4 y* — (¢« — bja — (a + bly = 0.]
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947. Ta capctele seementului AB = 2a se ridicd perpendicularele AU
I
si BV. O dreapta ce trece prin A taie pe BV in N, iar alta care trece prin
B taie pe AU in M. Se cere locul geomelric al intersectiei dreptelor AN
§i BM, stiind c& AM - BN = 4da?.
[Simetria arati ci mediatoarea segmentulni AB se ia ca axd Oy.
Cercul a? + y* — a® = 0.]

948. Se di un triunghi dreptunghic ABC. S& se giseascd locul pune-
tului M astfel ca perpendicularele ridicate in A, B, € respectiv pe MA,
MB, MC si fie concurente. ;
[Cereul circumseris friunghiului.]

249. Se dau axele dreptunghiulare Oz, Oy si o dreapti (D). Se cere locul

ptung y U] !
geometric al punctului M carve are proiectiile £, ¢, I pe cele doud axe gi
pe dreapta (D) in linie dreaptd.
[Cercul circumscris triunghinlui format de axe §i de dreapla (D). Teorema
lui Simson particularizatd la triunghi dreptunghic.]

950. Se dau trei puncte A, B, € in linie dreaptd. Si se afle Tocul punc-

I ¥ 2y P
telor de contact al tangentelor duse din A la un cere variahil ce trece prin
B si C,

[Originea in A; B(b, 0), Cle, 0). Cercul z2 + 92 — be = 0, Sec poate
folosi pulerea punctului penlru Jungimea tangentei.]

951. Se dau doui cercuri cu centrele in e si o’. M fiind un punct mobil
pe axa radicald a celor doud cercuri, se cere locul geometric al mtersectiei
perpendicularelor ridicate in o $i @', respectiv pe Mo g1 Mo’

[Mste indicat si se aleagil drept axe, linia cenlrelor i axa radicalid a celor
douit cercuri. Locul este mediatoarea segmentului wo’.]

% 952, Se dau punctele P, Q si un cerc fix cucentrul pe dreapta PQ.
Fie M, N capetele unui diametru variabil al cercului. Se cere locul inter-
sectiei dreptelor MP gi NQ.

[Originea in centrul cercului. Pla, 0), Q{b, 0), M(r, cose, r sine),

Dl 2 z - 2
N{—r cos«,—r sina)., Locul esle cercul (.r—— i ] —}—y2=r'1(”_h):|
7 (@ + 0)?

(*) 253. Doud cercuri de centre O 51 0' se taie in 4 si B. Prin A se duce
0 secantd variabild, care intilneste cele doud cercuri, respectiv in A7 gi V.
Se cere: a) locul mijlocului segmentului #NV; b) locul intersectiei dreplelor
OM si O'N.
[a) Cerc cu centrul la mijlocul distantei centrelor. h) Cerc care trece prin
cele doud cenlre.]

954, Intr-un cerc se duc doi diametri perpendiculari AR si CD. O
dreaptd variabild ce trece prin C taie diametrul AB in M gi cercul in N,
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Si se afle locul geometric al intersectiei paralelei la C'D, dusd prin M, cu
tangenta la cerc in N (5.G.M., VI).

[Originea fn centrul cercului. A(r, 0), €0, 7) Se gisesc ecna‘giile-

2= 4 pr;y = — r. S4 se aleagd locul veritabil gi sil se explice de ce apar
celelalte. ]

9255. Se diun punct 4 si o dreaptd (D). Prin A se duce o secanta varia-
bild care taie dreapta (D) in M si in acest punct se ridicd perpendiculara

pe (D). Pe aceastd perpendiculard se poartd segmentul MN = MA. Si se,

oigeascil locul lui V.

[Se ia (D) ca axii Oy si perpendiculara din A pe (D) ca Oz. Locul esle
hiperbola echilatera raporlati la aceste axe, cu un viel in A7

956. O tangentd variabild intilneste in A7 gi M’ tangentele duse la extre-
mititile axei mari ale anei elipse. Se cere locul geometric al intersectiel drep-
telor MA' s1 M'A.

: ccc 8 AR e 5 5 b
[Ehpsu en axa mich pe jumitale. Seia MA = nsiatunci M'A = jﬁ ]
'

257. O elipsi are axa mare AA’ =2 BB’ O tangenld variabild taie
tangenta dusd in B in punctul V' i tangenta dusa in B’ in punctul N’. Se

cere locul intersectiei perpendicularelor duse din IV gi N respectiv pe BN*

si B'N.
[Cercul a® 4 y* — 0% = 0.]

958. O paraleli (A) la una din asimptotele unei hiperbole intilneglte
hiperbela in punctul M. Tangenta in A7 la hiperboli taie aceeasi asimptota
in V. Se cere locul geometric al intersectiei dreptei (A) cu paralela dusa
prin N la a doua asimptola,

2a? -

959. So cere locul geometric al mijloacelor coardelor paralele dintr-o

1o |
%

elipsit san hiperbold.

[Un diametru al cenicei (segment).]
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260. Pe o prabold se considerd un punct M variabil si simetricul sin M'
fatd de axa de simetrie. Se cere locul geometric al intersectiel langentel in M
cu paralela dusd prin M’ la axa de simetrie (S.G.M. I11).

G

261. Pe o parahold se considerd un punct M variabil gi simetricul siu M"
fatd de axa de simelrie. A fiind un punet lix pe axa parabolei, se cere locul
geometric al intersectiei dreptei MA cu paralela dusd prin M7 la axid (S.G.M,
111). '

b2

2

[y? 4~ 2p (@ — 2a) = 0. Paraboli.]}

262. Fie F focarul unei parabole, M un punct mobil pe ea si A un punct
fix pe axa de simetrie.

Sit se giseascd locul intersectiei dreptei MF eu paralela dusd prin A la

tangenta in M.
5S4 se dea gi o solutie geometricd (5.G.M. VIII).

[Gerc cu cenirul in F si cu raza FA,]

263. Se di o parabold, un punct A pe axa ei gi dreapla (D), perpendi-
culard pz axd, trecind prin simetricul hui A fata de virf. Tangenta intr-un
punct M al parabolei taie dreapta (D) in N. Si se alle locul geometric al
intersectiei dreptei MA cu paralela dusd prin N la axa parabolei, cind M
descrie curba. Particularizare cind A coincide cu virful parabolei. -

{é/z — ple — a) = 0; caz parlicular a = 0.]

264. Se di parabola y* — 2pz = 0. Se ccre locul punctului A, astfel
»a Langentele duse din M la parabold sd determine pe langenla la virf un
segment de lungime datd a. i

[y2 — 2px = a®. Acceasl parabold, 'd-ep]asal..’i astlel ca penlru z =0,

Yy = I(L.J

265. Se di un cere gi o dreaptd (D). Sd se afle locul punctului M astflel
ca tangentele duse din M la cercul dat sa lie egale cu distanta de la M la
dreapta (D). Particulariziri.

[Se ia (D) ca axd Oy si pqrpenl’licu]ard din centrul e al cerculuica Ox.
Locul este parabola y® = 2ax — («®* — #2). Cazuri particulare: 1) o = r;

2) — = 1r;.3) »r=0.]

146

Probleme recapitulative

1. Se dau dreptele 3v — 4y + 6 = Osidzr — 3y — 9 = 0. Si se deter-
mine paralela la a doua bisectoare a axelor de coordonate, care si [ormeze
intre cele doud drepte un segment de 5 |/2 unitiiti.

[Doud solutii: y = —a 4+ 50 si y = —a — 20.]

2. Sa se afle virfurile unui triunghi, cunoseind mijloacele laturilor
P(3, —1), Q(1, 7), R(—4, 3).

[Fie Az, y,), Blay, v,), Clxy, 14). Se scrie ¢l P este mijlocul Tui AB etc.,
si se obtine nun sistem de ecuatii.]

3. Se impart laturile BC, CA, AB ale unui triunghi in acelasi raport
I g ; ]
prin punctele M, N, P. Sa se demonstreze cd triunghiul MNP are acelagi
centru de greutate ca si ABC. (Teorema lui Pappus).
4. Fie A(zy, 1 By, 4,), Clzs, y3) virfurile unui triunghi ale cdrui
13 Y1)» 25 Y2), 3r U3 g
laturi le notdm cu a, b, ¢. Sd se demonstreze ci centrul cercului inseris tri-

unghiului are coordonatele
2 — 2% + bxy 4 emy | y — ayy + bys + cy,
i e L a+ b+
[Fie AA’ bisecloarea si J centrul cercului inseris. Se tine seama de ra-

AB o Jd” ]

rapoartele si ——

b. O dreaptd variabili care trece prin punctul A(0, 5) taie dreptele
z—2=0gx — 3 =0, respectiv in B si €. S& se arate ci:

a) Paralela dusd prin B la OC trece printr-un punct [ix.

b) Aria triunghiului OBC este constanti.

c) Exista o pozilie a dreptei 4 BC, astfel ca 97 BOC = 45°.

Pentru acest caz si se calculeze celelalte unghiuri ale triunghinlui OBC
(E. Mortun).

l:a) Functul fix J (U» ) ;b)) §= il unitili pitrate; ¢) A= — 2 si
3 2
2 ii i i 13
A= — ?, A liind coef. unghiular al dreptei ABC. Pentru A = — _E,,_ .

i
tg B = —9, th:E.]

6. Care sint punctele din plan care satisfac sistemul:
20 —bhy +4=0; 24+ 2y —3 >0; 32— 4y +2 < O?
2) Sa se alle lungimea segmentului de dreaptid pe care sint situate pumnce

tele gisite.
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3) Dacd se permuti circular semnele =, >, <, se obtin inci doud sis-
teme. Care dintre ele este incompatibil?

7. Se dau patru puncte A, B, C, D intr-un plan oriental si se cere locul
geometric al punctului M astfel ca sit avem relatia intre arii:

Syap + Sucp = Suse + Supa
[O dreapti.]

8. Se di unghiul drept 0y, o dreaptil oarecare (D) gi un punct mobil M
pe (D). Fie P si Q proiectiile Iui M, respectiv pe Oz gi Oy. Se cere:

a) Loocul geometric al intersectiei paralelei duse prin P la (D), cu per-
pendiculara dusd din @ pe (D).

b) Locul intersectiei paralelei duse prin Q la (D) cu perpendiculara dusi
din P pe (D).

¢) unghiul celor doud locuri geometrice.

[Locurile sint doudi drepte perpendiculare.]

9. C(a, b) este un punect fix din planul axelor rectangulare Oz si Oy,
jar A i B proiectiile acestui punct pe axe. Prin €' trece o dreaptd mobila
pe cave se proiecteazi punctele A gi B, respectiv in €’ si C", ale céiror proiec-
tii pe AC sint respectiv A’ gi A”. Tot punctele C’' i C" se prolecteazd pe
BC in B’ gi B". Toate proiectiile [iind ortogonale, se cere:

a) S se arate cil oricum s-ar roti dreapta mobild in jurul punctului €,
dreapta A" B” are o directie [1xi.

h) Si se afle locul descris de mijlocul segmentului A'B".

¢) Idem, locul mijlocului segmentului A”B’ ($e. Polit. Buc., Lucrare
partiald, 1939).

[a) m= — = sithy -2-3+ 20 1=0; c¢) ax — by = a* — Db
b 3a 3b
Cele douit drepte-lo¢ geomelric sint perpendiculare.]
10. Se dau punctele A(0, 1), B(4, 2), C(2, 3) si se cere:
a) locul geometric al punctelor care satisfac relatia:

MA2 + MB2 — MC? = 20;
b) locul geometric al punctelor care satisfac relatia:
MA? - MB* — 2MC? =17,
c) sd se cerceteze dacdl existdl puncte in plan care si satisfacd deodatd
ambele relafii.

[a) Gercul 22+ y? — 4z — 12 = 0; b) dreapta y = 2; e) My [2(1 +
+1/3), 21; My2(1—1/3), 21]
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1. Se dau dreptele (D) ax + 3y — 10 = 0 si (D') 4z + by — 20 = 0,

unde @, b sint paramelri reali.

1, Si se determine i sd se reprezinte multimea punctelor M(a, b) astlel
ca dreptele date sd fie paralele. Se creeaza astiel o corespondentd intre punc-
tele M si perechile de drepte (£, D). S& se determine in special punctul M,
pentru care (D) si (D') coincid.

2. Si se determine punctul M/, astfel ca distanta intre dreptele paralele
(D, D) s tie de b unitati.

3. Si se determine mullimea punctelor N pentru care dreptele (D,D’)
sint perpendiculare. '

4. S& se caute locul geometric al intersectiei dreptelor (D), (D’) care
salisfac conditia de la (1) si sd se interpreleze rezultatul gisit.

5. Locul geometric al intersectiei dreptelor (D) si (D’) care satisfac con-
ditia de la (3).

4 3
4. D || D7, decinu se infersecteazd. Totusi calenlul di 22 4 3y — 10 = 0,

loc rezultat din nedelerminare, deoarcce (D) = (D). 5. cerc.]

! ; 5 48
1. @b = 127 M (2, 6): 2. My | =, -—]. 3. Dreapta 4a + 30 = 0.

12. Se dau doud axe perpendiculare Ox, Oy si punctele A, B pe axa Ox.
Se duce cercul fix (C) descris pe OA ca diametru, iar prin punctele date
A, B un cere variabil (C’), care taie cercul (C) in 4 si in punctul mobil £.
Si se giseascd locul punctului al doilea de intersectie M, al dreptei OP
cu cercul €7, eind acest cerc variazi (C.G.M., XXIX).
[4(a, 0), £(b, 0). Ecnalia locului se desface in a® L y* — ax = 0 si
& — b= 0. Gea din urmi este locul cerut.]

Ve +1 )

Vot 1

13. Se d& curba y= si fie M punctul unde curba

taie axa Oy. S5 se arate cii:

a) atunci cind A variazd, curba rdmine tangentd dreptei y = 2:
b) tangentla la curbd in M este in acelagi timp tangentd cercului cu cen-
trul in origine si cu raza r = 2 (S.G.M., VIII).

14. Se considerd o elipsd si o hiperhold, avind aceleasi semiaxe @ si b
axele lor find suprapuse.

1) O dreaptd dusid prin centrul lor comun taie elipsa in O si hiperbola
in Q. Si se determine aceastd dreaptd, astfel ca tangentele in P siQ la curbele
respective sa fie perpendiculare inlre ele.
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2) Pe una din tangentele comune la cele doud curbe, si se determine
un punct M, astfel ca tangentele duse din M la elipsd gi hiperbold (dife-
rite de tangenta comund) sd fie perpendiculare intre ele (5.G.M., IV).

2 i ‘
[1) y =+ g x, care taie curbele in punctelereale. Tangentele sint paralele
= 2
“

cu bisectoarele. it
2) Donit solutii: M (a, [/ — 2w+ |/5a®+ 6°) si simetricul siu fati
de Oz].

15. Fie A punctul unde directoarea unei parabole date 'inti]negte axa
ei de simetrie: Se duce cercul cu centrul in A, tangent exterior parabolei.
O secantd variabild care trece prin virful parabolei taie cejr{.}ul in punctul fV
si parabola in M. Sd se afle locul geometric al intersectiei tangentelor in
M 1 N la parabola i la cerc (S.G.M., V).

[x 4+ 3p = 0, paraleld la Oy.]

9 2
16. 1) S4 se arate cd pentru ca patru puncte, allgezate pe par alhol'a Y
— 2px = 0 si lie conciclice, ordonatele lor trebuie sd verilice relajia

Yo+ vty + Yy =0.
2) Fie A si B douit puncte fixe pe o parabold. Un cerc variabil care trece
prin A gi B mai taie parabola in M gi V. : .
Tinind seama de relatia de la (1), sd se afle locul geometric al intersec-
tiei tangentelor in M si N la parabold (S.G.M., VI).

[1) Qe elimini « intre ccuatia parabolei si a unui cerc oarccare si se géseste
o ecuatie de gradul al IV-lea in y, fdrd termenul de gradul al Tll-lea,

a® b2 (Ctz ] (@i
i 2 s, Bl—, 8], M|—, a|, ¥ » Bl
2) Fie 4 [2}) ; a] (2,!9 )] 2p 9

- o+ B a-+ b
Avem o -+ B+ a + b= 0. Se giseste locul y = e S )

paraleld la Oz.]

17. Se di elipsa raportati la axele sale i parabola care are virful in
centrul elipsei, iar focarul /' comun cu al elipsei. : :
1) Si se arate cd aceste doud curbe se taie sub unghiul dat de relatia

1 i P ! s '
b = Vemti) (e = excentricitatea elipsei)

2) Distanta de la unul din punctele de intersectic J pina la focar este

MF =279 (s.6.M., VII).

@+ c

18. Raportate la un sistem de axe ortogonale se dau punctelle:/i(—2, O):
B(4, 0), C(0, 3) si dreapta (d) de ecuatie y = p. Dreapta (d) intersecteazd
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segmentul AC in D gi'segmentul BC in E. Se noteazd cu D’ $i B’ respectiv
proiectiile lui D si E pe AB. '

1. Sd se determine p astfel ca cercul cn diametrul DE sii fie tangentla
AB, apoi si se alle coordonatele punctului de tangenti.

2. Si se afle locul geometric al centrului dreptunghiului DD'E'E
eind p variazi.

3. Si se determine valoarea lui p pentru care aria dreptunghiului DD'E'E
este maxima.

(Bacalaureat, iunie 1968)

A

19. Se dd mulfimea de elipse care anu aceeagi axid mare AA’ = 9q. Pe
fiecare elipsi din aceastd multime se considerd punctul P din primul cadran
x0y, care se proiecteazd in focarul F(m, 0) si se noteazi cu ¢ proiectia ori-
ginii axelor pe tangenta in P la elipsa.

a) Sa se determine $i si se figureze arcele de curbi (C) 81 (P) pe care se
gdsesc toate punctele €' si P corespunzitoare elipselor din multimea dati.

b) Se noteazd cu K intersectia tangentei in P la una din elipse cu axa yy’,
iar cu [ intersectia tangentei in P la curha (P) cu tangenta in € la curba (C).
Si se caleuleze coordonatele punctelor K si [ gisdl se interpreteze rezultatele.

¢) Si se afle ecnatia acelei elipse din multimea datd, pentru care unghiul

ascutit  format de cele doud langente in P la elipsé gi la curbi (P) are valoa-
rea maxima.

"2
[a) (C) a* + ¥  —ay=0; (P)y=— 2 4 @, numai arceledin cadra-
a

_ =
nul 1. b) &0, a); (KGT‘- 5 (.'] , A semiaxa pe Oy. ¢) tg ¢ =

i{jﬁ;li;;\g . Elipsa ciutald 2% 4 232 — 2 — 0].

20. Se di cercul (C) de ecuatie 22 + y* — R* =0 si un punct M mobhil
pe acest cerc. Fie (C')) cercul cu centrul in M, tangent in P la axa O, iar
(Cy) cereul cu centrul in M, tangent in () la axa Oy. Fie DE coarda comuni
a cercurilor (C) si (C)), iar F'G' coarda comuni a cercurilor (C) si (C,). Drep-
tele MP i DE se intersecteazs in /, iar dreptele MQ si I'G

se intersecteazi
in H.

1. 84 se arate cd punctul 7 este mijlocul segmentului M P.

2. Sa se afle locul geometric al punctului / cind M parcurge cercul (C).
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3. Si se arate cd suma distanlelor punctului O la dreptele DE si FG

esle constantd, atunci cind M parcurge cercul (C).

4. Sé se exprime aria triunghinlui JOH in functie de abscisa punctului M
si de raza cercului (C) §i sd se afle maximul acestei arii cind M descrie
cercul ().
(Bacalaurcat, innie 1967)

[2) Elipsid.]

91. Si se serie ecuatia paraboleiraportata laaxa @'z caaxid de simetrie,
punctul £(3, 0); pe aceastd para-

axa y'y ca tangentd la virf si eu focarul in
ate cit punctul de intersectie NV

bold se considerd un punct mobil P. 54 se ar

al perpendicularei dusd din O pe tangenta in P la parabold cu dreapta P,

se deplaseazd pe cercul 2* - y? — bz = 0.
(Bacalaureat, augnst 1970, enunt partial)

Si se dea si o solutie pe cale geometrici.

99. Se dau ecuatiile z2 — y* = 5 §i &y = 6.

1. Si se precizeze ce curbd reprezintd fiecare ecnatie si s se afle coordo-

natele punctelor de intersectic ale celor doud curbe.

9. Si se serie ecuatiile tangentelor la cele doui curbe in punctul Jor eomun

M situat in primul cadran i sd se verifice ci ele sint perpendiculare.

3. Tangenta la prima curbd in M intersecteazd asimptotele acestei curbe

in punctele 4 si B, iar tangenta la curba a doua, in acelagi punct, intersec-

teazd asimptotele curbei a doua in punctele C gi D. S& se arate cd punctele

A, B, C, D sint virfurile unui patrat.
(Bacalaureat, iunie 1966)

[) M3, 2), M(—3, —2.]
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