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Capitolul 1

& 1. Coordonate carteziene in pian
Fie un plan € si d o dreaptd oarecare din planul 8. Fie 0, A € d doud puncte
distincte §i B multimea numerelor reale. Prin azioma riglet admitem ca existd o

functie bijectivd f :d — R, f(M) = x, care indeplineste urmétoarele conditii:

1) £(0) =0, f(4)>0;

. unde PQ este distanta dintre punctele P si Q. O asemenea functie se numegte sis-

tem de coordonate pe dreapta d, iar dreapta d pe care s-a fixat un sistem de coordo-
nate se numeste axd de coordonaie. Punctul O se numeste originea sistemului de
coordonate, iar sensul de la O la A pe axd se numeste sens pozitie. Numérul real x
se numegte abscisa sau coordonata punctului M in sistemul de coordonate considerat.

Prin traditie, in loc de f(M) = z se scrie M(x) si se citeste ,,punctul M de ab-
scisd (coordonatd) z* sau ,,/M de z*, iar sensul pozitiv pe axid se marcheazd printr-o
sigeatd. Axa de coordonate se deseneazi ca in figura I.1 si se noteazd cu Oz. Punc-

. tul 7 de abscisd 1 se numeste punct unitate.

- R =0 Z

Fig. 1.1 Ml-x) I7-1) 0fg) (1) M(x) x

Fie (Oz, Oy) o pereche ordonatd de axe ortogonale in
planul €, cu originea O comund si cu sensurile pozitive ale

' axelor indicate prin sigeti ca in figura 1.2. Acest ansamblu

z0y. Punctul O se numeste originea reperului.

poartd numele de reper cartezian in planul € si se noteazi cu j‘
|
|

Observafie. Punctele unitate J pe Oz si J pe Oy (0I=0J) i

. impun scara desenelor. Evident aceste puncte nu trebuie

' sd fie neapdrat nominalizate in desene (fig. 1.3) I
1

Fie M un punct din planul  in care s-a fixat un reper
cartezian xOy. Paralela prin M la axa Oy intilneste axa Oz
in punctul P, iar paralela prin M la axa Oz intilneste axa Oy

in punctul Q. Fie z coordonata lui P pe axa Oz siy coordo- Fig. 1.2

Denumirea ,,carteziene® provine de la nul:nele latin al matematicianului si filosofului francez
René Descartes (latinizat— Renatus Cartesius) (1596 —1650) care a fundamentat geometria anali-
ticd in plan ca o metodd ce a inlocuit studiul figurilor geometrice plane prin studiul perechilor
ordonate de numere reale, convertind rationamentele sintetice in rafionamente algebrice sau
invers. Conceptul de coordonate definit de Descartes a fost prima contributie fundamentali la
dezvoltarea geometriei de dupd Euclid (aprox. 365—300 i.e.n.)




nata lui @ pe axaQy. In acest fel punctului M (fig. 1.3) i se ataseazd o perechg
ordonatd unicid de numere reale (z, y). Functia f:8 — R2, f(M) = (z, y) ests
bijectivia si se numeste sistem de coordonate cartezian definit de reperul zOy
pe planul @. Prin traditie, in loc de f(M)=(x, y) se scrie M(z, y) si se citest
»punctul M de abscisd z si ordonatd y“ sau ,punctul M de coordonate carteziens
x sty sau M de z 51y~

Fig. 1.3

f
| |
f !'
7l Fig. 1+ | f

Axa Oz (prima axd) se numeste aza absciselor, iar axa Oy (a doua axi) se nu-
meste axa ordonaielor,

_ Cazurt particulare: originea O este caracterizatd prin perechea (0, 0). Punctul

unitate 7 de pe axa Oz are coordonatele (1, 0), punctul unitate J de pe axa Oy are

coordonatelev(o,i). Toate punctele de pe axa Oz sint caracterizate prin faptul cad au
ordonata nuld, toate punctele de pe axa Oy sint caracterizate prin faptul cd au ab-
scisa nuld.
Punctele de pe o dreapti paralelii cu axa Oz au aceeasi ordonatd, iar punctele |
de pe o dreaptd paraleld cu axa Oy au aceeasi abscisa (fig. 1.4) ‘
Axele Oz §1 Oy impart planul € in patru regiuni
I = {M(z, y) | >0, y>0}, T = {M(z, y) | z<0, y>0},
-III:{M({L‘, y) | <0, y<< 0}, IV = {M(z, y) | z>0, y< 0},
numite cadrane deschise. Multimea {M(z, ) | z € R, y >0} se numeste semipla-

nul superior deschis, iar multimea {M(z,y) |z &€ R, y<0} se numeste semipla-
nul inferior deschis.

§ 2. Form

In planul & considérdm reperul cartezian zQOy si punctele M, (z;, ),
My(zs y,) care pot fi confundate sau distincte.

‘Presupunem cd M, # M,, iar segmentul [ M,M,] nu este paralel nici cu axa
Oz nici cu axa Oy (fig. 1.5). Notdm cu Py, Q,, respectiv P,, Q, picioarele perpendi-
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17 P(z,,0) RIG,0) X Fig. L

cularelor coborite din M, respectiv M, pe axe si cu R punctul de intersectie a drep-
telor O4M; si P,M,. Distanta MM, se poate exprima in functie de coordonatele
celor doud puncte utilizind teorema lui Pitagora pentru triunghiul dreptunghic
M,RM,impreund cu axioma riglei (pe axe). Rezults

MM, = V(mz — x)2 + (Y — ¥1)%

Aceastd egalitate are loc si in cazurile: M, = M,, M, # M, s1 M, M, | Oz (hg. L.6),
M, # M, st M M,| Oy (fig. 1.7). De aceea este numitd formula distanier dintre
punctele oarecare M (zy, y,) 51 My(z Ys).
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Reamintim de asemenea coordonatele mijlocului segmentului [ M, M,]:
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PROBLEME

Este util ca rezolvarea oricdrei probleme de geometrie si inceapid cu dese-
narea figurilor corespunzitoare.

1. Si se arate cii punctele A(0, —2), B(1, 1), C(2, 4) sint coliniare.

Solugie. Avind in vedere pozitia relativd a punctelor A, B, C, observim cd
AB + BC = AC este o conditie necesard si suficientd pentru coliniaritate. Aceastd
egalitate este satisfdcutd deoarece AB = /T =002 +[1 —(—2)F= /10,
BC=)2—17F (k- 1)F=|/T0, AC = /2 — 02+ [4 — (=2)F=2)/10.

2. Fie a, b, ¢ tréi numere reale fixate. S3 se arate cd punctele A(a, 2a — 1),
B(b, 2b — 1), C(¢, 2¢ — 1) sint coliniare. .

3. Un triunghi are virfurile A(—2, —1), B (1, 2), C(0, 5).

1) Si se calculeze perimetrul .triunghiului.

2) Si se determine aria triunghiului si lungimea indl{imii corespunzitoare
celei mai scurte laturi.

4. Aceleagi date ca gi in problema precedentd.

1) S& se ordoneze misurile unghiurilor triunghiului A BC.

2) Sa se determine coordonatele mijloacelor laturilor triunghiului A BC.

3) Si se giseascd coordonatele centrului cercului ~ircumscris triunghiului
ABC §i raza acestui cerc.

5. In plan fixidm reperul cartezian z0y.




54 se figureze punctele corespunzétoare elementelor produsului cartezian
{01 3, 6} X {_2'1 0, 3, 5}.

Sé& se giseascd cea mai micé gi cea mai mare distantd dintre aceste puncte.

Existd# in aceastd mul{ime trei puncte care s determine un triunghi isoscel?
Dar echilateral?

Solujie. Elementele produsului cartezian sint date in tabelul 1. Dacd notim
A0, —2), 0(0, 0), B(0,3), €(0,5), D@3, —2), E@3,0), F(3,3), G(3, 5), H(6, —2),
K(6,0), L(6,3), M(6,5) obtinem figura 1.8.

TABELUL 1 G
p G
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6 (6, =2) | (60 |6 3) [(6 5)
Fig. L8

Se observil cd OA = 2, iar figura 1.8 pune in evidentd ci acest numér repre-
zintd cea mai micd distantd. Analog, AM = HC = |/ 85 este cea mai mare distant.

Deoarece OB = BF, OB__BF triunghiul OBF este dreptunghic isoscel. Nu
existd nici un triunghi echilateral intrucit triunghiurile isoscele ce se pot forma sint
fie dreptunghice, fie au lungimea jumitatiibazei si lungimea indl{imii numere in-
tregi.

6. Doua gosele perpendiculare sint reprezentate ca axele Oz si Oy ale reperului
cartezian z0y. Punctele A si B din cadranul intii reprezintd doud localitdti. Sa
se determine punctul M = Oz si punctul N € Oy astfel incit lungimea drumului
(linie frintd) AMNB si fie minimd.

7. Fie punctele A(1,3), B(5,1). Sa se determine abscisa punctului € de pe
axa Oz astfel incit AC = C'B si abscisele punctelor D,, D, de pe axa Ox pentru

P T N -
care p(AD,B)= T w(AD,B) = 2

Indicagie. Fie C(z, 0). Deci AC =1 (z—12+9, CB=1)/(z—5)F + 1
si se obtine z = 2. Dacd D(x, 0), atunci DA? 4 DB? = AB? etc.

8. Fie C(1, 3). 54 se determine un punct 4 pe Oz al cdrui simetric fatd de ¢
este situat pe Oy.

Q@ L »

§ 3. Panta unei drepte oblice

In planul € fixdim reperul cartezian z0y. Axa Oz si toate dreptele paralele
cu ea se numesc drepte orizontale. Axa Oy gi toate dreptele paralele cu ea se numesc
drepie verticale. Dreptele care nu sint verticale se numesc drepte oblice.

Intuitiv este clar cd dreptele oblice d,, d,, d; din figura 1.9 au diferite incli-
néri fatd de axa Oz. Aceste inclindri fatd de orizontald pot fi caracterizate cu aju-
torul tangentelor unghiurilor pe care dreptele respective le fac cu axa Oz.

6

| B

Ne concentrdm atentia’ asupra unei sin-
gure drepte d (fig. 1.10). Notdm cu s semicercul
de razd 1, cu centrul in origine, situat in semi-
planul superior (y >0). Paralela prin originea O
a axelor la dreapta d intersecteazd semicercul ¢
in punctul P. Prin definitie, unghiul dreptei d

TN
cu axa Oz este AOP. Notdm acest unghi cu
(d, Ox) st mésura lui in radiani cu 6 & [0, =].
Definitie. Fie d o dreaptd oblici si

N T
6 =u (d, Ox)# 5 Numiirul real tg 0 se
numegte panta dreptei d sau coeficientul Fig. L9

unghiular al dreptei d gi se noteazi cu m.

Cu excepfia dreptelor verticale (care nu au pantil), orice alty dreaptd
are pantd (unicdl). Unghiul dintre dreapta d si axa Ox este obtuz dacd si numai
dacd panta lul d este negativi; unghiul dintre dreapta d si axa Oz este ascujit dacé
si numai dacd panta lui d este pozitied; unghiul dintre dreapta d si axa Oz este
nul sau alungit dacé si numai dacd panta lui d este zero. Unghiul dintre dreapta d
gi axa Oz este drept dacé §i numai dacd d este paraleld cu Oy (verticalil).

Fig. L10

Teoremdid. Fie d o dreaptd oblici pe care fixdm doud puncte distincte
My(zy, 11), My(zg yo)- Panta m a dreptei d este dati de formula:

Ys — ¥
m=-=—"—-= 1, # x,.
Ty — Xy

Demonstrajie. Urmirim figura 1.10. Deoarece AOQP ~ A M RM, gisim

QP ___RM2= Ya— U
OQ MIR I'z —— CE]_

e

m=1tgh =

Analog se trateazii cazul unghiului obtuz. De asemenea se observi ci formula
datd in teoremd nu depinde de alegerea punctelor distincte My, M, sinici de ordi-
nea lor. Altfel spus numérul m este acelagi atit timp cit M. 1 §1 M, sint doud puncte
distincte ale aceleiagi drepte oblice.




Dreptele verticale sint paralele intre ele.

Paralelismul dreptelor oblice poate fi descris cu ajutorul pantei.

1) Doud drepte oblice paralele au aceeasi pantd, intrucit admit aceeagi para-
leld prin origine.

2) Daci doud drepte oblice au aceeasi pantd, atunci ele sint paralele intru-
cit determinid cu-Ozx unghiuri congruente.

in concluzie este adeviratd urmétoarea teoremd.

Teoremi. Dreptele oblice d, si dy,de pante my respective my,sint paralele
dacd st numai dacd m; = M. ‘

Multimea formatd din dreapta d si din toate dreptele paralele cu d se nu-
meste direcfia dreptei d. Fiecare dreaptd este un reprezentant al directiei din care
face parte. O directie poate fi verticald sau oblicd (in particular orizontald) dupi
cum este reprezentantul ei. Caracterizarea paralelismului dreptelor oblice prin
_aceeagi pantd“ permite si definim panta unet direclii oblice ca fiind panta uneia
dintre dreptele ce apartin directiei respective.

O dreaptd orizontald este perpendiculard
A pe o dreaptd verticald. Rimine s8 gdsim o

Y conditie de perpendicularitate pentru doud
W %« drepte care nu sint respectiv paralele cu axele
TN —~—— de coordonate.
Ty = Teoremd. Dreptele dy si d,, de pante
B 2 m,, respectiv m,, sint perpendiculare dacd st
‘éw;’;,}' numat dacd mymg = —1.
A (7} . . 5
— a Demonstrajie (fig. [.11). Fie My(zg Yo)
punctul de intersectie a celor doud drepte,
; = —x My(zy, y;) un alt punct pe dy §i My(zs ¥s)
un alt punct pe d, Panta dreptei d; este
Fig. L11 my =-L— Y0 jar panta dreptei d, este
Ty — Xy
My S " Yo Perpendicularitatea dintre dreptele d, si d, este echivalenta cu
Ty — Ty

teorema lui Pitagora in triunghiul M MM, Dar MM} + M M} = M, M} <
< (2 — x0)* + (y1 — Yol? = [ — )" S (g — Yo)? = (xg — 21)% 4+ (Y2 — 1)? =
< 23+ yE — Ty, — Yol — ToTz — Yolz + 1%y + Y1Ys = 0« (11— yol(ya — ¥o) +
+ (2 — 2)(Tz — Tp) =0 & mym,y = 2l

PROBLEME

1. S se calculeze pantele dreptelor care determind respectiv cu axa Ow

]/23 -+ arccos (— %) si aretg (— Z;i) |

. . - & ™ s .
unghiurt de masurd 9 T resm
+ arctg 1.

2. Fie punctele A(2, 3), B(3, 5). Si se determine panta dreptei AB si coordo-
T

S P
natele punctului C de pe Oz astfel incit p(ABC) = 5

»

—3 . ; 0—
o = 2. Fie C(z,0). Deci mge = -3
AB 1 BC este echivalentd cu 10 =z — 3 si deci z = 13.

3. Se dau punctele A(5, 6), B(13, 6), C(11, 2), D(1, 2). S& se arate cd patru-
laterul ABCD este un trapez si 58 se determine mésurile unghiurilor pe care le
fac laturile lui cu axa Oz.

Solufie. mup =

Conditia

4. (Continuare) S se determine pantele suporturilor diagonalelor trapezului
ABCD g misurile unghiurilor pe care acestea le fac cu axa Oz. S se calculeze
aria trapezului A BCD.

5. Se dau punctele A(0, —2), B(1, 1), C(2, 4). Sint A, B, C coliniare? De ce?

Solufie. Panta dreptei AB este myup = —1-1_—(—02—)— =3, lar panta dreptei
h—1 _— -
BC este mge = T 3. Rezultd cd dreapta AB coincide cu dreapta BC si

deci 4, B, C sint coliniare.

6. O dreaptd care are panta —2 contine punctul A(—1, 3). Care este abscisa
punctului M, de pe dreaptd, care are ordonata —4?

7. Dreapta d are panta 2 si conyine punctul A(1, 1). 5S4 se determine punctele
lui d care se afld la distanta 1 fatd de A.

8. Utilizind formula distantei sau pantele suporturilor laturilor si diagona-
lelor, sd se caracterizeze patrulaterele ale céror virfurl sint

1)  4(-2,2), B(2, —2), C(4, 2), D2, 4);

9. Si se giseascd v & R astfel incit dreapta determinata de punctele A(—2, v),
B(1, 1) sa fie paraleld cu dreapta determinati '
e punctele C(—1, —1), D(4, v% 4 v). 7 H

10. Fie paralelogramul ABCD. Se duc |
bE 1 BC, AE | AB. Si se arate cd ‘\\i

rEl) Bl AC.
Solugie. Continutul acestei probleme este | \\ %

tdependent de fixarea unui reper cartezian
plan. De aceea se preferd reperul cartezian /\

are simplificd calculele. : // \— /

Fixdm reperul cartezian 20y ca in _ Mo > 1B
rgura 1.12. Rezultd A(0, 0), B(b,0), Cle, 1), A | :
Nd, 1), c—d=10b>0, r >0, ca elemente

e — Fig. 1.12
ixate inifial in problemd. Fie E(0, y).

anta dreptei BC este

, lar panta dreptei CE este L
s

e Relatia
r L
FZT T Ly gl e r® — be 4 ¢
= _;C .t r
1




Dreapta ED are panta £ = Y , lar dreapta AC are panta P Deoarece

r—y

r. r—4 . ' . r—ysﬂi’ adicy
¢ c— b ¢

¢ —d=>5b>0, gisim =

'
C

ED | AC.

11. Fie pitratul ABCD si M € BD — {B, D}. Punctul M se proiec'tgazé.
pe AB, AD in M', respectiv M". S& se arate cd perpendiculara din M pe M', M’
trece prin punctul C. ‘

¥

. Ecuatia dreptei oblice

determinata de un punct st Ge 0 paiitd

|

O dreapti oblicid d este bine determinatd printr-un pynct‘{llo(:cm_yo) cd
gi prin panta m (care dé directia dreptei). Ce conditie trebuie 83 verifice z g1 y pen-
tru ca punctul M{z, y) si fie situat pe dreapta d?

Teoremi. Fie dreapta d definitd prin punciul ﬂi[o(zo, yo) €d si prin
panta m. Punctul M(z, y) aparfine dreptei d dacd si numat dacd y — yo = m(x — Tl

Demonstrajie. Evident, My(zo, y,) € d satisface relatia din teorems. De ase-
menea punctul M(z, y) # M2y, Yo) apartine drqp}ei d dacd si numai dacd panta
datd este egald cu panta calculata (fig. 1.13), adica

m:_y__yg_‘ zqég‘_,u.
Z— Xy

Afirmatia ,,dreapta d este multimea punctelor M(z, y) cu proprietatea (z, ¥) €
€ R? §i y — y, = m(z — z,)* este prescurtatd prin d:y— Y= n'%(:v — Z)-

Aceastd ecuatie este de forma y = mz + n, unde m este panta, 1ar n = Yo —
— mz, Numérul real n se numegte ordonata la origine deoarece dreapta @ inter-
secteazd Oy in punctul (0, n).

In particular, ecuatia dreptei oblice care trece prin origine, z, = 03 Yo = 03
§i are panta m este y = mz. Pentru m = 1 oblinem y = z care este“e:?ua;za primei
bisectoare a unghiurtlor axelor de coordonate, lar pentru m = —1 glsim y = — &
care este ecuajia celet de a dona bisectoare a unghiurilor axelor de coordonate (fg. 1.14),

r |
I 4 g1
7R | £ 4 o
4

Fd
A.U"/I-!' [x 4 J] ) ‘:"" b /
,-"/ N\ 3, \_‘5 /,/ g
L‘T/ : P
r 4 ’ ¥
- > \| /
AM(z,, Jf{r,j SR Rt ., | SRS
/ AN -
e / 7] ™ o
a / x S/ |\
= 1.’[‘ P o ‘
¥ es "% / I |
/ -
Fig. L.13 Fig. L.

Comentarii. 1) Fie m si n doud numere reale date, m # 0. Functia # : R — R,
(z) = mx + n se numeste funcfie de gradul intii (afind). Graficul ei este dreapta
de ecualie y = max 4 n. Functia f este strict crescitoare (descrescitoare) daci
gi numai dacd panta m a graficului sdu este strict pozitivd (negativi).

2) Dacd m este fixat, iar n este un parametru real, atunci ¥y = mz +n
reprezinti orice dreaptd paraleld cu dreapta y = maz.
i Dacd m si n sint parametri reali atunci ¥y = mz - n reprezinti orice dreaptd
oblicd din plan.

Dreptele oblice care trec prin origine se reprezintd prin ecuatia y = ma,
unde m este un parametru real.

PROBLEME

1. Se déi triunghiul de virfuri A(—1, 3), B(2, —1), C(3, 6).
Sd se giseascd:
1) ecuatia dreptei AC;
2) ecuatia paralelei prin B la AC;
3) ecuatia mediatoarei segmentului [BC];
4) ecuatia medianei din C;
5) ecuatia indl{imii din C.
6 —3

Solujie parfiald. 1) Panta dreptei AC este m =m

3
= — . Aceastd
4
pantd si punctul A(—1,3) fixeazd ecuatia y — 3 :% (z +1) sau, in forma
. .. 1
carteziand explicitd, y = % s _g %

2) Orice paraleld la AC are panta m = % - De aceea paralela prin B la AC

are ecuatia y +1 = % (z — 2) sau explicit y = %3: — %
3) Mijlocul M al segmentului BC are coordonatele (—;- .—;) Panta dreptei
6 —(—1 "
BC este mge = —3—(—2—) = 7. Mediatoarea segmentului BC este dreapta per-
pendiculard pe BC ce trece prin fnijlocul M. Astfel mediatoarea are panta
1 1 . ; 5 1 5
m=— =— —sgleualila y — —=— —|p— =|.
Mpe 7 2 7 ( 2)

. 2. Cantitatea z de cloroform necesard pentru a tine adormiti o persoan
tmp de h ore poate fi gésitd din 42 — 3 =5z — 6 | h. Aceastd ecuatie repre-
zintd o dreaptd?

.. ..3. Pentru a produce z unitéti de marfd un atelier cheltuieste y lei, dependenta
fiind datd de tabelul urmitor

z | 0 30 60 90 120

y | 212 222 232 242 252

. Si se determine functia de gradul intii asociatd acestui tabel. Citi lei se chel-
tuiesc pentru a se produce 42 de unitdti de marf?

4. S& se arate ci orice dreapti oblics din planul z0y este paraleld sau coincide
¢u una dintre dreptele d) de ecuatie y = (A3 — 1)z.

11




Indicatie. Problema revine la a ardta cd functia f: R— R, f(3) = »* —1
este surjectiva.

5. Si se verifice cd triunghiul de virfuri 4(3, 3), B(6, 3) si C(3, 6) este drept.
unghie isoscel. S se scrie ecuatiile medianelor gi mediatoarelor triunghiului A BC,

Solujie pargiald. AB? = (6 —3)2 4+ (3 —3)2=19, AC?®=(3 —3)? + (6 —
—3)2=9, BC*= (6 —3)* 4 (3 —6)>=18, AB* { AC? = B(*

6. 1) Stiind cd A(1, 2) este piciorul perpendicularei duse din -origine pg
dreapta d, sd se scrie ecuafia dreptei d. '

2) S& se giseascd proiectia punctului B(—2, 1) pe dreaptad: 2z 4+ y +1 =0

3) Si se scrie ecuatia dreptei ce trece prin punctul C(1, 3) si este echidistanti
de punctele M,(—1,0), M1, —1).

4) SH se determine coordonatele simetricelor punctului D(—1, 2) fatd de
dreapta d : 2 4 y + 1 =0 si fatd de punctul £ (—1, —4).

III:'.-.f‘-ll Nillcdta

Dou#i puncte distincte M,(x;, 3,), Ma(2, ys) determind o dreaptd unicd d.
Daci z, = z,, atunci dreapta d este verticald si are ecuatia z = z;. Daci
Y, =y, atunci dreapta d este orizontald si are ecuatla y = y;. Dacd z;, # zy
atunci dreapta d este oblicd (fig. 1.15). Ecuafia. carteziand a dreptei oblicg

Y ¢ ! f(’_',_.;,'/'!} ITa
" P t Y =
. ’ AM(x,, Y, ) O R
| : AP i
,‘J_ . .F.- E '{)‘jl o . . X _h_,i o 3
| d | v
Fig. 116
d este determinatd de punctul M, (z,y,) si de panta m = Y2 — U1 . Astfel
Ty — T
y =
d:y —y, = 22—+ Y1z — ).
Ty — Iy

Dacd (z, — 2,)(¥, — %1) # 0 (adicd dreapta nu este orizontald si nici verti
cald), atunci ecuatia dreptei d se scrie echivalent sub forma:

Wi Wil
Yo — U

Uneori se utilizeaz aceastd reprezentare chiar dacd (zy — z,)(ys — ¥1) =0
fn acest caz se face conventia ci dacdl un numitor este nul, atunci numarétoru]q

respectiv trebuie egalat cu zero. Evident, datoritd ipotezei M, # My, numitor

nu se pot anula simultan.
Un calcul imediat aratd cd ecuatia anterioard se poate scrie folosind deter

minantii. De exemplu,

Ty — Iy

8
S
2
ey
e
{
o

12

55

Condifia de coliniaritate a trev puncte M; (z;, y;), L = 1, 2, 3 se scrie:
T3 Y 1
T Y2 1] =0.
T3 Ys 1

Ecu‘az,fia dreptei prin tdieturi. Fie d o dreaptd care nu trece prin origine si
nu este nicl orizontald nici verticald. Intersectiile sale cu axele Oz si Oy se numesc
taceturt. Dacd A(a, 0), B(b,0), ab # 0, sint tdieturile, atunci ecuatia dreptei d

ge poate scrie sub forma = -{—% =15
a

DI 1
IBLEME

4 2
1. Se dau punctele A[— = 2), B(—E)—,é), C(4,5). S se ghseasch scuatia

dreptei AB si sd se verifice cd punctele 4, B, € sint coliniare.

:c—l-i x+i
Solujie. Dreapta A B are ecuatia 5 - /X i y—2 , adicd -
J I
5 B 5
Yy — 2 b+ g 5 —12
— - Deoarece 5 W punctul C se afld pe dreapta AB,
5

adicd punctele A, B, C sinl coliniare.
2. S5 se scrie ecuatiile dreptelor fixate prin urmitoarele perechi de puncte:
(1) A(—2,1), B(1,2); (2) A(5,7), B(—1, —2); (3) A(2,0), B(0, 2).

—1 y—2

g

téietu_ri‘. Sd se gliseascd ecuatiile simetricelor dreptei d fata de axele Oz, Oy si fati
de origine. ek

3. Se di dreapta d: =~

. Sd se scrie ecuatia dreptei d prin

& Y 2
+1=2_ 2,
—1 3 3

13 Y — 1. Ultima este ecuatia prin taieturile A (% ; 0) , B0, 5).

Solugie. Ecuatia dreptei d poate fi serisi in formele

T
“1——|—

w |

5
8 ’

(S8

x
5
3
Pentru a géisi ecuatia simetricei unei drepte d, fatd de un punct M sau fatd
de o dreaptd d, este suficient si gésim coordonatele simetricelor a doui puncte
ale lui d; fatid de M respectiv d,.
Simetrica dreptei d fatd de axa Ox este determinati de tiieturile

5
. A(’;,O), B'(0, —5). Deci ea are ecuatia — 4 24— — 1.
5] d 5

—5

3
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Analog simetrica dreptei d fald de axa Oy are ecualia — + & = 1, iar

& =
- 5
1

i 5 0
simetrica fatd de O are ecuatia — + Y __ 1. Se observi ci aceste ecuatii

—§ " B

3

se pot obtine din % + % = 1 prin schimbiérile y — —y (simetrie fati de axa Ox),

3
x — —uz (simetrie fatd de axa Oy) respectiv
’ ¥ -y

4. S& se determine ecuatiile simetricelor dreptei d; : — = + 2y — 1 =0,
fatd de dreapta d, : z — y = 0 si respectiv fatd de punctul A(—2,5). :

5. Se dau punctele A(S 0), B(3, 6), (0, 3). Dreapta BC taie axa Oz in D
si dreapta AR taie axa Oy in E. Sa se arate cd mijloacele segmentelor [0B], [AC],
[DE] sint coliniare.

6. Care patrulater are doud laturi paralele, iar punctul comun diagona-
lelor apartine dreptei determinatd de mijloagele celorlalte doud laturi?Justificati
rdspunsul. ~

==t (simetrie fatd de origine).

ba -A?eﬁ.':.“ & = A B =as P o RS P 1. - dss1-1:14
S ©= FUNCLILL Caie LHiibal L& UIE SESgiilicil

Fie My(2y, y1), Mgz, y,) doud puncte diferite care determind segmentul
[M,M,] st dreapta M,M, Fie M c M M, — {M,}, M(z,y). Numirul

MM, , .
N ~ 30, dacd M € [M,M,),
MM,
| dacd M € MM, — [ M, M,]

se numeste raportul in care punctul M imparte segmentul nenul [ M;M,]. Evident
k#1.

Teoremi. [Fie segmentul nenul [ M;M,), Mz, v;), 1 = 1,2 si numdrul
real k # 1. Coordonatele (z, y) ale punctului M care imparte segmentul [ M, M,] in
raportul k sint

i I el )
B T TR P

1— 4%

Demonstrajie. Fie x;, < x,, y; < yo (fig. 1.16) 5t M & [M,M,). Tinem seama
de teorema paralelelor neechidistante,

MM, _ PP, _ Q0

k — —_— —
MM, PP, Q0Q»
2 ; ; 2y — kxy
Rezultd z — z; = ko — x,), ¥y — yy = k(y — y,) sideciz = 5 % "
y = %—:% Analog se demonstreazi celelalte cazuri

14

-

Observatii. 1) Pentru k£ = 0 obtinem punetul M;(zy, y,), iar pentru k = —1
obtinem mijlocul segmentulm [ MM 2] Pentru k& < 0, punctul M este interior seg-
mentului [ M,M,], iar pentru k €.(0, 1) U (1, oa), punctul M este exterior seg-
mentului [ M, M,], pe dreapta M,M,.

AL T 7 Fig. 116

2) Privim pe k&€ R — {1} drept parametru. Relatiile z = —%—%.

—k v ; oo ; :
i 9'11—52 se numesc ecuajiy parametrice. Ele reprezintd reuniunea semidrep-

telor deschise determinate de punctul M, pe dreapta M, M, Eliminind pe k
din cele doud ecuatii parametrice géisim ecuatia carteziand a celor dou# semidrepte,

g % Y,
g 2z Y — Y
Ecuatia sub formd de rapoarte a dreptel M,M, este ol PR G 1
Ty — o1 Ya — U

Valoarea comund a rapoartelor precedente este un parametru real z. In ipo-
teza cd M(z, y) = My(xy Yo), valoarea lui ¢ este 1; in ipoteza cid M(z, y) fixat
este diferit de My(z,, yz), valoarea lui ¢ este chiar raportu] in care punctul M, im-
parte segmentul [M M,). Deci

T —dy Y=

Ty — Ty Yo— U1

=t tcR
sau echivalent
[ T = T + (Za — @),
Y=+ g —yphteR
Aceste ultime egalitdli se numesc ecuajii parametrice ale dreptei M, M,.

Segment. Fie punctele M;(z;, y;), ¢ = 1, 2. Se observd imediat ci segmentul
[M,M,] este caracterizat prin

{ z = 2, + (23 — )i,
Y=y + (¥ — y)t,t €[0,1]

y = (1 — 8y, + ty, t €[0,1].
Pentru ¢t =0 ob{inem punctul M,(z,, y,), pentru ¢ =1 gésim punctul

sau altfel scris

Mo( x4, y5), iar pentru t = % se gaseste mijlocul segmentului [ M, M,], adicd punctul

Zy + =y1+?fz.
2

2

de coordonate 7 =

4]



6. Se dau punctele A(—1, 0), B(1, —32). S& se determine:
1) coordonatele simetricului lui A fatd de B, '
2) goordonatele punctului M care imparte segmentul [AB] in raportul
kE{ﬁ—,L—i, 'rr}. |
3
7. Fie punctele A(4, 3) si B(1, 1). Simetricul lui B in rapo

P 7 9) § » 1) ] rb cu dreapta OA
este punctul C. S& se afle coordonatele lui C si coordonatel.cfa punctului %J care
imparte segmentul [ BC] in raportul cos « (Discutie dupi «).

Evident, punctele corespunzdtoare lui ¢ & (0, 1) sint puncte interioare pentru
segmentul [ M; M,] si ordinea din [0, 1] induce o ordine pe [M;M,].

Centru de greutate. Fie punctele distincte M;(z;, y;), ¢ = 1, ..., n si numerele
reale m;, { = 1, ..., n cu proprietatea m; + my + ... + m, # 0. Punctul G(z, y)
definit prin

_ MyTy A+ Mgy + o = MpTy - myyy + mays + ...+ Maln

— 1

my + mg 4 ... + my my 4 my 4 o A My 8. S# se verifice cd mijlocul segmen-

se numeste centrul de greutate al sistemului de puncte (My, M,, ..., My) relatie la tului care uneste mijloacele diagonalelor unui
sistemul de ponderi (mg, mg ..., My ). patrulater de virfuri My(=z;, ), i = 1,2, 3, 4
Daed m; = my = ... = m,, atunci se spune cd sistemul de puncte este omogen. | este centrul de greutate al sistemului omogen

In acest caz centrul de greutate are coordonatele.

m=$1+xz+--‘+mn y=y1+yz—|—...+yn.

1
n n

de puncte (M,, M,, My, M,).

. Solugie (fig. 1.17). Coordonatele mijlo-
cului A al segmentului [M,M,] sint

xA:_m4+x21 y :.94‘1—342,

2 v 2 X / 4

iar coordonatele mijlocului B al segmentului

In particular, pentru n = 2 obtinem mijlocul segmentului [3,M,], iar pentru
n = 3 obtinem coordonatele centrului de greutate al triunghiului M, M,M,.

PROBLEME
§ (12, 0,] sint ay :’31_*;&, G %ﬂ
Wil 31). Si se scrie diverse ecuatii ale dreptei d determinati de punctele My(—1, 2), Mijlocul G al segmentului [ 4 Bilabecootabietils Fig. 117
| 1" <gfanp z ;
Solugie. Ecuatia carteziani sub formd de rapoarte: 2 _; =4 T rg =2 : o & i B —Z gl Yo = 1A +¥ _ ¥t yst+ys + ys i
: 2 g : 2 4
ecuatie carteziand sub formé de determinant: adicd G este centrul de greutate specificat in. problemi.
1 9. Pe inlti din A : el . Z '
z4+1 y—2| &y ety ' Inatfimea din A a triunghiului 4 BC fixeazd punctele D si E. Perpen-
AR o E ow [ e e il 45 6 1C deemint ey o
1 5 . mala. ; "‘ate ca a doua diagonald a acestui pa :
| perpendiculard pe mediana din 4 a triun hiulgi. Sl s
1 5 7z Y - g
ecuatia explicitd: y — 2 = 5 (z+1); ecuatia prin tdieturi: = + ?ET =19 .

ecuatiile parametrice x=—142t, y=241t ¢t & R.

2. Aceeasi problemd pentru M (—1, —3), N(0, —1).

3. Ecuatiile migcérii uniforme a unui punct material M(z, y) sint z =5 —
— 2t, y = —3 + 2t, unde ¢ € [0, co) reprezintd timpul.

1) Care este viteza lui M?

2) S# se giseascd distanta parcursi de la momentul ¢, = 0 la momentul
ra—10:

Solujie. Se observd c# ecuatiile parametrice date reprezintd o semidreaptd
determinatd de punctele M,(5, —3) i N(3, —1) care corespund la ¢ =0, respectiv

Heuatia Y Yy = me— : . { R 2 __
. , T Dige o) 8i ecuatia explicitd y = mz + n sint ecuatii

de gradul intii in z, y (sau in R2), echivalente intre ele. Apoi ecuatia dreptei sub
Blorma £ — 51 _ Y — %
L e L
fcuatie de gradul intii in , y.

(unde numitorii nu se anuleazi simultan!) este tot o

Forma generald a ecuatiei de gradul intii in 2, y este -

ar + by + ¢ = 0,
Unde coeficientii @, b nu sint simultan nuli (a2 + b* > 0).

{ = 1. Perechea (—2, 2) reprezintd componentele vectorului vitezﬁ,_a; = —32 ?—Q— 2.
1) Marimea vitezei v este v = V=2 +22=2 ) 2 )
2) Pentru ¢, = 0 obtinem punctul M,(5, —3), iar pentru ¢, = 10 obtinem
punctul M,(—15, 17). Distanta cerutd este My M, = |/800 = 20 |/ 2 = oty — 1,)-

4. Aceeasi problemé pentru z =1 — t, y = —1 4+ 3, ¢ &[0, co). Dacd b # 0, atunci aceasti ecuatie se transcrie  y = — G e ge si, in

b. Ce reprezintd ecuatiile: : b b

af o s A g {x — Rost o taport cu reperul :vO_y, reprezintd dreapta de Panté m= — % s1 ordonati la ovi-
yzyo—i—vt, y=yu+w:




Pentru ¢ = 0 ecuatia t(ax -+ by + ¢) = O reprezinti planul €.

gine n = — L . Daci b= 0, a # 0, atunci ecuatia este echivalentd cu z = — — 4) Consideram dreapta d:ax - by + ¢ = 0. Pentru trasarea dreptei d in
b raport cu reperul cartezian este necesar si determindm fie un punct si panta, fie

s T : c | doud puncte distincte.
si, in raport cu reperul 20y, reprezintd paralela la Oy prin punctul (— o 0) 5) Fie punctele distincte M (zy, y,), My(2s, y,). Pentru a gisi ecuatia carte-

zian# a dreptei M, M, ne putem servi de ecuatia generald a unei drepte, ax 4 by +
_+ ¢=0, a, b, c= parametyi reali, a® 4 0% # 0, dupd cum urmeazd.

3 Punem conditia ca (%, ¥1) §i (%5 ¥,) 8@ verilice ecuatia generald. Rezulta
gistemul liniar omogen

Consideratiile precedente constituie demonstratia teoremei urmaétoare.
Teoremé. In raport cu reperul cariezian 20y, orice dreaptd esie caracteris

zaid prinir-o ecuajie de forma
ax + by + ¢ =0,

unde a $i b nu se anuleazd simultan.

Ecuatia az + by + ¢ = 0 in R?, pentru care a2 4 b% # 0, se numeste ecuajia
carteziand generald a unet drepte. Deoarece f:R*— R, f(z, y) = az 4 by + ¢,
a? + b% # 0, este un polinom de gradul intii in z si y (funcjie afind!), deseori se
spune cd dreptele sint curbe algebrice de ordinul intii.

{ax1+by1—|~c=0,
azy + by +¢=0

de doud ecuatii cu trei necunoscute (a, b, ¢), dintre care @ §i b nu se pot anula si-
multan. Se rezolvd sistemul precedent si valorile gidsite pentru (a, b, c) se inlo-
cuiesc in ax 4 by + ¢ = 0. : ;

Deci ,
d = {M(z, y)| (z,y) € R, ax + by + ¢ =0, a® + b% # 0} PROBLEME
. sau mai scurt . 1. Stiind cd M,(3, 4) este piciorul perpendicularei coboritd din origine pe
4 i ‘ .‘ L 4 b : d:az + by +¢=0, | dreapta d, sd se scrie ecuatia dreptel d.
/ / v 0,590 ‘ A G « £
\ (%" " : Fie dreapta d datd prin ecuatia | lut - ito d AR : it e
| y ! i carteziani generald az 4 by + ¢ — 0 $i‘4 Solufre. Dreapta d este determinatd de punctul A (3, 4) s1 de panta ;
s A ) Mo(zg, Yo) € d, adicd axy + by, + ¢ = 0.} De aveea ecuatia carteziand implicitd a dreptei d este 3(z — 3) + 4(y — 4) = 0, adica
. : [ : . ’ ! I p Y
—~ 7" Rezultd ¢= —az, — by, §i reinlocuind§ 3z - 4y — 25 = 0. _ :
\ “5 (%, Y, obtinem “d: a(z — zg) + b(y — o) =0:L 2. Se dau punctele A(1, 1), B(2, 3) si dreapta d :z — 4y 4-7 = 0. Sd se
_. n \ Dreapta ce trece prin M(zg Yo) € @ S} {etermine coordonatele punctului C& d astfel incit triunghiul ABC sé fie isos-
i \ este perpendiculard pe d are ecualia} (.| .y haza [AB]. . ‘
P ¥ AN \ E= T o Y= Yo s numeste normala| 8. Si se scrie ecuatiile parametrice ale dreptei d’ ce trece prin punctul M1, 2)
' i a b : ; § si este perpendiculard pe dreapta d: 3z — 2y + 2 = 0. S& se giseascd proieciia
Fig. L18 dreptei d in punctul M, (fig. 1.18). incazulf lui M, pe d si simetricul lui M, fatd de d.
. ] 4. In patrulaterul convex A BCD, E este mijlocul laturii [A B] si F mijlocul
b # 0 rezulti panta m =— — gi ecuatia dreptei corespunzitoare se poate scrief laturii [CD]. Si se demonsireze cd decd AB nu este paraleld cu CD, atunci mij-
B loacele segmentelor [AF], [CE], [BF], [DE] sint virfurile unui paralelogram. S5a

in forma carieziand explicitd se arate cd acest paralelogram nu poate fi romb sau patrat.

y = mx + n. Solujie. Fixdm reperul cartezian zQy ca in figura I.19 gi notdm cu L, M, N, P
) ; . i mijloacele segmentelor specificate. Tinind seama de ipotezele problemei putem
Ecuafia generald a unei drepte ce trece prin origine, este serie
‘ ax + by = 0. F(d.—;—b’e—;c),L(d—kbtt—Za'e—Zc),M(%’%)‘
Dacd b # 0, atunci putem scrie y = mz, m = — %- ;

N(d-l-b-l-Zﬂ, e - c)1 P(—d‘—. i],

4 4 2 2
unde ¢ >0, e >0, ¢ # e. Utilizind pantele gisim LM || PN, LP|| MN si deci
LMNP este un paralelogram.

Dreapta LN este orizontald, iar dreapta P ecte oblicd. De aceea diago-
nalele [LN] si [ PM] nu pot fi perpendiculare, adici LMN P nu poate fi romb sau
patrat.

5. Se considerd functia f, :R—R, foz)=alz4+ 1|+ |z—1]| +
+ (2 — a)zr — a = 1, unde a este un parametru real. S& se determine valorile
lui @ pentru care f, este bijectivd si apoil si se giseascd inversa f; 1. Sd se deseneze
graficele functiilor fg §i /7%

Comentarii. 1) Fie dreapta d:ax 4 by + c¢=0, a®+4 b # 0. Punctul
Mz, yo) se afld pe dreapta d dacd si numai dacd az, + by, + ¢ = 0.

2) Considerdm dreapta d: 2z + 3y + 1 = 0. Punind z = 1 gésim y = ~
adici d trece prin punctul de coordonate (1, —1). Analog constatdm ci d con{ing
z—1 y41
‘ —3 2
De aici se obtin ecuatiile parametrice ¢ =1 — 3¢, y = —1 +2¢, ¢t € R.

3) Pentru fiecare t& R — {0} dreptele de ecuatii az + by + ¢ = 0 si (az |
+ by + ¢) =0 coincid. Deci ecuatiile a,x + by + ¢, =0, af + b} # 0, a,r
+ byy + ¢, =0, @i + b} # O reprezintd aceeasi dreaptd daca gi numai dacd al
coeficienti corespondenti proportionali.

punctul (—5, 3). Rezultd ¢ ecuatia dreptei d este echivalentd cu
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Dide)

Ar-a,o
¥ r ) Fig. L19

§ 8. Intersectia si reuniunea a doua drepte

coincidente, (3) secante dacd si numai aaca
(3) un punct (fig. 1.20).
Conditia de paralelism

Doud drepte sint (1) p.aralele_, (?) 3
intersectia lor este (1) mulfimea vidd, (2) o drea‘.pta ‘
Fie dous drepte de coeficienti unghiularl me, §1 my. ¢
a lor este m, = m,, iar conditia de perpendicularitate este m,m, =

% a, = dj g
2 %
7 A 3
Fig. 1.20

i . = 1 3 ; = 0. Tinind cont de

Fie dy:az +by+e¢,=0 s ‘dz.agm—l—bzy-]—cz Tin 1 e

pante ;:zultléi i&lediat lcﬁ dréptele d, §i dy sint (1) paralele daca ;i numai dac

S L ke (tig. 1.21.1). (2) coincidente daci §i numai daca
ay - bz G

(fig. 1.21.2), (3) secante dac# si numai dacé = :

: e ‘

4 si numai dacd a,a, + byb, =0 (fig. 1.21.3). =

J ecante d,, d, are proprietatea de a fi unicu

ltan ambele ecuatii ale dreptelor d, i dy

ag by
o b—l; dreptele secante sint per
pendiculare dac

Punctul de intersectie a dreptelor s
punct ale cdrui coordonate verificd simu

= n"
14
o =tz
L 2 d Mo
g, =4q i
&,
a
| %
3
]
Fig. 121

o b _ o

' Asadar, coordonatele punctului de intersectie {#M,} = d; N d, reprezintd solutia

sistemului

{alx+b1y-|—01:0
@y + by + ¢ = 0.

Condifia ca trev drepte sd fie concurente. Fie dreptele distincte d,: a;z + b,y +
+¢;=0,1=1, 2, 3. Pentru ca aceste drepte sd fie concurente trebuie si existe
un punct My(z,,y,) §1 numai unul ale cérui coordonate sd fie solutie a sistemu-
Iui liniar

az -+ bly +¢ =0,

a4z + byy + ¢3 = 0,

azz + byy + e3 =0,
de trei ecuatil cu doudl necunoscute (x, y). Se stie insd, de la algebrd, cd un ase-
menea sistem este compatibil determinat (solutie unicd!) dacd si numai daca

a by 01-
rang | a, W | b=
Qg by C3

Aceastd egalitate se retine sub numele de ,condijia ca trei drepte sd fie concurente.
Teoremd. Dacd d; : ayx + by + ¢, =0, dy : ayx + by + ¢ = 0, atunct

dyUdy : (g2 + by + Cﬂ(%@ + byy + ¢3) = 0.

Demonstragie: Fie T = {(z, y) € R?| (a2 +
+ by + )@y + byy + ¢;) = 0}, Trebuie sd ara-
tam cd d, Ud, =I' (fig. 1.22), adicd d,Ud, C T
g ' Cd,Ud,;

Incluziunea d;Ud, C T' decurge din urmétorul
sir de implicatii: (z,, ¥,) € d, U dy = sau (zy, ¥,) E4d,
sau (g, ¥, € dy = sau ayx, + by, + ¢, =0 sau

@y + boify + 03 =0 = (@12, + by, + ¢ ) (upmy + a,J d,
: + by +_C-_’.): 0‘ = (zgy Yo) € I ;
Reciproc: dacd (zy, ¥, € I', atunci (ayz5 + - Fig. 1.22

+ b1Yo + €1)(@sTg + bayy + ¢5) = O si deci cel putin
un factor este zero, si zicem a;x, + by, + ¢ = 0; rezultd (z,, y,) €d, C
& d, Ud,-81 dect I! & d, U d, g

Comentarii. 1) O ecuatie de forma ax? 4+ bzy + cy? =0 cu b% — 4ac >0
reprezintd doud drepte distincte in plan, care trec prin origine. De exemplu, ecuatia
x? + 2xy — 3y? = 0 reprezintd reuniunea dreptelor z = y §i x = —3y. Similar,
ecuatia zy = 0 reprezintd reuniunea axelor Oz si Oy ete.

2) O ecuatie de forma az® - bzxy + cy? = 0 cu b2 — 4ac< 0, reprezintd un
punct in plan si anume originea O(0, 0).

i

" PROBLEME

1. Se considerd dreptele d; 1z — 2y 43 =0, dy:bsr —y — 9 = 0,
dy : 2z 4 3y — 1 = 0 care sint suporturile laturilor [AB], [BC] respectiv [AC]
ale triunghiului 4 BC. .

1) Si se determine coordonatele virfurilor triunghiului ABC.

- 2) Si se scrie ecuatiile indltimilor §i ecuatiile medianelor triunghiului A BC.
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Solutie parfiald. 2) AB:x —2y +3 =0=myp= % =m; = —2, unde

ni, este panta indl{imii corespunzitoare laturii[A B]si ecuatia indl{imii corespunzi-
toare este y +1 = —2(z — 2), care se mai scrie 2z + y — 3 = 0. Pentru cele-
lalte indltimi se procedeaza in mod analog.

Dacd A(—1, 1) si B(3, 3) atunci mijlocul €’ al laturii [AB] va avea coordo-
natele (1, 2). Deci C'(1, 2) si '

T Y 1 : :
GEE 2 — 11=0, CC' : 3z +y— 5 =0.
A 2 1

Analog se, determind ecuatiile celorlalte mediane. :

2. Se considerd punctele O(0, 0); A(6, 0); B(1, 5); C(0, 4). S& se arate cd:
1) patrulaterul OA BC este inscriptibil; ,
2) picioarele perpendicularelor duse din origine pe laturile triunghiului ABC sint
coliniare. :

Solutie parfiald. 1) OA =6, OC =4, AC =|/36 + 16 = |/52, BC =
=T+ 1=V2 AB=)25+2%=|/50,0B=|/1T+25 = /2.
Evident OC | OA dar AC*= BC? 4 BA® = m(B) =90 = m(0 + B) = 180,
deci patrulaterul este inscriptibil. _

Variantd. Se verificd relatia Ptolemeu BC-0A 4 OC - AB=0B- AC.
Intr-adevir, |/ 2-6 +4- /50 = /52 |/26 « 26]/ 2 =26]/2.

2) Se scriu ecuatiile perpendicularelor din O pe laturi {inindu-se seama de

conditia de perpendicularitate a doud drepte. Dupa determinarea coordonatelor
celor trel puncte, se verificd conditia de coliniaritate. 2

3. Si se determine coordonatele centrului cercului circumseris triunghiului
determinat de dreptele d, 4z —y +2=0, dy:z— 4y —8=0, dy:z+
+ 4y — 8 = 0. o)

4. Pe catetele AB si AC ale unui triunghi dreptunghic se construiesc in
exterior, pitrate in care virfurile opuse lui A sint respectiv D si E. 58 se demon-
streze cd dreptele CD, BE si indlfimea AH a triunghiului sint concurente.

Indicatie. Axele de coordonate se pot fixa prin dreptele AB si AC.

; 5. Fie ABC un triunghi oarecare. Si
v R se arate cid ortocentrul H, centrul de greu-

el tate G si centrul O al cercului circumscris
Ca triunghiului A BC sint coliniare.

N Solujie. Se iau drept axe de coordonate
/ /\ latura BA si indltimea DC. Se noteaza

/0X\ e A A(a, 0), B(b, 0) si C(0, ¢) (fig. 1.23).
/ /D // \ Indltimea CD are ecuatia z = 0. De-
// i E \ oarece coeficientul unghiular al dreptei AC
___é‘_i_._% TP, e este — — , se giiseste ecuatia indltimii din

8 o| o A a

Fig. 123

B:azx _byﬁ ab=0. Rezu]tﬁ H (05 _@)'
(&

Medisna din B are ecuatia cx — (¢ — 2b)y — bc = 0, iar cea din C are ecua-

tia 2¢cx 4 (a 4 b)y — c(a — b) = 0. Rezultd G L e

se putea obtine direct cu formulele pentru coordonatele centrului de greutate.
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s 5—) De altfel acest lucru

Mediatoarea segmentului [A B] are ecuatia = i) , lar médiatoarea
2

segmentului [CA] are ecuatia Yy — —;— 5L (a: — f—) . De aceea
7 : c 2
: 2
0(“ il e i ab) . Deoarece
2 2¢ ‘ .
L S
[
a-+b ¢
a-t+b .t ab
1
2 2c

punctele H, G si O sint coliniare.

Notd. Continutul prolgle_mei este independent de fixarea unui reper cartezian
in plan. De aceea se preferd sistemul de coordonate care usureazi calculele. ;

6. Se considerd multimea de puncte M(z, y) ale ciror coordonate verific

ecuatia 12z — 7zy — 1242 = 0. Si se arate ci aceasti mul{ime este reuniunea

a doudl drepte perpendiculare, care trec prin origine.

Solufie. Fie I' : 1222 — Tzy — 1292 = 0, (z o et

7 , (¢, y) € B2 Ecuatia 1222 — 7zy —
— 12942 = 0 in R? este echivalenti cu ecuatia 1272 — = B 5
parametrul y € R. fra L2z 1zy — 12y* =0 in R, cu

Rezultd 1222 — — 12y = — —
G -8y = 0. Des 1 = 0,0 4 v 4, 32 by 0'h 4y b -3y 5 Do
rece m; — %) my = — 3! conditia de perpendicularitate m,m, = —1 se veri-
ficd imediat. ' !
7. Si se arate ci fiecare dintre ecuatiile sistemului
2+ 22y + y* — bz — by — 45 =0
{xz—2zy—|—y2—2x-—|—2y—3=0

reprezintd reuniunea a doud drepte si sd se rezolve sistemul.

&S
e

Presupunem cé sint date doud drepte d; :.a,z + b =03sid,:

i ¥y+6=0s84d,:azx}
-+ by + ¢; = 0 care nu sint paralele sau e .';le. Int y ti — oy
.earacterizaztﬁ prin sistemul linpiiar A et L

[alx-l—bly—i—cl:O,
5% + byy + ¢; =0, @b, — aghy # 0.

Reciproc, dacd se dd un punct M(z,, Yo) atunci el poate fi gindit ca punctul

de intersectie a dreptel nz— i i pri
! rsec ptelor de ecuatii z = z; §i y = y,. Est
trec o infinitate de drepte. e

Definitie. Mulfimea tuturor dreptelor din plan care treec printr-un punct

-‘i?;; llll 45)«3 numegte fascicul de drepte. Punctul M, se numeste. virful fasciculului




{ Teoremi. Dacd punctul M, este deter-
| minat ca inlersecjie a dreptelor d, §t d,, alunct
1_ - ecualia unei dreple oarecare din fasciculul de virf

M, este
rla,x + by + ¢) + s(asr + boy + Cp) = 0,
A st# 0, (ry s) € R2.

i £ Demonstrajie. Intrucit (ra; + sa5)? + (rby +

/ | + sby)2 >0, pentru fiecare pereche (r, s)# (U,_U),

/ | ecuatia serisd in teoremd, fiind de gradul intii in

: necunoscutele «, y, reprezintd o dreaptd d, .
Fig. L24 Intr-adevir, ra, + sa; = 0 §irby + sby =0 unde
ayby — oy # 0 implicd r = s = 0.

Deoarece Mg, 7o) Verificd ecuatiile @,z + by + ¢ = 0 si a5t L by I+
1+ ¢, = 0, verificd si ecuatia din teoremd, deci toate dreptfale_c_zl?.,S trec prin M c,(:r:.,,_yro)u.
Pe de altd parte, pentru flecare M,(z,, y,) al planului, diferit de M (o, Yo)s qx1sta
o singurd dreaptd d, s care trece prin M, i anume aceea pentru care (r, 5) satisface

r(@@, + &+ a) + s(ayzy + boyr + ) = 0, (r, s) # (0, 0).
e numeste ecuajie fasciculului de virf M,.

Numerele reale r gi s sint parametrt, cel putin unul fiind nenul. De aceea
in aplicatii se lucreaza cu @,z + by + ¢ =051 Hay® + by + ¢1) + @@ + by +
+ ¢, =0, fie cu @,z + byy + ¢, =0 s @,z + byy + ¢ + U -+ bzg,'r + ¢y) =_0.

Fie d :ax -+ by =0 o dreaptd care trece prin origine. Directia dreptel d
(adicd multimea tuturor dreptelor paralele sau egalel cu d) se nu.mes,,‘te fas-
ciculul de drepte paralele. Dreapta d se numeste linia de reper @ fascicululut
(fig. 1.25). Evident o0 dreaptd o
linia de reper, are ecuatia

Ecuatia din teorema precedenta s

ar + by +1r =20,

% ecuatie se mai numeste §i ecuajia fascicu-
lului de drepte paralele.

Observajii. 1) Reuniunea” dreptelor
= ' dintr-un fascicul este planul &.

2) Ecuatia fascicululu cind se cunosg—

te vietul My(zg, yo) este r(z — ) +5(y —
ks !/o) = 0’ (I‘, S) & R = {(01 O)}

3) Trei drepte distincte sint concurente
dacs si numai dacd una dintre ele face parte
din fasciculul determinat de celelalte doua.

unde r este un parametru real. Aceast

Fig. 1.26

1. Tntr-un reper cartezian se dau punctele A(r, 0), B(0, s) si M(r,s). S se

scrie ecuatia carteziand a perpendicularei din M pe AB. S4 se arate cd dacd 4 §i |
B sint variabile, astfel incit r + s =1, atunci aceastd perpendiculard trece prin-

tr-un punct fix.

arecare din fasciculul de drepte paralele cu

Solufre. Fie h dreapta ce trece prin M
5i este perpendiculard pe AR (fig. 1.26).

Panta dreptei AB este — < . De aceea ecua-
r

tia carteziand implicitd a lui h este —r(z—r)4 4 1
+ s(y — ) =0, adicd rx — sy + s* —r2=0.

. I:entru r, s variabile, conditia r + s =1 R g oy
implicd r(r +y —2)4+1—y =0, Vr R, |. !
adicd 2 face parte din fasciculul de drepte al o
carui virf este solufia sistemului = 4’y — — s
— 9 — 0,1 —y =0, adic (1, 1), | e
2. Se dau dreptele AB : z — 2y +3 =0
fic:2: —y —3=0, BC:3x+2yJ—_||—_1=0:
! ASa_ se scrlg'ecu‘at,ia carteziand a inaltimii

din A si. a medianei respective in triunghi
| ABC. P nghiul :
| Solujie. Dreptele A B gi AC determiné fasciculul de ecuatie r(z — 2
] 52z —y — 3) =0, r2 4 s% # 0. Aceasta se transcrie sub forgna a:(ry—}:l_Zig i
I y(—~‘25 —8) + 3(r —s) = 0. Alegem dreapta din fascicul perpendiculard  pe
) BC, adlcva punem conditia 3(r + 2s) + 2(— 2r — s) = 0. Rezultd r = 4s. Aceasta
§ impreund cu ipoteza s # 0 conduce la ecuatia 2z — 3y + 3 = 0.

Fig. 1.26

Variantd. P i 0 gi i 2 i ii
resupunind s # 0 gi notind % =, ecuatia cu parametril r, s

se_transcrie #(x — 2y + 3) + 2z — y — 3 = i =)
s Ty Y 0, sau dupa ordonare, (2 + t)z —

Panta unei drepte oblice din aceastd familie este m = 4 g3 it i
_ + 2t 2
| Pe de altd parte panta dreptei BC este m’' = — 3
2
Punem conditia de perpendicularitate mm’ = — 1 si obtinem ¢ ='4. Dupé

inlocuire, se obtine ecuatia inaltimii.

Pentru mediand se poate proceda analog. )

3. Se dau patru drepte d;,:2z4+y—1=0, d\:z2—2y4+3=0
d,:mi—l—ByHZ:O, d'y:— x4+ 2y +3=0. ;
) S& se scrie ecuatia carteziand a i i i
N b . rteziand a drepter care trece prin punctele determi-
2) S& se gaseasca ecuatia carteziand a d i - i
trece prin punctul determinat de d, N d’,. RREE gLt SR et
4. Fiind dat fasciculul “de drepte (1 — #)z -+ (2

. o — 1 g =

8l 24+ y—1=0, se cere: hi s LR
1) sd se determine virful fasciculului;

_f 2) si se determine dreapta din fascicul ie ax 1 i
in M, N astfel incit O M?2- 0?\72 = 4(0?142“:;—1 0332; kel Ry
5. Se.considera fasciculul de virf M, (5, 0 8 itrard di ]
» L ] of5, 0). C dreaptéd arbitrard din fascicul
;18 gre%)tlele dy:y—2=0sid,:y— 3 =0, respectiv in M, $i M, Si se arate
ta paralela dusd prin M, la dreapta OM, trece printr-un punct fix. ‘

6. Fie triunghiul A BC si punctul D fixat i i iului

-  triu 51 pu n planul triunghiului. Pe dreapt
AB 1\?9 E?S%dera _unppunct varllahll M 4 cdrui proiectie pe dre:;gpta AC se nf)tiﬁzg
I A¥, Iie I proiectia punctului A pe dreapta MD. Si E
B e oo i p p D. Si se arate cd dreapta NE
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Solutfie. 1) Elimindm parametrul t gi giisim ecuatia carteziand explicitd a lui

7. Fie m un parametru real si dreapta variabild Gl 1

A 2 2(m® + 2m + 1) + y(— 2m3 — m + 1) — 3m(m? + 1) = 0. Ly, adicd y = o N Rezultd tg cnl et gi deci ¢, = w - arctg (— —]
Cite drepte dj, trec printr-un punct (z, ) al planului? Discutie. | 8 2

8. Ce reprezinti ecuatia ? finalog dy iy =2+ 1 § tgg, =1, adicd ¢, = e

s+y 4+l z—y 1 ] - |
“ 2) Deoarece @; = @g, glsim ¢ = @; — @y = — + arctg (# _2_)

> 10. Calculul masurii unui unghi | 2. Dreptele d T — 3y 4+ 4 =0 si d, 25 —y — 5 =0 determind patru
; ‘ ‘ R b I e e unghiuri. S se giseascd mésura unghiului al’ cirui interior contine originea.
Doua drepte concurente determind patru unghiuri astfel incit cele opusg 3. Sd se determine mésurile unghmrllor triunghiului fixat prin dreptele
sint congruente, iar cele adiacente sint suplementare. Ne propunem si gésim| i :r+y=0, dy:x—2y=—1, 12z —y — 1 =0.
mdsura in radiani a unuia dintre aceste patru unghiuri tinind seama de ecuatiil o 2 Y
dreptelor din care fac parte laturile unghiului respectiv. “ 4. Se considerd dreptele d, : z = e 2] ;;2 , unde m este un parametru

A yh . peal nenul.
o ' N j ™ " 1) Cite drepte d,, trec printr-un punct dat al planului?
2) In familia d,, existd drepte paralele? Dar perpendiculare?

[ I
, r N i = , : 1 o3 :
N Ve ) A, ; v | 3) 54 se arate cd pentru fiecare mj € (1, oo) existd un singur m? € (0, 1)
- S ¥ PR & L See o0 4
N 17 — 0 L R ! . T
il' lj? /’ (AN Hl [ { fastiel incit “(d’m” dm')': Z‘
Fig. 1.27 H;f_.fjf;_f;;"’{ Solutie. 1) Rispunsul se obtine din numdrul solutiilor ecuatiei m2z -} 2m f=

B+ v = 0, cu necunoscuta m # 0 si parametrii reali (z, y). Se constatd c prin
fliecare punct al multimii (OIUOJ) {0} trece o singurd dreaptd d,. Pentru
540 si y#0 ecuatia de gradul al doilea in m are solutii reale numai dacé
1 () Rezulti: prin_fiecare punct (z, y) caracterizat prin zy = 1 trece
Jo singurd dreaptd dp,, prin fiecare punct (z, y) care satisface relatiille zy < 1,
w# 0, y # 0 trec doud drepte distincte, prin punctele (z, y) care satisfac re-
1a n,r >1 nu trece nici o dreaptd.

Fixdm reperul cartezian 20y si dreptele oblice d, : y = myz + ny, dy = ¥
= myx + n, concurente in punctul M o{Zoy Yo)- Se gtie cé m; = tg 9, unde ¢, est
misura unghiului dintre d; si axa Oz, iar m, = tg ¢, unde ¢, este masura

unghiului dintre d, i axa Oz. Fie MM M,, M, €d,, M, € d, unghiul alg
cérei laturi intersecteazd simultan semiplanul superior (fig. I.27). Cunoscind

@y ||d..m- Nu existd drepte perpendiculare.
pantele m; gi m,, misura ¢ a unghiului M,M,M, se poate determina in doui H) Fffm- e iz + Zml’z m, 2y = — mi x 4 2m, g1 m} < mj. Din
— mi + mj s (e
moduri: 1) din tg g, = m,, tg g, = m, se gisesc ¢y, g5 & [0, =] _{ } i apo m, rezultd mj = m Aceasta relatle dovedeste afirmatia
Hdcuta in problema. .

¢ =191 — 9z|; 2) relatiile ¢, > @5, ¢ = ¢; — ¢, - §i ipoteza ¢ # ‘2‘ implicd| 5. Fie A(p, 0), B(g, 0), C(p + ¢, p — ¢), unde p si ¢ sint numere intregi mai

¢ I ari decit unu. Si se cerceteze dacd triunghiul A BC are un unghi obtuz.
tg o = £ Pt € P gi deci misura ¢ este solutia ecuatiei trigonometrice

14 tg @1 82 9y

m —
(ﬂth__?if_—_’¢€[01ﬂ { } § 11. Distanta de la un punct la o dreapta.

Evident, forraula (*) se poate aplica fard precautii privind ordinea dintrej

_ Aria unui triunghi
¢y 81 @y, dar atunci prin ea se gésegte fie mésura unghiului M, M M,, fie misura
suplementului séu. : 1. Fie M(z, y,) un punct din plan si k o ureapti de ecuatie carteziani impli-
Citd ax 1+ by + ¢ = 0. Fie M,(zy, y,) prmectla lui M, pe dreapta h (fig. 1.28).
PROBLEME Lungimea segmentulm [M;M,] se numeste distanja de la punciul M, la dreapia h
- ‘i se noteazd d(M ‘

1. Se dau drepteled, :z =1+ 2%, y=1—1t, tc Rgidy 2 —y +1 =0 Si gisim exprema analitica a distantei d(M,; k). Pentru aceasta fie
— =1 — iz =0

1) 53 se determine masur'lle unglnumlor dintre d,, respectiv d, si axa O ‘ T =z, + ta
2) Si se giseascd mdasura unghiului ale cdrui laturi sint incluse in d;, res s ie R
pectiv d, si intersecteazd simultan semiplanul superior. =1 :
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ecuatiile parametrice ale normalei dreptei
fixatd de punctul M, Valoarea ¢, a luij
corespunzitoare punctului M,(z,, y,) satis
face relatia a(z, + 1,a)+b(y, + 4,0) + c=(F
si decl ea este

My (X5, Yo)

azg + byp+ ¢
at - bh%

b = —

Numirul ¢, impreund cu formula distantej

¥, (x;,97)  M(x,9) dintre doud puncte, conduc la
: d(My; h) = MM, =
Fig. 1.28 — Vo2t —vt = |/ @
si deci
; _Iamn+by0+c|.

Retinem aceastd egalitate ca formula distantei de la punctul Mo(Zq, Yo) la dreapta
h :a:c+by+c:0:

Comentariu. Tinind seama céd dintre toate segmentele ‘[.[?UJPI], 'M € h (per
pendiculara si oblice!) segmentul [M,M,] are cea mai mica Ulun_gn‘ne, rgzulté
d(My; 1) = min d(M,, ). Prezenta coordonatelor si faptul ¢ minimul distans

Meh
fei se atinge . abr: .
probleme de minim ca minimul unui trinom de gradul al doilea.

2. Fie punctele distincle My(2g, Ya)) Ms(zs ys) §i dreapta

dald cu minimul patratului ei, fac posibild tratarea acestel
|

) 1
MMy ¢ |z, Ya 1] =0.
Ty Ys 1

Dacd M,(z, y,) este un alt punct din plan si dacd notdm

1 Y1 1
A=z, Yo >
Tg Ya 1
atunci
| Al

d(My; MoM3) = Vo= 20" T s = i

si in consecintd aria triunghiului M, M,M; este data de formrula

i
G[MlMgMa] :E|A 1 g

PROBLEME

1. Intr-un reper cartezian 20y se dau punctele A(1, —1), 3(31 2) si se cer@
1) Si se scrie ecuatia carteziand implicitd a dreptei AB si sd se gaseasdd
distanta de la origine la dreapta A B. 7 .7 .
Zt) Si se determine distanta de la punctul C(—1, 3) la &rea}pta AB gi sa il
scrie ecuatia dreptei ce trece prin punctul C si este echidistanta de punctele 4

si B.

Lpae s

* triunghiurile MAB, MBC, MCA; si aibd arii egale.

Solufie partiald. 1) Ecuatia sub formé# de rapoarte a dreptei A B ia forma

echivalentd 3z — 2y — 5 = 0. Rezultd

30— 05| . H

- VLR TP

Ecuatia fasciculului de drepte de virf C se scrie r(y—3) + s(z = 1)I="01
r? 5% # 0. Dupd ordonare, in raport cu z si y, ecuatia devine sz -+ ry + s — 3r = 0.

Se calculeazd distantele de la A respectiv B la dreapta datd de ecuatia precedenta
gl dupd egalare se determind r si s. i :

d(0, AB)

2. S4 se calculeze lungimile inaltimilor triunghiului de virfuri A(2, 1),
B(6, —1), C(4, 4). : :

3. Se considerd. dreptele d, :3z + 4y —6=0 s d,:3z+ 4y + 5= 0.
Sd se arate cd sint paralele si 58 se calculeze distanta dintre ele. Generalizarea
pentru drepte paralele oarecare.

Indicajie. my = m, = —%, deci d, | d;, apoi se calculeazii distanta de

la un punct al unei drepte la cealalti dreaptd. Pentru cazul general se procedeazi
analog. !

4. Se dau punctul M(3, 3) si triunghiul ABC determinat de dreptele
AB:xz +2y—4=0, BC :3z +y—2=0, CA:2 — 3y —4=0.

1) S& se calculeze aria triunghiului ABC.

2) Fie P, Q, R proiectiile punctului M respectiv pe OA, OB si AB. S4 se
demonstreze cd punctele P, ¢, R sint coliniare.

3) Sa se scrie ecuatia fasciculului de drepte determinat de dreptele AB si
PQ. Sa se giseascd ecuatia dreptei din fascicul, care trece prin punctul N(O0, 5).

Solutie. (fig. 1.29). 1) {4} = ABNCA=
= A(4, 0), {B} = AB N BC = B(0, 2), _yik
{C} = BCNCA = C(1, —1). Tinind seama de

formuld gidsim o[ A BC] =-—;— | A| =5, unde

|4 0 i B
A=|0 2 5 =—10; R
1 —1 1
| -
2) Dreapta MR are ecualia cartezi-

and explieitd y —3 = 2(z —3). De aceea U

B e
{R}=ABN MR =242y — 4 =0,
2z — y—3=0= R(2, 1). Tinind seama cd __—1 C.
P3, 0), QO0, 3), se verifici conditia de
coliniaritate,

Fig. 120
s SR | 1

0 3 Bls—0:

2 1 1 L

3) Ecuatia fasciculului determinat de dreptele AB si PQ :z +y —3 =0
este r(z + 2y — 4) + s(xz + y — 3) =0, r?2 + s2# 0. Dreapta din fascicul care
trece prin (0, 5) corespunde valorilor r gi s care verificii conditia 3r 4 s = 0,
§ # 0. Ecuatia acestei drepte este 2z + y — 5 = 0.

. Si se gdseascd un punct M in interiorul triunghiului ABC astfel incit
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Indicd;ie. Dacd notim M(a, b), A(zy, ¥,), Bz ¥s), C(zs ys) se obtine

a— fl—_i_—m;ﬂ N — M—?};ﬁfi , adicd centrul de greutate al triunghiului.

6. Si se calculeze aria patrulaterului ABCD avind virfurile A(—2, 2),

B(_‘?') "_1)l C(_Z’ _S)v D(Z? 0)

§ 12. Locuri geometrice

0 ‘mult;,ime de puncte din plan, definitd prin specificarea unor proprietéti :

geometricesale elementelor sale, se numegte loc geomeiric.

In esentd, problemele de loc geometric sint probleme de gésire a unor pro-
prietiti echivalente celor prin care este datd o anumitd multime, sau altfel spus,
. probleme de egalitate a doud mulfimi. Dar rezolvarea unei probleme de tipul (1)
,punciele unei muljimi au proprietatea P dacd §i numai dacd au proprietatea Q“
nu este totuna cu rezolvarea unei probleme de tipul (2) ,sd se gdseascd locul geo-
metric al punctelor care au proprietatea P“. In general, in problema (2) proprietatea
P este datid astfel incit nu este evident cu ce figurd geometricd avem de-a face
(ipotezd!), iar proprietatea Q nu este specificatd. Ea poate fi aleasd de rezolvitor
din multimea proprietitilor echivalente cu P de aga manierd incit sd poatd spune
cu ce figurd geometricd este echivalentd mulfimea datd initial.

" Rezolvarea efectivd a unei probleme de loc geometric constd in urmétoarele:

. 1) Verificarea existenjei unui punct care posedd proprietatea datd, adicd sta-

bilirea fapiulur cd mulfimea datd este vidd sau nu.

: 92) Se considerd un punct (variabil) care posedd proprietatea dald st se sta-
bileste apartenenja acestui punct la o figurd geometricd &. X .

3) Se verificd dacd orice punct al lui § convine, adicd se analizeazd dacd este
suficient ca un punct sd aparfind lui § pentru a avea proprietatea specificatd. De
cele mat multe ori réiese cd nu putem accepta decit o parte &' a lui &.

Figura & este locul cadutat deoarece:

— orice punct care posedd proprietatea datd apartine necesar lui &';

— este suficient ca un punct sd aparfind lui § pentru a avea proprietatea
data. '

Din punct de vedere analitic determinarea unui loc geometric se bazeazd
pe gisirea ecuafiei sau ecualiilor care precizeazd multimea din care face parte
locul geometric respectiv. :

Comentariu. Printre locurile geometrice se disting doud tipuri importante:

— locuri geometrice definite printr-o relatie metrica,

— locuri geometrice definite ca intersectie a doud familii de curbe ce depind -

de acelagi parametru. _

Pentru primul tip de loc geometric este suficient ca intr-un reper cartezian
_convenabil ales, si se transforme relatia metricd intr-una analiticd. Se gisegte
astfel relatia ce trebuie si existe intre coordonatele z, y ale unui punct curent
M si se recunoagte curba loc geometric. )

In cel de al doilea caz, de reguld punctul curent M(z, y), care descrie locul

geometric, apare dintr-un sistem de tipul f(z, v, t) = 0, g(=, ¥, 1) =0, unde 7 este
un parametru real. Prin eliminarea parametrului ¢, se ob{ine ecuafia carteziana
a locului geometric. Uneori este mai simplu sé se determine ecuatiile parametrice
ale locului geometric z = (), y = ¥(?), ¢ € I urmind, daci este cazul, sd se eli-
mine ¢ gi 58 se obtind ecuatia carteziand implicitd sau explicita.
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| i 228 (o
care taie pe A B in punctul C (Z’ 0) . Reciproc / (MRS
: , |

PROBLEME

1. Fie A(1, 3), B(3, 7). Se cer locurile geometrice ale punctelor M ce satisfac
respectiv conditiile:

1) MA%2 — MB*=1; 2) MA? — MB%2 < 1; 3) MA 1 MB.

Solufie. Fie M(zx, y). Atunci MA? = (z — 1)2 + (y — 3)2, MB2=(z—3)2+

— 3 —17

+(y—7)2:mma=y' ,mmazy *
z—1 x—3

1) Conditia datd este echivalentd cu (z — 1)2 + (y — 3)2 — (z — 3)2 —
— (y — 7)2=1, adica 4x + 8y — 49 = 0. Locul este o dreaptd d perpendiculari

pe AB in punctul g. i .
20 10

2) Locul este semiplanul determinat de d : 4z + 8y — 49 = 0 si de origine,
adicd 4z 4 8y — 49 < 0. :

3) Utilizind conditia _mm, = —1 giisim ecuatia locului geometric,
(y =3y —7)+(zx—1)(x—3) =0 sau 2+ y2— bz — 10y + 24 =0 sau
(z—2)*+ (y —5)*=5.

2. Locul geometric al punctelor egal depirtate de doui drepte concurente
este reuniunea bisectoarelor unghiurilor acestor drepte. Si se determine ecuatiile
celor doud bisectoare.

Solufie. Fie dreptele d, :a;x + by +¢; =0 sidy:apx + by + ¢, =0,
unde a,b; — a,h; # 0 (conditia de concurents) si M(z, y) un punct egal depirtat
de d, si d,. Reia@ia metricd d(M, d;) = d(M, d,) este echivalentd cu ecuatia

ey + by 4 ¢ | - |ag-""+ba!l+czl_
Va? + 63 V e} + b3

Tinind seama de proprietitile modulelor rezultd ecuatiile celor doudi bisectoare

"11-'5+b1y+171= az$+bzy+cz_
Vai + 63 Va3 + b3
_ 3. 5i se giiseascd locul geometric al punctelor din plan pentru care diferenta
patratelor distantelor la doud puncte fixe este constanti.

Solujie. Fie A si B doud puncte fixe distincte gi & un numdir real. Ciutim
locul geometric al punctelor M pentru care MA? — MB? = k.

Fie k = 0; atunci MA = MB si deci M descrie mediatoarea segmentului

[AB].
Fie k£ #0 gi O mijlocul lui [4 B]. Fixind reperul cartezian ca in figura 1.30
rezultd 0(0, 0), M(x, y), A(—a, 0), B(a, 0), a> 0 sirelatia de definitie este echi-
valentd cu [(z + @) + y?)] — [(z — a)® +
S 7'l = k, adicd 'z = !{5 Astfel M apartine y .
a ' o2

dreptei d: z = iﬁ , perpendiculard pe AB,
a

orice punct M € d satisface conditia initial S &
81 deci locul geometric cdutat este dreapta d.  A(-2,0) 0|

; 4. Si se giseascd locul geometric al '
Punctelor situate la aceeagi distantd de o
dreapta data. Fig. 1.30

.k |




5. Fie un fascicul de drepte parslele astfel incit linia de reper si fie diferila
le axele de coordonate. O dreaptd arbitrard din fascicul taie axele de coordonate
in puncte distincte A si B. Dacd C §i D sint virfurile opuse originii in pitrate
de laturi [0A], respectiv [OB], si se afle locul geometric al intersectiei dreptelor

AD s BC.

Solutie. Ecuatia fasciculului de drepte paralele cu linia de reper y = muz,

: i
m+#0ested, :y=max-4t, m#0, tc R. d, N0z = {A} 5 se gaseste 4 (H - 0),

d, N Oy = {B}, de unde avem B(0, 7). Serien imediat coordonatele
§i anume C(
Obtinem: & , ! :
AD :mx +(m —1)y+t=0, BC:(1 —m)z4+y—1t=0.

i

mm

m
lui C si D

—— i) si D(t, t). Acestea sint puncte distincte in ipoteza ¢ # 0.

Fiind up loc geometric rezultat din intersectii, este suficient sd elimindm para-
metrul ¢ intre cele doud ecuatii ale dreptelor. Aceasta se rezolvd prin adunarea
ecuatiilor. Deci, locul geometric are ecuatia z 4+ my = 0, adici este o dreaptd ce
trece piin origine, perpendiculard pe linia de reper.

6. Se considerd un triunghi isoscel A BC, [AB] = [AC] si punctele variabile

Pc[AB). Q& [AC] astfel ca [BP]=[4A
cului segmentului [PQ].

Q). 54 se afle locul geometric al mijlo-

Indicajie. Prin BC se fixeaza axa Oz gi prin mediatoarea segmentului [ BC]
se fixeazd Oy. In acest sistem cartezian de coordonate, vom avea A(0, a), B(b,0),

C(—b, 0). Se obtine locul geometric ¥y = %, e [— %, %], adici linia mijlocie

corespunzéitoare triunghiului.

7. Se
de:y =

dau dreptele fixe d:y =1,

sin o

div =2

locul geometric al mijlocului segmentului [4,5,].
8, Fie dreptele dy: v — (1 — Ny =0,d;: (A — 1)z —y—r4+2=0, AcR.
Se noteazid {A,} = d, N Oz, {By} =d; N0Oy. Si se determine locul geometric
al cenfrului de greutatate al triunghiului determinat de dreptele d,, d, si A,B).
9. Se dau punctele A, B, C, D astfel incit ABNCD = {P}. Si se afle locul

geometric al punctelor M astfel ca o [ABM] = o[CDM).

81

dreapta variabild

yoE R — {kn, ke Z}. Fie {A,} =dNd, {B,} =d' Nd, Se cere

- 10. Se d& un paralelogram 4 BCD. O paraleld la A B taie laturile AD si BC,

respectiviin M si IV, iar o paraleld la AD taie laturile AR §i CD, respectiv in P si

Q. 54 se afle locul geometric al punctului de intersectie a dreptelor PN si MQ.
11. Un unghi drept A BC se roteste in jurul virfului siu B mentinind 4 €0x,
C&0y. 54 se afle locul geometric al mijlocului segmentului [AC].

O dreaptd d din plan are proprietatea ca separd planul € in doud submulfimi
Fie f:R*— R, f(z, y) = ax + by + ¢. Definim multimile

Se observa ca
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Teoremia (fig. L.31). 1)" Multimile & :
gt @ Ud, 8¥ Ud sint convere.
2) VM, e9, VM, & 2%, segmentul care .
uneste My cu M, intersecleazd pe d. o — )
Demonstrafie. Fie My(x;, y;), (=1, 2.
Segmentul [ M, M,], care uneste pe M, cu M,, —
are ecuatille parametrice z = (1 — )z, + (x,, -

y = (1 — By, + ty,, 1[0, 1]. P “» .

1) Presupunem M (z;, y;) €8, i =1, 2, ' M, P
adicd f(x;, y;) = az; + by; +c< 0, i =1, 2. - ———
Deoarece f((1 — t)z; + tzy, (1 — Dy + ty,)) = -”-"' /
= (1 — t)(azxy + by, +¢) +tlax, + by, + )< 0 | @

Vic [0, 1], rezulta [M, M, c @ . Astlel @~
este convexd. Pentru celelalte multimi se Fig. 1.81

procedeazd analog.

2) Presupunem M, (x;, y;) € @7, adici flxy, y1) = axy + by, + ¢ < 0,
My(2q, yo) €87, adicd f(xzy, 1) =ax, +bys+ ¢ >0. Rezultd o(t)=/((1 —t)z, + tz,,
(1 — )y, + ty,)) = (1 — t)azy + by, + ¢) + tlaz, + by, + ¢) = (L — t)f(zy, yy) +
_!" tf(i}[‘z, yz)s IE [01 i]

Deoarece ([0, 1]) este segmentul din R care uneste pe ¢(0) = f(zy, y,) << 0 cu
(1) = f(ay, y.) =0, exisld o valoare to < [0, 1] astlel incit

0 = g(ty) = a((1l — to)xy + fomg) + (1 — to)yy + toys) + e

Deci dN[MyM,] = {((1 — 1)@ + toxs, 11 — to)yy + toys) ).
. n aceastd demonstratie am admis cd un punet separd multimea R in doud
| submultimi. Multimile 2~ g1 @+ se numesc semiplane deschise, iar multimile 8~ U d,
| 2'Ud se numesc semiplane inchise. Dreapta d se numeste frontiera semiplanelor.
Avind in vedere ca f pastreazd semn constant pentru punctele unui semiplan,
pentru aflarea acestui semn se recurge la metoda sondajului: se alege un punct
particular (z,, y,) (de obicei, dacd-este posibil, (0, 0)) si se vede ce semn are numirul
f(z4, yo). In semiplanul opus / are semn contrar. Deoarece semiplanele sint mul{imi
convexe, orice intersectie de semiplane este o mulfime convexa.
Comentariu. Solutiile inecuatiilor de gradul intii in dou# necunoscute z s ¥,
sau solutiile sistemelor de inecuatil de acest tip, se concretizeazi ca regiuni din pla-
nul cartezian 20y folosind separarea planului in semiplane prin drepte.

PROBLEME

1. Si se rezolve urmitorul sistem de inecuatii
br —y< 8, 2 —y+1>0, x4+ 2y —2>0.

Solufie. Pentru rezolvare se va folosi separarea planului 20y in regiuni. Se
traseazd dreptele d; 142 —y —8=0,dy:2—y +1=0,dy:2+2y —2=0
8i se determind d, Nd, = {C}, d,Ndy = {A}, dyNd, = {B}, A(0, 1), B(2, 0), C(3, 4).

~Se hagureazi semiplanele corespunzitoare fiecirei inecuatii. De exemplu: notind
f(z, y) = 4z — y — 8 avem f(0, 0) = —8<0 si ca multime a solutiilor inecuatiei
4r — y — 8<0 corespunde semiplanul in care se afli originea sistemului de coor-
donate. Procedind analog se giseste ci multimea solutiilor sistemului dat este in-
teriorul triunghiului 4 BC (fig. 1.32).

2. S& se rezolve urmitoarele sisteme de inecuatii:

1 {z+y~1>0, ; {xaﬁg
|22 —y + 1] +] 2z — y| =04




3. Se dau punctele A(0, 1), B(1, —1), C(2, 1), D(—1, 2). 5S4 se giiseascd ine-
galitiitile care descriu suprafata patrulaterd convexi [A BCD). |

4. 54 se arate cil locul geometric al punctului de intersectie a dreptelor
do:x +y=ua, dir —y=oa+32, ac[0, co) este semidreaptay +1 =0, z>1.

e
yA
P ==K
"""""""" SO =4/
X% /
- b. % F
. — 4 —
— Yr1=0,% 31
e A
A - rd >4 Y
£
> 4 b Y
> 4 Y
Fig. L32 = Fig. 133

Solujie. Dreptele d, sint situate in semiplanul inchis z + y >0, iar dreptele
d, sint situate in semiplanul inchis £ — y > 2. De aceea locul geometric se va afla
in zona nehasurata din figura 1.33.

Eliminind parametrul e din 2 +y =, 2 — ¥ = a+ 2, a& [0, co) rezultd
semidreapta y + 1 =0, z > 1.

5. Fie ecuatia

(E) x%(tg® @ 4 cos® @) — 22y tg @ 4 y? sin2 ¢ = 0,
unde ¢ # kn; (20 + 1)325', klc 7.

1) Se considerd ecuatia (E) ca avind necunoscutele z si y si parametrul o;
se noteazi cu « i B unghiurile pe care le fac cu axa Oz dreptele definite prin (E).

" : . e, g ; 3
S& se calculeze tg o — tg B. Apoi, presupunind ¢ = T s se scrie ecuatia comund

a bisectoarelor unghiurilor formate din cele doud drepte.

2) Considerind ecuatia (E) ca avind necunoscuta ¢ si parametrii z gi y sd
se determine regiunea din planul Oy pentru care ea admite solutii.

Solufie. 1). Se observd cd z = 0 implicd y = 0 §i reciproc. Apoi, pentru
xz # 0, ecuatia (E) se transcrie

2
(—1) =y g 1 + + ctg?o =0.
T T Sin @ cos @ cos? @
Rezultd
Y 1 1 1 cos? ¢ 1
T 8in ¢ cos ¢ = sinfpcos’p  cOSZp  SInZg ~ ®m $ COS @ -

1 — sin? ¢ — cos? il
i\/ P ?_

sin? @ cos? Sin @ cos @

Astfel tg « si tg  pot avea valorile 4+ 1. De aceea |tga — tg B| = 2.

Sin ¢ cos ¢

Pentru Ir.p = % gésim dreptele y = 3z §i y = z. Bisectoarele unghiurilor

determinate de ele sint L _ o = - g =

/10 V2
y—3z y—z\(y—3z y—2)_o s =0
(7 Ta 187 amvey L A

2) Pentru z+#0 se observd cd ecuatia (E)

. Ecuatia comund este

este echivalentd cu 7 — - = + 1 sau cu
z  sin2¢
v 2z - .
sin 20 = . Aceasta are solufii numai
/i
dacd < 1. Explicitind modulele gisim o X

yx
cd punctul (z, y) trebuie si se afle in intersectia
regiunilor: 2> 0, y + < 0; 2>0; y — 32>0;
z<0, y+2>0; z<0, y—3x<0; >0,
y—x>0; >0, y+32<0; <0, y+3z220;
<0, y — x< 0, adicd in por{iunea dublu
hasuratd din figura 1.34.

6. Se considerd un romb ABCD cu
AB=)/5, AC =2 si se fixeazi un reper
cartezian convenabil. Si se determine ecuatiile si inecuatiile care caracterizeazi
laturile [AB], [BC], [CD], [DA] si suprafata [A BCD] in raport cu reperul fixat.

Indicagre. Prin diagonalele AC si BD se fixeazd axele Ox respectiv Oy: Vir-
turile rombului vor avea urmétoarele coordonate A(1, 0), B(0, 2), C(—1,0), D(0, —2).
Se scriu ecuatiile care caracterizeazd suporturile laturilor si inegalititile care des-
criu suprafata [4 BCD].

7. Si se determine semnul coeficientului unghiular al dreptei date prin ecu-
afia (@ + b + Dz + (22 — b)y — 2a — 5 = 0, ai cérei coeficienti depind de coor-
donatele unui punet P(a, b), raportat la reperul cartezian a0b.

Fig. 1.34

8. Stiind cd @ §i b sint doi parametri reali, si se discute natura ridicinilor
ecuatiel

2 — 2az + (b + 2)2 = 0.

. Indicajie. Discutia se organizeaza dupd regiunile corespunzitoare din pla-
nul a0b.

9. 54 se determine ariile urmdtoarelor suprafete poligonale convexe

—z + 2y < 2, 2% +y < 10, =l
)] 3z—2y <8, o ]z+2y <8, 3] 60 40 g
z4+y <8, by —y > 5, z+y <0,

220, ¥y 0; x> 25 y > 14

10. Se dau punctele M(xz;, y;), ¢ = 1, 2. Si se arate cd multimea
{M(rz, + sxq, ryy + 5y5) | 0 <7 <1, 0 < s < 1} este un paralelogram (suprafati),
precizind laturile si virfurile. Si se calculeze aria acestui paralelogram.

oDE




§ 14. Probleme de programare liniara
in doua variabile
Fie f: R2— R, f(z, y) =az + by + ¢

Teoremi. Dacd funcjia f se anuleazd in trei puncte distincte necoliniare,
atunct ea este nuld peste tol.
Demonstirajie. Fie (z;, y;) € B2, i = 1, 2, 3. Tpotezele

ax, + by, +¢ =0 Yy, 1
‘amz‘“f“byz+6:0, Tpyp 1| # 0
axy + by; +¢c =0 Z3 ¥s 1

implicd @ = b = ¢ = 0 si deci f(z, y) =0, v(z, ¥) ER2.
Consecinfd. Dacé f ia valori egale in trei puncte distincte necoliniare, atunci
/ este o' functie constanti.

Teoremi. Daci S CR? este o suprafaji poligonald convexd ( privitd ca in-
tersecfie de semiplane), iar f : R2—R, f(z, y) = ax + by -+ ¢ este neconstantd, atunct
fiecare dinire numerele min f(z, y) sau max f(x, y) este atins cel pufin intr-un virf al

. . (x,y)=8 . (x,y)=8
lui S g1 cel mult pe o laturd a lui S.

Demonstratie. Ecuatia az + by -+ ¢ — f = 0 reprezinti un fascicul de drepte
paralele cu linia de reper A, :ax + by = 0. Se observa ci distanta de la Q(0, 0)
la dreapta A;:aw by +c—f=0 este

o Bl

I/ a* + b2
Aceasta relatie aratd cd extremele fune-
tiei f— ¢ sint proportionale cu extremele
lui d. Ducind OP 1 A;, RQ I A, (fig. 1. 35)
avem RQ = d i deci extremele lui d vor
fi atinse cel putin in unele virfuri ale lui
S§ s1 cel mult pe o laturd a lui S,

/ Generalizare. Dacd S CR? este o

\\\/ / intersectie de semiplane care posedd cel

gl e putin un virf, atunci unul dintre numerele

a

i e : min f(z, y) sau max f(x, y), acel care
\ » W%, Y)ES S

. (my)e .
. existd, este atins cel putin intr-un virf

al lui S.
Fig. 1.35 Problemele de programare liniard in
doud variabile sint probleme de urmito-
rul tip: sd se determine minimul sau maximul fanctiei (z, y) — f(x, y) = ax +
+ by + ¢ cu restrictiile z > 0, y > 0, a;z + bar 2oa, b =1 2 ..th.

Aceste probleme sint frecvente in urmitoarele sectoare de activitate: plani-
ficarea optima a productiei, determinarea compozitiei optime a amestecurilor fura-
jere, determinarea meniului optim, repartizarea optim a pieselor pe masini-unelte,
repartizarea optimi a culturilor agricole, repartizarea optimé a transporturilor etc.

Avind in vedere teorema precedentd, rezolvarea unui program liniar in doud
variabile se poate face in felul urmitor. Se traseazi dreptele de ecuatii z = 0,
y=0, qix 4 by = ¢;, i=1,2,....m, si tinind seama de teorema referitoare la sepa-
rarea planulul in regiuni se pune in evidenti multimea convexd S. Se determini
virfurile lui S gi apoi se compard valorile lui # in aceste puncte. Evident aceastd
metodd nu este eficientd decit dacd numirul de restrictii este relativ mic.
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Sé se rezolve probleme de programare liniard cu urmitoarele date:

1. €
1) flz, )y =2+y, 220, y20,20—y2>22 z2—-2<2 z+y>>
2) fle, y) =22 +3y; 220, y 20, z + y < 12.

3) fla, 9) =12 + 16y; 20, y > 0, -+ 0 < 1,

/

_SL; ﬂ_ <1 i ﬁ < 1.
20 35" 3 1o
Solugie. 1) Fie dreptele d; : 22 — y — yh

—2=0, dy:2—2y—2=0, dy:z+ \,)/
+y —5=0. Condititle x 2 0, y > 0 aratd
cd multimea convexdi § este situatd in
primul cadran al reperului z0y. Punctele de
pe laturile si din interiorul patrulaterului
ABCD din figura 1.36 satisfac restrictiile
problemei, unde A(1, 0), B(2, 0), C(4, 1),

oL, fi). Avem f(A) =1, f(B)=2, —F

3 3 g
f(C) =5, f(D) =5 si deci minf(x, y) =1
si se realizeazda in A, iar max f(z, y) =5 Fig. 1.36
gi se atinge in orice punct al laturvii [CD].

2. Un atelier produce doud tipuri de piese A4 si B. Tipul 4 este calitativ su-
perior tipului B. Beneficiul net este de 2 lei pentru tipul 4 si de 1,5 lel pentru tipul
B. Timpul de fabricatie pentru tipul A este de dou# ori mal mare decit timpul de
fabricatie pentru B. Dacd toate piesele ar fi de tipul B, atelierul ar putea produce
1000 piese pe zi. Aprovizionarea cu materiale ajunge pentru 800 piese (tipul A
sl B), 1ar capacitatea atelierului este cel mult 400 piese de tipul A si 700 piese (¢
tipul B. ]

Cite piese de tipul A si cite de tipul B trebuie fabricate intr-o zi pentru ca
beneficiul total al atelierulu1 sd fie maxim?

Solujie. Fie x gi y numérul de piése de tipul A respectiv B. Restrictiile sint

0 << 400,0 <y < 700

x + y < 800
2z + y < 1000, y fkr

1ar functia de optimizat este definitd prin 00 L—b

flz, y) =2z 4+ %y. Construim dreptele de, 800

ecuatil x = 400, y = 700, z + y = 800, 2z +
+ y=1000 si astfel obf{inem hexagonul
OA BCDE unde 0(0, 0), A(0, 700), B(100, 700),
C'(200, 600), D(400, 200), E(400, 0) (fig. L. 37).

. - - . - \
Punctele din interiorul si de pe laturile acestui N
hexagon satisfac restrictiile problemei. =

Deoarece (0. 0) — 0, f(0, 700) — 1050,
£(100, 700) = 1250, £(200, 600) — 1 300,
£(400, 200) = 1 100, £(400, 0) = 800 rezulta :
cd punctul de maxim este €(200, 600), iar 4 200 400 X
max f(z, y) = 1 300. \

Fig. L37




3. O sectie a unei fabrici produce doud tipuri de aparate. Pentru aceasta
are nevoie de piese furnizate de o altd intreprindere, fiind insi obligatd s& comande
zilnic cel putin o cantitate de piese din care s-ar putea face 80 de aparate de pri-
mul tip sau 60 de aparate de al doilea tip. Capacitatea de montaj este de cel mult
100 de aparate pe zi din ambele tipuri. Zilnic sint solicitate la vinzare cel putin
40 de aparate de primul tip si cel putin 30 de aparate de al dojlea tip. Pentru rea-
lizarea unui aparat de pmmu] tip se cheltuiesc 2 000 lei, iar pentru realizarea unui
aparat de al doilea tip se cheltuiesc 4 000 lei. Si se stablleasca planul de productie

_zilnic care se realizeazd cu minimum de cheltuieli.

Solujie. Notind cu z g1 ¥ numdérul de aparate sintem condusi la urmitoarsle
restrictii

, ay
80 60> "
lzt+y< < 100,
2z 2 40, y > 20,
z, ¥y = numere intregi, iar a este cantitatea
minimé de piese impusi de furnizori.

Functia obiectiv reprezintd cheltuielile, adicd f(z, y) = 2 000z 4 4 000y,
Léasind deoparte conditia z,y = intregi, patrulaterul restrictiilor A BCD are vir-

tieile 4 (123 20) B(80, 20), C(40, 60), D(40, 30). Gisim f(A) = Eﬁogﬂ, £(B) =

= 240 000, £(C) = 320 000, f(D) = 200 000, adici A (130 20) este punctul de

minim pentru problema modificatd (fig. I. 38).

Se impune sid cercetdm punctul M, (54, 20). Se constata ci f(M,) < f(z, v),

V(z, y) din patrulaterul ABCD, x, y = intregi. De aceea z = 54 y= 20 @

min f(z, y) = 188 000 este solutla problemei.

4 S& se glseascd maximul functiei z = 4(1 4 \)z + 2y pe multimea
0<2<40<y<6 3z + 2y < 10, stiind cd A este un parametru real.

Salupe Se observé cd punctele din interiorul si de pe laturile triunghiului din
ligura 1. 39 satisfac restrictiile problemei. Apoi tinem seama ci pentru a rezolva
un program liniar este suficient sd examindm numai virfurile. De aceea calculim

A 3
y\‘ Y| y=6
100
8 \ 8(43)
80 9 =
40\

b b
20 A \ X e
0 0
0| D e N0, x AN | *

Fig. 1.88 - Fig. .39

g0

40

Zg =0, da= & (1 + ) si zz = 10. Comparind aceste trei numere ajungem la

P 1 : .
concluzia cd pentru A < — 7 avem max z = zz = 10 gi B este punctvl de maxim,

iar pentru A > — % avem max z = z, = 4-30 (1 4+ ») si A este punctul de maxim.

§ 15. Probleme recapitulative

1. Pe o maginé de géurit in coordonate avem de prelucrat piesa din figura 1.40.
S8 se determine coordonatele carteziene, si coordonatele polare ale punctelor 4,
B, C, D in care urmeazi a se realiza giurirea.

2. Tn planul € se considerd reperul cartezian xzQy. S se arate cil nu exista
nici un triunghi echilateral cu toate virfurile de coordonate numere intregi.

Indicajie. Se presupune cd 0(0, 0), A(a, b), B(c, d) sint virfurile a, b, ¢, d
fiind intregi. Notind cu r patratul lungimii laturilor gi folosind identitatea
(ad — be)* = (a? + b?) (c? + d?) — (ac + bd)?

; .Y
rezultd contradictia m_(adr— 13, "““\
partea din stinga fiind un numir ragional

8 A\

3. 53 se giseased mulfimea punctelor

M(z, y) din plan, ale céror coordonate W7 | g
verificd relatia:
1) sin 3y = —cos 2z. 122 0| /00cm
7
) (3 +) =0 ¢ 0

3) |al + |yl =&
Indicagie. 1) g — 8y = L (r — 2%) + —t

4 %, k€ z;z)i ty=1rknke Fig. L40

4, S8 se gaseasca ecuatiile laturilor g¢i coordonatele mijloacelor laturilor
triunghiului A BC ale cérui virfuri sint punctele A(5, 0), B(1, 2), C(—3, —2).

5. Latura [A B] a unui triunghi ABC este situati pe dreapta d : 3z + 2y —
— 16 =0.

53 se determine coordonatele virfurilor triunghiului, stiind cd abscisele vir-
furilor 4 51 B sint egale cu 2, respectiv 6, iar centrul de greutate G al triunghiului
are coordonatele (—1, 0).

R. A(2, 5), B(6, 2), C(—11, —7).

6. Se dau punctele distincte M,(cos az, sin af) si My(cos Bt, sin ft).

1) S& se calculeze distanta de la M, la M,.

2) S& se determine coordonatele mijlocului M al segmentului [ M, M,] si s
se calculeze OM.




3) Notind cu M; proiectia lui M, pe Oz, si se determine « si B astfel incit
dreptele M;M si fie perpendiculare pe OM, pentru orice .

R. 1) M,M,=2

CcOoSs

¥

B—«
) t

smﬂ;“ zl, 2) OM =

3) cos—o—(—;—ﬁt—cosm:(), Vie R=p = 3a

7. S se scrie ecuatia dreptei ce contine punctul A(4, —2) si este paraleld
cu dreapta d : 3z + y — 1. Sd se determine coordonatele simetricului punctului
A fatd e dreapta d si ecuatia simetricei dreptei d fajd de punctul A.

. 8. Si se determine ¢ € R astfel incit dreapta determinati de punctele (0, 0),
A(3F 4 41, 5') s fie perpendiculard pe dreapta de ecuatie y = —z + 1.
i E

Indicajre. Panta drepteiO4 este m;, — iar a dreptei date m, = —1.

3t 4 4t
t

Din conditia de perpendicularitate se deduce =1, adicd 3' } 4 = 5tsi se

3t + 4t
gaseste solutia unicd ¢ = 2.

9. Sd se traseze graficele functiilor f: R — R in urmitoarele cazuri:

1) flz) = V'&a?, 2) fla) =21/ (z—1)%,

3 flo) =V z+ 12l 4) flz) =2— |2~ 2| — =

10. Virfurile consecutive ale unui patrulater sint A(—3, 5), B(—1, —4)

C(7, —1) st D (2, 9). 58 se precizeze dacd este convex. Dar patrulaterul avina
virfurile consecutive M(—1, 6), N(1, —3), P(4, 10) si Q(9, 0)?

Indicafie. Se determind punctul de intersectie a diagonalelor si se cerce-

teazd dacd este interior patrulaterului. Se giiseste cd doar ABCD este convex. -

11. Se considerd crenelul din figura 1.41. Fixind un reper cartezian adecvat,
s se stabileascd ecuatia carteziand expliciti a acestui crenel.

) Aceleasl probleme pentru dinjit de ferdstrau din figura 1.42,pentru scara din
figura 1.43 si pentru cremaliera din figura I.44.

S

Fig. 141 Fig L.a2

12. Se dau punctele A(3, 2), B(—5, 4), C(—3, —4&), D(2, —3). Fie {L} =
—BANCD si {M}=AD n BC. '

1) S& se arate cd dreapta LM este paraleli cu AC.
2) Sa se arate cd dreapta BD trece prin mijlocul lui | LM|.
Indicagre. 1) L !—L}, D , M —i, . B :
3 3 3 3
2) BD :x +y+1=0.
13. 58 se scrie ecuatiile mediatoarelor si ecuatiile indl{imilor triunghiului
ale cdrui virfuri sint A(4, 6), B(—2, 2), C(2, —4).

a2 M

l B

Si se caleuleze: 1) coordonatele centrulut st raza cercului circumseris triun-
ghiului A B¢, 2) coordonatele ortocentrului triunghiului A BC.

14, Suporturile laturilor [ A B] si [AC] ale unui triunghi A BC au respectiv
ecuatiile 4r 4+ y — 8 = 0, 4xr - Dy — 24 = 0 iar virfurile B si C sint situate
pe axa Oz.

Sa se scrie ecuatia medianei corespunzatoare virfului A.

B 4y 4 3y — 16 = 0.

Fig. 118 Fig. L4

15. Sa se determine parametrul m & R astfel incit punctul de intersecfie
al dreptelor d, : y = 2z + 5, dy : y = mx — 3 sil fie situat pe bisectoarea a doua
a unghiurilor formate de axele de coordonate.
14

R.m=—

16. Stiind c& m, «, B sint parametri reali, =i se discute pozitia dreptelor

1 dy :mzx+2y =28, dy:2+ (m—1y==4;

2)d, rx—3y=—-2,dy:r+2y=3,d;:3x —y=uo, dy 1 22 + y = .

17. Sa se demonstreze c¢a dreapta variabild d,, : (m? + 6m + 3)x — (2m?® +
4+ 18m + 2)y — 3m + 2 = 0 trece printr-un punct fix, oricare ar fi m € R.

Indicajie. Se ordoneazd dupd puterile lui m si se identificd cu zero. Rezulta

A(’l, - 1).
2

18. O razit de luminé care trece prin punctul de coordonate (3, 1) se reflecta
pe dreapta d : x — y + 2 = 0 si apol trece prin punctul 4(1, 1). Si se gidseascd
ecuatiile parametrice ale razei incidente si ale celei reflectate.

19. Virfurile unui patrulater ABCD sint A(4, 3), B(5, —4), C(—1, —3),
D(—3, —1).

1) Sa se calculeze coordonatele punctelor E si FF, unde {£} = ABNCD,
{F} = BC N AD. :

2) Figura A BCDEF se numeste patrulater complet.

S se scrie ecuatiile diagonalelor AC, BD, EF s sd se verifice cd mijloacele
diagonalelor [AC], [BD], [EF] sint trei puncte coliniare.

20. S se determine ecuatiile dreptelor ce trec prin punctul A(1, 1) si sint
echidistante fatd de punctele B(—1, 0) s1 C(—1, —1).

Indicajie. Ecuatia fasciculului cu virful A(1, 1) este r(z — 1) + s(y — 1) =
=0, r2 4 s2 % 0. Se cauta dreptele din acest fascicul care sint echidistante fata
de B si C.

21. Raportam planul € la un reper cartezian si considerdm punctul M(z, y)
ale cirui coordonate satisfac relatia

42—|—2y—|—8ﬁ£
3z —y+1 2




1) Si se arate cd punctul A7 apartine unei drepte fixe d.
2) Si se afle minimul expresiei z? + %% cind M ed — {M(—

R.1)d:72 — 9% — 11 =0, 2) —

11 _2)
121
130

22. In planul paralelogramului 4 BCD se considerd un punct M. Fie N
simetricul lui M fatd de A4, P simetricul lui NV fatd de B si Q simetricul lui P
fatd de C.

1) Sa se arate cd dreapta MQ trece prin punctul D si ¢ /) este mijlocul
lui [ MQ]

2) Unde trebuie sa se afle punctul M pentru ca MNQP sa fie trapez?

R. 2) M € AC’, unde €’ este simetricul lui ¢ fatd de B.

23. SA se scrie ecuatia dreptei ce trece prin punctul M(4, 3) si care inter-
secteazd semidreptele pozitive Oz, Oy, in doud puncte 4, B astfel incit triunghiul
dreptunghic AO R sd aiba aria egald cu 27.

Indicatie. Se foloseste ecuatia fasciculului cu virful M(4, 3), adicd r(z — 4) +
+ s(y — 3) =0, r2 4 52 # 0.

24. 54 se expliciteze solutiile in R? pentru:

el + gl —2502< |1+ |p—2 —3=<4
3) (x —y + 4)(2z — 3y 4+ 6) >0.

Indicajie. Se considerd cd (z, y) sint coordonatele unui punct din plan si se
utilizeazd impdrtirea planului in regiuni.

25. Sd se determine locul geometric al punctelor din plan care au raportul
distantelor la doud drepte perpendiculare constant.

26. Pe axa Oz se considerd punctele fixe A, B, C. Prin C se duce o dreapti

variabild care intilneste prima bisectoare a axelor in M si axa Oy in V. Si se
afle locul geometric al intersectiei dreptelor AM si NB.

R. O dreaptd ce trece prin origine.

27. Se considerd reperul cartezian xOy, un punct fix A(a, 0) pe Oz si un

punct fix B(0, a) pe Oy astfel incit ¢ > 0. Un punct P se migcd pe segmentul [0 B],
~~ s
‘ar un punct P’ se migcd pe semidreapta By astfel incit p(OAP) = p(OP'A) = 0,

- o o - . . =y .
0 < (0, - Sd se giseascd locul geometric al centrului cercului circumscris
4 ,
triunghiului A PP".

28. Aria unui triunghi este o[4 BC] = 3, doud dintre virfurile sale sint punc-
tele A(3, 1) si B(1, —3). 5& se afle coordonatele virfului € in fiecare dintre urmi-
toarele cazuri:

1) virful ¢ este situat pe axa Qy;

2) centrul de greutate al triunghiului se afli pe axa Oz.

Indicatie. Folosind formula ariei unui triunghi, se gisesc cite doud solutii:
—8) sau (0, —2); 2) (5, 2) sau (2, 2).

29. Si se determine aria suprafetei poligonale caracterizatd prin 0 € z < 400,
0< y <700, x4+ y < 800, 2z 4 y < 1000.

30. Aria unui paralelogram este o = 17 unitd}i de suprafatd; doud dintre
virfuri coincid cu punctele A(2, 1) si B(b, —3). Sd se afle celelalte doud virfuri
dacé se gtie cd punctul de intersectie a diagonalelor sale se afld pe axa ordonatelor.

RB. Dacd € g1 D sint celelalte virfuri, se gésesc solutiile (—2, 12) si (—5, 16)

sau | —2, E gi —b, Et .
37" 3

1) ‘0,

31. In cadrul unei C.A.P. sint destinate 8 ha teren pentru a se cultiva
doud feluri de plante 4 i B. Investitiile necesare pe hectar sint 2 000 lei respectiv
5000 lei, iar cigtigul net pe hectar este 3 000 lei respectiv 6 000 lei. C.A.P.-ul
dispune de o sumd de 25000 lei.

Pe cite hectare trebuie cultivate fiecare din aceste feluri de plante ca si se
obtind un cistig maxim?

R. z =5 ha, y = 3 ha, max f(z, y) = 33 000 lei.

32. O intreprindere de constructii trebuie sd realizeze un complex de locuinte
insumind cel putin 900 garsoniere, 2 100 apartamente cu doud camere si 1 400 apar-
tamente cu trei camere. Se preconizeazd doud tipuri de blocuri: primul tip cuprinde
40 de apartamente cu trei camere, 30 de apartamente cu doud camere gi 10 garso-
niere g costd 4 milioane lei, iar al doilea tip este format din 20 de apartamente
cu trei camere, 50 de apartamente de doud camere §i 30 de garsoniere, avind costul
de b milioane lei. 54 se stabileascd cite blocuri de fiecare fel trebuie construite
astfel inecit cheltuielile de constructie si fie minime.

R. 20 de blocuri de primul tip si 30 de blocuri de al doilea tip.

33. 54 se rezolve probleme de programare liniard cu urmitoarele date:

BHz v )y=2—2y;, 220, y20, r+y—1<0, z+2y —2<0.
2D flzm =5 +3y;520,y20, 2+ L1, 21 L1, 21 ¥ oy
) flz, y) =5z + 3y; @ y 7 g T M




Capitolul I

. Generali

Fie @ un. plan. O functie & : € — & sau o restrictie a unei asemenea functii
se numeste transformare geometricd. Transformarea geometricd & : € — @ atageaza
fiecarui punct M €& un alt punct M’ €& pe care il notdm cu F(M) (fig. IL1).
Multimea tuturor punctelor §(M), M & &, se numeste imaginea lui & si se
noteaza cu F(@). Evidenl § (2) ¢ 2. Un punct M, cu proprietatea F(M,) = M,
se numeste punct fiz al lunctier &. ) ) .

Transformirile geometrice sint functii de un tip mai special. Lor i se aplicd
notiunile invatate in clasa a IX-a relativ la functii oarecare.

" Transformarea geometricd & : € — @ se numeste:

1) injectivd, dacd M,, M, € 8, &M, =&(M,) € & implicd M, = M,
(echivalent YM,, M, & 8, M, # M, = &(M,) # F(M,));

2) surjectivd, daci VM' € &, IM < @ astlel incit F(M) = M’ (echiva-
lent §(8) = 9);

3) bijectivd, dacd este injectivi si surjectivd. Aceasta inseamnd cd fiind dat

un punct M’ € & existd un punct unic M &€ & astfel incit &F(M) = M'. Exis-
tenta este asiguratd de faptul cii & este surjectivd si unicitatea decurge din faptul
cd & este injectivy.
: Dacd & : 8 — 2 si § : F(@) — & sint doud transformirl geometrice atunci
prin M — (§o &) (M) = G(&F(M)), VM & &, definim transformarea Prthfs
QoF :8—a (fig. IL.2). Produsul transformdrilor este o operalie asociativa,
adicd (o &F)o X = Go (FoK).

M'= (M)
F 4 "5”\.,

7o ¢
rd ‘\“
/”_“"\\ / = \‘\
S _LSMI=F(E(M)) = ($°5)(H]

FoF

Fig. II.1 Fig. 1.2

Unei transformiri geometrice bijective & : € — @ i se poate atasa transfor
marea geometricd (unicd!) @ : @ — & astfel incit §(M') = M € & cu proprie-
tatea (M) = M’'. Transformarile geometrice & si § satisfac relatiile (§ o F)(M) =

= MYMESR, (Fo@)(M)=M, VM €8 Pescurt, oF = Fo§ = 1g, unde
I g este identitatea pe €, adicd transformarea geometricd caracterizatd prin

a2 A

1@(]1/1) =M, VM & 2. Invers. dacé 7
unei transformari geometrice & - @ — & e

i se poate atagsa o transformare geome- =7 F(,—‘?;'-'}n“:f;

tricd,@ : @ — @, care sd satisfacd rela- NS~———
tille § oF — & 0@ = 1g, atunci & este

in mod necesar o bijectie. Transfor-
marea geometrica @ se numeste in-
versa lui & si deseori se noteazd cu F1 (fig. 11.3).
Dacd & : 2 - @ i @ : @ — @sint transforméri geometrice bijective, atunci
oF este tol bijectivd si (o &F)!'=&F 'o@! De asemenea, pentru orice
bijectie & : @ — & se satisface lgoF = Foly = &.

SeM'=F(M)

Fig. 11.3

Fie un plan . Identitatea 15 va fi numitd translatia care duce punctul
A & & in punctul 4 £ g. )

Definitie. Fie A gi A" doui puncte distincte din €. Transformarea
geometrici § : 4 — @, F(M) = M', unde M’ este determinat de M prin conditiile

(1) MM' = AA’,

(2) dreptele MM’ si AA’ coincid sau sint paralele,

(3) sensul de la M la M’ coinecide cu sensul de la 4 Ia A’,
se numegte translatia care duce punctul A in punetul A’ (fig. I11.4).

Definitia este corectd deoarece fiecarui punct M = @ i se asociazi un
punct §i numai unul singur M’ € & determinat de faptul ci segmentul [MM']
trebuie s facd parte din multimea o :
segmentelor care au aceeasi direc- *‘!}ﬂ“”’* SR, =T -
tie, acelagi sens si aceeasi lungime / !/
cu segmentul [AA']. FEchivalent, f .
dacd 4, B, C sint puncte necoli-
niare, atunci translatia care duce
pe A in B coincide cu transla- / /

AF— — — — — — — — — *‘C{f«f’
Fig. .4

/

tia care duce pe € in D dacd si
nimai dacd ABCD este un para-
lelogram.

Numim punctele 4, A4’ M, M’ respectiv prin coordonatele lor (a, b), (a', b'),
(z, y), (z’, ¥') in raport cu reperul cartezian z0y (fig. 1L.5).

Teoremdi. Translafia care duce pe A in A’ este caracterizald prin ecuajiile

{f=w+m
k=1b —b.

Y =y+k (zy) SR, h=a —a,

Demonsirajie. Dacid a' =a, b’ = b, atunci 2’ =z, y’ = y (identitateal).
In caz contrar, proprietatea »aceeasl directie“ impune ca perechile ordonate

A=




g1
e ==Y M (= X0,y =y )
o'fhk) _—
A'la’,b')
—— 8 e ! fo:y}
g \\ e — L ) Xr
Ale,b) Fig. L5
(z' —z, ¥y — ), (@ —a, b' —b) si fie proportionale, iar proprietdtile ,aceeasi

lungime giJ acelasi sens® impun egalitatea acestor perechi. .

Teoremi. 1) Daci &, este translatia care duce pe A in Bg1 &, este t{'anslaw
jia care duce pe B in C, atunci produsul F,o08,=§, 08, esie translajia core
duce pe A in C. '

2) Daci § este translafia care duce pe A in B, atunci &1 existi gi este transla-
tia care duce pe B in A.

5 Mﬂc’(x w, yrﬂ) ﬁf”(’\_ fl] y .rl)
o 7 -
o 12
) / " :j/
~ ) T°_~
- M(x,9) M(x59°) Fig. IL6

Demonstrajie. 1) (fig. 11.6, cazul punctelor necoliniare). Fie A(a, b), B(c,“d)
si C(e, f). Translatia &, care duce pe A in B este caracterizatd prin ecuatiile
! = —a — d — b),
. L 5 ¥ i (iar- trzmslagia g, care duce pe B in C este
caracterizatd prin 2" =z’ +(e—¢), ¥ =¥ +
+ (f — d). Produsul &0 &, este translahia de
4 ccuatii o =z + (e—a), ¥ =y +(f —b)
Se dovedeste cd aceste ecualil reprezintd
& analitic §i translatia &, o J,. =
A / ‘ In final ne propunem s& demonstrim
Y / ) M cé translatia pastreaza distanta dintre puncte
/ 2 (fig. 11.7). Intr-adevdr, dacd prin translatia
/ de ecuatii o' =z +h, ¥y =y +£, puncte'le
4 M(z;, yp), @ =1, 2, au imaginile Mi(zi, yi),
My / .=z +h yi =y +k =12, atunci
4 MM =V P P =
= mg— =¥ +lg— W)* =M, M,.
M, Problemd. S5 se demonstreze cd imaginea

unei drepte d printr-a translajie & este 0
dreapté paraleld sau egald cu d. -

D
~N
%

Fig. LY

PROBLEME

1. Fie segmentul [AB] si cercul C de centru O si razd r. Fiecarui punct M
de pe cercul C 1 se atageazd punctul M’ astfel incit A BM M’ sd fie un paralelogram.
S& se giseascd mulfimea punctelor M.

Solujte. Deoarece ABMM' este un paralelogram rezultd MM' = BA,
MM'|| BA sisensul de la M la M’ este sensul de la B la A (fig. I1.8). Punctul
M’ este transformatul lui M prin translatia care duce punctul B in punctul 4.
De aceea, atunci cind M descrie pe C, punctul M’ descrie un cerc cu cenftrul
0" =& (0), de razad r,

a7

~

LS
AN g

Fig. 1L9

¥ig. 1L.8

92, Fie segmentul [AB] si doud drepte concurente d si d". Si se determine
punctul M pe d si punctul M’ pe d’ astfel incit A BW W’ si fie un paralelogram.

Solujie. Fie 4" imaginea lui d prin translatia & care duce pe B in A4 i
{M'} =d’' N d". Deoarece ABM M’ este un paralelogram rezultd MM' = BA,
MM'|| BA si sensul de la M la M’ coincide cu sensul de la B la A, adicd M este
imaginea lui M’ prin translatia & (fig. 11.9).

3. Se da triunghiul de virfuri A(3, 2), —32, —1) si tranclatia
& determinatd de punctele O, 0) s O'(1, S8 se géseascd A' = F(4),
B =9(B), C'=g(C). (AB), J(AC), F(BC) si sd se verifice cd F(AB) =
L A'B’, 3(AC) = A'C’, 8(BC)= BC".

B(1, 5), C(
2).

Solujie. (fig. 11.10). Translatia & este deter- Yi A
minatd de punctele O s10’. Astfel ~ea are ecua- F i
fiile ' =z + 1, ¥y =y + 2. 5/
Punind z =3, y =2 gisim z' =4, y' = 4 {
g1 deci A'(4, 4). Analog B'(2, 7), C'(—1, 1). A
e =2 /
Se observd ci AB: = 23 — 3 4 51 4
" !
. T be | p0' PA
B .t i — 4- Pe de alti parte o’
—2 3
11— P ) — 2 n c
o e ot R st PR SO /0 X
— 3 A
J(AB) = A'B’'. Analog se verificd g celelalte
relatii. Fig. IL10

4. Se dau punctele A(1, —2), B(3, 2), C(5, —3) si se consideri translatia &
care duce punctul @0, 0) in centeul de greutate al triunghiului 4 BC.




1) Sa se scrie inecuatiile imaginii ([A BC).

2) S& se determine aria suprafetei [ABC]U & ([ABCY).

5. Se dau dreptele d; : 22z -y +1=0,d,: 2 — Ty — 1 =0. 54 se deter-
mine translatiile &, si &, astfel incit &,(d,) si §,(d,) sd treacd prin origine. Apoi
sd se giiseascd aria paralelogramului determinat de dreptele dy, dy, §,(d;) s1 F,(dy).

o
VDD,
N s

Fie planul € raportat la reperul cartezian zQy, plan orientat prin fixarea
sensului 'de rotatie trigonometric drept sens pozitiv. Sensul migcdrii acelor de
ceasornic este sensul negativ. Admitem cunoscute notiunile de unghi orientat si
de mdsurd algebricd a unui asemenea unghi.

Definitie. Fie 6 un numir real fixat. Transformarea geometrici & : € — @
definiti prin &(0) = O si pentru M # 0, (M) = M’ astfel ineit OM = OM" i

A
miisura algebricd a unghiului orientat MO M’ si fie 6, se numegte rotajie de centru
O si unghi 0 (fig. 11.11).

|
A

y ;
—\> M(

-

x,Y) )

Ity 3

My’
\\

g<g 8=0
Fig. IL11
Rotatia este bine definitd, deoarece fiecrul punct M & @ 1 se atageazd ur
punct si numai unul M’ & @ determinat de conditiile date in definitie. Originea
reperulul cartezian este singurul punct cu proprietatea &(0) =0, adicd este
singurul punct fix.
Presupunem cd M ere coordonatele (x, y) si M’ are coordonatele (z', y’).
Teoremdi. Rotajia & de centru O(0, 0) si unghi 9 este caracterizatd prin
ecuatiile
z'=xcos 0 — ysin b
y =zsin8 + ycos 0, (z, y) € R? 0 € R, 0 = fixat.
Demonsiragie. Urmarind figura 11.11, cazul 0 > 0, avem z’ = cos(a + 0) =
= cos & ¢0s § — sin « sin 0. Dar cos @ = «, sin « = y. Deci 2’ = z cos 0— y sin 6.
Analog, y' = sin (a + 0) = sin a cos 0 + cos « sin 6, adicd y’ = x sin 84 y cos 6.

Teoremi. 1) Daci &, si &, sint rotatii de centru O s unghiuri 0, res-
pectiv 0,, atunci R,0 R, = Ry0 &, este rotatia de centru O st unghi 6, 4+ 0,

2) Daca & este rotatia de centru O si unght 0, atunci & existd $1 este rotatia
de ecentrn O $iounghi —6.
Demonsiratie. 2) Rotalia & de centru Q(0, 0) si unghi 6 este capacterizati
prin sistemul de ecuatii
' =zcos 0 — ysin O
y'=zsin 0 + ycos 0, (z,y) €R?, 0 € R, 0 = fixat.
Presupunind M'(z’, y’) dat si rezolvind sistemul precedent in raport cu (z, y)
gasim solutia unicd :
{ z = ' cos (—0) — y’ sin (—0), _
y = a’ sin (—0) + 3’ cos (—0). y M,
Aceste ecuatil caracterizeaza o rotatie § de centru
0(0, 0) si unghi — 6 cu proprietatea K08 = /

=80& =1g. De aceea & este bijectiva si \\.\
§ — {1 3 - ;f \

53 ardtdm cd rotatiile au proprietatea de b, \
a pastra distanta dintre puncte (fig. I11.12).
Intr-adevir, dacd prin rotatia- & de centru O % R R
i 6 pietels Mife 10 P2 el D] ¢ e / 2
ginile M;(xf, 4i), % =z, cos § — y, sin, y; — P

=z;8in 0} y.cos 0, 1 =1, 2, atunci
MMy = V(w; — o + (% — g =

— /(@2 — 1) 005 6 — (y, — y,) s OF T [(z — 2) c0s 0 + (3, — y,) sin A=

=1/ (2 — 21)® + (y; — ¥1)))(cos? 6 F sin? 6) = |/ (z, — z,)° + (Y2 — y1)?=M, M,

Problemd. S& se demonstreze ci imaginea unei drepte d printr-o rotatie &
este tot o dreapta. s

Complemente. Se pune in mod firesc intrebarea: care sint transformarile geo-

Fig. IL12

‘metrice ale unui plan € care péstreazi distantele dintre puncte (si mulf{imea

drePt.elOr)? Réspunsul este urmitorul : acestea sint translatiile, rotatiile si simetria
fata de o axd sau produse de asemenea transformiri, cu denumirea genericd de
LZOMmelriy. :
. Doud multimi, X, ¥ de puncte din plan,se numesec congruente dacd existd o
1zometrie J : 8 — & astfel incit J(X) = ¥ (fig. 11.13; a — translatie, b — rotatie
¢ — simetrie). = 2 - ! ,
Congruenta este o relatie de echivalentd pe mulfimea submultimilor (figuri-
lor) planului 8. Submultimile (figurile) din aceeasi clasi de echivalenti poarté
aceeagi denumire. l




1. Fie segmenté]e congruente, neparalele, [AB], [A'B’]. S4 se determine
centrul gi unghiul rotatiei care duce pe 4 in A’ gi B in B’. Discutie:
Solutte. Dacd AA’ | BB', atunci centrul de rotatie O este dat de {0} =

= ABN A'B, iar B@’ este unghiul de rotatie (fig. 11.14, a).

Dacd dreapta AA’ nu este
paraleld cu BB’, atunci centrul de
rotatie O este punctul de intersectie
al mediatoarelor segmentelor [AA"] si

TN
[ BB'], iar BO B’ este unghiul de rotatie.
Intr-adevir, din congruenta triunghiu-

N
rilor OAB g OA'B’ rezultd AOA'=
— BOB' (fig. 1114, b).

B - 2. Sa se giseascd ecuatiile rota-
tiillor din problema precedentd in
raport cu un reper cartezian 20y fixat
convenabil. 3

Fig. I1.14

3. S& se afle imaginea dreptei d:2 +y — 1 = 0 prin rotatia & de §

centru A si unghi %, unde

{A} =d NOy.
4. 1) Se da triunghiul echilateral de virfuri A(1, 2), B(3, —1),

C(4+3|/§, 1+z|/z>;)_

2 2

Sé se determine imaginea sa prin rotatia & de centru O si unghi% .

2) Se'da patratul de virfuri A(—1, 0), B(1, 0), C(4, 2), D(—1, 2). Si se

determine imaginea sa prin rotatia & de centru A gi unghi — :4:-

Soluie. 1) Rotatia de centru O §i unghi ©/3 este caracterizatd prin

Vol

e e e ar s
e At | kgl XV 30 !
Punind z =1, y = 2, giisim z =§—]/3, y' =5 + 1. Astfel imaginea lui

A prin & este punctul A’ (-é‘- — /3, ZZ—EL - 1). Analog,

s34+ 42,52 L) cwa—dp 6+svap.

. f

2) (fig. 11.15). Rotafia & de centru A(—1, 0) si unghi —m/4 este caracteri-

zatd prin (de ce?)

, 2 7
rt1=V2 0 L2,
; 2 )
'y=—T(x+1)+VTy-

Evident lui A(—1, 0) ii corespunde punctul D
A'(—1,0). Punctului B(1, 0) i corespunde '

= ¢
i i Py
B(/2- 1, —V"). [ AR
Analog, e
|

c@elY 3-1,0, DW/2I—1, VI o B
5. Fie segmentele congruente [A B] si [A'B’]. | / | | N
58 se arate cd [A'B’] este imaginea lui [AB] = TS R W
printr-o translatie de directie AB urmati de = [ =0 a s

, doud rotatii in jurul capetelor imaginilor inter- n

mediare ale segmentelor.

6. Sd se verifice cd triunghiurile MNL si
M'N'L' de virfuri M(7, 1), N(7, 4), L(3, 1),
M'(—2/5, 16/5), N'(2, 5), L’(2, 0) sint con-
gruente si sd se determine izometria % cu pro-
prietatea ¢ (MNL) = M'N'L’.

Solupie (fig. 11.16). Triunghiurile dreptunghice MNL si M'N’'L’ sint congru-
ente deoarece au laturile congruente (de lungimi respectiv egale). Urmérind orien-
tarea indicatd de ségeti deducem cd M'N'L’ se obfine din MNL printr-o izometrie
2’ =z cos 0 4 ysin 6 A,
Yy =zsmn 0 — ycos0 |k,
minati de sistemul

Fig. 116

de tipul coeficientii cos 0, sin 0, A si k sint deter-

e % — 7 cos 0 {—‘sin 0 -+ &, _ g > N’

%=7Sin9—cosﬁ—|—k,

/ \ y ~ 1
M arse | [

2 =7cos 0 + 4sin 0 + 4, e et Y

5 = 7 sin 0 — 4 cos ﬁ _|._ k, \\_\\ ‘ /1 %1

2 =23 cos O -+ sin @ 4 A, $ ’HH \

\0 = 3 sin® — cos & + k. e Fig. IL16
L b e _%, S0 :é, = B e 2,

7. Fie A(0, 0), B(5, 0), C(0, 5) si E(3, 2), F(—1, 5), G (6, 6). S se deter-
mine izometria care duce triunghiul A BC in triunghiul EFG. "

s & 04 ' u' | - I‘ | L

1. Triunghiul A’'B’'C’ este obtinut din triunghiul ABC printr-o translaie.
Sé se arate cd medianele din puncte corespondente ale celor dou# triunghiuri sint
paralele sau coliniare.

Indicafie. Tmaginea unei drepte d printr-o translatie este o dreaptd paraleld
sau egald cu d.




2. Fie cercurile C;, C, si segmentul [4 B]. Si se construiascd un segment
paralel si congruent cu [AB] ale carui extremitdfi sa.fie respectiv pe cercurile
C, si C,. Discutie.

Indicatie. Se utilizeazi translatia § care duce punctul 0 in punctul A.

3. In planul raportat la reperul cartezian z0y se considerad punctul A(—1, 2).

1) Sd se determine ecuatiile translatiei & care duce punctul O in punctul A.

2) Care este imaginea drepteid:z 4+ y 4+ 1 =0 prin §7?

3) Si se giseasca dreapta h cu proprietatea §(h) : 22" — 3y’ + 1 = 0.

: 4. Fie h, k, [ trei drepte paralele. S& se construiascd un triunghi echilateral
ABC ale cérui virfuri si fie situate pe cele trei drepte.

Indicalie. Se fixeazd punctul A pe una din drepte si se utilizeazd rotatia
de centru A si unghi 60° sau —60°. Rezulta doud solutii.

5. Sd se inscrie un pitrat intr-un paralelogram.

Indicafie. Dacd existd un patrat inscris intr-un paralelogram, atunci centrul O
al paralelogramului coincide cu centrul pitratului. Se utilizeazd rotatia de centru
T

0 si unghi

&

6. Se considerd rotatia & de centru O si unghi 135 .

1) Care este imaginea dreptei d :z —y + 1 =0 prin &?
2) -S& se determine o dreaptd k cu proprietatea &(h) : z — 4y + ¥ = 0.
7. Sa se determine punctele fixe ale izometriei de ecuatil
' =xcos 0 | ysin 04 1,
[y' =zsin — ycos 0 —1.
Indicatie. Se pune z' = z, ¥y’ = y §i se rezolvd sistemul liniar, obtinut.

8. Fie J = & o &, unde & este translatia care duce punctul (0, 0) in punctul
(1, —1), iar & este rotatia de matrice

= Belaiy &
ark e
1 1

V2 V2
Se di A(3, 2). Si se giseasca J(4), T A), (o &) (A).

“ . e o T y - % y
Indicatie. §o& are ecuatiile: 2’ = —— — —— 11, 9y = — } == — 1,
' ’ Vo= i T

iar & o & are ecuatiile: m,,::n+1_y—1, = +y_1.

o V2 V2

9. Axele de coordonate Ox si Oy se rotesc cu unghiul% si noul reper 'Oy’ |

‘se considerd invers orientat fatd de 20y. $tiind cd un punct A "are coordonatele |

(1/"3, — 21/ 3) in reperul z’Oy’, si se giseasci coordonatele lui A fatd de re- |-

perul z0y. |
Indicatie. Rotatia de unghi 6, a reperului cartezian zQy, este caracterizatd

prin x =g cos 0 — y'sin 0, y = 2’ sin O 4 ' cos 0, unde Mgl g?) Problema i

=2} ]

unpune rotatia reperului urmaté de o simetrie in raport cu Oy’ sau in raport cu
()z'. Obfinem

b= 51t (5713

. 10. S& se arate cd simetria fatd de dreapta d : ax + by + ¢ = 0, este caracte-
rizatd prin ecuatiile:

B 2a

S +bz(aa=+by+c),
o 2 ‘
Y .= — m(am+by+c).




Capitolul 10
CONICE
§ 1. Cercul

Fie 20y reperul cartezian in plan si M;(z;, y;), i = 1, 2 doud puncte. Reamin-
tim expresia distantei

M My = /(2 — 21)% + (y2 — y2)*
Fie M(z, Yo) un punct fixat si » un numar real strict pozitiv fixat. Cercul C

de centru M, si razd r este multimea punctelor M(z, y) cu proprietatea M M = r
(fig. TIL1.1).

Teoremi. Punciul M(z, y) aparfine cercului C de centru M(zq, Yo) $
razd r dacd st numat dacd

(o =mpltet g —= it = I

" Demonstratie. M € C < MM = r < Vi — x2 + (y — 92 =T«

>(2 — 2012 4 (y — yo)* =12 .

Astlel €= {M(z, y)|(z, y) € B% (22— 2)? 4 (y — yo)* =77} sau mai

scurt C : (x — x9)% + (¥ — yo)? = r®. Ecuatia (z — %).2 + (y — yo)? =T1% (2, y)ve

€ R?, se numeste ecuafia carteziand tmplicitd a cercului C de centru (zo, Yo) §1 razi r.
Aceastd ecuatie este echivalentd cu doudl ecuafii parametrice in R? (fig. 111.2),

T = Z + T CcO8 L,
Yy =1yy+rsint, t €[0, 2n], ¢ = parametruy,

M
\
b
\

\

|
1
|

,'/'

A

. | | Y i S P
) ' ~“0 i
[(Xp 3 4, | \ My
| 1

:
!

i\ / i
i L / \ I
. _ |

= - - " bt
) < ) X 7 N X X
{ % o / o a S

Fig. TIL.1 Fig. TIL2

Se observa ed (x — )% + (¥ — Y,)® este un polinom de gradyl doi in z ¢l ¥,
termenul de gradul doi fiind z* + y2 Aceasta sugereazd sd cercetdm mulfimea

I':2%4+ 92+ 2ax + 2by + ¢ = 0.
Deoarece ecuatia lui I' se transcrie

(el 0t - (yuib)t =0 | b — ¢

Y

rezulta: .

1) dacd a® 4 4% — ¢ >0, atunci I' este un-cerc cu centrul in T —
Yo= —bsiderazir = |/a® + b2 — ¢;

2) dacd a® + b2 — ¢ =0, atunci I' = {(—a, —b)};

3) dacd a? + b% — ¢ < 0, atunci T" = @.

Ecuatia

2+ y? + 2z + 2y +c =0, a2+ b2 — ¢ >0, (z, y) € R,

se numeste ecuajia carteziand generald a cercului. Evident aceastd ecuatie este echi-
valentd cu '

d(2* + y?) + 2ay2 + 2b,y + ¢, = 0, d#0, a3 + b4 — de, > 0.

- Un cerc C:(z — z)*+ (y — y,)2 = r?
separd planul € in doud submul{imi disjuncte:
interiorul lui C' notat int(C) si exteriorul lui C
notat ext (C). Dacd f: R2— R, f(z, y)=(z — z,)*+
+ (y — yo)?— r?, atunci (fig. II1.3) int (C) =,
= 0}, ext(C) = {M(z, y) | f(z, y)>0}. Evident
int (C) N ext(C) =@, int(C)U C U ext(C) = &.

Mulfimile int(C) si

il

Teorema. 1)
int (C) U C sint convexze.

2) VM, € int (C), VM, € ext (C), segmen-
tul [MyM,] taie pe C.

Demonstrajic. Férd a scéidea generalitatea putem presupune z, = y, = 0.
Fie M;(z;, y;), + = 1, 2, doud puncte din plan. Segmentul [ M, M,] este caracterizat
prin ecuatiile parametrice z = (1 — t)a; + tzy, y = (1 — )y; + ty, tE [0, 1].

1) Dacd M;, M, € int (C), adicd f(z; y) =22+ —rt <0, i =1, 2,
atunci f(z, y) = f((1 — )z, + tz,, (1 — Dy, + tys) = (1 — )2y + tx,)? + (1 —
— Oy + ) — r? = (1 — )2 + A1 — t)wz, 4 203 4 (1 — 0% + 201 —
= Otyys + Py —r? <H(C—1)(ad + 9] —r?) a4+ v — 1) = (1 —D)f(z,50) +
+ Uf (3 y2) <O, V¢ € [0, 1]. Cu alte cuvinte [ M, M,] C mt (C).
- 2) Fie M, €int (C), adica f(z,, ;) <0 si M, € ext (C), adicd f(z; ys) > 0.
Rezultd functia continud ¢ :[0, 1]—> R, ¢(t) = f((1 — )2, + tz, (1 — Dy, +
+ tys) = (1 = )z + 1w5)* + (1 — )y, + tyz)? — 1% cu proprietifile (0) =
= [z, 1) <0 51 9(1) = f(zq, y,) >0. De aceea existd o valoare t, € [0, 1] astfel
incit 0 = ¢(Z)) = ((1 — to)z; + 1025)% + ((1 — ?0)3/1 + toy2)®* — r? s1 deci MO((l =7
— 1)@y + LoTs, (1 — t)yy + Loy,) € C

Intersecfia dintre o dreaptd si un cere. (fig. 111.4) Fie dreapta h : az + By +
+ v =0 g cercul € : (z — zy)? + (y — y,)2 = 12, de centru M(z,, y,) §i razi r.
Pozitia dreptei A fatd de cercul C se poate stabili calculind = distanta

: |/ct2$B2
si comparind aceastd’distantd cu r. Dacd d(M,; h) <r, atunci dreapta h 8l
cercul C au exact doud puncte comune (h este secantd); dacid d(M,; h) =r,
atunci dreapta h si cercul C au exact un punct comun (& este tangentd la

cereul C'); dacd d(My; h) >r, atunci dreapta A si cercul € nu au puncte comune
(7 este exterioard cercului C).

* Se ordoneazd dupd ¢, apoi ¢ se majoreazs cu ¢, coeficientul siu fiind pozitiv.




/

Intersectia b N C este caracterizatd de solutiile in R? ale sistemului

law+ﬁy+Y=0,
(2 =T Yol =T

et U |
4 (% ".';"t'l ¢ 7

|

/7 N\
\‘ /

Tig. .4

o ]
—, n=——. Rezultd

Presupunem B # 0, 2, =0, y, =0 §1 notdim m = —

cistemul (echivalent) y = mz + n, 2% + y® =12 Inlocuind pe y in a doua ecuafie
sbtinem ecuatia de gradul al doilea (1 4 m?)x® + 2mnz + n* — r2= 0, cu
discriminantul

iz
A=41 4 m [r2 - | === | =41 + m}(r® — d%0; h)).
(1 +m (r_ (Lf—r??‘)) (1 + m?)(r* — d%0; h))

Dacd A >0, adica r > d(); k), alunci ecuatia in x are solutiile z;, z, care
sint abscisele punctelor de intersectie M,, M,. Ordonatele acestor puncte sint Y =
=mz; +n, it =1,28kNC={M; M}

Dacd A = 0, adicd r = d(0; h), atunci z; = z, §i dreapta & este tangentd
cercului in punctul M,(z;, mz, + n), adicd h N C = {M,}.

Dacid A < 0, adicdi r < d(0; k), atunci ecuatia de gradul al doilea in z nu are
raddcini reale si decid N C =@.

Situatia a #0, B =0, z, = 0, y, = 0 se discutd analog, iar cazul

(4, Yo) # (0, 0) se reduce la precedentul prin translatia z’ =z — i ==

; SN 1
Prin dedubliri intelegem substituirile z® —zx;, y*— yy;, Y _)E (zyy; +

+ zy), T— % (ot ) o % (y + y,). Prin dedublata ecuatiei de gradul al

doilea @y;2% + 28357y + @aoy® + 20107 + 2a50y +.6gp =0 in punctul M, (z;, v,)
intelegem ecuatia a,,7,2 + @5(Y12 + 1Y) + Aoty + (T + ;) + ag(y + ¥1)+
+ @y, = 0 care are cel mult gradul intii. ‘

 Fie cercul C : (x — %)% + (y — yo)? = %y cu centrul My(zy, ¥ §i raza r,
iar M,(z,, ¥,) un punct fixat pe cercul C. Dedublata ecuatiei cerculm C in punctul
M,(z,, ¥y), adicd ecuatia de gradul intii '

(@ — 2)(z — %) + (41 — Yoy — yo) =7
reprezintd tangenta la cercul C in punctul M,. Dreapta

oy s 2
1 =0

, g
se numeste normald la cercul C in punctul M, intrucit este perpendicularéd pe tan:
genta in M, (fig. 1IL.4). ;

Observajii: 1) Fie f : I — R o functie derivabild si y = f(z) ecuatia carteziana
explicitd a graficului sdu. Tangenta la grafic in punctul M(zy, ¥o = f(zy), 7o € I,
are ecuatia y — y, = f'(z,)(z — x,). Dreapta care trece prin M, si este perpendi-
culard pe tangenta se numeste normala la grafic in punctul M.

Coordonate polare (fig. 111.5) Fie z0y reperul cartezian in planul €. Fiecdrui
punct M(z, y) # 0(0, 0) ii punem in corespondentd o pereche ordonatd (r, 0) de
numere reale r € (0, 00), 0 & [0, 27) deter-
minatdi prin r = 0OM = |/ 2? + y* s gt
cos 0 = E, sin = £ sau echivalent z = T || el VALK

I r 40y |- (Fne/
—rcos 0, y = rsin 0. Numerele r gi 0 se '
numesc coordonaiele polare ale punctului M

si se scrie M(r, 0). S Yt |

Rezultd o bijectie intre & — {0} si | VTR PR T
(0, 00) x [0, 2m) numitd sistem de coordonate : "
polare determinat de reperul cartezian z0y.

1. Si se gaseascad ecuatiile cercurilor fixate respectiv prin:

1) centrul cercului My(2, —3), raza cercului r = 7;

2) centrul cercului M,(1, 1), o tangentd la cerc d : 3z + 4y + 8 = 0;

3) extremitatile unui diametru A(3, 2), B(—1, 6);

4) punctele A(3, 1) si B(—1, 3), o dreaptd care contine centrul d : 3z —y —
22—
1 5) Pun("te}e Ml(_ia 5), Mz(“—zu _2‘) 51 MB(B! 5)

Solufie parfiald. 2) Raza r a acestui cerc este distan{a de la M, la dreapta d.
Deci,

r=3-1-§—4-1—|—8 e

Ve

Astfel .
C:(xr—1)2+4 (y—12=32

Ecuatia carteziand este echivalentd cu ecuatiile parametrice z = 1 + 3 cos ¢,
y=1+43sint, ¢t €[0, 2n). '

5) Se foloseste ecuatia carteziand generald 2z? 4 y* + 2az + 2by + ¢ = 0
si se pune conditia ca fiecare punct sa fie situat pe cerc. '

Se giseste sistemul liniar

—2a 4+ 10b + ¢ = —26,
—ha — 4b + ¢ = —8,
100a + 106 + ¢ = —50°

cu solui,;‘ia a= —2, b= —1, ¢ = —20. De aceea cercul ciutat are ecuafia z* +
+ y2 — hxr — 2y — 20 = 0. :
2. 1) Sa se arate cii ecuatia 2% + y? — 6z — 4y + 8 =0 reprezintd un

cerc C, punindu-se in evidentd centrul My(zy, y,) si raza r.

2) Si se scrie ecuatia carteziand a tangentei la C in punciul A(2, 0).
3) S& se gaseascd ecuatiile carteziene ale tangentelor duse prin D(8, 7) la
cercul C. .

R




Solufie. 1) “Ecuatia datd se transcrie (z — 3)2 + (y — 2)®? =5 si deci ea
reprezintd un cerc cu centrul in M (3, 2) si de razd r = /5. :

2) Punctul A apargine lui C, adicd coordonatele sale verificd ecuatia lui C|
Ecuatia carteziand a tangentei la C in punctul A(2, 0) se poate obtine utilizind
dedublata ecuatiei lui €, (z; —3)(z — 3) + (v, — 2)(y — 2) = 5. Rezultd
—(x—3) —2y—2)=>5sau z + 2y — 2 =0. ‘ '

3) Fasciculul de drepte cu virful D(8, 7) are ecuatia r(z — 8) 4 s(y — 7) =Q3
r2 L s? £ 0. Selectdm din acest fascicul dreptele care se gésesc la distanta r =1/5
fatd de centrul M(3, 2). Pentru aceasta se impune condifia

w o l/——:ﬂr(3—8)+s(2—7)|'
Vet e
' ‘ 1 ==,
care este echivalentd cu 72 4 s2 =5(r + 5)%. Rezultd r = — Es, r= —2s gi deci |

x — 2y + 6 = 0 respectiv 2z — y — 9 = 0 sint ecuatiile cAutate. |
_ 3. Punctul M3, —1) este centrul unui cerc ce determind pe dreapta
922 — 5y + 18 = 0 o coardd de lungime 6. 54 se scrie ecuatia cercului.

4. S# se arate cd cercul C : 22 + y2 = 1 nu este graficul nici unei functii,
dar este reuniunea graficelor a doud functii. .

Solutie. Se stie ci graficul unei functii este intersectat de o dreapta paralela |
cu Oy cel mult intr-un punct. Se observd insd cd axa Oy intersecteazd (_Jercu]_c.‘
in doudi puncte de coordonate (0, —1), (0, +1). De aceea C' nu este graficul nici
unei funetii.

Semicercul superior z? + y% = 1, y > O este graficul functiei f :[—1,1]— R,

f(z) = VT — 22, iar semicercul inferior z* + y* =1, y <O este graficul functiei |

g:(—1,1) =R, g(z) = —|/ 1 — a2 Cercul C este reuniunea acestor doud grafice.

5. Pe un cerc C de diametru dat [AB], de lungime 4a, a >0 si centru O,
ge considerd un punct mobil M.

1) S& se scrie ecuatiile cercurilor circumscrise triunghiurilor AOM i BOM {4 taje mediatoarea segmentului [F'F] in doud puncte B’ si B care apartin lui E.

' 9) Si se arate c# produsul distantelor de la centrele P si Q ale acestor]

cercuri la dreapta A B este constant gi cd dreptele AP gi BQ sint perpendiculare. |
3) S5 se gdseascd locul geometric al punctului de intersectie al

1) Solugie. 1) Fixadm mai intii reperul carte-
i zian ca in figura 111.6 considerind dreapta AB
ca Oz §i mediatoarea segmentului AB ca Oy.
Rezultdi A(2a, 0), B(—2a, 0) si C :x*+ y* —14

— 4a?=0(1). Cercul circumscris triunghiului AOM
are centrul P situat pe mediatoarea segmen-
tului [0A4]. Fie P(a, 3), » € R; atunci raza este
* p=|/a®+ 2 iar ecuatia este z* 4 y? — 2ax —
— 2% =0 cu conditia ~o? 4 B2 — 220 3
E — 28 =0 (2). 3
e : Analog gasim ecuatia cercului circumseris
teiunghiului BOM, cu centrul Q(—a, ©) p € R
si anume 2%+ y2 -+ 2az — 2uy =0 cu conditial
o + B2 + 2a0 — 2pp =0 (3). ]

—4a2=0. Fie M(x, B); M e C < o + p2—1

2) Din relatiile (1), (2), (3) deducem

pp — ﬂz‘lﬁ__m , Q" = a(ZaTM , B # 0, PP’-QQ'=a;—B::a"":const.
o

Panta dreptei AP este m; = — — . Deoarece

, 1ar a dreptei BQ este m, = £
a

A a?

E™ =S

Observatie Produsul Ay este pozitiv, oricare ar fi pozitia punctului M

= — 1, dreptele A P gi BQ sint perpendiculare.

| pe cercul C.

3) Fie {L] = AP N BQ. Locul geometric descris de punctul L este chiar

| cercul C : 2% + y% — 4a? = 0. -

6. S8 se gdseascd locul geometric descris de punctul de intersectie a drep-
telor d :zcosa +y=1, d :2—ycosa=1, a € R.

7. S& se discute natura radacinilor ecuatiei 22 + 2(a + b)z + 2ab = 0,
dacd @ si b sint doi parametri reali. :

Indicajie. Caleulind discriminantul se gaseste A = a? + b2 — 4. Pentru dis-
cutie se foloseste separarea planului a0b in regiuni.

o . —r
\ L, -l - =
% ) EIi &

Fie ¢ un numdr real pozitiv §i F', F doud puncte fixate din plan astfel incit
F'F = 2¢ (fig. IIL.7). ‘ :
Detinifie. Fie a > c. Mulfimea E a punctelor /M cu proprietatea
MF' + MF = 2a
se numeste elipsi.
Dacé ¢ = 0, atunci elipsa se reduce la cercul de razd a. Punctele F' si F

se numesc focarele elipsei, dreapta F'F se numeste aza focald, distanta F'F = 2¢
se numeste distanja focald, iar segmentele [ MF'], [ MF] se numesec razele focale ale

{ punctului .

Elipsa nu este o multime vida, deoarece cercul cu cenfrul in F si de razi

Elipsa poate fi trasaté ca in figura IT1.7; firul inextensibil de lungime 2a are cape-
tele fixate in focare, iar virful creionului se miged intinzind acest fir.
Dreapta F'F s1 mediatoarea B'B a segmentului [F'F] sint aze de simetrie

dusptelor. AP §i' BO: l} pentru E. Fie F'F N B'B = {0}. Punctul O este centru de simetrie. Aceste

elemente fixeazd reperul cartezian din figura IIL.8. Rezultd F'(—¢, 0), F(c, 0),
B0, — |/a®— ¢?), B(0, |/ a® — c?). «




Teoremi. Punciul M(z,y) apartine elipser E dacd §i numar daed

2 %
2 g p_soa
a? b? y

Demonstratie. M eE & |/ (x + ¢)® + y* + V/ (x — ¢)® + y? = 2a. Transfe-

rind al doilea termen din partea stingd in partea dreaptd si ridicind la pétrat,
obtinem (z + ¢)? + y? = 4a® 4 (z — ¢)? 4 y? — 4a I/ (x — ¢)* + »2. Calcule simi-
2 2
lare conduc i -+ Y = il
aZ a2 T 82
Notind h% = a® — ¢?, ultima ecuatie se franscrie

¥ $2 yS

a? b2

1
Astfel E = lM(x, y) o

( g K yzti :
z, y) € RE, i i sau mai scurt
a

2 y? .z oy :
E:=— 4+ < = 1. Ecuatia — = =1, (z, y) € R? se numeste ecuafia carle-
qEs e wvgh s bR
ziand implicitd a ehpsei. Ea este echivalentd cu ecuatiile parametrice in B2
T =acost .
= bsint, t €[0, 27), ¢ = parametru
(pentru semnificatia lui ¢, vezi solutia problemei 27, Cap. IV)
Considerdm elipsa E de ecuatie

y=—d® — o
:L-Z 2
§+%2_ =1<{ sau ,x € [—a,al.
yz_ﬁ]/azf_g;z
a

: Y e Al : S e :
Ecuatia y = — |/ a* — x* reprezintd portiunea din elipsd cuprinséd in semipla-
T ;

: ; by f—— S 1 o .
nul ¥ = 0, 1ar ecuafla y = — — |/ a? — z? reprezintd portiunea din elipsd cuprin-}
' a

si in semiplanul y < 0. Acestea se numesc ecuatii-carteziene explicite.

Axele de coordonate taie elipsa in punctele 4'(—a, 0), A(e, 0), B'(0, —b),
B(0, b) care se numesc virfurile elipsei. Segmentele [A’'A], [B'B] sau distantele
d(A’, A) = 2a, d(B’' B) = 2b se numesc respectiv axa mare §i aza micd a elipsel
Jumatdtile a si b se numesc semiaze. :

Dacd notdm. cu E; si E, graficele functiilor derivabile

:1:—*—b- V/ az — =2, :t:—r_—b— I/ a® — a?
a a
definite respectiv pe (—a, @), atunci se observid ci

E = El U {(_a’i 0)1 (a, 0)} UE,

si deci elipsa are alura din figura 111.8.

cn - 1

O -elipsa are proprietatea cd separd ——
planul in doua submultimi disjuncte (fig. I1[.9): — =
interiorul lui £ notat int(£) s1 exteriorul lui £
notat ext(E). Utilizind funeclia

int(E) = {M(z, y) | flz, y) < 0},
ext(E) = {M(z, y)| f(z, y) > 0}, int(£) N ext(£) =9, mt(E) U E U ext(E) = &.
Mai mult, multimile int(F) si int(£) U E sint convexe si confin centrul O si
focarele F', F.

2 2
Interseciia dintre dreapia h: ax + By + v = 0 sielipsa E: m_z - % = 1 este
a

descrisd de solutiile in R? ale sistemului

oz + By + v =0,
332 y2
P

De aceea k N E confine cel mult doud puncte (fig. T11.10).

17

: (LJ (\i// )

Fig. IL.10
P i o o Y ke =
resupunem B # 0'si notim m = — E— , n = — — . Rezultd sistemul (echi-

2 2
valent) y = mz -+ n, % + % = 1. Inlocuind pe y in a doua ecuatie obtinem
, a

ecuatia de gradul al doilea
(a®m? + b%)a? + 2a’mnz + a®(n® — b?%) = 0,

cu discriminantul A = 4a%b*(a?m? 4 b% — n?).

Dacd A > 0, atunci sistemul are solutiile distincte (zy, ¥), (25, ¥p) 81 deci
h N E={M,, My}, unde M(z;, ¥;), i =1, 2.

In acest caz dreapta h se numeste secanta elipsei.

Dacd A =0, adicd n = 4|/ a?m? | b?, dreapta h taie elipsa intr-un singur
punct (doud puncte confundate). In acest caz dreapta h se numeste tangentd elipsei.

Dacd A <0, atunci h N E = @.1In acestcaz dreapta i se numeste exlerionrai
elipsei.
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2 2
Fie elipsa £: x_2 + %; =1 si My(zy, yo) € E. Dedublata ecuafier elipser E in
a
punctul My(zy, y,), adicd ecuatia de gradul intii
Zxy YYo
¢ i B
reprezintd tangenta la elipsa E in punctul M. Perpendiculara pe tangentd in punctul
. M, se numeste normala elipsei E in punctul M, (fig. IT11.10).
Teoremi. Tangenta si normala la elipsd in punciul M, sint bisectoarele
unghiurilor determinate de suporturile razelor focale ale lut M.

7 y? :
- e F —1=0, 2= a®— c?si My(zp, y)EE,
” .

2 2
adied x_; e %-:— — 1 =0. Fie F'(—¢, 0), F(c. 0) focarele lui E. Suporturile razelor
J a

vectoare [ M F’] si [M F] sint dreptele (fig. IIL.11) My F' : yox — (2ot €)Yy — c¥p=10,
respectiv F M, : —yox + (xg — ¢)y — cyy = 0. :

Dac# z, = 0, atunci triunghiul F’' M/ F este isoscel, tangenta M, T este orizon-
tald, iar normala M N este verticald (coincide cu Oy). Presupunem z, # 0 si {inem
seama de identitdtile

Demonstrajie. Fie elipsa E:

L e— — a® -+ cx — - a® — cx
VAT @t =20 V= o =
2 -
Rezultd cd panta normalei, my,ny = — —:E-—y—“, este egald cu panta bisectoarel
. o

Yo — (%o + )Y — Yo __ —YoT + (Zo — )Y — Yo
V4§ + (2 + o) Vg + (o — 0

Deci aceste doud drepte coincid. g :

Proprietatea geometricd mentionatd in teorema de mai sus corespunde urma-
torului fenomen din opticé: razele de lumind ce pornesc dintr-o sursd fixaté intr-u-
nul din focarele unei oglinzi eliptice sint reflectate de oglinda in celalalt focar. De
aceea teorema este cunoscutd sub numele de proprietatea opticd a elipset.

Consiructia elipsei prin puncte (fig. 1I1.12). Presupunem cd se dau axa mare
[A’A] de lungime 2a si axa micd [B'B] de lungime 2b. i

1) Fixdim un punct O al planului drept mijlocul segmentelor perpendiculare
[A'A] 1 [B'B]. : :

2) Se ia in compas distanta a si cu centrul in B se descrie un arc de cerc
care taie pe [A'A] in focarele F’ gi F. o

B ¢ X

~ \ - ~ LT
——l _}{:._ e

Fig. IML11 Fig. 1L12

Filsy )

3) Se considerd un numdr de puncte 1, 2, 3, ... pe axa mare.

4) Seia in compas distanta de la A’ la 1, apoi cu centrul in F’ se trageazi
arce de cerc deasupra si dedesubtul axei mari.

5) Se ia in compas distanta de la A la 1; apoi cu centrul in F se traseazi
arce de cerc care intersecteazd arcele construite la 4). Astfel se obtin doud puncte

- ale elipsel de pe jumdtatea din dreapta.

6) Se repeta pasii 4), i 5) schimbind pe F’ cu F gi astfel se obtin doud puncte
ale elipsel situate pe jumétatea din stinga.
7) Se repetd pasit 4) 5), 6) folosind distantele de la A’ la 2, de la 4 la 2,...
pind cind se precizeazd un numar suficient de puncte pentru a construi elipsa.
- Punctul M a fost construit folosind distantele de la A’ la 4 si de la A la 4.
Desigur, trebuie si tinem seama de faptul cd elipsa nu este ,ascutitd” in

vecindtatea virfurilor iar tangenta in punctul M/ al elipsei este bisectoarea ,exte-

rioard“ a unghiurilor dreptelor MF' gi MF.

PROBLEME

1. Se considerd elipsele date prin:

1) focarele F'(—1, 0), F(41, 0), axa mare ¢ = 5;

2) focarul F(1, 1), centrul C(1, 3), axa mare a = 10;

3) centrul C(2, 1), virfurile A(2, 6), B(1, 1).

Sé se deseneze aceste elipse si sd se giseascd ecuatiile lor.

2 2
2. Se dau elipsele E;: % -+ yz =1, E, :32% 4 2y* = 12. Pentru fiecare

sé se determine virfurile, axele si focarele.
3. Sa se calculeze aria unui pétrat avind doud virfuri ce coincid cu focarele

ey G e
il i —— b e = i )
B % 16

Indicajie. Avem a® = 25, b> = 16 de unde ¢*? =25 — 16 =9 gi focarele
vor fi F(3, 0) si F'(—3, 0). Segmentul [FF’'] poate coincide cu latura patratului sau
cu diagonala si se calculeazd aria pentru fiecare caz.

2 2 :
4. Dacd M este un punct al elipsei E:-x—2 —}—%2- —e—0.ar F st foca-
a

rele Sa]e, sd se arate cd se verifica relatia
: MF - MF' + M0O? = a® + b2
Indicajie. Se face un calcul similar cu cel de la deducerea ecuatiei elipsei,
dar se tine seama de formula medianei in triunghiul MFF’.
6. Se considerd punctele 4(7, —6), B(—1, 4), C(3, 5) si se cere sd se pre-

cizeze care este situat pe elipsa E: 2522  9y% = 450. In acest punct si se scrie
ecuatia tangentei la elipsa. -

Indicatie. Se gdsegte cd C apartine elipsei. Ecuatia tangentei se scrie prin
dedublare.

6. Se considerd punctele variabile A(a, 0), B(0, B), astfel incit AB = 6.
Sa se gaseascd locul geometric al punctului M care imparte segmentul [4 B]

in raportul-i, punindu-se in eviden{d ecuatia carteziand implicita, ecuatiile
parametrice.

Solujte (fig. 111.13). Fie M(z, y). Rezultd z = -2-5—, Y =% gi o? + p% = 36.
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Eliminind parametrii «, 8 infre aceste trei relatii, obtinem elipsa
72

ey :
i— 1 2 — 4 =0 de semiaxe ¢ = 4, b = 2.
E: 16 = 7

Ecuatiile parametrice ale lui £ sint x = 4cost, y = 2sint, ¢ € [0, 2x).
4 2

7. Se considerd triunghiurile de tipul M,M,M, inscrise in elipsa E: 1_2 +
a |

& o e . -
|- S 0, astfel incit centrele lor de greutate sd coincidd cu centrul elipsei.
S&°se demonstreze cd normalele la elipsd, duse prin virfurile fiecérui triunghi,

sint concurente.

¥

‘.\‘ M

Fig. IIL.1s Fig. .14
12 y?
Solujie (fig. I11.14). Fie M;(z;, v;), 1 =1,2, 3; M,c E <=>a—; -+ fi — 4=

: d Z; 2 8 Yi 2 ; 2
ki) 2t} — 3, conduce la z,y; + Zy. | xays = 0.
Relatia E( = J 5 ;( 5 ) 191 2Y2 3Y3

i=1

X T xr
Centrul de greutate G(zg, yg) ‘are coordonatele z; = ﬂ%, Y. =
=B VLY far G = 0, implicd @y + 7+ 79 =05y + 42+ 45 =0
o : A sy Tl ¥iy
Ecuatiile tangentelor la elipsa E, in punctele M;(x;, y;) sint — + ? L
a
0 %o 53]

Ecuatiile normalelor in punctele M;(z;, y;) sint
a?y,x — bz y + (b — a¥)xzy; = 0.
a*y,w — bixyy + (b — @®)agy; = 0.
aPyax — bixgy + (b2 — a¥)awgyy = 0
Aceste trei ecuatii formeazd un sistem cu doud necunoscute z, y, care este
compatibil determinat deoarece avem

oy B a*yy —b*z, (6* — a®)zyyy
o ; i Ho# 0, | ey, —b*z, (b* — a®)zay, | =
fh - a’yy —b2zg (6* — a®)z3ys
Y1 &y T1Y1
= — W —a¥) |y, ®  Teys| =0
Y3 T3 T3l

Rezultd ci cele trei normale sint concurente.

A

unghiul isoscel are aria maxima;

isoscel are cel mai mic perimetru.

de axe ca in figurd. Triunghiul A BM are perimetrul constant dacd si numai dacd
M apartine elipsei de focare 4 si B. Este evident ¢i triunghiul cu cea mai mare
indlt{ime are cea mai mare arie; aceasta

are lec pentru M = C, adici in cazul cind

A BC este un triunghi isoscel.

mea indltimii OC, unde 0(0, 0), C(0, ¢),
C’(0, —»). Orice punct N(z, y) din plan
cu proprietétile | y| =v : N £ C, N # C’
apartine exteriorului elipsei de focare
A, B si deci perimetrul triunghiului 4 BN
este mai mare decit perimetrul triun-
ghiului A BC. ;

incit F'F = 2¢.

-

se numeste hiperhola.

focald, distanta F'F = 2¢ se numeste distanja focald, iar segmentele [MF'], [ MF]
se numesec razele focale ale punctului M.

8. 54 se arate cii:
1) dintre toate triunghiurile avind lungimea bazei si perimetrul date, tri-

2) dintre toate triunghiurile avind lungimea bazei si aria date, triunghiul

Solutie (fig. I11.15). 1) Consideram punctele fixe A, # si un sistem cartezian

2) Se fixeazd baza [AB] si lungi-

Fig. III.15

o

Fie ¢ un numdr real strict pozitiv si F’, F doud puncte fixate din plan astfel

Detinitie. Fie a & (0, ¢). Multimea [/ a punctelor M cu pmpriefatea
| MF'" — MF| = 2a

Punctele F’ si F' se numesc focarele hiperbolei, dreapta F'F se numeste aza

Fig. 1IL16

Problemd. S& se arate cid hiperbola nu este multimea vida.
Dreapta F'F gi mediatoarea segmentului F'F sint aze de simetrie “pentru H.

Punctul lor comun O este centru de simetrie. Acestea fixeazd reperul cartezian din

figura 111.16. Rezultd F'(—e, 0), F(c, 0).



Teoremi. Punctul M(z, y) apariine hiperbolet H dacd st numai dacd
2 2
s el e s I B
(R
Demonsiratie. M & H& V(:r + )+ 92— V(x— )2+ y* = +2a¢Trans-
ferind al doilea termen din partea stingd in partea dreaptd si ridicind la palrat,
~ obtinem (z +0)? 4yt = 4a® + 4a V/ (z — ¢)* + ¥* + (z — ¢)® 4 y* Calcule sim-
w2 yz

lare conduc la — — ——— = 1.
a2 c2 — a2

Notind b2 = ¢ — a@?, ultima ecualie se transcrie

xZ .yZ
@ - ur
2 2 2
~ Astfel, H = {M(x, ¥ | (z, y) € R? -I—z- W'Z—E = il }saumai scurt H: :1:_2 —
@

: 7/2 . o2 qz i < g
— 2 =1. Ecuatia— — -~ =1, (z, y) € R? se numeste ecuajia carieziana
b* : a’ iz _
implicité a hiperbolei. Axa Ox taie hiperbola H in punctele A’'(—a, 0),
A(a, 0) numite eirfurile hiperboler. De aceea axa Oz se numegte axa lransversd a
hiperbolei. Axa Oy nu intersecteazd pe H (axid netransversd). Folosind functia

t —t
cosinus hiperbolic, ch : R — R, cht = oealsb si functia sinus hiperbolic, sh: R— R,

2
t ~t
et — e ; . ; ) !
sh{ — ————, care satisfac identitatea ch? — sh% =1, ajungem la urma-
/
& ek el S .o
toarele concluzii: ramura H ':——2 — ? =1, 2 < — a, are ecuafitle parameirice
” :
it %
z = — acht, y = bsht, tc R ramura H": priatr =1, x > a are ecuajitle para-
a

metrice ¥ = achi, y = bshi, 1 € R.
Fie hiperbola H de ecuafie

;

b 2
y="2Va—a
LY .
Sl LT :1(:) sau ,scE(—OO,—a]U[aa‘x’)'
a2 hE 1 i
b B
— — — 2 ___ g2
\ 4 a V-’E %

Rl e S . :
Ecuatia y = — |/ 2% — a? reprezintd portiunea din hiperbold cuprinsd in semi-
. . ’

planul y > 0, iar ecuatia y = — — |/ %% — ¢? reprezintd portiunea din hiperbold
: a
cuprinsd in semiplanul y < 0. Acestea se numesc ecuatit carteziene ecxplicile.
Dacd notdm cu H, si H, graficele functiilor_derivabile

b b )
$‘*';|/$2—a2,m—+ _;l/z.z_az

definite respectiv pe (—oo, —a) U (g, oo), atunci se observi cd (fig. 111.16)
H=HU {(—a, 0}, (a, 0)} U H,.

= Dreptele care trec prin origine si au pantele 4 2 se numesc asimplotele

¢ g 2 2
hiperboler H. Ecuatia reuniunii asimptotelor este ke Z— =)
a2 2
O hiperbold are proprietatea cd separa planul in dou# submult{imi disjuncte
(fig. 111.17): intertorul lui H notat int(H) si extertorul lui H notaf ext(H). Utili-
2

2
zind functia £ : R2 > R, f(z, y) = = — % —1 avem int(H)={M(z, y) | f(z y) >0},
a

H ={M(z, y)|f(z, y) = O}, ext(H) :{M(z, y) | flz, y)< 0}, int(H)Next(H) = @,
int(H) U HU ext(H) =&, int(H) = int(H') Uint(H"), int(H’) N int(H") = O.
Multimea ext(H) contine centrul O. Multimea int(H) contine focarele F' si F.

Fig. II.17

. 4 2 2
Intersecjia dinire dreapta h: ox + By + vy = 0 si hiperbola H: _"_E_; mr %_ |
a 2

este caracterizatd de sistemul:

[z + By +v=0,
1zt R

E B2 = a(I:y)ERE-

De aceea h N H contine cel mult doud puncte (fig. IT1.18).

Dacd h N H = @, iar panta dreptei h este — 2 sau & atunci i este o
a a

usimptotd a hiperbolel.

~ Orice dreaptd paraleld cu una dintre asimptotele hiperbolei este secantd
hiperbolei. O dreapt# care nu este paraleld cu nici una dintre asimptote poate fi:
(1) secantd hiperbolei dacid N H = {M,, M,}; (2) tangenid hiperbolei dacid N H=
= {My}; (3) exterioara hiperbolei dacd d NH = &.

\ i
S \\2‘}‘ 5 3
- {
) \'q\,\ h
V4 \
/
f{i/ P,
Fig. II1.18 '

fds ]




i 2 2
Fie hiperbola H: % — -g—q = 151 M(zy, yo) € H. Dedublata ecuajiei hiper-
2 2
bolet H in punctul My(zo, ¥,), adicd ecuatia de gradul intii

Ly YYo _
q? b?

- reprezintd tangenta la hiperbola H in punctul M,. Perpendiculara pe tangentd in
punctul M, se numeste normala hiperbolei H in punctul M, (fig. I11.18).

Proprietatea opticd a hiperbolei. Tangenta si normala la hiperbold in punctul

M sint bisectoarele unghiurilor determinate de suporturile razelor focale ale lui M,

Constructia. hiperbolei prin puncte (fig. 111.19). Presupunem cd se dau
focareleF”’, F si numirul 2a = | MF’' — MF | cuprins intre zero si distanta focala
F'F = 2e¢.

1) Fie O mijlocul segmentului [F'F]
‘ si[A’A] segmentul de lungime 2e cu mij-
\ locul in Q. Evident A’, A sint puncte ale
; L hiperbolei.
L 2) Se construieste o semidreap-
! ’ td [DC, unde[DC] este un segment
' congruent cu [A'A]. Pe aceastd semi-
dreaptd se fixeazd punctele 1, 2, 3,... .

3) Se ia in compas distanta de la D
la 1 si cu virful compasului in F se
traseazd doud arce de cerc deasupra §i
dedesubtul axei focale.

4) Se ia in compas distanta de la C
la 1 si cu virful compasului in F' se
traseazd arce de cerc care intersecteazd

D)ol A) arcele construite la 3). Intersectiile acestor
— e s & arce dau doud puncte ale hiperbolei pe
U s B % ramura din stinga.

5) Se repetd pasii 3) si 4) schimbind
F cu F' si astfel se obtin doua puncte ale
hiperbolei pe ramura din dreapta.

6) Se repetd pasii 3),4),5) folosind distantele de la D la 2, de la C la
2,... pind cind se precizeazd un numir suficient de puncte pentru a putea trasa
hiperbola. ; o

Pentru desenarea efectivi se poate tine seama si de faptul cd hiperbola nu
este ,ascutitd” in vecindtatea virfurilor, iar tangenta in punctul M al hiperbolel
este bisectoarea ,interioard® a unghiurilor dreptelor MF' si MF.

Fig. TMIL.19

PROBLEME -

1. Se considerd hiperbolele date prin:
1) focarele F'(—4, 0), F(4, 0) si distanta intre virfuri 5;
2) focarele F'(0, —10), F(0, 10) si distanta intre virfuri 8.
S se deseneze aceste hiperbole si sd se giseascd ecuatiile lor.
2 2
2. Se dau hiperbolele Hy: z? — y* =1, sz% — 3_6 = 1. Pentru fiecare

si se determine virfurile, focarele gi asimptotele.

3. Se da hiperbola H: 2z* — 5y? — 10 = 0.

1) S4 se determine virfurile i asimptotele hiperbolei H.

2) Si se scrie ecuatiile parumetrice ale ramurilor hiperbolei /.

3) Si se gaseascd ecuatia tangentei sl ecuatia normalel in punctul de coor-

donate ( ]/10, ]/5)
. 2 2
Soluiie. 1) Scriem ecuatia lui H sub forma _:% e
B = 2 5i decia= /5 b= |/Z Virlurile lui H sint 4'(— ]/5, 0), A(1/5, 0).

Relatia ¢2 = a® 4 b2 dd ¢ = 7 si deci focarele sint F (—I/T, (0l 2 A
Reuniunea asimptotelor lui H are ecuatia 2z? — 5y* = 0. Explicit cele doud

= (. Rezulta a2 =5,

. : s 7 2
asimptote au respectiv ecuatiile y = \/3)_ z, Y= — \/g G%,
2) Ramura din semiplanul z > 1/'5 are ecuatiile parametrice x =|/5¢ht, y =
=]/2sht, t€ R

3) Ecuatia carteziand a tangentei se obfine prin dedublare: 2]/ 10z —

51/ 2y.—10 = 0. Rezultd ecuatia normalei: y —Y 2= 1/25 (z — 1/10).

4. S& se scrie ecuatia unei hiperbole raportate la axele sale de simetrie
31 2)siN(4, 31/5)
2 > 5
Baas =1076*=3.°

stiind cd hiperbola contine punctele M(E),

2 2
5. Daca se considerd hiperbola H: T _ Y _ 1 —0,avind focarele F si F’,

2 2
iar M este un punct arbitrar de pe hiperb?)]é, séb se verifice relatia
OM: — MF - MF' = a® — b2
6. S& se calculeze aria triunghiului format de ésimptotele hiperbolei
i;;—%z—iz() sl dreapta 9z 4 2y — 24 =0.

2
7. S se scrie tangentele la hiperbola %— — % — 1 =01in punctele de pe

hiperbold avind abscisa egald cu 3.

Indicapie. Cele doud puncte de pe hiperbold sint (3, — 1/ 0)s (3, [/2)8 51
ecuatiile tangentelor se scriu prin dedublare.

8. Pe axa Oz a reperului cartezian zOy se iau punctele M s1 N astfel incit
produsul absciselor lor sé fie constanta a?. Prin M si NV se duc doud drepte M P

a

Solugie. Fie M(a, 0), NB, 0), o, BE R, «f = a* (1). Rezulta

Si se afle locul geometric al punctului P.

MP:y:'E(a:-;—m) (2); NP:yz—f—(x—@) (3)-
a a

Pentru a scrie ecuatia carteziani a locului geometric descris de punctul P,
vom elimina parametrii « si 8, intre relatiile (1), (2), (3).

en

si NP, avind coeficientii unghiulari egali respectiv cu & sl — L , a, b & (0,  o0).
% :




Ecuatiile (2) si (3) se mai pot scrie astfel y — 2z T 2 o Y -%ﬁ = 4! B.
a a a a
Inmultind aceste doud ecuatii membru cu membru si tinind cont de relatia
(1), obtinem ecuatia unei hiperbole
- 2 2
Hats b .
(N

:(m2 4+ 1)z +2my +1—m?>=0, m € R.

1) Exista trei drepte distincte dp,, dm,, dm, care trec printr-un punct dat
al planului?

9. Se considera dreptele d,,

2) Cite drepte d,, trec printr-un punct dat al plaﬁului?
Solufie. 1) Fie :
(m§ 4+ 1)z + 2myy + 1 — md =0,
(m3 + Dz + 2myy + 1 — mj = 0, :
(m3 + 1)z + 2myy +1 —m2 =0 : -

sistemul format cu ecuatiile celor trei drepte distincte dm i@y
Deoarece
m§+1 2m; 1 — mi mas oy
m2-+1 2m, 1—mi|=2|mE2 m 1=

mi+1 2my; 11— md mi: my; 1

= 2(m; — my)(m; — my)(my — my) # 0

(determinant Vandermonde), nu existd trei drepte distincte concurente.

2) Se observd ci d, :m¥*x — 1) +2my 4+ x + 1 = 0. Fie z = 1; atunci
ecuatia in m'este de gradul unu, my + 1 = 0. De aceea prin fiecare punct de coordo-
nate (1, y), y # 0 trece o singurd dreapta d,,, iar prin punctul de coordonate (1, 0)
nu trece nici o dreapta d,,.

Fie z # 1. Ecuatia de gradul doi in m are solutii reale numai dacd z* — y*—
— 1< 0. Dar ecuatia 22 — y2 — 1 = 0 reprezintd o hiperbold H. Astfel prin fie-
care punct al lui H diferit de punctul de coordonate (1, 0) trece o sin guré dreapta

d., prln fiecare punct al regiunii ext(H) —
" —*{ 1,y), y # 0} trec doud drepte distincte,
| [ lar prin fiecare punct al regiunii int(H) nu
N . +4 trece nici o dreapta.
' 74 Evident a doua intrebare o contine
pe prima.

Comentariu (fig. 111.20). 1) Dreptele
d,, m = 1, sint asimptotele hiperbolei H.

2) Fie My(z, y,) € H, adicd 23 — yj —
—1=0 si zzy — yyo, — 1 =0 ecuatia tan-

=
”

e d

’ /

% "

‘1
wint xr‘)‘ﬁ/l l /\ Ve
M7

dm gentei la H in punctul M, Deoarece a5 —
/ . : o
// c:rf(h’) — y2 — 1 = 0 dacd si numai dacé s ot e
m? 4 1
—1 —1 e
= olle JYm # +1 rjezult.a cd toate

2m 1 — m?
dreptele d,,, m # 4 1sint tangente la H.

Fie h o dreaptd din plan si ¥ un punct care nu apartine lui k.
Definifie. Mulfimea P a punctelor M cu proprietatea
d(M; h) = MF

se numeste paraboli.

Punctul F se numeste focarul paraboler, dreapta h se numeste direcloarea
parabolet, iar segmentul [M F] se numeste raza focald a punctulm M Parabola

" nu este vida: fie B € h, un punct fixat, fie & perpendiculara in B pe A 31 ! media-

toarea segmentulul [BF], notind {M} = k N I rezultd M €P.

Fie A proiectia lui F pe h. Dreapta AF este
axd de simetrie pentru parabola P. Numirul p=AF >0
se numeste parametrul parabolei. Notind cu O mijlo-
cul segmentului [AF] si alegind reperul cartezian 0y
ca in figura II1.21 avem

F(ﬁ, 0), FivE —sels A(—ﬂ, 0)-
2 ) 2

Teorema. Punciul M(z, y) aparfine para-
bolei P daci st numai dacd

yh=2pn
Demonstrajie. M € P < d(M; h) = MF <« d*M;

2
h):MF”'@(a:—ﬁ) -|—y —(.’L‘+ ) ©y2:2p17. Fig. TIL21
Deci P = {M(z, y)| (z, y) € R?, y* = 2pz} sau P: y* = 2px. Ecuatia y* =
= 2pz, (x, y) € R? se numeste ecua;m carteziand implicitd a parabolei. "Aceasta
este echivalentd cu ecuajiile parametrwe
: :
r—=—»
2p
y=1t t € R
Axa Oz taie parabola in punctul O(0, 0) numit eirful parabole; De aceea Oz
se numeste axd transversi. Axa Oy este nelransversd.
Fie parabola P de ecuatie

y=1"2pz
y? = 2pz, z >-0< § sau : e ()
= — |/ 2pz
Ecuatia y = ]/2px reprezintd portiunea din parabol cuprinséd in primul cadran,
z > 0, y = 0, iar ecuatia y = —|/9px reprezinti portiunea din parabold cuprinsa

in cadranul patru, x > 0, y < 0. Acestea se numesc ecuajit carieziene explicite.
Dacd notédm cu P1 8l P2 graficele functiilor derivabile

&=t I/Z?):! 2T l/i;";
definite respectiv pe (0, co), atunci se observa cé

P=P,U{0, 0}UP,

si deci parabola: are alura din figura II1.21.
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Parabola P imparte planul in doud sub-

multimi disjuncte (fig. I11.22): interiorul lui P

notat int(P) si exteriorul lui P notat ext(P).

Acestea pot fi caracterizate cu ajutorul func-

tiei f: R? - R, f(z, ¥) = y* — 2pz. Anume

——— | /(z, y) = O}, ext(P) = {M(z, y)| f(z, y) >0},
= int(P) Next(P) =G, int(P)U PU ext(P) =

Multimile int(P) si int(P) U P sint convexe si
Fig. III.22 contin focarul F. Directoarea parabolei este
: continutd in ext(P).
Intersectia dintre dreapte d: ax + by + ¢ = 0 si parabole P: y* = 2pzx este
caracterizatd de sistemul:

az + by 4 ¢ =0,
y*= 2pz, (z, y) € RA
De aceea d N P contine cel mult doud puncte (fig. 111.23).

Orice dreaptd orizontald este secantd parabolei. O dreapta care nu este ork
zontald poate fi: (1) secantd parabolei dacd dN& ={M,, M,}; (2) tangentd parabolei
daci d N P = {M,}; (3) exterioard parabolei daci d N P = @. :

Fig. III.23

Fie parabola P : y%=2px si My(z,, y,) € P. Tangenta la parabola P in
punctul M, are ecuatia

Yyo = p(z + ).

(dedublata ecuajicr parabolei in punctul Mz, y,)). Dreapta care trece prin M,
51 este perpendiculard pe tangenta se numeste normala parabolei in punctul M
(flg 111.23).

Teoremdi. Tangenta st normala la parabold in punctul M, sint bisectoarele
unghiurilor determinate de suportul razet facale alut M, st de paralela prin My la
axa parabolel.

Demonstrajie. Fie parabola P: y* = 2pz, cu directoarea h: z = —g 5l

focarul F' (rg 2 O). Fie M(z,, y,) € P, adicd y§ = 2px, si B(—- g, yo) proiectia

—

lui M pe h. Mai intii observiam ci proprietatea enun-
tatd este echivalentd cu oricare dintre proprietafile
(tig. TI1.24):

1) Tangenta la P in M, este mediatoarea
segmentului [ BF].

2) Simetricul focarului in raport cu tangenta
in M, apartine directoarei.

3) Proiectia ortogonala a focarului pe tangenta
in M, apartine tangentei in virf.

“Astfel este suficient sd ardtdm cd tangenta
in M, de ecuatie yy, = p(z + z,) trece prin mijlo-
cul lui [ BF] si este perpendiculard pe dreapta BF.
Dar aceste fapte devin evidente din moment ce

mijlocul lui [ BF] are coordonatele (0, %) , ecuatia Fig. TL24

P

ke
tangentei se retranscrie E—_I_—.x“ ey . iar ecuatia dreptei BF este =4,
Yo P P Yo
Din punctul de vedere al opticii, teorema precedentd este echivalentd cu
faptul ca razele de lumini paralele cu axa unei oglinzi parabolice sint reflectate
in focar sau invers, cu faptul ci dacd o sursd de lumind se ageazd in focar, atunci
razele reflectate sint paralele cu axa oglinzii. De aceea teorema este cunoscuti sub

numele de proprietatea optici a parabolei.
Construcfia parabolei prin puncte (fig. I11.25). Presupunem cd se dau focarul F
si directoarea h.
1) Se localizeazd focarul F' si directoarea h. | . :
2) Se deseneazd dreptele 1, 2, 3 . paralele i | |
cu directoarea. , : (M2 | ‘
3) Se ia in compas distanta de la direc- | W, ‘ my |

toarea h la dreapta 1. Cu virful compasului in ‘ T/ |
focar, se traseazd doud arce de cerc care inter- | /| [/ | | |
secteazd dreapta 1. Astfel se obtin dou# puncte | 4 I
ale parabolei. 24 R RS

4) Se repetd pasul 3) pentru dreptele 2, 3... Lo

5) Dupa determinarea unui numéar suficient
de puncte, se deseneazd parabola tinindu-se
seamd cd virful 0 este la jumadatatea distantei
dintre h si F, iar tangenta in fiecare punct M

- ; S N
de pe parabold este bisectoarea unghiului F M B. Fig. 1125

1. Se considerd parabolele flxate respectiv prm

1) virful 0O(0, 0) si focarul F(2, 0);

2) focarul F(1, 1) si directoarea z = 2;

3) virful A(2, 0) si directoarea 2z — y=0.

Sd se deseneze aceste parabole si sd se giseascd ecuatiile lor.

2. Se dau parabolele P;: y2 = 2z, P,: 3% = —b5y. Pentru fiecare si se
gdseascd virful, focarul, axa si directoarea.




3. S& se determine ecuatia unei parabole raportatd la axa de simetrie si
tangenta in virf, stiind cé trece prin punctul A(3, 3). S& se scrie apoi ecuafia tan-
gentei si normalei in punctul A.

Solujie. Punind conditia ca punctul A sd se afle pe parabold, se gdseste =
ecuatia y? = 3z. % ' '

Pentru ecuatia tangentei in A la parabold, se foloseste ecuatia obtinuta p;in
dedublare adicd yy, = % (z 4 z,) sisecbtine 3y = % (z43), adics z—2y +3=0.

Panta normalei in A la parabold este m = —2;gésimy — 3 = — 2(z—3) ceea
ce se mai.scrie 2z +y — 9 = 0.

4. SA se determine ecuatiile tangentelor la parabola P':y? = 2z care ftrec
prin punctul”A(— 1, 0). Prin ce punct trec normalele corespunzdtoare? S& se
giseascd aria patrulaterului determinat de aceste tangente si normale.

b. Si se determine un punct M situat pe parabola y* = 64z, cit mai aproape
posibil de dreapta 4z + 3y + 37 = 0 i sé se calculeze distanta de la punctul 3
la aceastd dreapt.

Solujie. Daci se noteazii M(a, b), din conditia ca si fie situat pe parabola,
rezultd b? = 64a. Calculdm distanta de la punctul M la dreapta datd. Se géseste

Rezolvind aceste sisteme, obtinem

E m2
. N;(p ,ﬁmp)1 o L
2 2m*  m
Coordonatel T pe o e W -
ity ele punctelor Ny, IV, i F¥ verificd conditia de coliniaritate a trei puncte

PR B 124 48b +592|
? ; 20
= 8_10(b2 - 48b + 592). Se observd cd d(b) admite un minim penfru b= —24,

2
i cum a= g_é’ distanta devine d(b)

De aceea M(9, — 24), iar d =_—E-.
5
6. Prin focarul F al unei parabole P :y? = 2px se duc dou& drepte varia-
bile perpendiculare, care intersecteazd directoarea parabolei in punctele M, si
M,. Paralele duse prin M, si M, la axa parabolei taie curba P in punctele Ny
si N, Sd se arate cd punctele N;,, N, si F sint coliniare.

Solugie (fig. 111.26). Focarul parabolei P.:y* =

Fie dreptele perpen-

%] "'a

- corespunde ecuatia z = —
Wi :
‘

' ; diculare d:y=m [z — %

cua m E R_" {O}- /

3

& 2 =
I =
3
p— (ﬁ
8 I
! |
Sl |
s.__l._z El""
—
=
|
0 |
——r
M =

Fig. 1126 =M1(— *Pm)' F
T
& v (-2, 2)
om0 2 m
7 2

= 2px este punctul F(%, 0), iar directoarei h fi H i

m2
p P pEl 1 1 2
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7. Pe o parabold se considerd un iabi 1 si i
E _ 4 se i« punct variabil M si simetricul siu, M’
f?lE?al] de axa dtf simetrie. Sd se géseascd locul geometric al intersectiei ta_ngent;ai in
a parabold cu paralela dusd prin /' la axa de simetrie.

8. S& se arate cd orice parabold cu axa paraleld cu Oy are o ecuatie de forma

Curbele de intersectie dintre un con de rotatie de axd & §i generatoarea g

{ cu un plan € sint de urmitoarele tipuri (fig. IT1.27):

1) cerc sau punct, daci € | h;

2) elipsd sau punct, daci (EL{,\?‘L) > (g:?l);

Flg. 111,27

Par-;]elele duse prin M, i M, la axa parabolei au respectiv ecuatiiley = — pm
e — P Coordonatele punctelor N, si N, sint solufiile urmatoarelor sisteme
de ecuatii
RRET
l y* = Apx 2 ¥ —pr
U Y




P

_ ' —~
3) parabold sau pereche de drepte confundate, daci (&, k) = (g, h);
~~

4) hiperbold sau pereche de drepte, dacd 0° < (éifl,\h) < (g h)-

Toate aceste curbe poartd numele de conice si sint caracterizate prin ecuatil
de gradul doi in z si y, unde (z, y) € R% De aceea apare natural si se pund pro-
blema generald a cercetdril multimilor de puncte, din plan, ale céror coordonate
constituie solutiile unei ecuatii de gradul doi In R2

Fie functia polinomiald 3

g R R, g(z, y) = ay, %% + 28557y + Gy” + 20,07 + 2820y + oo~

@} + af +ad# 0.

Definitie. Multimea -

se numeste curbi algebricd de ordinul al doilea sau coniei. Pe scurt se noteazi

I :g(z, y) =0.
Teorem i.
figura 1T .28.
Demonstrajie.
dintre afirmatiile urmétoare: 5 -
1) T este fie un cerc (fig. 111.28.1), o elipsd (fig. 111.28.2), o hiperbold
(fig. 111.28.3), 0 paraboli (fig. 111.28.4), o reuniune de drepte (fig. 111.28.5, 6, 7), o
multime care con{ine un singur punct (fig. 111.28.8), fie mul{imea vidd (fig. 111.28.9).
2) orice ecuatie de tipul g(z, y) = 0 poate fi redusd la una dintre ecuajiile

canonice scrise in figura T11.28.

Cazul cind I' reprezintd un cerc
din §1. De altfel cercul poate fi privit ca o elipsd par
este ldsat deoparte.

Muljimea T cste congruentd cu una dintre mulfimile din

Subliniem cd enuntul teoremei este echivalent cu fiecare

(@12 =0, @5, = Gy # 0) este cunoscut
ticulard. De aceea acest caz
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: a) Presupunem a;, = 0 5 : ¢ ;
R e p 12 . Dacd & # 0, atunci ecuatia g(z, y) =0 este echi-

Qg Oy

a 2 2
au(:n e +anfy +22) 4 S =0
yy Qg5 8

si translatia
g . ,’,I:' S alU (s aZO

e e e e
s 4 &1 Lo
justificid teorema. Dacid ,§ =0, d = - i
T e ol e exemplu a;; =0, a,, # 0, atunci ecuatia

2ay, 4a?,,

P
257 (?l = J + 2a,,x + ayy — =)

Q3o (15

st teorema devine evidenti.

b) Dacd a,, # 0, atunci unghi i
4 : 5 ghiul 6 determinat de ecuatia
(a1 — agp) sin 20 = 2a,, cos 28, 6 < [0, 2x), determini o rotatie in plan

&:{:c:x’cosﬁ—y’sinﬂ,
y =y sin 6 4 y cos O

astfel 1 i ia g'(z', o' ¢

i ;nul]r;it“miecua’gla gz, y') = (g o &)(2', y') =0 coeficientul produsului z'y’
: zd. Intr-adevdr, coeficientul respectiv este 2a,, = (ay,; — @,,) sin 2 0 4

+ 2a,, cos 2 6. Astfel cazul a;, # O se reduce la cazul all:: G i 4

Cazuri particulare

1) Fie trinomul de gradu! al doile

: : af:R—R, — az? :
g‘;l;zft)cul G(};:) are ecuatia carteziand explicitd y :f.:g; + gi —:r c{mA_ﬁ:—é;; iy il‘gl
' parabolé (fig. TI1.29, a > 0) cu axa transversd paraleld cu Oy si cu %rl‘rf:ﬁ

(; R e 1
2a’ ha )

2 2

2) Multi o=l i
) Multimea de ecuatie F-’_ﬁ:i este o hiperbold cu Oy ca axi

transversd si a a avi
ersd gi Oz ca axd nelransversd avind aceleasi asimptote cu hiperbola de
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R y?
' ecuatie — — == = 1. Aceste doud hiperbole
| a? b2
se numesc conjugaie una alteia (fig. III1.30).
! 3) Hiperbola de ecuafie 2?2 — y? = @2
se numeste hiperbold echilaterd. Asimptotele

acestel hiperbole sint bisectoarele unghiurilor

axelor de coordonate,
y=—zssiy=ux
Fie conica I' : zy = m? Rotatia & : z =
1 1 -
% =——(z' — y'),y =—= (2" + ¥’) pune in evi-
Fig. 11130 ]/2( oL 2 o
dentd cd I' este o hiperbold echilaterd de
scuatie canonicd z'? — y'? = 2m? Asimptotele lui I' sint axele de coor-
lonate Oz si Oy, iar axele de simetrie sint bisectoarele unghiurilor axelor de
soordonate (fig. I11.31). <A = 28
Definitia comund a elipsei, hiperbolei si parabolei. Fie F' un punct fix numit
focar, h o dreaptd fixd care nu trece prin F, numitd directoare, si e < (0, 00) un
numir numit ezcentricitate. Locul geometric al punctelor M cu proprietatea
| d(M, F)
d(M, ) |
este o elipsd in cazul e € (0, 1), o parabold pentru e = 1 -sau o hiperbold in cazul
e & (1, oo0).

Fig. IIL31 Fig. IL32

Sd explicitim cazul e € (0, 1). Pentru simplificarea calculelor fixam reperul
cartezian, astfel incit Oz s3 fie perpendiculard pe h si F =0 (fig. 111.32). Deci
F(0,0), b : 2 = « >0. Dacd M are coordonatele (z, y), atunci relatia precedenta
este echivalentd cu ecuatia . g

2 4yt = ez — a)?,
sau altfel scris

& | 2 2,2
W ol obe e o

e

1 — e

; AL B W Pt s . 3
Aceasta impreuni cu translatia definitd prin #' = z + —, y'= y pun in eviden{d
- _

cd in cazul e € (0, 1) locul geometric este o elipsi. . )
Cazul parabolei a fost prezentat in §4, iar cazul e € (1, oo) se trateazd dupa
modelul precedent.

Intersectia a douii conice. Fie conicele 'y : g(z, y) = 0 51 T, : i(z, y) = 0. Inter-
sectia I'; N I', este caracterizatd prin sistemul ; ;

{g(i‘, y) S 09
k(z, y) =0, (z, y) € RA

Deoarece fiecare dintre ecuatiile acestui sistem are gradul doi, intersectia I', N T,
contine cel mult patru puncte. '

Presupunem cé I'; este cercul de ecuafie (1) 22 4+ y2 + 2¢,xz + 2b,y + ¢; = 0,

iar I'; este cercul de ecuatie (2) z? + y2 + 2a,x + 2b,y + ¢, = 0. Coordonatele

punctelor comune trebuie sd verifice ambele ecuatii, deci gi ecuatia obtinutd prin
sciderea lor,

(3) 2ay — a)z + 2by — b))y + & — 03 = 0.

Aceastd ecuatie reprezintd o dreaptd perpendiculard pe dreapta care uneste centrele
celor doud cercuri gi se numeste axa radicald a celor doud cercuri. Sistemul format
din ecuatiile (1) si (2) este echivalent cu sistemul format de ecuatiile (1) si (3)
sau cu cel format de ecuatiile (2) si (3).

PROBLEME

1. S& se determine locul geometric al punctelor de intersectie a parabolelor
de ecuatii:

3
y::cz—%merm“rm, y=x2f§px+p""+p,
daci 1 +i +__1 =1

m p mp
Solutie. Pentru gésirea ecuatiel carteziene a locului geometric trebuie sd eli-

mindm parametrii m §i p intre urmitoarele ecuatii

|

y=:c2—%mx+m2~|»m,
L 2

y==z —E'Pﬂ'-'—}'P + P
1 1 1 2
—f ===

m P mp
Scizind primele doud egalititi, obtinem

(%ml—mkpi)(}?“m)zo-

Dacd p = m, atunci din ultima ecuatie deducem m2? — 2m — 1 = 0 sau
my, =14 |/2; locul geometric ciutat este reuniunea parabolelor de ecuatfii
3 .
Yy =x*— 5 my & + mi s + My,

<3 : ! : : :
Dacé 5 z=m-+ p+ 1, atunci y = 22 — mp. Transcriind ultima ecuatie in

forma m+4+p+1=mp si eliminind pe m+p+ 1 si mp, gisim ecuatia




o 5 Jur L r o
3 — g* — y, care reprezintd o parabold cu axa z = e si tangenta in virf
9
L b

2. Sa se traseze graficele urmatoarelor functii:
D AD,—R, fi(z) = Va1,
2
2) fo: Dy — R, fiz) = 3 V{4 ) (6 — =)

3) fs: D= R, fix) = Zl/:ce— e
Indicafie. 1) D, =[—1, 4-00), y = fi(z) este ecuatia graficului. Echivalenta
y=Vz+ley=z+1, z€[—1, +oo), y€[0, +oo),

aratd cd graficul lui f; este un arc de parabola.
2) D, ={—1, 5], y = fa(x) ecuatia graficului. Echivalenta

:—V(1+I)5*-’5)¢? :—[9— m—Z)Z],EE[ 1, 5],

yelo, 3= )+

-

x € [—1,5], y €[0, 2] aratd ci graficul lui £, este un arc de elipsi. .
Dy = (—o0, —1]U[3, +o0), y=fs(x) ecuatia graficului. Echivalenta

Y= VT T Beyi= i — 14 s & (s, —1UI3, +oo),

y €10, too) = E L T4, 4 (—oo, —11 U3, o0),
(2)

y € [0, co) pune in evidentd ci graficul lui f, este o parte dintr-o hiperbola.
3. Se dau hiperbolele T, : 2%+ 22y — y2 =1, Ty:—z%+2zy + y2 = L
S4 se determine I'; N T',.

Solufie. Problema se reduce la rezolvarea sistemului
- 2 4 2oy — y:=1,
—a? 4 2zy + y2=1,

in R2. Sciizind cele doud ecuatii rezultd 22 — y® = 0. Astfel sistemul initial este
echivalent cu

[(xﬂy) (z 4+ ) =0,

2 BNl T
% z2 |- 2zy — =1,

-—1/2—21 :I: Z-Z—-Z— 3 iar z -+
+y=0s 22+ 22y —y> =1 nu au solutii comune. In concluzie, I'y N T

i iy

Din z = y si 22 + 2zy — y% = 1 deducem solutiile (i

contine punctele de coordonate (—

4. Se cer punctele comune ale cercurilor C; : 22 4+ 3?2 — 3z — 4 = 0 s
Co:x? 4+ y2+y—2=0. -
Solujre. Sistemul
x+y*—3x — 4 =0,
_ !x2+y2+y—2:0
este echivalent cu
I % 4+ y? — 3z — 4 =0,

3z +y +2=0.
Rezultd A(0, —2), B( -i - Jar
10 10

Fie g : R? — R un polinom de gradul doi. O inegalitate de forma g(z, y) > 0
se numeste inegalitate pdiraticd. Pentru a rezolva o asemenea inegalitate este
suficient sa trasam conica de ecuatie g(x, y) = 0 si apoi sd stabilim submultimea
din plan pe care g are semnul plus sau submul{imea pe care are semnul minus.
Deoarece g pastreazi semn constant pe o asemenea submultime, pentru stabilirea
acestul semn este suficient s alegem un punct particular (z,, ¥,) si sd vedem ce
semn are numérul g(z,, ¥,)-

" A determina minimul (sau maximul) unei functii f(z, y) = azx + by + ¢
cu restrictia g(z, y) = 0 revine la a determina valoarea mlmmam (resp. maxima)
a lui ) astfel incit familia de drepte paralele ax 4 by + ¢ = X sd intersecteze
multimea M = {(x, y) € R?| g(z, y) = 0}.

PROBLEME ' \

1. Se da dreapta d : m—y—u:OSlmultlmeaM Yz —aiz >yt — 1y
54 se determine punctul din multimea M care este cel mai apmpmt de

- dreapta d.

— y cu punctele comune

Solu]ﬁze Fie parabolele Py ;5 = 2% — @; Py 3= y?
(intP, U P,) este reprezentatd

0.0, 0), A(2, 2). Multimea M (intP; U Pl)
in figura 111.33.

Punctul din M situat cel mai aproape
de d este punctul din P, prin care trece tan-
genta la P, paraleld cu d. Sistemul y = x + 2,
y = z* — x conduce la ecuatia 2 — 22 — x=0,
iar aceasta are solufie dubld numai daca e
A= —1, Remultd z =1, y=0.

2. Si se rezolve in R? sistemul : ="
o 4+ 2oy — 2 > 1, ‘
{—‘12 + 2zy + y* =
Indicafie. Solutiile in R? ale sistemului
2+ 2y —y* =1, —x% 4 22y + y2 =1

Fig. L33



3. Si se determine perechile de numere reale b, ¢

astfel incit rddédcinile ecuatiei z® 4 bz + ¢ = 0 s se
afle in interiorul cercului unitate, {z||z| < 1}, din
planul complex.

Solugie. Rddécinile ecuatiei date sint complexe
dacd b2 — 4c < 0. Pentru ca ele si fie in interiorul
cercului |z] = 1, se impune si 0 < ¢ < 1. Asifel
dacd punctul (b, ¢) apartine interiorului parabolei

b2 — 4c =0 si benzii 0 < ¢ <1 (fig. 111.34), atunci
Fig. ML34 ridicinile complexe apartin interiorului cercului unitate
oK cu centrul in origine, din planul z0y.
Rédécinile ecuatiei date sint reale dacd 6* — 4c > 0 (narabola si exteriorul
eil). Pentru ca ele si fie cuprinse in cercul unitate este necesar sd apartind inter-
valului (— 1, 1).' Pentru aceasta se impun conditiile

f(=0)f (ﬁ%) < 0, F(1)f (%—’”’-J e e '; T2l < 1.

< 0, aceste conditii se reduc la

= __ h2
Deoarece f(xl o xz) AL

2 4
fl=1)=1—b+ec>0, fl)=1+b+¢c>0.

De aceea, daci punctul (b, ¢) apartine regiunii hasurate oblic in figura II1.34,
atunci radicinile reale apartin multimii {z | |z | < 1}.

In concluzie, punctul (b, ¢) trebuie sd aparfind interiorului triunghiului
de virfuri (0, — 1), (2, 1), (— 2, 1).

Elipsa de inerie. Fie un plan raportat la reperul cartezian z0y si sistemul

de puncte materiale M,(2,, ¥y),..., My(z,, ¥,) avind respectiv masele my,...,my.
Momentul de inerfie al sistemului de puncte fatd de o axi de rotatie & se defineste
n

prin expresia I, =% m,d?, unde d; este distanta de la pimétul M;, la axa h.

=1
Fird si afectim generalitatea problemei putem presupune cii axa de rotatie
este hy :zcos 0 4 ysin 6 =0, unde 0 este fixat. Rezultd d; = d(M;; hy) =
= |z;c0o8 0 + y;sin 0| si deci :

(1) Tn, =3 my(z; 005 0 + y, sin 0)2 = I, 0052 8 + Ly sin 20 4- I, sin? 6, unde
i=1

n T :
Iy =Yy may, I. =3 mgy? sint respectiv momentele fatd de axele Oy, Oz, iar
. it =1
3 .
s — 2 m;x;y; este momentul cenirifugal.

i=1
Pentru 6 € [0, 2x) variabil se obtin toate axele de rotatie posibile ce trec

prin origiﬁe (fascicul de drepte). Notind p = 1_ = =l e=—1 rx—

hy
— pcos 6, y —psin C, relatia (1) se transcrie az? + 2bxy + cy? = 1.
Deoarece @ >0, ac — b2 >0 (de ce?), aceastd ecuatie reprezintd o elipsd E.
In concluzie, oricare ar fi repartitia maselor m,,...,m,, momentele de inertie ale
sistemului de puncte {M,,...,M,} in raport cu axele de rotatie ce trec prin origine

sint caracterizate de elipsa E, numitd elipsa de inerfic a sistemului de pu
s . ncle
{M,,-...,M,} fajd de punctul O (fig. 111.35). Elipsa de inertie joacd un rol impgrtant

in mecanicd §1 in rezistenta materialelor.

Legea Boyle- Mariotte. Experiente din fizici au dovedit c3 intr-un regim izoterm
rodusul dinire presiunea p st volumul V, ale aceletasi mase de gaz, rdmine constant.

Daci (p, V) sint interpretate ca fiind coordonatele unui punct dintr-un plan
raportat la reperul cartezian pOV, atunci ecuatia pV = const, p >0, V >0
reprezintd o ramurd a unei hiperbole echilatere (fig. I11.36). In fizicd aceastd
ramurd se numeste izotermd. :

Fig. 1136

Energia potenjiald. Cimpul gravitational newtonian (cimp de atractie) si
cimpul electrostatic coulombian (cimp de atractie sau de respingere) au proprie-
tatea ci energia potentiald U a unui punct material (de masd m in cazul cimpului
gravitational sau de sarcind electricd ¢ in cazul cimpului coulombian) aflat in
astfel de cimpuri este invers proportionala cu distanta r de la origine la punctul
material. Considerind ci (r, U) sint coordonatele unui punct dintr-un plan rapor-
tat la reperul cartezian rOU, ecuatia rU = const reprezintd o ramurd a unei hiper-
bole echilatere situatd in cadranul I dacd U >0 sau in cadranul IV daca U < 0,
pentru cimpul electrostatic sau numai in cadranul IV pentru cimpul gravitational.

Oglinzi parabolice. Fie parabola P cu directoarea h si focarul F. Tangenta
la P intr-un punct M € P este bisectoarea unghiului # M B, unde B este proiectia
lui M pe directoarea h (fig. I11.37). Pe aceastd proprietate a parabolei se bazeazd
constructia si functionarea telescopului reflector, captatorului de radiatie solarg,
proiectorului, farului etc. Mai precis, toate acestea folosesc oglinzi parabolice, adici
oglinzi a ciror suprafatd este un paraboloid de rotatie (suprafatd obfinuta prin
rotirea unei parabole in jurul axei de simetrie).

In cazul telescopului reflector (fig. 1I11.38) razele de lumind ce pornesc de
la un punct oarecare al unui corp ceresc, situat pe directia axei oglinzii, sint

Fig. IL37 ' , _ \ Fig. 1138

Py




concentrate de oglindd in focarul acesteia, iar razele ce nu sint paralele cu axa
oglinzii dar nici prea inclinate fatd de axd, se concentreazi in puncte din
apropierea focarului. Astfel, in planul focal al oglinzii, apare Imaginea rasturnatg
a corpului ceresc. Situatia este similard in cazul instalatiilor energetice solare care
folosesc efectul termic al radiatiilor solare concentrate in ,puncte” cu ajutorul
unor oglinzi parabolice. _
fn cazul proiectorului (fig. I11.39), sursa de lumind puternicd se asazd in
focarul oglinzii parabolice.'Fasciculul de raze cu virful in focar este reflectat de
oglindé si transformat intr-un fascicul de raze paralele cu axa oglinzii. Cazul faru-
rilor este analog. i
Mentiondm c& pe lingd oglinzile parabolice o mare aplicabilitate o au si oglin-
zile sferice, elipsoidale gi hiperbolice. : 3
Traiectorti parabolice. In prima parte a secolului al XVII-lea Galileo Galilei
a ajuns la concluzia cd traiectoria corpurilor aruncate oblic este parabolica. Cal-
cule simple si ipoteze fizice simplificatoare confirmé conjectura lui Galilei.
Presupunem cél un corp se_aruncd din punctul My(zg, ¥,) sub urighiul Ej
cu viteza initiald vy(m/s) (fig. 111.40). Componenta orizontald a vectorului vitezd

Fig. 11139

este v, cos 0, iar componenta verticald este v, sin 6. Neglijam rezistenta aeruhii
si curbura Pamintului. In aceste ipoteze, acceleratia in directia axel Of este nulé,
z"(t) = 0, iar acceleratia in directia Oy se datoreaza numai gravitatiel, y (t) = — &
unde g = 9,8 m/s? . " . i

Din z"{t) =0 deducem z'(t) = ¢, iar conditia 2'(0) = v, cos 0 impune z (t) =
= v, cos B; apoi x(t) = (v, cos 0)t + ¢, si conditia z(0) = z, impune ¢, = Zy
Deci z(t) = (v cos 0)t + z,, t € [0, T]. ; e :

Din y"(t) = — g obtinem y'({) = — gt + ¢; §i conditia y'(0) = v, sin 0 deter-

Fig. IIL40

mind ¢, = v, sin 0; apoi y' = — gl + v, sin 0 conduce la y(t) = — —2--gt2 +
+ (v, 5in 0)t + ¢, §i conditia y(0) = y, determind ¢ =Yo

) 1l ;

Deci y(t) = — - & + (% sin Ot + yo, tE [0, T] ‘1

Ecuatiile . parametrice ale traiectoriei sint:
I x = (v, cos-0)t + z,,

gk :
| | ¥ ==& + sty (€0, T
Eliminind parametrul ¢, obtinem ecuatia carteziand explicita a traiectoriei 'I
g : : : &
— e E (o zg) (g — 2080 + Y
4 202 cos? 0 : . . . <

Adédugind restrictiile z > z,, y >0, recunoagtem arcul de parabola din figura IT1.40.

% F

Traiectorit intr-un cimp central. In cimpul gravitational newtonian, ca si
In cimpul electrostatic coulombian, traiectoria descrisi de un punct material
este o conicd cu focarul in origine. In coordonatele polare (r, 6) ecuatia acestei
conice este

 fii— L.
1 +ecos b
unde p este un parametru, iar e este excentricitatea conicei. .
Dacé e € (0, 1) atunci punctul material se miscd pe o elipsd si deci migcarea
este finitd. Pentru ¢ = 1, traiectoria este o parabold, iar pentru e & (1, oo) tra-
lectoria este o hiperbold. Aceastdi teorie fizicd este legatd de probleme concrete:
migecarea planetelor in jurul Soarelui si legile lui Kepler, lansarea de pe suprafata

Pamintului a satelitilor artificiali si a rachetelor, migcarea electronilor in cimpul
electrostatic al nucleelor etc.

1. Se considerd triunghiul isoscel ABC, cu virfurile A(0, a), B(— b, 0);
C(b, 0), a, b >0.

1) S& se scrie ecuatia cercului I' circumscris triunghiului AOB.

2) Sé se arate cd tangenta in origine la cercul T' este perpendiculard pe AC.

3) Notind cu M un punct mobil pe cercul I, se cere locul geometric al cen-
trului de greutate al triunghiului ABM.

R. 1) 2® + y? 4+ bx — ay = 0. 2) Ecuatia tangentei in origine la cercul T’
este bx — ay = 0, iar a dreptei AC este ax 4 by — ab = 0. 3) 22 + y2 + bx —

— ay -+ 2 (@ + 1Y) = 0.

2. Se considerd dreapta d :3z — 4y + 4 = 0.

1) 54 se scrie ecuatia bisectoarei b a unghiului ascutit format de dreapta d
cu axa Oy. i

2) S& se scrie ecuatia cercului C, ce trece prin origine, tangent in origine

dreptel y = mz, m € R — {0} si care mai trece prin punctul de intersectie dintre
bisectoarea b cu axa Oxz.

3) Presupunind m variabil, s& se giseascd locul geometric descris de centrul
cercului C.

R. 1) 8:22—y-+1=0; 2) C: 22+y2+—1— T — el y=0-2m=-£05 3) ©— —i-
: | 2 2m 4

3. Intr-un reper cartezian se dau dreptele

d:2tx— (t+ 1)y =3t —1,

d:@Bt+Nze4+ @t —1Ny=60—2, tc R. :

1) S& se arate cii dreapta d trece printr-un punct fix A si ci dreapta d’ trece
printr-un punct fix B. -

2) Sa se calculeze masurile unghiurilor determinate de d si d'.

3) 54 se arate cd punctul M, comun dreptelor d si d’,” apartine unui cerc fix.

A~ <5 :
R. 1) A(2, 1), B(1, 3). 2) u(d, d’) = o :3) C: 24 y2 — z — 3y=0.
4. Si se arate cd sistemul

alg® 2 Py — i O,
{x—y+m:0,

OoR




admite solutii reale oricare ar fi m € R daca
* sl numai dacd a = 0.
5. Graficul functiei f:R — R, f(z) =
— ¢—=* se numeste clopot Gauss (fig. 111.41).
Si se giseascd intersectia dintre clopotul
: Gauss si cercul cu centrul in origine si de
a ~ _____ razdunu. S se arate ci cele doud curbe’au

0 1 X aceeagi tangentd in punctul de contact de pe
‘axa Oy.
‘Fig. ML41 Indicajie. Se rezolva sistemul y = e—*',

x? 4+ y? = 1. Tangenta la graficul unei
unctii derivabile f:R — R, in punctul (z, f(z,), are ecuatia y — (=) =

= f'(zo)(z — %)- :
2 2 .
6. Fie elipsa E: % AE % — 1 = 0. Si se afle locul geometric al centrului
a
le greutate al triunghiului MFF’, unde M este un punct mobil pe elipsd,
ar F si F' cele doud focare.
12 y2

BR. E,: s A b

) &)

7. Se di un cerc C, cu diametrul [A B], de lungime 2r, r € (0, o), Fie I

n cerc cu centrul variabil M € C si tangent in N la'[AB]. Si se giiseascd locul

reometric al punctului de intersectie dintre dreapta MN cu coarda comund a
sercurilor C i T'.

—1=0.

2 2
R.E:%+~”——1:0.

()

: 3
1) S# se scrie ecuatia tangentei la E in punctul T( 1:—]/5—)'

8. Se di elipsa E: x® + 4y*> — 4 = 0.

2) Si se scrie ecuatiile tangentelor la elipsa E, paralelé cu normala la E ce
trece prin T. :

3) Sd se scrie ecuatiile tangentelor duse din P (3, — 1) la elipsa E.

Indicapie. 1) Prin dedublare. 2) Se utilizeazd ecuatia fasciculului de drepte
paralele. 3) Se foloseste sistemul -

{F(Iﬂ-—3) + s(y + 1) =0,

r2 4 s? # 0.
22 4+ 4y — 4 =0,

2 2
9. Se dd elipsa E:ET +-yz— 1= 0 gi dreapta d,,: y = z +n,n € R, care

intersecteazi elipsa in punctele P si Q.

1) Si se serie ecuatia cercului € de diametru [ PQ].

2) Fie {S, T} < C N E. S se giseascd locul geometric al punctului de inter-
sectie a dreptelor PQ si ST cind n este variabil.

Indicajre. 1) C:(x + %)2 -|—(y L7 %)2 — 2-% (5—n%, ne (— ]/5, VE)

5n 3 3 1 -
2) ST :y 4z — = 0,ne [— — ] si deci locul geometric este seg-

mentuly:éa:,xe[— s , - ]

10. Se di hiperbola
H: 2?2 — 2y — 2 =0.

1) S& se giiseascd ecuatia tangentei la H in punctul M, (2, 1).

2) Existd tangente la H paralele cu normala la H in M,?

3) Si se scrie ecuatiile tangentelor la H duse din A(0, 1).

11. Se considerd hiperbola H si un punct P in planul acesteia. Prin P se
duc paralele la asimptotele hiperbolei . Fie M, N punciele de intersectie a-
acestor paralele cu hiperbola.

1) Care este locul geometric al punctelor P care au proprietatea cid dreapta
MN trece prin centrul O al hiperbolei H? ;

2) Care este locul geometric al punctelor P pentru care dreapta MN este
paraleld cu una din axele hiperbolei?

R. 1) hiperbola conjugaté lui H, 2) axa Oz, respectiv axa Oy.

12. Fie hiperbola echilaterd H: 22 — y% = a? cu virfurile 4, B si o dreaptd
variabild paraleld cu axa Oz care taie pe H in C si D. Notdm {M} = CB N AD.
Sd se determine locul geometric al punctului M.

R. Segmentul z =0, y € (— a, a).

13. Fie z si y coordonatele unui punct M in raport cu un reper cartezian.
Si se expliciteze g1 83 se reprezinte mul{imea

r. 2zl ylyl _ g
i G 9
2
14. Si se traseze graficul functiei /: R — R, f(z) = v % —1
15. In planul raportat la un reper cartezian se considerd parabola
P :2y = z% Fie M un punct pe parabold. Sa se determine, in functie de abscisa
malu M:
1) coordonatele punctului 7' unde tangenta in M la P taie axa Oz, aria
triunghiului OTM si coordonatele centrului de greutate G al aceluiasi triunghi;
2) locul geometric al punctului G cind M descrie parabola daté.
Sd se arate cd indltimea triunghiului O T M corespunzitoare virfului 7 trece
printr-un punct fix.

3 2
R. 1) 72 ,0). ot =", 6[Z .2 ). 2) Parabola:
2 . 8 2 6
m m? : :
m:?,y=g, m & R. Punctul fix A(0, 1).
16. Sd se determine regiunile din planul zOy, unde trebuie sa se gaseasci
punctul M(z, y), astfel ca ecuatia 162+ 4(x —5)t +y —3z+5=0int & R,
sd aibd:
1) O réddcind cuprinsd intre 0 si 1.
2) Ambele rddécini cuprinse intre 0 si 1.
Indicajie. Ecuatia are ridicini reale dacd 2% 4+ 2z — 4y + 5 > 0. Apar-
tenenta la [0, 1] adaugé: 1) (y — 3z + 5)(z + v + 1) < 0, respectiv

2) y—3z+520, 24+ y4+120, 0< 5ga: & Ak

Qry




17. Si se figureze multimea punctelor Jf ale céror coordonate satisfac
temul 22 +y2=1, 242 +z—1>0.
18. Pentru a pili virful unui corp ascutit prins intr-o menghind (fig. 111.42)

apasd pila la cele doud capete cu fortele )—"; §i ?2 care fac cu directia pilei

ghiuri de 30° si respectiv 60°. Cunoscind lungimea pilei I = 25 em,|fy || =
‘80 N si neglijind greutatea proprie a pilei; sa se determine felul in care trebuie

varieze mirimea forfel f_; astfel incit pila si-gi péstreze orizontalitatea in
mpul lucrului.
- -
- Indicafie. Se impune egalitatea momentelor fortelor 7, si f, fatd de punctul
 contact al pilei cu corpul de pilit. Rezulta

E ,x. € [a, b] c (0, 1).

1o = 4626—"—

Graficul este un arc de hiperbold.

19. Fie elipsa (hiperbola sau parabola) T', fie punctul M € I si o dreaptd d
re nu trece prin M. Fie MN (fig. I11.43) o dreapta care taie ped in L (dacd M =
, dreapta MN este tangenta la I' in punctul M). Si se arate cd existd un punct
e I' cu proprietatea ci functia f:T' — {A} = d, f(N) =L este bijectivd
njectiva).

Indicafie. A este punctul ventru care M4 || d.

1
Fig. 142 ' Fig. [L43

20. Si se discute poziia cercurilor

Cpi:rtt+yi=1—a
Cy:(z—22+y2=1—0o% ac R

Indicajie. Se vor considera cazurile: ae=0;2) ac (—1,1);

21. Se di egalitatea (y — z)t? — 2yt + = + ¥y + 1 =0, unde t € R, iar
r, y) sint coordonatele unui punct din plan. Considerind pe ¢ drept necunoscutd,
{ se determine semnul riadécinilor acestei ecuatii.

92. Printre perechile (z, y) de numere reale care satisfac inegalitatile
—pead, el y =24 za e determine acelea pentru care y este
\axim sau minim. : -

R. (0, 1), (0, —1).

23. 5S4 se figuréze multimile descrise de urmitoarele sisteme:

2
) y;xz, 2) -?+yzé 1, 3) 1m-~<.. xyéZ, 4)lx€$2+yzéy’
{3{42-'54-33 24 g > 1 zéyzgx; ad iyt >l

24, Si se determine maximul functiei

f(z, y) = bz + 6y

cu restrictiile
0,0 <y<4—03x— 0,1 2.

W

”
B

Capitolul IV

1. Pentru fiecare A real, se considerd tripletul de drepte

(@ — Nz + dy + ¢ =0,
bx + (¢ — Ny + a =0,
cx +ay +b— r=0,

unde a, b, ¢ sint numere reale pozitive fixate.

1) In ce caz cele trei drepte sint paralele?

2) Dacd a, b, ¢ sint astfel incit nu putem avea cazul 1) pentru nici un A,
si se arate cd existd 3 triplete distincte formate fiecare din 3 drepte concurente.

3) Si se arate cil in cazul 2) cele trei puncte de concurentd obtinute sint
distincte.

2. Se considerd un sistem cartezian zQy, punctul 4 (0, —1) si dreptele
dy iz —y+1=0, d:20—y=0. Si se determine punciele B & d;, C e dy
astfel incit dreptele d, si d, sd fie mediane in triunghiul A BC.

‘ 3. Fie A si B punctele in care dreapta de ecuatie ax + (2a + 1)y +a®2 =0
taie axele de coordonate.

1) Si se scrie ecuatia dreptei d; ce trece prin A si este paraleld cu prima
bisectoare a axelor de coordonate. .

2) Si se scrie ecuatia dreptei d, care trece prin B i este perpendiculard pe d;.

3) Si se determine a, astfel incit, punctul de intersectie dintre d; si d, sd fie
pe dreapta de ecuatie z + 5y = 1.

4. Fie (a,), e x» un §ir de numere reale nenule. Pentru fiecare n €N* — {1}
considerdm ~dreptele h, : @,z + an — 1y +1=0.

1) Sa se determine girurile (a,), e n+ pentru care dreptele h, $i hn 4 4
sint ortogonale oricare ar fi n € N* — {1} s1 sd se arate cd aceste giruri sint
divergente. : :

2) Si se determine sirurile (a,), e n+ pentru care h, §i h, 4 1 sint para-
lele oricare ar fi n & N* — {1} si si se precizeze dacd aceste sirurl sint conver-
gente sau nu.

3) Se considerd punctul M1, 1). Dacd sirul (a,), ene este astfel incit dis-
tanta de la M, la h este 1 pentru orice n € N* — {1}, si se precizeze cite drepte
distincte existd printre dreptele h,, n € N* — {1}.

5. In plan se fixeazd reperul cartezian 20y si se dd mulfimea

B e e s e e S O e 1560

L e

1) Sa se arate cd E este reuniunea a doua semidrepte.
2) O semidreaptid A din E are originea A pe axa Oy. S se determine ecuatiile




semidreptelor cu originea in A, laturi ale unui unghi cu mésura 60°, pentru Ga]'g:‘ﬁ;
este bisectoare. :
6. Fied, :2+(m—2y—m+5=0, me R. Si se calculeze maximy}"
distantei de la originea axelor la d,, cind m & R. .
7. Fie triunghiul A BC. Pe laturile [BC], [CA], [AB] considerdm respectiy
punctele X, Y, Z astfel incit BX < XC,CY < YA, AZ < ZB. Sd se arate ¢f

o[XYZ] > —i;a[ABCJ.

8. Fie A BCD un patrulater convex. Si se afle locul geometric al punctelor i

din interiorul lui A BCD astfel incit o[ A BM] - o[CDM] = k, unde k este o constan.

td. Discutie dupa k.

9. Pe segmentul fix | AB| se ia punctul mobil M si se construiesc de aceeagi.

parte a segmentului triunghiurile echilaterale AMC s1 MDB.

1) Si se giseasci locul geometric al centrului de greutate al triunghiulyi
DMC.

2) S# se giseascd pozitia lui M astfel incit aria triunghiului DMC si fie
maxima. =

10. Si se afle locul geometric al punctelor din interiorul unui unghi ascutit
pentru care suma distantelor la laturile unghiului este constanta.

11. Se considerad dreapta variabild
dp (M2 4 2m+1z+(m*+2m— Dy + m2+4+2m —1=0,m € R.

1) Si se arate c¢d {d, | m € R} nu este un fascicul de drepte. :

2) Fie D = Ud,,. Si se determine infimamul expresiei (z — 2)* + (y + 2)*

me R
cind punctul M(z, y) apartine multimii D.

12. Fie ABC un triunghi echilateral fixat si d o dreaptd variabild in planul
triunghiului. Fie 4,, B,, C,, proiectiile virfurilor A, B, C pe dreapta d. S& se deter-
mine minimul sumei AA2 + BB? 4+ CC? in functie de lungimea laturii triunghiu-
lui §i sd se precizeze multimea dreptelor din planul triunghiului care realizeazd
acest minim.

13. 1) Si se demonstreze analitic teorema lui Menelaus.

2) Si se demonstreze analitic teorema lut Ceva.

14. In ce caz simetricele unui punct M, in raport cu laturile triunghiului
ABC, sint trei puncte coliniare?

15. Se di un punct fix P, doud drepte paralele d, si d, si o dreaptd d nepara-

leld cu d,. Si se gaseascd dreapta care trece prin P si care intersecteazd d,, dy,

d in A, B, C, respectiv, astfel incit AB = PC.

16. Fie ABC un triunghi echilateral, care se roteste succesiv imprejurul
lui A, B, C, in acelasi sens, cu 60°. S& se gdseascd centrul rotatiei care duce figura
initiald in figura finala. i

17. Un pitrat ABCD se roteste in jurul punctului A. Fie AB'C’'D’ noua
povitie, iar « unghiul de rotatie.

1) Si se gaseascd locul geometric al intersectiei dreptelor BB’, DD’ cind a
este variabil. - -

2) Si se arate cd dreptele BB’, CC' si DD’ sint concurente.

18. M fiind punctul de contact al unei tangente variabile la un cerc de dia-
metru A B, fie C si D punctele unde aceasti tangentd taie tangentele fixe in A §i
B. Si se arate ci AC - BD = const. si CO | OD.

19. Fie O centrul cercului circumseris triunghiului ABC si fie 0,,0;, 04
centrele cercurilor circumscrise respectiv triunghiurilor BOC, COA, AOB. Sa se
demonstreze c¢d dreptele AO,, BO,, C0O, sint concurente.

20. Virfurile A si B ale triunghiului ABM sint fixe, iar M este un punct

variabil. S& se afle locul geometric al punctului M, stiind ci mediana AA’ a
triunghiului ABM are o lungime data /. :
1 21. Se dau punctele distincte A, B si dreapta d perpendiculard pe AB. M
fiind un punct variabil pe d, sa se afle locul geometric al punctului diametral opus
lui M in cercul care trece prin A, B si M.

22. Doud cercuri se intersecteazd in A si B. O secantd variabila trecind prin

| A taie cercurile a doua oard in M, N. Sa se afle-locul geometric al mijlocului seg-

“mentului MN. .

23. Fie (AB) un diametru fix al unui cerc C(0, r), iar M un punct variabil
se cerc. Se ia pe raza (OM) un punct P astfel ca OP si fie egald cu distanta de la
M la dreapta AB. Sd se afle locul geometric al punctului P.

24. Triunghiul M AB inscris in cercul dat C(0, r) are virfurile A si B fixe, iar
virful M variabil pe cerc. S3 se afle locurile geometrice descrise de: a) ortocentru;
b) centrul cercului inscris; ¢) centrul de greutate al triunghiului MAB.

N
25. Fie AOB un unghi drept, M si N puncte variabile respectiv pe (04 si
(OB, iar MN PQ un pdtrat astfel ca MV sd separe punctele O si P. Sd se afle locul
geometric al centrului pétratului.
26. Se considerd familile de cercuri:

2

Cl:(x—1)2+y2=;— i Dy:x®4y2= 3, A e R— {0}

1) Cite cercuri Cj trec printr-un punct dat al planului?
Discutie. :

2) Si se delimiteze in plan regiunea acoperitid de tangentele comune la cercu-
rile C si Dy pentru A € [—1, 1] — {0}.

27. Se considerd doud cercuri concentrice cu centrul in origine si de raze a
respectiv b(a > b). Prin centru se duce o secantd variabild, care taie cercul exte-
rior in P, iar pe cel interior in Q. Prin P se duce o paralela la Oy, iar prin Q, o para-

leld la Oz, care se taie in M. Si se arate cd, atunci cind secanta variazd, locul lui ¥

este o elipsd avind semiaxele a si b.
Cercul de razi a se numeste cercul principal al elipsei.
28. Fie A un punct ‘al elipsei E, : a?z® 4 b%y? = (a® 4 b%)%
Din A se duc tangentele AB si AC la elipsa

e et
E2.E+b—2 =0,

' Sd se arate cd ortocentrul triunghiului A BC este pe elipsa E,.
i 29. Se considerdi elipsa E : 2% + 4y* — 4 = 0 si multimile

B () cR o2y —ar= 1), 4, ={(m, y) € B3 (a,b) €E,

® .
astfel incit (z — a)®>+ (y — b)* = % - Si se determine distanta d(4,, A,) dintre

multimile 4, si A, dacd se defineste d(A;, 4,) = inf d(=, y).
x=Al
ysAg

30. O elipsd si o hiperbold au aceleasi focare. Si se arate cd tangentele in
punctele comune sint perpendiculare.

31. Tangenta intr-un punct la o hiperbold intilneste asimptotele in doud
puncte simetrice in raport cu punctul de contact.

32. Dacd un triunghi este inscris intr-o hiperbold echilaterald, atunei orto-
centrul sdu este situat pe hiperbola. 3
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33. Dintr-un punct P se duc tangentele P M si PM* la parahola cu focam
Sa se demonstreze relatia

M’ PM’

34. Distanta de la punﬂtu] de intilnire al tangentelor in doua puncte
si M, ale unei parabole la axd este media aritmeticd a distantelor punctelor
si M, la axa.

) 35. Fie parabola y? = 2px si trei tangente la aceasti parabold. Si se arate g

1) Aria trlunghmlul determinat de aceste tangente este jumatate din apj
triunghiului format de punctele de contact.

2) Dreapta care uneste centrele de greutate ale acestor triunghiuri este pava-
lela.cu axa parabolel.

3) Cercul circumscris tmunghmIm determinat de cele trei tangente tre@
prin focarul parabplei.

36. Si se afle locul geometric al punctelor de unde se pot duce tangents
perpendiculare la : 1) elipsd, 2) hiperbold, 3) parabol.

37. Fie cercul C : 2?2 4 y% = 1. S& se determine girurile reale (a,) cu
prietatea cd sirurile de puncte M,(a,, @,_1) fac parte din C. 54 se cerceteze monog-
tonia girurilor gdsite.

38. Se dau ,

1) functia f : R2— R, f(z, y) = © — Ay sirestrictiillez +y > 0,2 — y < 1
Ixrt+y<2,220,9 20" parametru real. )

oy

2) functla - R? — R f(z, y) = & + 2y sirestrictille z® 4 y* > 1, y® < 2a,°

Y = 0
3) functid f:R? — R, flz,
2z 4+y=22,220y>
In fiecare caz, si se cerceteze extremele lui / cu restrictiile specificate.

y) = x? + 3y? si restrictille z — y > ﬂ’

1. 1) a=c§i A = a — b. 2) Determinantul matricii extinse a sistemului se
egaleazi cu zero. Rezultd o ecuatie in A care are trei ridicini reale distincte. 3)
Ecuatia a treia reprezintd un fascicul de drepte paralele; cele trei puncte sint si-
tuate pe trei drepfe paralele distincte din acest fascicul.

2. B(0, 1), C(3, 9).
4. 1) a,,, + a,; = 0 si deci sirul (a Jnene se desparle in patru sub siruri

constante diferite: 2) $iGa T

a, a,
convergente pentru r € (ﬁ 4 1), divergente pentru r € (— oo, —1) U(1, co).
3) a, =a,¥n €2N + 1sia, =a,Vn c2N; cel mult doui drepte distincte.

5JJz—y+1=QxefﬂmmU[%,myggpﬂmﬂU[%,w}

a
—L - progresie geometricd cu ratia r = a,a,7!;

2)[AB y_lzu e A (e [AC:y—lz—l/§+1x,x<0.
| PaE V3
oo 22 - ' (6 —m)?
6. Se analizeazd extremele functiei d?(0; d,) = ——— .
1+ (m—2)?

7. Daca A(al, 1)1 B(a,, 2),
atunel,

1
=0 —r)a, ‘+ragy; =1 —r) by - rbs, T E[O, ~2—:|,

(a31‘ by) st X(zy, 1), ¥(xg, yz): Z(.‘l‘a, ya);

1
Ty = (1 —s) a3 + say, yo = (1 — 8)by + sb,, s E[Oa *2‘]'

}

3= (1 — t)a; + tay, y; = (1 — )by + thy, t = [0;

Se foloseste formula

[CH=

1 Ty Y1 1
!T[X }' Z] 1-2 y', ‘l =
2 SF o,
&y sys

8. Axa Oz se fixeaza prin [AB], iar axa Oy prin mediatoarea lui [A B].

9. 1) Segment de dreapti paralel cu AB. 2) M trebme sd fie m]_]locul lui
| AB] .

10. Un segment.

11. 1) Ecuatia in (z, y) admite o singurd solutie z = 0, y = — 1 indepen-

| dentd de m si deci ar putea reprezenta un fascicul cu. virful (0, —1). Dar pentru

ecuatia echivalentd (m* + 2m 4+ 1)(x — 0) + (m® + 2m — 1)(y + 1) = 0 obser-
vam cid m? + 2m + 1 > 0 st m® 2m — 1 > —2. De aceea ecuatia datd repre-
zintd doar o parte dintr-un fascicul. :

A
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Varianid. Ecuatia de gradul “doi mie + y+ 1)+ 2m(z -y + 1) -2y
4 — 0 nu are ridécini reale pentru orice z i y. Deci existd puncte in plan
care nu trece nici 0 dreaplé d,-

2) Se deseneazd D, fixindu-1 frontiera; infimumul este % (distanta de la

—92) la una din dreptele frontierd).
19. Fie A(—a, 0), B(a0), C(0, a Vs
yultimea dreptelor care trec prin centrul de greutate G(O, -V%-)

Minimul este 2a® si se realizeaza

14. M este situat pe cercul ABC (teorema Simson), iar dreapta ce contine i
tricele trece prin ortocentrul triunghiului ABC.

16. Punctul B.

17. 1) Cercul circumseris lui ABCD.

20. Fixind Oz prin AB si Oy prin mediatoarea segmentului [AB] avem
a,0), B(a, 0). Locul geometric este cepenl O-:(p-30)F Lyt = b

91. Fixind Oz prin AB si Oy prin mediatoarea segmentului [AB] avem
. — g. Locul geometric este dreapta d' : x = —@- : b

99. Fixim pe Oz prin dreapta centrelor 0,0, si pe Oy prin dreapta BA. Locul

netric este cercul cu centrul in mijlocul C al segmentului [0,0,] si de razd CA. -

23. Reperul 20y se fixeazi prin [A:B] si prin mediatoarea acestui segment.
i A(—a, 0), B(a, 0). Locul geometric este reuniunea cercurilor Cj : % +
a 2 aZ C o _]— + a 2 a?- .
— | == S = =t
/! 2) o 5k (y 2) i :
94, in reperul 20y fixat prin mediatoarea segmentului [4 B], cu ‘"0 deasupra
AB, avem C : x =T COS8 t, y=rsint, t € R, iar punctele A, B, M corespund
v ta, —tar tar Locul geometric este cercul de ecuatie
o2n & fart
g R =
+y+3 =
95. Locul geometric este bisectoarea unghiului AOB.
96. 1) Se discutd ecuatia A* — 4Az + 2x? + y?) =0 in functie de para-
trul M(z, y)- : ‘
99, Distanta cidutata este lungimea unui segment de.pe normala comund
or doui cercuri §i elipsei. Scriind ca M(a, b) € E sica normoala la elipsé prin M,

- 2 ¥
ce prin C(2, 4) obtinem gistemul b — 4 = _43 (a — 2), % 4 b2 =1 cu solufia
a

Y 47 g B VI
SR 3
' 210 — 102 /17 3
sci d(Ay, Ag) = ML — (1 +_12_):1/__f6 o

5. Triunghiul determinat de cele trei tangente are virfurile

A(ylyz . ?1\1+?/2 : B( Yola | Ys + ys),c(ysyl A y3‘|”’!h)
2p 2 2p 2 2p A48
irectoarea parabolei are ecua’g.ié T -% ,lar focaful are coordonatele (% , 0) .

a2 1 g2 =1 VneN=a, = C08¢@n, Ay = SN @y => COS Pp = sin Qui1-
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