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PREFATA

1. Geometria purd (sinteticd) dispune de prea pufine
metode generale pentru rezolvarea problemelor, Acesta a fost motivul
pentru care s-au cdutat mereu metode cu caracter general care sd poatd
Ji aplicate oricdrei probleme de geometrie. O astfel de metoda este aceea
a coordonatelor, introdusd in stiinta de citre Descartes*, prin care pro-
blemele de geometrie sint reduse la probleme de algebrd. In acest fel a
luat nastere o noud ramurd de matematici, Geometria analiticd (1637), a
cdrel importanta capitald a fost aceea de a pune ordine in clasificarea
curbelor dupa gradul ecuatiei care le reprezinti.

Astfel dreapta este reprezentatd in plan de o ecuatie de gradul I in
doud wvariabile si reciproc orice ecuatie de gradul I in doud variabile re-
prezintd o dreaptd: conicele sint reprezentate prin ecuatii de gradul al
Il-lea si reciproc orice ecuatie de gradul al [I-lea reprezintd o conicd
reald, imaginard sau degeneratd.

Metodele geometriei analitice se pot aplica oricirei probleme de geo-
metrie, dar aceasta nu inseamnd ci orice problemd de geometrie se re-
zolvd simplu pe cale analiticd. Existd probleme a cdror rezolvare analiticd
duce la calcule lungi si plictisitoare §i care se rezolvd simplu pe cale
elementard.

2. Dacd geometria analiticd este creatia secolului al XVII-lea, calculul
vectorial este creatia secolului al XIX-lea. El a aparut o datd cu lucrd-
rile lui Hamilton (1843) si Grassmann (1844), dar felul greoi in care au
fost scrise aceste lucriri nu a prilejuit o rdspindire a acestei noi ramur
de matematici. Mai tirziu insd lucrdrile. lui Maxwell (1831—1879), Gibbs
(1881), Heaviside (1894) infafiseazd calculul vectorial sub formd definitivd,
cu notatii comode si metode convenabile si usureazd rdspindirea lui.

*René Descartes (1596—1650) _matqmatician. fi-
zician si Ffilozof francez. Opera principala: Discours de la
méthode (1637).
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Multe probleme de geometrie se trateazd simplu cu ajutorul calculu-*
lui vectorial, dar,'ca si in cazul geometriei analitice, nu orice problemad.
In special este de subliniat faptul cd relatiile vectoriale sint wvalabile st
in plan si in spatiu §i de aici se pot gdsi uneori generalizdri interesante,
in spatiw, a unor probleme de geometrie plani.

3. Calculul wvectorial poate servi §i la prezentarea geometriei anali-
tice sub alta formd decit cea traditionald. O astfel de prezentare se face
si in acest manual, cu precizarea ci elementele de calcul vectorial (algebra
vectoriald) sint reduse la strictul necesar si numai la vectori in acelasi
plan, atit cit este necesar pentru geometria analiticd de clasa a XI-a.

Pe lingd avantajele evidente pe care le au si geometria analiticd si
calculul wvectorial, trebuie sd spunem c@ existi si unele inconveniente.
Cel mai important ni se pare a fi faptul cd atit geometria analiticd cit St
calculul vectorial ne duc la rezultatele unor probleme, datoritd unor
calcule specifice fiecdreia din ele, dar de fapt ramin ascunse proprietitile
geometrice care duc la acele rezultate.

Autorul

)

i
INTRODUCERE

MARIM| SCALARE, MARIMI VECTORIALE.
SCALARI, VECTORI

1. Notiunea de marime este familiard oricdrui elev. din clasele ante-
rioare, fie de la lectiile de matematici, fie de la cele de fizica.

Cind se vorbeste de mdisurarea unei marimi se stie cd se presupune
cé s-a ales o'unitate de masurd, aceasta fiind o marime de acelasi fel cu
cea care se masoara.

Este bine insd s precizdm ca posibilitatea de a médsura o marime
cere, din punct de vedere matematic, unele conditii, si anume:

— Trebuie si stim ce se infelege prin mdrimi egale si neegale si prin
marimea swmei a doud marimi. ;

— Trebuie s admitem ca orice mérime se poate impdr{i intr-un
numdr de parti egale si cd este satisfdcutd axioma lui Arhimede, anume
ci fiind date doud marimi, existd un multiplu al celei mai mici, care
depaseste pe cea mai mare.

2. In viata de toate zilele, in stiinta si in tehnicéd se intilnesc mirimi
care sint perfect caracterizate printr-un singur numdér: rezultatul mdsu-
ratorii.

Astfel dacéd cineva ne informeazd cd a cumpdrat 2 kg de fdind sau
ci a lucrat timp de 3 ore, nu mai este nevoie de altd lamurire asupra
marimilor respective®.

Astfel de mérimi ca timpul, temperatura, volumul, suprafata, densi-
tatea, energia etc. care sint perfect caracterizate printr-un numér (pozi-
tiv sau negativ), se numesc mdrimi scalare.

Numarul care aratd méasura marimii respective 11 vom numi scalar.

Numerele abstracte intra si ele in categoria de scalari.

3. Exista insd marimi pentru a carer caracterizare nu mai este de-
ajuns si cunoastem mdsura lor, ci trebuie s stim direcfia si sensul in care

* Aceasta nu inseamnii ci mirimile respective nu pot
fi privite si din alte puncte de vedere, de exemplu al cali-
titii ete,
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ele actioneazd. Astfel dacd asupra unui corp actio-
neazd o fortd, trebuie sd stim In ce directie si in
ce sens actioneaza forta, pentru ca sa stim cum
J se va deplasa corpul.

Alte marimi pentru a.cdror caracteuzam tre-
buie sd cunoastem, pe lingd masura lor, directia
si sensul, sint: translatiile, vitezele, accelera-
tiille ete. Toate acestea se numesc mdrimi vecto-
Fig. 1. riale si sint caracterizate prin trei elemente: unul

aritmetic, numarul care aratd méasura lui cu uni-
tatea aleasd si pe care il vom numi inlensitatea sau modulul marimii
vectoriale si doua elemente geometrice, directiq si sensul.

Pentru reprezentarea unor ‘astfel de marimi s-a ales segmentul
orientat, Lungimea segmentului, la o scara aleasd, reprezintd maésura
(intensitatea, modulul) marimii vectoriale, dreapta pe care este asezat
segmentul (dreapta-suport) reprezintd direcf{ia pe care actioneaza mdiri-
mea vectoriald, iar sensul este indicat printr-o sigeatd asezata la extre-
mitatea segmentului (fig. 1).

Un astfel de segment care are indicat sensul printr-o sigeatd, se
numeste vector. Ca orice segment orientat, vectorul are o ovigine si o
extremitate. ‘

Notafiile folosite pentru vectori diferd msa de la un autor la altul,
Cele mai obisnuite sint urmaitoarele:

1) Dacéd vectorul este dat prin doud puncte (ongmea si extremitatea
sa), atunci se noteaza (fig. 1)

'Aﬁ?sauATé

Prima notatie are dezavantajul ca mul{i noteazd in acest fel segmen-
tele (chiar neorientate), pentru a le deosebi de dreapta AB.
2) Daca vectorul este dat pr1r1t1 o singurd litera, atunci se scrie

@ sau @ si, mai rar, a (literd grasa).
Lungimea segmentului reprezintd — la scara aleasd — mdrimea, inten-

sitatea sau modulul vectorului si se noteaza !AB], }AB| sau |@l, m sau
simplu a.

In acest manual vom folosi urmétoarele notatii:

— Daca vectorul este dat prin originea sa (4, M etec.) si extremita-

tea (B, N etc.) vom scrie AB MN, adicd vom pune sigeata deasupra.

— Daca vectorul se da printr-o smgma literd, atunci vom nota @,
i, v ete, iar modulul il vom nota cu aceeasi literd, fard bard, deci a, u, v,
afard de cazul cind va fi nevoie si se auaga atentla in mod spec1al asupra
modulului si atunci se va folosi |a|, |u| ete.

4. Clasificarea wvectorilor. Reprezentarea vectorilor prin segmcnte
orientate a fost luatd din mecanicé, unde fortele erau de mult reprezen-
tate prin vectori. Chiar numele de vector arata acest lucru, deoarece vine
de la verbul latin »eho-vehere—a purta, a trage, a mina, deci sé refera
la actiunea unei forte.
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Matematicile au luat insa din toate ramurile de stiintd marimile vec-
toriale §i printr-un proces de abstractizare au creat calculul vectorial, de
care apm se serveste fiecare domeniu de stiin{a sau tehnicd, acolo unde
are nevoie.

Observindu- SG cu atentie diferitele méarimi vectoriale, s-a ajuns la
urmadtoarea clasificare a vectorilor:

— Vectori legati, care au originea intr-un punct anumit, fix sau mo-
bil, punctul de aplicatie al vectorului. Astfel fortele care actioneaza asupra
unui punct fix A, au punctul de aplicatie in A, viteza unui punct mo-
bil M este reprezentatd printr-un vector cu punctul de aplicatie in M,
mobil.

— Vectori alunecatorz care se pot deplasa de-a lungul unei drepte,
actiunea lor raminind aceeasi. Punctul lor de aplicatie (originea vecto-
rului) poate fi oriunde pe dreapta-suport. Ca exemplu se poate da forta
care actioneazd asupra unui solid nedeformabil, al carel efect (miscarea)
este acelasi oriunde ar fi punctul de aplicatie pe linia de actiune a fo-fei.

— Vectori liberi care pot avea originea in orice punct al spafiului,
dar pastreazd marimea (modulul). directia si sensul.

Ca exemplu vom da vectorul care defineste o translatie.

Fie ¥ acest vector. Toate punctele M; ale unei ﬁdurl I ajung in M’ si

formeaza o noud flgura F, astfel ca t01,1 vectorii MM,: sint egali intre ei
si egali cu vectorul %, dar au originea in diferitele puncte M;, unde M;s &.

5. Partea dlin calenlul wectorial care se ocupd cu operatiile asupra vec-
torilor se numeste algebra vectoriald. ‘Algebra vectoriald are in vedere
in pnmul rind operatule asupra vectorilor liberi. Pentru celelalte cate-
gorii de vectori proprietiiiile si operatiile se deduc din cele ale vectorilor
liberi, {inind seama de condifiile suplimentare impuse.

Tn acest manual vom incepe prin a studia vectorii situati pe o dreapta
si numai dupd aceea vom trece la vectori in plan.

A
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Fig. 2

1. Vectori pe o dreaptﬁ.‘. Din multimea vectorilor situati pe o dreapti.

(A), uﬂﬂ oarecare poate fi dat fie prin originea sa A si extremitatea B,
deci AB, fie printr-o singurd literd @ (fig. 2).

Daca originea A este fixa, atunci avem de-a face cu un vector legat;
dacd originea A poate fi oriunde pe dreaptd, dar marimea si sensul sint
date, atunci avem un wvector ‘alunecdtor. Alte posibilitd{i nu mai sint.
le urmare: pe o dreaptd nu putem avea decit vectori legati si vectori
alunecatori.

Modulul vectorului (mérimea, intensitatea vectorului) ne dd mésura
marimii vectoriale pe care o 1ep1ezmta la seara aleasd. Asa cum am mai

spus, vom nota modulul vectorului AB cu ]ABI, iar dacid vectorul este dat
sub forma @, atunci moclulul se.va nota cu |@| sau mai simplu a.

Doi vectori sint egali AB CD dacd au acelasi modul si acelasi sens
indiferent unde ar fi 31tua1;1 pe dreaptd. Daca vectom sint 1egat1 trebuie
sd aibd si aceeaql ougme

Vectorii AB si BA au evident acelasi moJuT dar ei actloneaza in
—_—
sensuu contr are, de aceea Ii vom numi vectori opusi. Re/ulta ca AB=—BA,

dar |ABI IBA] )

2, Vectori pe o axd. ‘Daca pe dreapta (A) alegem un sens pozitiv
(indicat prmuuo sigeatd), o origine (O) si o unitate de mdsurd, dreapta
(A) devine o axd: axa Ox. Un vector ocarecare poate avea acelasi sens cu
sensul pozmv al axei sau sens contrar. Vom conveni si numim coordo-

nata unui vector, modulul vectorului cu semnul (+4) sau (—) dupd cum
vectorul are sensul axel sau sensul: contlar Prin urmare dacd notam cu X
aceastd coordonatd, atunci

L\ AR, . )
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Coordonata unui vector este in-
dependenta de punctul de aplicatie
al vectorului, prin urmare ea carac-

terizeazd un wvector alunecitor.

3. Adunarea wectorilor, Vectorii
situali pe o dreaptd fiind segmente
orientate, adunarea lor se face la fel

(2) cu adunarea segmentelor orientate.

Fie de pildd de adunat vectorii @ b,
¢, @, dafi in figura 3,a si presupusi
Pe o aceeasi dreaptd (A). Se asazi
vectorul @=AB pe dreapta (A), apoi

/5) in continuare vectorul b=BC, de
Fig. 3. acelasgi sens; vectorul e=CD este de

=

sens contrar, iar d=DFE de acelasi

ke sens cu @ Suma celor patru vec-

tori este vectorul AE (fig. 3, b) care are originea in A (a primului vector)
sl extremitatea I a ultimului vector.

In mod aseminitor se face suma unui numir oarecare de vectori.
Rezulta urmatoarea reguld generald:

Pentru -a aduna mai mulfi vectori Gy, @y,...,a, situafi pe aceeasi

22

dreaptd (A) se ia un punct arbitrar A, si se asazti vectorul AyA, —a,, apoi
al doilea vector se asazd cu originea in extremitatea primului vector, deci

AjAy=a, etc., fiecare vector cu sensul sdu, pind se asazd ultimul vector
S ——

——
A, Ay=a, Suma vectorilor dafi este vectorul AgA, care are ca origine,
originea primului vector §i ca extremitate, extremitatea ultimului vector.
Dacéd notdm cu § vectorul sumai, atunci se scrie

e

S=01+0y+ ... 4T =ApA,. (2)
Vectorul sumi se mai numeste si vector rezultant.

Dupa cum se vede, adunarea 'vectorilor pe o dreaptd este o adunare
algebricd, deci péstreaza proprietitile sumei algebrice, in particular:
a) este comutativd, b) este asociativa. .

Sensul vectorului suméa se deduce astfel: se face suma modulelor
vectorilor de un sens si suma modulelor vectorilor de sens contrar; veec-
torul sumé are sensul vectorilor care au suma modulelor mai mare.

Daca suma vectorilor de un sens este egald cu suma vectorilor de
sens contrar, vectorul rezultant (suma) este nul. Vectorul nul nu are
sensul precizat.

In cazul cind mai multi vectori legati au acelasi punct de aplicatie,
adunarea se face ca la vectorii alunecatori, dar rezultanta are originea
in punctul comun de aplicatie al vectorilor componenti.

4. Adunarea vectorilor cind se cunosc coordonatele lor. Fiind vorba
de coordonatele vectorilor, dreapta pe care se gisesc ei este organizati ca
axd: axa Ow, E
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Pentru a scurta scrierea vom folosi notatia @ .(X) sau AB (X) aratind

i,
prin aceasta cé vectorul @ sau AB are coordonata X.

Fie deci vectorii @ (X), @ (Xy),..., @ (X,). Din felul in care s-a
fdcut operatia geometricd de adunare rezulta ci se adund méirimile vecio-
rilor, {inind seama de sensul lor. Insa coordonatele vectorilor sint tocmai
aceste marimi, pozitive sau negative, dupd cum au sensul pozitiv al axei
sau sensul negativ. Prin urmare vectorul sumé §(X) va avea drept coor-
donata suma coordonatelor vectorilor dati, adica

X=Xi4+Xo+ ... +X,= Y X, 3)

iy

Exemplu. Sd se facd suma vectorilor a (5), b(—3), ¢ (—6). Suma
vectorilor este vectorul s (X), care are X=5-}(—3)4(—6)=—4, deci
orientat In sensul negativ al axei, avind marimea de 4 unitati.

5. Relafia dintre modulul sumei si suma modulelor. Din felul in care
se face adunarea vectorilor pe o dreaptd rezulti ca modulul (mérimea)
vectorului suma poate fi egala cu suma modulelor vectorilor componenti,
numai in cazul cind acestia au acelasi sens. Dacd ins#é unii vectori au un
sens si altii sens contrar, atunci totdeauna vectorul sumd are meodulul
mai mic decit suma modulelor vectorilor componenti. Se scrie acest lucru
sub forma
[sl<la ]+ (@l + .. . +dal ) 4)
sau >

[ 0 S M R 1 1 I 2 T S o [ A 4).

6, Scaderea wvectorilor. Prin definitie a scddea un vector\din altul
inseamna: - r

a) a gdsi un al treilea vector, care adunat cu vecto_rul scazdtor sd ne
dea wvectorul descazut, sau ; .

b) a gdsi un al treilea vector care este swma dintre vectorul descazut
st vectorul scdzator luat cu semn (sens) contrar.

Prin urmare operalia de scidere @—b=c poate fi privitd in doui
feluri: ]

a) @=b+c sau b) @+ (—b)=c.

Sa facem efectiv scdderea in doud cazuri.
Cazul I |a|>|5].

L. [@|>1B]. In figura 4 avem astfel de vectori. Luim pe dreapta (A)
— —_ ; — —» —
vectorii OA=a sit OB=0. Se observd imediat ci OA—OB-BA, adici

—
@=5+BA, prin urmare vectorul diferen{d este BA. Daci cei doi vectori
se iau cu aceeasi origine O, atunci relatia la care se ajunge este

OA—OB—BA. ©)
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I,. Dacd ne referim la al doilea fel
de a face scdderea, atunci ludm (fig. 5)

vectorii OA=g si AC——b si ii adu-
n;?uE vectorul rezultant este'5j4—|—A-E.:=
:.OC.. dar este foarte clar ci OC=BA
din figura 4, numai cii are originea in
O, in loc de B.

Cazul II 7] < [B].

Un astfel de exemplu avem in fi-
gura 6. ]?_El.Cé ludm pe dreapta (A) Sa~
=@ $L OB_:E, se observa imediat cid
OA=O0B+BA, deci ajungem tot la re-
latia (5) g

OA—OB=BA,

Al doilea fel de a face sciiderea in
acest exemplu, il lasdm pe seama elevi=
lor. Desigur maj existd si alte cazuri, de
exemplu vectorii @ si b sint de sensuri
contrare ete., dar nu este nevoie si le
consideram pe toate, deoarece sciiderea
se reduce la o adunare si formula (5)
este valabild in toate cazurile.

Regula care rezultd din (5) este ur-
matoarea: )

Daca aducem cei doi vectori care
se scad sa aibd originea comund, atunci
vectorul diferentd are originea in ex-
tremitatea vectorului scdzdtor si extre-
mitatea in extremitatea vectorului de-
scdzut.

Relatia (5) scrisa invers
BA=—0OA—OB - ®)

are o interpretare interesantd, foarte
des folositd, anume: orice vector poate
fi socotit ca diferenta a doi vectori care
o o origine comund (oarecare), descd-
zutul avind extremitatea in extremita-
tea vectorului dat (A) si scazatorul avind
extremitatea in originea wvectorului dat

(B).
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Deoarece originea comuné a celor doi vectori poate fi oarecare, des-
compunerea unui vector intr-o diferenfd de vectori se poate face intr-o
infinitate de feluri:

o W MN — AN—AM — BN—BM = . . . (6)

7. Inmaltirea unui vector cu un numdr real. Dacd adundm n vectori
egali, @ fiind unul dintre ei, este evident cd obtinem un vector b de ace-
lasi sens cu @, iar [b|=nlal.

Se scrie astfel

: b=na. (M

. Reciproc, o egalitate de forma (7) aratd cd vectorul b este de acelasi

‘sens cu @, dar are modulul de n ori mai mare, adicd

|b| =nlaj sau b=na. (7
-Q egalitate de forma
by=——nd ®)
aratd ¢a vectorul by este opusul lui b=ng, deci |b,|=nl|ad|, dar are sens
contrar lui b, deci si lui @. [

S presupunem acum ca vectorul b este de ¢ ori mai mic <_iecit_ vec-
torul @ Atunci @ este de g ori mai mare decit D si dupd cum cei doi vec-
tori-au aceeasi orientare sau orientare contrard, se poate scrie
de unde rezulta .

BL 4 by @)
q

Relatia intre module este evident ped a, care arati cd vectorul b
s

\

este de g ori mai mic decit @. ] 4
Acum este usor de inteles semnificatia relatiei

b—4+23 (p, & N, multimea numerelor naturale), (10)
q 4

anume: B este vectorul cu aceeasi orientare @, dacd se ia semnul (+) sau
de orientare contrara, dacd se ia semnul (—) si are ca mdérime de p ori

VECtOl‘Ll]i g— % .Relatia intre module este evident
q

=

1| = Z|g| sau b="a.
q q

Cu aceasta pregitire putem spune ce inteles are relatia

b=ma unde mEQ (mulfimea numerelor rationale). (11)
Sé& -precizdm 2 i
} 1) Dacad m>0 vectorul b are acelasi sens cu @.

2) Daca m<0 vectorul b este de sens contrar cu @.
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3) Intre modulele celor doi vectori existd relatia
|B] =|m|:|a] sau b=|m]a.

Din cele expuse pind aici se desprinde urmdtorul rezultat:

Produsul dintre ur numir rational m §i un vector @ reprezintd un
alt vector b, pe aceeasi axd, al cdrui modul este b=|m|.a §i care are
acelasi sens saw sems contrar cu @, dupd cum m este pozitiv sau negativ.

Dacd m=0, b este vectorul nul, cu sensul nedefinit.

S4 vedem acum ce reprezintd produsul a@, unde o este un numar
irational si @ un vector. : %

Pentru aceasta s reamintim din analizd cd orice numadr irafional o
poate fi definit cu ajutorul mul{imii {Q} a numerelor rationale, in anumite
moduri. De exemplu o poate fi definit ca limitd a unui sir de numere
rationale (exemplu clasic: definirea lui\/ﬁ).

Iiste evident insd cd se poate stabili o corespondentd biunivocd intre
multimea numerelor m rationale, mE{Q}, si multimea vectorilor ma.
Atunci limitei a a sirului de numere rationale-ii va corespunde limita o.@
a sirului de vectori corespunzitori sirului ‘de ‘numere.

Putem scrie deci =

b=ad, (12)

unde b este un vector de acelasi sens sau de sens contrar cu @, dupi cum
semnul lui a este (+) sau (—) si care are ca modul
b=|al-|@| sau b=|a]-a. (127
Rezultd ca marimea vectorului b este incomensurabild cu mdirimea
vectorului @.
tringind la un loc rezultatele ‘de pind acum si reamintind cd orice

| numdr real k este un scalar, ajungem la urmadtoarea concluzie:

———

Produsul dintre un vector @ si un scalar k este un alt vector b—=ka
care are sensul lui @, pentru k>0, are sens contrar-cu @ pentru k<0 si are
ca modul b= |k|-a.

Proprietatile urmatoare sint evidente, in baza studiului ficut mai
inainte:

inmulfirea unui vector cu un scalar este comu-
tativa;

2) m(n@)=n(ma)=mna inmultirea este asociativi;

3) (m--n)a—ma-+na inmultirea este distributivé fatd de adunarea sca-
larilor;

1) ma=am (m real),

4) m(@+Db)=ma-+mb, inmultirea este distributivd fatd de adunarea vec-

torilor.

8. Impartirea unui vector cu un scalar k se reduce la inmultirea vec-

. 1
torului cu = TN A
2 adica T e
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9, Versorul (vectorul unitar), Fiind dat un vector @, dacid se ia vec-
torul @;, de modul 1, de acelasi sens cu @, acesta se numeste versorul sau
vectorul unitar al lui @ 'Este clar cd vectorul @ este de a ori mai mare
decit dy, deci se poate scrie, potrivit relatiei (11) sau (12)

a=agy sau a=|a| (13)

din unde rezultd expresia versorului

= 4 sau @y= == (13"
: & lal

Daca pentru mai multi vectori, situati pe aceeasi dreaptd, se adopta
aceeasi unitate de masura, atunci toti acesti vectori se pot exprima cu
versorul corespunzitor unui vector, dar trebuie avut grija ca vectorii de
sens contrar sd aibd exprimarea corespunzitoare, de exemplu dacd @
este un astfel de vector, sd se scrie a; =-—a;ay.

10. Versorul pe o axd. In cazul unei axe, unitatea de masura este
fixata, deci toti vectorii de pe acea axa vor fi mdisurati, in modul, cu
aceeasi unitate. Vectorul unitar (versorul) se alege cu acelasi sens ca si

— — " — o -~
axa Ox si se noteazd OU =1, astfel ca |OU|=|i|=1 (fig. 7).

Orice vector @ de pe axa Ox se poate exprima cu ajutorul versorului i,
si anume .

G—ai dacd @ are sensul axei Ox si

@——ai dacd a are sens negativ pe axa Ox.

Dar modulul a al vectorului @, luat cu semnul corespunzator orien-
@il vectorului este coordonata sa X. Prin urmare se poate scrie

a=Xi. (14)

Dacii pe axd considerdm mai multi vectori @;(X;), @u(Xy), .. . @a(Xn),
atuneci -,

/

A

@, — X,i, Gy—Xai, .. ., Gp=Xpl.

Potrivit celor spuse la insumarea vectorilor (§ 4) situati pe o axi, vec-
torul suméd § va avea ca expresie .

=G 48+ ... +0— (X +Xo+ ... +X) sau

) ) n
3 5:(2 xk)i‘. (15)

Joma1

Vectorul sumi (sau vectorul rezultant) se obtine deci inmuljind ver-

sorul i cu suma coerdonatelor vectorilor.

il Fig. 7.
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v = T

‘ E GEOMETRIA PE O DREAPTA

11. Daca ne ocupam numai de elementele geometrice a$e?ate pe
aceeasi dreaptd (puncte si segmente), se zice cd facem geometrie pe o
dreapta. Pentru fixarea pozitiei diferitelor puncte vom alege ca sistem de

referin{d o axd care are ca suport chiar dreapta datd, deci fixdm originea, -

sensul si unitatea de mdsura. J :
Pozitia unui punct oarecare A de pe axa Ox este in mod unic deter-

minatd de vectorul OA=F (fig. 8), care pentru gcest motiv se numeste
vectorul de pozifie al punctului A. Vectorul de pozifie al oricarui punct
de pe axa are originea in O originea axei si extremitatea in pupctul res-
pectiv. Rezultd imediat ci vectorii de pozitie sint vectori legafi. 1443

Daci se considerd mai multe puncte A, B, C, atunci vectorii de poziti
O_;i, J5]'3, oC se pot nota fie cu T,, 7, T, fie cuty, iy, 75, fie cu litere dife-
rite @, b, ¢ ete. Adunarea si scaderea vectorilor de pozitie se face ca la
vectorii liberi, iar vectorul rezultant are originea tot in O (§ 3).

Vom nota mai scurt A(r) intelegind prin aceasta cd punctul A are ca
vector de.pozitie pe 7.

Fie A(ry) si B@s) doud puncte pe axa Ox. Relatia vectoriald
AB=0B—OA se scrie sub fol‘mi (§ 6)

AB=7y—7y (16)
oricare ar fi pozitiile punctelor A, B pe axd. Relatia (16) o vom numi rela-
tia lui Chasles. :

12. Teorema lui Chasles*. Fiind date n puncte pe o dreapti A,
Ag, ..., Ay, existd relatia _
—— —_—— Y e ey L
; A1A2+A2Aﬂ+ cee FA AL AnAlzo. (17)
Pentru demonstratie si scriem fiecare vector exprimat cu veetorii de
pOZitie Fi; ;21 siwien ;n:

— 5 243
A1A2 =0T

i
AgAy=13—7Ty
e —— . =8
AgAp=T4—T73

An—iAn = 'Fu_?_"n—-i

An-Al — ;,V’—I:"

i ) i
o7

a

Fig. 8.

*Chasles Michel (citegte Sal), geomeiru francez
(1793—1880) care a introdus in mod sistematic principiul sem-
nelor in geometria sintetici.

VECTORI PE O DREAPTA 17

Dacé se aduna aceste egalititi se obfine relatia (17), deoarece in par-
tea a doua tofi termenii se reduc.

In particular pentru trei puncte 4, B, C relatia se scrie
fl AB4 BGLEA=0, = - a7

Observare. De fapt vectorii pe o dreaptd sint segmente orientate
pe acea dreaptd, astfel cd (17) reprezintd relatia intre segmentele orien-
tate corespunzatoare.

13. Abscisa unui punct de pe axd. Coordonata vectorului de pozitie
a unui punct A, adicd marimea vectorului OA=r, luatd cu semnul ei (§ 2)
se numeste abscisa punctului A si se noteazd cu x, @, b ete. Prin urmare
abscisa unui punect A este masura distantei OA, cu semnul (+4) sau (—),
dupd cum punctu] A se afld pe semiaxa pozitivd sau pe semiaxa negativa.
Notatia A(r) inseamna: punctul A de abscisd x.

Daci i este versorul pe axa Ox, atunei vectorul de pozitie 7 al punctu-
lui A se scrie sub forma

F=1z. (18)
Suma vectorilor de pozitie a punctelor 4, A,,..., A, este
E—=Ty +F2+ e s +F,,:i;ri+i;tz+ cpee +ix":.z(2xk) . 1 (19)
s -, R=1

14, Cozrdonata unui vector dat prin originea si extremitatea sa. Fie
vectorul A_.E(X), dat prin punctele A(x;) si B(x). Avem pe de o parte
Xﬁ;iX, iar pe de altd parte

AB=Fy—7) =izy—iz = i(@y—1y). (20)

Din compararea celor doui expresii ale lui AB rezultd

X =xy—a, sau AB—xy—x. (21)

Coordonata unui vector arata mirimea si sensul vectorului fata de axa,
deci xy—ux, va ardta de asemenea marimea si sensul segmentului AB fati
de axd, dupd cum &p—x1>0 (sens pozitiv) sau xy—11<0 (sens negativ).

15, Distanta intre doua puncte pe dxd. Fie A(x;), B(xy) cele doui
puncte. Din-(21) rezultd imediat distanta AB, care se va lua in valoare
absolutd, deci .

AB=X| = |xy—ay]. (22)
Observari 1) Si subliniem incd o data cé'diierenta ro—ay luata

in valoare absoluta da distanta AB, dar daca se ia cu semn cu tot,
atunci da marimea si orientarea segmentului AB.

2) Distanta d intre punctele A(xy) si B(x,) se poate scrie si sub forma

: d = V(@—=z)? ; (22')
radicalul fiind aritmetice,

3 — Geometrie analiticit el. XI.
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Exemple. Sa se afle distanfele dintre perechile de puncte:
1) A@), B(—2); 2) C(—4), D@); 3) D(—5), E(—9).

Avem ‘ i
1) AB=|—2-—3|=5; 2) CD=|2—(—4)|=6;, DE=|—8—(—5)|=3.

16. Abscisa punctului care imparte un segment inir-un raport dat.
Considerdm segmentul AB definit de punctele A(ry), B(rs) si punctul M(7)
care imparte segmentul dat in raportul 7

22—k (23)
MB

Socotind segmentele orientate, rezulta:

a) daca MEAB atunci k<0, deoarece MA, MB au sensuri diferite;

b) daca M este exterior segmentului AB, atunci k>0, segmentele
MA, MB avind aceeasi orientare;

¢) dacd M=A. atunci k=0:

d) dacd M-»B, atunci k—co.

Din (23) se deduce MA=Fk ME sau scrisd vectorial

MA—k MB (24)

Introducind vectorii de pozifie se obfine 71— =Fk(ry—T7) din care se
deduce : !

7y — ke, . (25)

L= =y

relatie care dé vectorul de pozitfie al punctului M in functie de vectorii
de pozitie ai punctelor A, B, precum si de raportul k.

Dacéd exprimam vectorii cu ajutorul absciselor punctelor A(x;), B(x),
M(x) atunci (25) devine ‘

3 T %, —kx
iy =7 =t
1—k
care ne di relatia dintre abscise. anume
x, — k%, 3 o
x==—"2. 26)
1—k (

Aceasta este formula care da abscisa punctului M, care imparte seg-
mentul AB in raportul k. |

In particular mijlocul unui segment imparte segmentul in raportul
MA

—— =—1, deci k=—1. Abscisa mijlocului segmentului este
MB ;
z= ’%"’ @7)

Se stie din geometria elementard ci existd doud puncte care impart
un segment in acelasi raport: unul interior, altul exterior segmentului.
Dacd se considera segmentele orientate, atunci cele doud rapvarte sint de
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semne contrare, iar cele doud puncte M, NV se numesc conjugate armonic
fatd de A si B. Din cele spuse aici rezultd ci abscisa punctului N, con-
jugatul lui M fatd de A si B se deduce din (26) inlocuind pe k prin (—F),
deci < : i

L e fatkn ‘ (28)
= 1+ %

Conjugatul armonic al mijlocului unui segment se obtine din (26) fa-
cind k—1, deci r—co sau x= oo, adicd este punctul de la infinit al drep-
tei pe care este situat segmentul.

17. Diviziune armonicd. Dacd punctele C, D sint conjugate armonic
fatd de A, B se stie cd reciproc A, B sint conjugate armonic fati de €, D.
Configuratia de puncte A, B, C, D se numeste diviziune armonicd.

Relatia care leagé intre ele abscisele a patru puncte care formeazi
o diviziune armonicd A(xy), B(m,), C(x’), D(x”) se giseste usor, deoarece
trebuie, sa avem

CA DA CA , DA
== = gy —F—
CB. DB CB DB

=0.

Scriind segmentele’ orientate cu ajutorul absciseler punctelor (§ 14),
relatia geometricd devine
R

+x__=()

t—x  x,—zx"

x, —x'

care se poate pune sﬁb forma ;
(s - ) — (@) +20) (& +27) = 0. (29)

Stmetria acestel relatii ari’:\té cd punctele. A si B sint la rindul lor
conjugate fafd de C si D, cdci dacd schimbédm rolurile celor doua perechi
de puncte, adicd inlocuim pe xzy, x4 cu x’, x”7 si pe a’, ” cu xy, T, relatia
(29) nu se schimba.

Cazuri particulare. 1) Dacd alegem originea in punctul D, atunci z”=0 si
relatia (29) se scrie sub forma

2 1 i
e et (30)
% X Ky

Abscisa x" care verifici relajia (30) se numeste media armonicd a absciselor
X, Xy

2) Dacd alegem originea fin mijlocul segmentului CD, atunci 2'4x”=0, deci
x”"=—2z" si relatia (26) devine

Ty—2'?=0 sau x'= "\/xlxz s (31)

adici abscisa 2’ este media geometricd (proportionald) a celorlalte doui.

Aplicatil. 1. Sd se” determine punctul M pe azxa Oz, astfel ca fiind date pune-
tele A, B, C sd avem relatia vectoriald

— —_—
MA-MB--51C-=0,
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Scriind vectorii cu vectorii de pozifie avem
(1 —1) - (Fe— 1) (ry—1)=0 care d&

Ot ol e

= 3
deci vectorul de pozitie al punctului M este media aritmetici a vectorilor de pozifie
ai punctelor 4, B, C.

. Be deduce imediat ¢4 relafia dintre absmse aeste i

—atmta
3

adicd abscisa lui M este media absciselor lui 4, B, C. Generalizarea peniru n puncte
este imediata

2, Se_dau wvectorii a(—3), b(5), o(—6). Si se determine wvectorii s=a-tb+tc
d=a +b—c.
S—=(—3-}-5—6)i=—4i, deci 5(—4),
d—(__3--516)i=8i, deci d(8).

3. Se dau pe o axd punctele A(a) §i B(b), apoi se imparte segmentul AB in trei
pdrti egale. Sd se afle abscisele punctelor de diviziune.
Fie, de 1a A citre B, M si N punctele de diviziune cu abscisele m si n. Avem

MA 1 NA 9
= W $1 S
MB 2 NB 1
Atunei
1
+ b :
s 2a+b. - a4% a2
e P S S
1+E g

4. Se dau pe o axd punctele A(—2), B(6) si se cere si se determine abscisele
extremitdtilor segmentului CD=S, stiind cd dacd M, N sint respectiv mijloacele seg-
mentelor AB §i CD, avem MN=I2.

—2

6 e 5
Notim cu m si n abscisele lui M si N. Avem m= T =2, apoi MN=n—in=12,

de unde n=14. Mai departe CN=4 gi ND=4, deci n—c=4 si d—n=4, care dau
c=n—4=10, d=n-}-4=18. Capetele segmentului sint C(10) gi D(18).

5. Fiind date punctele A, B, C pe o axd, sd se determine abscisa unui punct M
astfel co sd avem relatia

—_— — —_—  —p —p —
MA - MB++MB - MCH+MC . MA=0.

Existd totdeauna solufii?
Notdm cu @, b, ¢ abscisele punctelor 4, B, C si cu x abscisa lui M. Scriind
direct coordonatele vectorilor cu ajutorul absciselor {relatia (21)] ajungem la ecus,ia

(a—)(b—) - (b—a)(c—a)e—a)a—T)=0 sau
3x2—2(a+-b+c)x-tab-tbet-ca=0.
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Se obtin doui valori pentru z, dem doua puncte M i M". Pentru a vedea daca
avem totdeauna solutii, caleuldm realizantul

R=4[(a-l—b+c)2—3(ab+bc+ca)}=2(2a2—|—2b2+2c2—2ub—2bc-—2ca)
care se poate pune sub forma
R=2[(a—b)2}-(b—c)>|(c—a)?}> 0,

deoarece este o sumé de patrate. Ecuatia are totdeauna ridicini reale si problema
admite totdeauna solufii. Avem R=0 numai daci a—b==c, caz neinteresant.

EXERCITII $1 PROBLEME & j

\

1. Se dau punctele A(—4), B(2) si M(—- —) Se cere reprezentarea

punctelor pe axa gi valoarea raportului —1‘% s ¥l <y
MB ~

Ky o X Lo l
3 t [k 5

/2! Fiind date trei puncte A, B, G pe o dreaplé, si se determine un
al patrulea punct M astfel incit si avem:

aMA +BMB+yMC =0

oz +Bxtym
a+B+y

x este media ponderati a numerelor x, ¥, xa3.]

3. Fiind date n puncte Ay, A,, ..., A, pe o dreaptd, si se determine
un punct M diferit de celelalte. astfel ca sa avem

[A(xy), B(xy), C(xy), M(x); x=

MA, +MAy+-. . .4+MA,=0.

(K~ ) akgk ¢ [x=
ey
#4) Se dau pe o dreaptd trei puncte A, B, C, de abscise, respectiv a,
b, c. Sa se determine abscisa x a unui al patrulea punct D, astfel ca sé
existe relatia

%t ot x, ]

n

AB 4+2BC+3CD +4DA —0.
Generalizare, :
[x=3a—b—c.]
5. Intre patru puncte coliniare A, B, G, D existd relatia
AB CD +AC-DB+AD-BC=0
tele fiind orientate. G (1
segmentele fiind orienta ka"ﬁq '('xai Y,

B I,
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6. Intre patru puncte coliniare A, B, C, D existd relafia
DA?. BF'+DB2 CA+DC? 4B+ AB BC: CA 0

segmentele fm‘id 5‘r1en{(ag (* a5 VL7

7. Fiind date pe o axa punctele A, BB, C de abscise a, b, ¢, sa se de-
termine abscisa x a punctului M. astfel ca sa avem

IWA“+MEZ+MCZ==~3 OoM2.
Generalizare. L € gl
“*( C & t‘ by L { St }

) 2@+ b+ c) in general x= 521, ¢

8. Pe o dreaptad orientatd se considerd punctele A, B, C de abscise,
respectiv a. b, ¢ si se cere sd se determine pozitia punctului M, de ab-
scisd x, care verifica relafia

MC?+4MA MB=0.

[x: 2a+2b+c:{;Z'\/u'+b”—a”—3ab+as+bc_
5

Sa se arate cA dacd avem o singurd solufie, punctul B imparte
segmentul AC in medie §i exiremd ratie.]

9. Se dau pe o axa punctele A(3) si B B(9) S8 se giseascd abscisele

punctelor M g1 N care Impart segmentul AB in rapoartele

M'&

MB

G .
3

I
@ |

EHEE

[M(7) €AB; N(—9) exterior segmentului.]
@Pe un segment AB se considerd punctul M care il imparte in
1
rapor ml k=— i si punctul N care il imparte in raportul k’=-—3. Si se

exprime segmentul MN cu ajutorul segmentului AB.

; B Al
; [MN=;[‘)AJE.]

11. Aceeasi problema ca mai sus, k si k&’ fiind oarecare. Si se arate
ca avem
Ty, . (RS
1 — k) (L —k)
P ., x
(I/E Doué} forte paralele Ty si F, de acelasi sens au ca puncte de anli-
catie 1(vy) si B(xy). Care este punctul de aplicatie al rezultantei lor? Dar
daca fortele sint de sens contrar?
[ aF 4 xF, MA
o o 1 Fably

F.+F, * Se gtie céi pentru punctul de aplicafie M avem — =
g MB

Ty
' deci k=— ? care se infroduce in (26)].
| g

b

AT

e i i i il il
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3. In punctul A(2) se pune o greutate de 240 N si in punctul B(15)‘

o greutate de 150 N. De unde poate fi suspendatd axa Ox, ca sa rdmind
in echilibru? (Axa Ox se presupune fard greutate).
24024 15015 ]
e e

1 [ 390

QZ) Trei forte paralele Fy, Fy, Fy, de acelagi sens, au punctele de apli-
catie Ajfxy). Aqfy), As(xs). Care este punctul de aplicatie al rezultantei
lor? Generalizare in cazul a n forfe.

n
Z Fix;
M

i=1

_ ol 4 ol + gl
et NI S
Fi+F 4+ Fy

0 u
» in general x=

{50 grmda lungd de 4 m este asezatd cu extremititile sale pe doud
reazeme A si B. Greutatea grinzii este de 160 N. Stiind ca reazemul din A
nu poate tine mai mult de 740 N, care este distanta minima fati de A a
punctului M in care se poate atirna o greutate de 1500 N?

[AM > 2,24 m. Se alege originea in A, deci A(0) si B(4 m).
Foxy -+ Faxs Foed (1500 —F,) 8

=1 ot = —_—— gaux=4 —————  =4——F,
x x 3 .}

F,+F, 1500 ¥ 1500
Reazemul din A se incarca cu 80 N din greutatea grinzii, deci mai poate
tine 660 N din cele 1 500; Fy < 660 N.] :

Se dau punctele A(3), B(9) si M(5). 54 se géseascé punctul N con-
jugatul armonic al lui M fa{d de A si B.

[Se foloseste relatia (29); x=—3.]

17. Aceeasi problemi pentru punctele A(—6), B(3), M(0).
[x=12.]

18. Fie AB un segment, C, D punctele care impart segmentul res-
pectiv in rapoartele —k $i k, M.mijlocul segmentului CD. Sd se calcu-
leze raportul in care M imparte segmentul 4AB.

MA ; L2
l:j = k%, deci M este exterior segmentului AB. ]
MB

19. Se dau punctele A(—1), B(5). Sa se determine punuele M si N
conjugate armonic fatd de A si B astfe] ca MN =8.

[Sea Iormeazﬂ un sistem de ecuatii. Gasim doud solutii:

a) M(—T), N(1) si b) M(3), N(1).]
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20. a) M si M’ fiind El_o.ué puncte conjugate armonic fati de A si B,
§é se calculeze vectorul MM’ in functie de vectorul AB si de raportul k
in care este impdrtit segmentul AB. '

b) M fiind presupus interior segmentului AB (a<b), sd se deduca

R i’ » oz “ : . a
§?§£l vectorului MM’ fata de AB, dupd valorile 1ui % in raport cu uni-

- 2 s
[Se poate folosi problema 11. M — 5 kk= AB. Pentru k<—1 sens

contrar cu AB].

21. Se dau doud perechi de puncte 4, B si G, D i axa
: s aceeasi axd.
se determine punctul M pentru care avern, relatia i = - ¥

MA.-MB=MC-MD.

g§re ecsite conditia ca M sa fie la distanta finits?
4 se dea si solutia geometricd si sd se verifice iti i ]
a lui M la distanta finit. e

[Fie A(a), B(b), C(c), D(d) si M(x). Se gaseste o singura solutie

ab — cd
e B ™ a+b ec+d
(@t B) — (o4 d) * " O0dIHA BhdFetd sau T £ = adics

cele cg)ué segmente sd nu aibid acelasi mijloc.
eometric. Se duc prin 4, B gi C, D cite un i
4 e _ cerc arbitrar. M
aceeasi putere fzita de ele, deci este la intersectia axei Ox cu axa r.';ci:lri‘E
cald a celor doud cercuri. Conditia este ca axa radicald si nu fie para-

leld cu Ox, adica mijloacele lui AB, CD sd nu coincidé.]
]

—

8
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VECTORI IN PLAN

/
-

/
Fig. 9. Fig. 10.

1. In primul capitol s-a vézut ci vectorii situati pe o dreaptd nu pot
fi decit vectori alunecitori sau vectori legati. In plan insid putem avea
si vectori liberi, adica vectori care au acelasi modul, aceeasi directie, ace-
lagi sens, dar punctul lor de aplicatie (originea) poate fi orice punct al
planului (v, ,Introducere” § 4). In tot ce urmeazi se va face studiul vec-
torilor liberi, deoarece atunci cind este vorba de vectori alunecdtori sau
legati este de ajuns sd impunem conditiile suplimentare respective; cu
alte cuvinte, chestiunea se reduce la un caz particular al vectorilor li-
beri. i

2. Vectori ‘ebali. Prin definitie doi vectori se zic egali, dacd au ace-
lasi modul, aceeasi direcfie si acelasi sens, indiferent unde sint agezafi
in plan* (fig. 9). Se aratd in scris acest lucru astfel

A

G—b. 1)

i ‘
Definitia este justificata prin faptul cd vectorii fiind liberi, ei pot fi
adusi sd aibd aceeasi origine si In acest caz sint evident egali. Doi vec-

torl care au acelasi modul si aceeasi direcfie, dar sint de sens contrar, ii
vom numi wvectori opusi (fig. 10) si vom scrie

c=—4d sau c¢+d=0. (2)

S precizam cd atunci cind spunem céd doi vectori au aceeasi directie,
aceasta inseamnd cé ei pot fi situati pe doud drepte paralele sau pe aceeasi

dreapta.
3. Vectori coliniar:z, Doi vectori situafi pe aceeasi dreaptd sau pe
drepte paralele — deci de aceeasi directie — se numesc coliniari, indife-

rent dacd au acelasi sens sau nu.

* Mai general vectorii egali se definese, in spatiu, cu
aceleagi conditii, indiferent de asezarea lor in spafiu.




26 CAPITOLUL IL

Deoarece vectorii coliniari pot fi adusi pe aceeasi dreaptd, adunarea
si sciderea lor se face la fel cu a vectorilor de pe o dreaptd (cap. I).

S& ne oprim putm asupra produsului dintre un vector §i un scalar.
Fie @ un vector dat si b un vector coliniar cu @, astfel cd b=|k|-a. Dacé
aducem vectoril. pe aceeasi dreaptd atunci avem relatia vectoriald

b=ka (3)

care aratd cd vectorul b are modulul |k|-a si sensul acelasi sau contrar
cu @, dupid cum k>0 sau k<0. Reciproc o relatie de forma (3) aratd
egalitatea a doi vectori b si k@, care pot fi pe aceeasi dreaptd sau pe drepte
paralele. Rezultid cd @ si b sint vectori coliniari. Prin urmare o relatie
de forma (3) aratd c& vectorii @ si b sint coliniari. Scalarul k poate fi
orice numar real, asa cum s-a ardtat in capitolul I, § 6.

4. Versorul wunei directii. Din cele spuse mai inainte se deduce ca
se poate alege un vector @, pe care il vom numi vector fundamental, cu
ajutorul cédruia se poate exprima oricare altul din multimea vectorilor
coliniari cu @, asa cum aratd relatia (3).

In particular se poate alege vectorul o, de modul 1 cu ajutorul ca-
ruia se poate exprima orice alt vector care are directia lui ¢. Acesta
este wvectorul unitar saw versorul care defineste directia in plan si sen-
sul pozitiv pe acedstd directie. Un vector oarecare u, care are directia
definita de versorul a, se va scrie

; T=—+4ua ¥ (4)

+ dupd cum u este de acelasi sens sau de sens contrar cu .
5. Vectori oarecare. Adunarea wvectorilor. Dacd doi vectori liberi
nu sint colmlari, vom spune cd sint vectori oarecare in plan. In acest
caz ei am directii diferite, dar ii putem
aduce totdeauna cu originea in acelasi
punct.
Suma a doi vectori @ si b se constru-
6 ieste astfel (fig. 11): printr-un punct oare-
care O al p1anu1ul se duc vectorii OA=0a
si OB=D, apoi se construieste paralelo-
gramul OACB vectorul OC (diagonala pa-
ralelogramului) este, prin definitie, suma
celor doi vectori sau rezultanta celor doi
vectori. Se scrie acest lucru astfel:

3= OC=a1pb. ©)

Suma vectoriald se mai numeste

uneori si sumia geometricd si are la bazd
observarea faptelor reale. Astfel se stie ca
doud forte se compun dupd regula para-

Q,

lelogramului, doud viteze, doud accelera-
Fig. ik tii se compun dupd aceeasi reguld etc.
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e
Sa se observe insd ca se obtine acelasi vector OC dacd ludm vectorul

OA =0, iar in A punem vectorul A_C.,‘=B. Prin urmare in loc sd construim.
paralelcgramul OACB, putem construi numai triunghiul OAC; aceasta
se numeste regula triunghiului pentru obiinerea sumei a doi vectori,
Modulul vector_u/l\i sumd se deduce din triunghiul OAC fC—)éP:
=a’-b2—2ab cos OAC insi % OAC=180°—<( AOB, deci |OC|?=s2=

:a?+gﬁ-{-2ab cos AOB=a24-b?2ab cos (@, D). (6):
Cazul vectorilor coliniari se deduce din cele de mai sus ca o parti-
cularizare: dacd <L AOB=0 vectorii au acelasi sens, daci <. AOB=180°
vectorii au sensuri contrare.
Suma mai multor vectori in acelasi plan. 54 considerdm patru vec-
tori @, @, @3, G; 51 s gdsim suma lor. Vom folosi regula triunghiului.

Alegem un punct oarecare O si luim OAizal, apoi ALAZ iy, Suma ce--
lor doi vectori este (fig. 12).

e Ty
= iy -y =0Ay=5.
In continuare avem
- —_— a =46 =
i | g Gy +82+03 =58+ G3=0A3=5,
si In sfirsit
5 MRl N L L S g
G 8y +8y +0; =520y =0A;=S5. 7y
De aici rezultd urmditoarea reguld: dintr-un punct oarecare O al
—_—
-;Iamcluz se ia vectorul OA1 =0y, CU oragmea in Ay se ia al doilea vector
A,Az_az etc. pind se ajunge la vectorul A A,, @, si se formeaza astfel
c?ntuml_polzg(mal OA | AgAqA,; vectorul OA,,, care inchide acest contur
gi are originea in O, este suma celor patru vectori.
Extinderea la cazul a n vectori este evidenti.
Consecintii. Dacd linia poligonald se inchide, ndicd formeazid un
poligon, suma vectorilor este nuld.
Proprictiti. a) Suma vectoriald este comutativd. Este destul si se

arate acest lueru pentru dol termeni, ceea ce se pune in evidentd ime-
diat cu paralelogramul OACB (v. fig. 11), In adevir

OC:OA+AC:E+5$jOC:OB+BC:B+&
de unde rezulti
@+b=Db+ta. (8}

b) Suma vectoriald este asociativd. In adevdr se poate urmiri pe
tigura 12 ci

8Ty Ty g Ty =Ty (B Bg) -0y = @+ A AT, (©)

Rezultd ca ordinea in care se face adunarea vectorilor nu intere-
seazd: rezultanta este aceeasi
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; 3, ]

Fig. 12. Fig. 13.

c) Inmulfirea cu un scalar este distributivd fatd de adunarea vecto-
rilor, adicd § Ly 1 1
m(G+b--c) = ma+mb--me.

Pentru a arata acest lucru construim vectorul suma §S=d+b+c
— —_—— ) — e
(fig. 13), apoi ludm OA’=mg, A’B'=mb si B'C’=me.

S& observdm insd ca vectorul mb este coliniar cu b, deci A’B’||AB
si triunghiul OA’B’ este asemenea cu triunghiul OAB (L A=< A’ si
laturile care formeazi aceste unghiuri, proportionale), de unde rezulta

. —_— — U
cd <L AOB=<L A’OB’, deci O, B, B’ sint coliniare si OB’=mOB. La
fel se aratd cd triunghiurile OBC, OB’C’ sint asemenea de unde se de-

duce: a) punctele O, C, C" sint in linie dreaptd, b) OC":_-m(-)_é-:mE'.
Prin urmare dacd adundm vectorii ma, mb, me se formeazi un con-
tur poligonal OA’B’C” asemenea cu conturul OABC, cu raportul de ase-

A’ > ok = P 2 = =
ménare O:- =m. Vectorul suméd este OC’=ms5, adicd ms=ma+4+mb-+mc,
OA
sau inlocuind pe 5,

m(@+4b+c)=ma-+mb+me. c:eitiel

6. Relafia dintre modulul sumei si suma modulelor. Deoarece orice
laturd a unui poligon este mai micd decit suma celorlalte, se poate scrie
(v. fig. 12)

OA4<OA1+A1A2+A2A3+A3A4.
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Daca tinem seama cd lungimea fiecdrui 7
segment este modulul vectorului respectiv si
dacd includem si cazul vectorilor coliniari de
acelagi sens cind in loc de neegalitate avem
egalitate, putem scrie

— —— —— ——p ——
[OALS|OA |+ | A1 Ag| 4 |Agds| + | AsAy|
sau
[t + G +-T3+ gl Say | + [To| + [d5] 4y
(10)
Pentru cazul general a = vectori, acelasi
rationament.
7. Diferenta a doi vectori. Vom folosi cele
doud feluri de a defini diferenta a doi vectori:
a) A scadea doi vectori inseamnd a gisi un
al treilea vector, care adunat cu vectorul sedzd- Fig. 14.
tor si ne dea vectorul descizut. b
b) A scddea doi wectori inseamnd a aduna primul vector cu opusul
celui de-al doilea. 3
Vom folosi aceeasi figurd 14 pentru a ardta cele doud moduri de a
efe%ma‘ scadderea. Fie dati vectorii @ si b si vrem si gisim diferenta
a—b=c. .
Potrivit definitiei (a) trebuie si avem

i=b+c.

-
L

Y,

Alegem un punct O ca origine si construim vectorii 07:6, O-I_B.:'E.
Este foarte clar ca
04 =OB4BA san a=F+BA
de unde se deduce
@—b=c=BA
sau _ (11)
OA—OB—BA.
De aici regula: diferenta a doi vectori cu originea comund, (ﬂ=ﬁ,

Cread - . . - .
OB=b este un al treilea vector care are ca origine extremitatea wvecto-
rului scdzdtor si ca extremitate, extremitatea wvectorului descdzut.

Dacé plecam de la definitia (b) a scédderii atunci se face suma lui @
cu opusul lui b, deci ‘

@—b —G--(—b) = OA + OB’ =OC. (12)
Se vede imediat ci OC=BA din cauza paralelogramului OCAB.

Observare Dacd vectorii sint legati atit suma cit si diferenta
trebuie sa fie vectori cu originea in originea comund O. Deci in acest
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caz, chiar dacd obfinem ca cfifefen’t,é vectorul BA (fig. 14) trebuie sa-1
transportdm in pozitia OC, cu originea in O.

8. Scrierea unui vector ca diferentd de doi vectori. Si scriem rela-
tia (117) inversatd

—_— — —
BA=0A—OB. : (13)

Punctul O este arbitrar, deci orice vector se poate descompune in
«iferenta a doi vectori, care au aceeasi origine arbitrari.

Prin urmare dacd MN este un vector in plan si A, B ete. puncte
dn acelasi plan se poate scrie

—— —_— — — —
MN=AN—AM=BN—BM~=. .. ; (139
9. Déscompunerea unui vector dupd doud directii neparalele. Fie ©

vectorul dat si (A4), (Ag) directiile date. Ludm vectorul OU =%, ducem
prin O dreptele (A;), (Ay) cu directiile date, apoi prin U ducem paralele
cu (é}_) si (_192). Se formeaza paralelogramul OUUU, si se observa imediat
cd OU=0U, - 0U, sau u=1u,+u, (fig. 15). : :

In acest fel vectorul u a fost descompus dupi cele doud directii dife-
rite date. Descompunerea este unicd, fiinded prin U se poate duce cite o

singurd paraleld la (A;) si (A,) si rezulti un singur paralelogram. O_[-.]1

si OU, sau % si %y se numesc componentele lui % dupa cele doua directii.
Notd. Se poate demonstra ca descompunerea unui vector dupi mai
mult de doud directii este nedeterminats, adici se poate face intr-o infi-
nitate de feluri.
- 10. Descompunerea unui vector dupd doi vectori, in plan, necoliniari.
Problema se pune acum astfel: si descompunem vectorul dat %, dupa di-
rectiile a doi vectori dati @, b si sid erprimam componentele lui ii cu vec-
torii @ si D. =
e BT
Fie OU=% si OA=d, OB=0.
Se descompune vectorul # dupi directiile OA si OB (fig. 16) si se
— —_— 3
-obtin componentele OU;=%; si OUy,=1,. Dar uy este coliniar cu @, deci
se poate scrie sub forma %, =ma, m fiind un scalar anume m_'—"; la fel
5 a

se poate scrie uy—nb, unde n= %:

4,) a g j U

/!f"“"‘»f\.
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Inlocuind aceste expresii in w=1%, 4+, se obiine
- u=ma—+mnb. = (14)

Aceastd-relatie aratd cé orice vector confinut intr-un plan se poate
exprima cu ajutorul a doi vectori oarecare din acelasi plan, cu condifia
caracestia s nu fie coliniari. O relatie de forma (14) in care vectorii se
gisesc la puterea I se numeste o relatie de dependentd liniard.

Pe scurt proprietatea de mai sus se enuntd astfel: orice vector din-
tr-un plan este liniar dependent de doi vectori carecare, mecoliniari, din
acel plan.

Relatia (14) se poate pune si sub altd formd. In adevar scalarii m si n

a

nu sint in general numere intregi, deci dacd scriem m=— e M=

=< |=

atunci (14) devine ‘ :
aa4-Fb+yu=0. (14%)
Sub aceastd forma se vede cd oricare din cei trei vectori este in de-
pendenta liniard fatd de ceilalti doi.
“T==S5%4 demonstrdm acum ci descompunerea (14) este unicd, fatd de vec-
torii @, b necoliniari.
a) Intre doi vectori necoliniari @, b nu putem avea o relatie de forma
A@+pb=0, cici atunci ar rezulta B=—_-’L @=ka, adicd T ar fi coliniar cu @,
"

ceea ce contrazice ipoteza.
b) S& presupunem acum cd ar exista doud descompuneri

u=ma++nb si- u=ma-}n'b.
Ar rezulta ma+-nb=m'a}+n’b sau
(m—mYa - (n—n")b=0. (15)

Pot fi luate in considerare urmatoarele situatii

1) m=tm/, n7=n’, in care caz, conform celor spuse la (a) vectorii a
si b sint coliniari si aceasta este contrar ipotezei.

2) m=m’, ns=n’. Rezultd (n—n’)b=0, de unde b=0 iardsi contrar
ipotezei, cdci @ si b sint vectori veritabili, cu directii date.

3) m=Em’, n=n/, in care caz @a=0, imposibil.

Riémine singura posibilitate m=m’ si n=n’ care arati ci descom-
punerea este unicd.

Se deduce de aici cd fiind dat un grup de trei vectori necoliniari, ori-
care dintre ei se poate exprima liniar In functie de ceilalti doi.

De asemenea dacéd se aleg doi vectori necoliniari @ si b ca vectori de
bazi, orice vector din plan se peate exprima liniar in func{ie de @ si b.
Vectorii alesi @ si b se numesc vectori fundamentali si se spune cé ei for-
meazd o bazd in plan, cu ajutorul cireia se exprimi orice alt vector.

= Tl. Proiectia unui vector pe o axd se obtine la fel ca proiectia ori-

cérui segment, adicd proiectind pe axd extremitdfile vectorului, Proiectia
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unui vector pe o axd este un vector. Aceasti
proiectie este componenta vectorului dupa axa
(fig. 17). - ;
Sy

Mérimea proiectiei. vectorului AB este
segmentul A’B’, luat cu semnul (+) dacd are
aceeasi orientare cu axa Oz si cu semnul (—)
in caz contrar.

s

_Ilacé notdm cu ® unghiul ficut de vecto-
Fig. 14 rul AB=a cu sensul pozitiv al axei Ox si amin-
P tim cd proiectia unui segment pe o axi este
egald cu segmentul insusi inmul{it cu cosinusul unghiului format de vec-
tor cu axa, atunci rezulta

A'B'=|AB| cos D=acos 8. . (16)

Acest lucru se scrie in mod obisnuit sub forma )
(pr.@)o,—a cos 9. ' (167)

Dacéd 6<90° atunci proiectia A'B’ are semnul (4+), deoarece are
sensul axei Oz, dacd 90°<e<270°, A’B’ are semnul (—), dacd 270°<
<8<360°, A’B’ are semnul (+), iar daci ©—90° sau 270°, A'B'=0.

12. Descompunerea unui vector dupi dousi axe perpendiculare. Des-
compunerea se face la fel ca in cazul a dous directii oarecare cu singura
deosebire .cé cele doua componente AC=uy si A—;-’D:@l sint laturile unui
dreptunghi. In acelasi timp insi segmentele AC=4,B,=qa,, AD—4,B,—

=a, sint si proiectiile vectorului f"l_é, respectiv axele perpendicul
Oz, Oy (fig. 18). s e

Rezulta ca
_ AB=AC+AD sau a—g+a3 (17)
$1 i
a.,=(pr-a@)o.=a cos 0; ay=(pr-@)o,—asin 0 (18)
proiectiile fiind socotite scalari.
¥
Gy

Fig, 18. Fig. 19.

ﬁ
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Este foarte clar ca daca vectorul a este dat, proiecliile sale a,, @, pe
cele doud axe perpendiculare sint. determinate ca marime si semn (pozi-
tiile lor pe axe nu intereseaza fiindcé este vorba de veetori liberi).

Reciproe daca proiectiile a,, a, pe cele doud axe sint cunoscute, vec-
torul este perfect determinat. In adevar daci misuram din origine pe a,
$l a, cu semnele lor (in figura 19 ambele pozitive) si ducem prin M; si M,
paralele la axe, rezultd un singur punct M, care este extremitatea vec-

torului OM =@ determinat. in mod unic. Desigur fiind vorba de vectori

liberi, @ poate fi considerat oriunde in plan, paralel cu el insusi. Se
observa imediat ca dacd @,>0, ¢,>0 punctul M este in primul cadran,
dacd a,<0, a,>0, M este in al doilea cadran etec.

Pentru motivul ca proiectiile a,, a, determinad vectorul @ ele se nu-
mesc coordonatele wectorului si se aratd acest lucru scriind @ (a., a,). Se
citegte: vectorul @ de coordonate a,, a,.

Se pune acum intrebarea: care este legiatura intre componentele @ =

w—p, S m— —_— S = | as e ige o) P
=AC=A By, dy=AD=A,B, si coordonatele a,=AC 4B, a,=AD=A,B,?
Se observd imediat (fig. 18) cd scalarii a,, a, sint modulele vectorilor @,
Gy, luate cu semnul (+) sau (—) dupd cum segmeéntele corespunzitoare au
sensul pozitiv sau negativ al axei, deci a.=-Z+|@|, a,==|d,|. Aceasta

—

aratd ca a, este coordonata vectorului 4B pe Ox i a, este coordonata
lui A5B, pe Oy. :
Atunci, dacd se aleg wectorii unitari (versorii) i pe Ox si j pe Oy
(lil =[jl=1), se poate scrie @ =a,i, Gy=a,j (fig. 18) si relatia devine
— - -
= a,i4ay). - (19)
"Vectorii fundamentali sint aici versorii i, j si se spune cd ei formeazi
o baza ortonormatd. v
Aceasta este exprimarea unui vector cu ajutorul coordonatelor sale
si a versorilor ¢, j pe axele perpendiculare Ox, Oy. Este bine sd mai subli-
niem o datd ca coordonatele vectorului @ sint proiectiile sale a,, a,, iar
componentele vectorului sint ad, ayj, primele fiind scalari, deci supuse

-operatiilor algebrice, celelalte vectori, deci supuse operatiilor wvectoriale

(geometrice).

13. Conditia ca un vector sd fie nul este ca ambele sale coordonate
sd fie nule, deci proiectiile pe cele doud axe si fie nule.

In adevér daca vectorul este nul, este evident ci si proiectiile sale
pe cele doud axe vor fi nule. Reciproc dacé proiectiile a,, @, sint nule,
in baza relatiei (19), vectorul @ este si el nul. Prin urmare conditia este
necesard si suficienté. .

Observare. Un vector care nu este nul, poate avea una din
coordonate nuld, daca este perpendicular pe axa corespunzitoare.

Exemplu. Sd se figureze s sd se scrie cu ajutorul wversorilor,
vectoréi a(2, —3), b(—3, —4).

Vectorii sint construiti in figura 20, Exprimarea cu ajutorul verso-
rilor este '

@=21—-3j; bB=—31—4j.

3 — Geometrie analiticd cl. XI.
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g Notatii. Coordonatele unui
vector @ le vom nota a,, a, sau a;, a,
sau X, Y, pentru vectorul u vom fo-

ot o S et e ettt e, ]

¥ losi coordonatele u,.u, sau Uy, Us
sau X, Y ete. Cind avem mai multi
vectori este. preferabil sd folosim no-
tatii cu indici, de exemplui @ (X, Y}),
Ux(Xa, Yo) ete. A~ :
14. Coordonatele sumei mai multor vectori.
Sé considerdm vectorii @ (X, Yy), @y(Xa, Ya), ..
(X, Y,), prin urmare ¢

L

EI:X!i“_YI??‘: ('12=X2i+Y25 i 7En:X:\i+Ynj'

Suma vectorilor esté tot un vector 5, care
-4 se scrie ;

Fig. 20. §=@+ay+ ... 8= (X i+ Yj)+
(Kol + Yo+ ...+ (Kl +Y ). " (20)

Tnsd suma vectoriala este comutativd, deei putem grupa toti vectorii
de pe o axd si toti vectorii de pe cealaltd axa:

s= (X Xpi+ o + X))+ (Yii-+Yoi+ oo + Y00

Tinind seama acum de cele spuse la adunarea vectorilor pe o axa
(I, §4 si §10) putem scrie

L(Z Xk)z+(ZYk)§. (1)
k=1

k=1

Dacd notam cu s, s, coordonatele lui 5, atunci §=s.i4-5,j si com-
parind cu (21) rezulta - J

n - n
e, T =\
=3 X 5=y ¥ Stis(on)
k=1 =T L .

relatii care se formuleazi astfel: coordonatele wvectorului sumd-a mai
muitor vectori sint sumele, pe fiecare axd, a coordonatelor vectorilor com-
ponenti.

In particular dacd suma vectorilor este nuld, atunci proiectiile vec-
torului suma sint evident nule pe ambele axe, deci

" n - |
;=3 Xp=0, s,=) V=0 (23)
k=1 k=1

Reciproc, daca relatiile (23) sint indeplinite, atunci vecforul sumé s este’

nul. In adevar :
Sy= 5] cos 8 =0, s,=|5| sin ©=0 (24)
insd nu existd nici un unghi © pentru care si avem simultan cos 8 =0 si

sin 8=0, deci singura posibilitate de a satisface relafiile (24) este |s|=0,
adicd s=0. 1 ‘

09
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15, Coordonatele diferentei a doi vectori. Fie @(ay a,) 5i b(by by) doi
vectori dati. Ne propunem si gasim coordonatele vectorului ¢=a—0.

Pentru aceasta vom scrie vectorii @ b cu ajutorul componentelor
! T=ai+a,j, b=D0i4byj
si vom aminti ci vectorul diferentd se poate scrie ca suma
¢=a+(—b), /

si problema s-a redus la a gisi coordonatele unei sume de vectori:

_e=ai+aj 4 (—bid—b,f) = (a—by)i+(ay—Dby)].
Prin urmare coordonatele vectorului diferenfa ¢ sint
i
c;=a,—by c,=a,—by, (25)

adicd: coordonatele vectorului diferenta a doi vectori @, b sint diferentele,
pe fiecare axd; a coordonatelor celor doi vectori.

Pentru ca diferenta a doi vectori s fie nula (@—b=0) trebuie ca cei
doi vectori si fie egali, cici altfel @-+(—Db)7-0. Aceasta inseamnd cad daca
G—b=0, rezultd a="5 si reciproc.

Tns& pentru ca vectorul diferen{d ¢ sa fie nul trebuie ca Cy=0 81 =0,
adicd @,—b,=0 si a,—b,=0. De aici se deduce cd

o T e T (26)
= ayzby
si reciproc. F
Deci conditia necesard si suficientd pentru ca doi vectori sd fie egali
este ca coordonatele lor de pe aceeasi axd sa fie egale.
~ 16. Cdordonatele produsului dintre un nwmdr real (scalar) si un vector.
Am aratat ci produsul dintre un scalar k si un vector @ este un alt vec-
tor' b=kd, celiniar cu @ astfel ca Intre module existd relatia b—|k|-a
sau IM:E. De altd parte coordonatele unui vector fatd de cele doud axe
a
sint proiectiile vectorului pe axe, deci dacd 0 =< (Ox, @) =J(Ox, b):

b, — (pr- k@l)oy= (ka) cos © =F(a cos 0) =ka,

b,=(pr k@)o,=(ka)sin ©=F(a sin 8)=Fa,.

Asadar, proiectiile vectorului k@ pe axele perpendiculare, deci coordo-
natele vectorului ka, sint ka,, k a, coordonatele vectorului @ inmulfite
cu scalarul ic. :

17. Conditia ca doi vectori sa fie coliniari. Daca @ si b sint cei doi
vectori coliniari inseamnd ci intre ei existd o relatie de forma b=ka.
Pentru ce acesti doi vectori sa fie egali, conditia necesard si suficientd
este ca, pe fiecare ax#, coordonatele lor sa fie egale, deci

bi=ka,.  -b,—kay 27)
scriind sub forma -b—“‘:k, i” = f'se deduce
; ay Gy |
/ b By

=Ly (28)

a*
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.Aceasta arata ca daca vectorii sint coliniari, coordonatele lor sint pr
portm'n’al_e. Reciproc, daca coordonatele sint proportionale, atunci valogll':-a
comuna a 1‘apos_irtelor din (28) se noteazi cu k sj rezulta ;elatiile (27)'Car:a
arata‘ca vectorii @ si b sint coliniari, De ajci se desprinde concluzia:

Conditia necesara st suficientd cu doi vectori sq fie coliniar: esi‘@
coordonatele lor si fie proportionale. : : 2

— —_—

1 licati oy iz o
8. Aplicatii. 1. se dau vectorii, OA=a si OB=b, Si se arate ca-dacd M este
mijlocul segmentului Zé, atunci 0_1\71': — (E-I-E).
(fig. 21). .
—_ o,
Avem OM=0A-}AM ot d
e rin adunar: i
) OM-:OB+B']__W’ 1 dunare se obtine
=2E —  — — -
o e G QUMLOA—FOB-%AM—J*BM.
Insd AM+BM=0 ca fiind vectori opusi, deci.

e s RS el — e
20M=0A+0B=a-}b sau OM= ol {asbY!

Observare Am dal aceasii sol a4 se v uneori ca ul vec-
3 solutie ca si s add cum "une leulul
torial ascunde proprietétile geometr ce 1 az or Z I este adevirat, De
geo. trice in baza carora rezultatu t

exemplu aici 0A-+4+0B reprezinta diagonala par

Ssmpl o alelog'raqmlui construit cu vectorii
OA, OB, iar OM este jumatatea

N . 1 -
aceslei diagonale, deci o (a-}-b). Aceasta a doua
solutie ti13e seama de proprietatile paralelogramului,

2. 8a se demonsireze ve cale vectoriald cd segmeniul cq

o dqu:i laturi ale unui triunghi, este paralel
jumdtatea ei.

1 re uneste mijloacele
'cu a treie laturd § are ca mdrime

y —_—
Seriem vectorul DE cg diferentd de vectori (§ 8):

— a3 3 1=

DE=BE—BD=BE— E BA (fig. 22).

v A
Insa E este mijlocul luj AC, deci potrivit exemplului precedent ﬁfitgé—i—ﬂj.
Inlocuind rezults : < -
s
BA_+~BA= =
9 g

n o 1 e S A - = .. 7. 3 — —
care arata: 1) cd vectorii DE §i BC sint coliniari, deci DE|IBC; 2) ci intre module:
avem DE=— BC. ; 4

DE= ~BC+ BC

O | =
| &l
1o |~

)

Fig. 21.
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3. Sd se demonstreze cd dacid G este centrul de greutate ‘al unui triunghi ABC,
Sy
atunci GA+GB-+GC=0.
=y sy — e R By AT
Fie M mijlocul laturii BC. Avem GB-|-GC=2GM, deci GA-+-GB-+GC=GA-+}
2= — —r
+2GM=0, deoarece (ETV]:—E GA sau 2GM=—GA (se stie ci G este pe fiecare

9 &
mediana la E de virful triunghiului).

4. Se dau vectorti coliniari d=—=2i-+5j; b—4#it... A doua componentd a lui

b o fost nedescifrabild. Sd se gdseascd. i 2 .
Vectorii fiind coliniari, coordonatele lor sint proportionale, ded*:b# , de

/ v

unde pu:—lo. Vectorul este 5:4?—103'.

PRODUSUL SCALAR A DOI VECTORI

19. Produsul scalar a doi vectori. Am vizut cd adunarea vectorilor are
la bazi fapte experimentale (compunerea\fortelor, a vitezelor ete.). S4 con-

sideram acum o fortd F, constantd ca intensitate si directie, care acfioneaza
asupra unui mobil M ce se deplaseazi pe o dreaptd (A). Dacid notim cu 8

unghiul pe care il face directia fortei F cu dreapta (A), lucrul mecanic
Efectuat de forta?penh‘u a deplasa mobilul din M in M’ (fig. 23) este dat
. - L=F.-MM’ cos
51 reprezinta o marime scalaré,
Pentru o scriere mai concentratii se considerd pe lingéd vectorul Fg,i
vectorul MIE’. si se pune lucrul mecanic sub forma

L _F.MM (29)

‘produsul din par?éa a doua a egalitatii avind semnificatia din expresia

lucrului mecanic datd mai inainte, adica F. MM’ cos 8. Deoarece reprezinti
un scalar, acest produs a primit. numele de produs scalar. Aceastd ope-
ratie s-a extins si la alte categorii de vectori, astfel cd a intrat in calculul
vectorial, asa cum vom ardta in cele ce urmeaza.

Definitie. Se numeste produs scalar a doi vectori, nu-
mdrul care rezultd din inmultirea modulelor celor doi vectori i
a cosinusului unghivlui format de ei.

Dacé notdm cu @ si & cei doi vectori produsul lor =
scalar se scrie cu sau fard punct intre factori, adici @-b 4
sau @b. Potrivit definitiei avem ]
@b—ab cof'(@ b), _. _ (30) o W
intelegind prin (e, b) unghiul fiacut de- vectorii @, b. Fig. 23.

(4)
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20. Proprietatile produsului scalar. 1) Produsul scalar este comutativ,
adicd ab="ba. b

In adevir @b=ab cos (@, b), iar ba—ba cos (b, d) insd a, b fiind sca-
lari ab=ba, iar cos (@, b)=cos (b,d), deoarece (@ b)=—I(b, @) s se
stie ¢ cos (—a)=cos @; prin urmare @b si bg au aceeasi valoare.

2) La inmulfirea unui produs scalar cu un factor numeric, facto;'\ul

@ﬁ Mﬂmei‘ic poate fi aldturat unuia din cei doi vectori, adica

m(ab) = (ma)b=a(mb).
Considerdm intii m>0. In acest caz |ma|=ma, deci

m(@b)=mab cos @, ) si (ma)b—(ma)b cos (ma, b).

Dar vectorul ma este coliniar cu @, deci <.(ma, b)=<1(4, b), de unde re-
zultd (ma)b=m ab cos (g, b), prin urmare m(ab)=(ma)b. La fel se aratd
cd m(ab)=a(mb). e )

Considerdm acum m<0. Putem presupune unghiul vectorilor ascutit
(fig. 24), deoarece rationamentul este aseméndtor si in cazul cind unghiul
depdseste un unghi drept.

Avem m(@, b)=m ab cos (@, b) care din cauza factorului m_este nega-
tiv. Apoi (m@)b= |ma|. |D| cos (m@, b)= |m| ab cos (b, ma). Insi dacd

- <@ b)=a, <(b, ma)=n—a si cos (t—a)=—cos d. Prin urmare

(ma)b=|m| ab [—cos (4, b)] =—|m| ab cos (@, b). Deoaréce m<0, avem
—|m[><m, astfel cid (ma)b=m ab cos (@, b) si deci (ma)b—m(@b).

Egalitatea m(a@b)=a(mb) o vor dovedi elevii ca exercitiu. -

3) Produsul scalar este nul: a) dacd unul din vectori este nul; b) dacd
cei doi vectori sint perpendiculari. In adevar din @b=ab ces (G, b) se vede
cd @b=0 daca a=0, b=0 sau cos (@, b)=0, adici <(a, b)= Enz

De aici se deduce cd daca produsul scalar este nul, fard ca vreunul
din vectori sd fie nul, atunci vectorii sint perpendiculari.

4) Produsul scalar al unui vector prin el insusi este egal cu pitratul
modulului acelui vector.

In adevir unghiul fdcut de un vector cu el insus,;i'este 0 si cos 0=1.
Rezultd Ga@=a-a=a? relatic care se scrie-sub forma
@2=a® (31)
si se enuntd sub forma simpla: pdtratul unui vector este egal cu patratul
modulului sdu. _
5) Interpretarea geometricd a produsului scalar. Am vizut la § 18 cd

produsul scalar reprezintd lucrul mecanic al unui mobil care se deplaseazi

rectiliniu de la M la M’ sub influenta unei forte-}
X de modul constant si directie fix#. Aceasta este in-
& terpretarea mecanicd. S3 vedem care este interpre-
tarea geometricd.

Pentru aceasta vom scrie

@

dnd ab=ab cos @ B)=a[b cos (3, B)] —a(prbl;  (32)

e
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care aratd ci produsul scalar este egal cu produsul dintre modulgl vecto-
rului @ si proiectia lui b pe directia lui @ Dar tot asa se poate scrie
: ’ i
ab><a cos (b, @) =b(pr.a) (327)
i i i b, pri ‘oiecti torului @, pe direc-
deci produsul dintre modulul lui b, prin proiecfia vec 4 i
{ia h?i b. Stringind la un loc aceste rezultate vom da enqntl'll general:
Produsul scalar a doi' vectori este egal cu pr(_)dusul dintre modulul
unuia din ei §i proiectia celuilalt pe direclia acestuia.
Aceasta este interpretarea geome\tricé a produsului scalar. )
6) Produsul scalar este distributiv fatd de _adunarea vecto‘?‘mla. Tlg—
buie si dovedim ci @(b4-c)=ab-ac. Se stie cd proiectia unel sume de
vectori pe o axa este egald cu suma proiectiilor pe acea axd, prin urmare

a(G+c)=alpr.(b-+¢)l =al(pr.b)a+(pr.c)]-
Am ajuns la o inmulfire de scalari, deci algebrica si putem scrie
(b +¢) =a(pr.B); +a(pr.c); = ab+ac, adicd
7 " @(b+c)=abtac. ; (33)

Ordinea factorilor atit in prima parte cit si in a doua parte a egali-
t4tii este indiferentd. ¥ ' '
\. 7) Produsul scalar a doud sume vectoriale, rfee_zfectuate. Bste de ajuns
si aratam cum se face produsul (@--b) (c+4d), cdci regula ramine aceeasi
dacd sumele au mai mul{i termeni. S4 notdm vectorul suma a parantezei
a doua'cu 5, deci e+d=5. Atunci produsul se scrie (@4-D)5=as+}bs. Inlo-
cuind pe § si efectuind produsele [vezi (33)], avem ‘

(@~+B) @E+d)=a(c+d)+b(c+d) =ac+ad+be+bd.

Dupé cum se vede operatia este absolut analogé cu inmulfirea sume-
lor algebrice, adica a polinoamelor. / i o

21. Produsul scalar dintre un vector si un versor reprezintd proiectia
vectorului pe directia versorului. In adevar fie @ vectorul, u, versorul si
Gﬁq(ﬂg, ﬁ)v Atunci |ﬁg|=l si ; 3 1

Gug=a-1 cos o =a cos d. (34)

care este proiectia lui @ pe directia 11;11 Uy
22, Expresia produsului scalar a doi vectori dati prin coordonatele lor.
Daca ne alegem ca vectori fundamentali versorii i, j pe axele ort9gonale
Ox, Oy (baza ortonormatd) atunci potrivit proprietatilor produsului scalar
avem = : ki
P=ij2=1, P=[jI2=1G=Fi=0. (35)
Considerim acum vectorii @(d a,), b(bx, by), adica
G=a,i-ta,]; b=Dbi-+b,j
si efectudm produsul lor scalar, tinind seama de (35):

@b = (ai+a,f) (Dd-+D5,7) =a:be+a,by,
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deoarece termenii in #j sint nuli. Asadar -

ab=a.b,+a,b,, A (36)

ceea ce enunta: produsul scalar a doi vectori este suma produselor coordo-
natelor (proiectiilor) de acelasi fel pe cele doud axe.

_ Exemplu Produsul scalar al wectorilor a(—2,5), Bb(1,2) este
ab——oul.n g

23. Modulul unui vector. Daca cei doi vectori sint egali a=>0, atunci
a:=b,, a,=b, si G2=a’=a,2+a,2 de unde rezulti modulul

a=Va +a : (37)

24. Unghiul a doi vectori se poate calcula din expresia pfodusului sca-

Y %

lar @b=ab cos ¢, inde p=<I(@,b). Rezultd

cos ¢=E sau cos (= 2 (38)
ab lal- B
Dacéd exprimédm vectorii in functie de coordonatele lor, atunci
cos (p= (39)

Exemplu. Sad se afle unghiul véctorz‘lor
@[ 06— Va) L (WB+V2)]'5i BOVE+ Va6 —2).

.
Avem axbx+a!,b1,:%(6—2)+%(6—2):10. Apoi

a:\/f—:(s—m/fwrs +2VE):5;E=\/8+2\/T2"’+8-QVT2:4‘

10 1
Qs s Il —60°
eRleS g= = de unde ¢=607
25. Condifia ca doi vectori si fie perpendiculari se deduce fie din (36),
deoarece produsul scalar trebuie si-fie nul, deci
axb,,-i-aybyzo, (40)

fie din (39), unde daci cpig, cos @ =0, deci numadritorul fractiei trebuie
sa fie nul, ceea ce duce tot la relatia (40).
Exemplu. Vectorii a(—3,4), b(8,6) sint perpendiculari, deogrece
@by F by 381460, '

26. Aplicatii. 1. Proiectia unui vector pe o dreaptd odrecare. Fie vectorul &_si
dreapta data (A). Aleg({m pe (A) versorul _Up care defineste directia si sensul pe
dreaptd; Produsul scalar ne di proiectia lui a@ pe (A) (§ 8), adica

@ ug=a-1-cos ¢=(pr. a)a, unde ¢—2(A, a),
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8 e z & ER &
Fig. 25. Fig. 26.

Si. considerim acum un sistem de axe perfendiculare Oz, Oy. Dacid dreapta
(A) face cu Oz unghiul o,”atunci proiecliile versorului u, pe axe sint (ug),=1-cos a=

=cos a; (Ug),=sin a si 'uo:%cos u—l—;-i sin a. ﬁxprimind si pe a prin coordonate
;=zzxz7+a”7_': rezultd : '
&lzai(pr. E)A =a, cos u—|—a,y sin o, expresie care reprezintad proiecfia vectorului a
pe dreapta (A). s
2. Teorema dosinusului dedusd vectorial. Considerdm triunghiul ABC si scriem
— — — — . = —
vectorul BC ca diferentd de vectori: BC=AC—AB. Este evident ci |BC|=a, |ACI=b,
o
|ABi=c, unde a, b, ¢ sint laturile triunghiului dat (fig. 25). Ridicind la patrat egali-
tatea de mai sus si t{inind seama de (31) avem —
— — —_— — —
BC2=AC2—2AB-AC+|ABx.

—_— — —_—
Insi BC?=|BC|*=a? etc., iar AB-AC=b-c cos 4, astfel ci relatia devine
a’=b>|-c’—2bc cos A (teorema cosinusului).
3. Calculul medianei pe cale vectoriald. Notam eu D mijlocul laturii BC (fig. 26).
—_ ]l s ' —_— =
Se stie (§ 18, aplicatia 1) cd AD= ’2— (AB--AC). Daca notdm mai scurt BC=a,
—_— _— — — : —_— — —_
AC=b, AB=c si AD=m, atunci relatia de mai sus se scrie 2m,=b-+-c, la_care
adaugam a—=b—c. Ridicind ambele egalitati vectoriale la patrat avem
4 mfl=‘bzé|—c2+23 ¢
a?=b2c2—2b-c i
Prin adunare cele doua produse scalare se reduc si se obtine
4m§+a?=2(b?;51)

de unde se scoate ;
. 2+t =t
Mg = Sy

expresia medianei.

Am ales citeva exemple ca si se vada ci produsul scalar poate folosi in geo-
metrie fie la demonstrarea unor teoreme, fie la calculul unor lungimi.
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EXERCITII $I PROBLEME

ot = . e i ! A -
/'S4 se descompuni un vector @ in doud componente, cunoscind di-
rectia uneia si modulul celeilalte. Discufie.
et b
[Fie OA=a. Se duce prin O o dreapta (A) avind directia data si.un
cerc cu raza cit modulul cunoscut, apoi prin A se duce paralela la (A).
Doud solutii, una sau nici una.]

455’23 Se da triunghiul ABC si un punct oarecare O in planul sau. Sa
se dembnstreze cd dacd G este centrul de greutate al triunghiului, atunci

OA +0B+0C=30G.

— ¥ .
[Se scrie GA=0A—OG ete. si se aduni.}

\22:.\ Se di patrulaterul ABCD si se noteazd cu B §i F mijloacele latu- -

rilol AB si CD. S4 se demonstreze ¢d

EF— % (AD+ BO).

s s — :
[Se exprimi EF cu ajutorul vectorilor AF, BF, apoi AF cu ajutorul
—_— —
vectorilor AD, AC ete]
. S3 se figureze vectorii @(3, 5), b(6, —10) si sa se_spuna ce legd-
turd”existd intre ei.

'[E este simetricul, fatd de Ox, al lui 2-&.}

267 Se dau vectorii @(l, 5), b(—4, 2), ¢(3, —1).
Ce. particularitate prezintd vectorul §=a-+tb+tc?
27. Fiind dafi vectorit AB—a si AC=F in ce caz avem (G-b)*=(G—0)*
§i ce reprezintd fiecare din cele doud parli ale egalitdtii?
[Rezulta 4ab=0, deci ELE. Fiecare termen se reduce la péatratul
diagonalei dreptunghiului cu laturile 4B, AC.]
28. Se da vectoru,l:A_é, punctul fix O si doud puncte M, N, toate in
—p i —_ —
acelasi plan. a) Ce semnificatie are relatia AB-OM—=AB ON? b) Daca se
trece totul in prima parte, ce interpretare are relatia obtinutd?
L [a) Wsi‘ ON au aceeasi' proiectie pe AB. b) MN | AB.}
29. Se di un triunghi ABC si un punct O oarecare in planul siu. Sa
se demonstreze cd existd relafia vectoriald
—_— —> —r  — —_— —
OA-BC+OB.-CA4+OC:AB=0.

—_— — — —_—
[Se exprima vectorul BC ca diferenti BC=0C—OB etc}

P pe——

—
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30. Sd se demonstreze cd indltimile wnui triunghi sint conecurente.

[Fie AA’, BB’ doua inal{imi gi H=AA'[") BB'. In relatia din problema
- + . s b S
precedentd se ia O=H gi se ajunge la HC- AB=(. care se va interpreta.]

i Bk, Da_cd D, E, F sint mijloacele laturilor BC, CA, AB, ale triunghiu-
lui ABC, sd se arate cd oricare ar fi punctul O avem relatia vectoriald

OD-BC+OE-CA+OF- AB=0,

y 58

Lo i s
[Se folosesec relatiile OD,:E (OB—I—(ES), B_C'=(.)—C;—(3§, ete.

face produsul si se insumeaza.]

32. Se da patrulaterul ABCD in care laturile opuse AB—a si CD—c
sint situate pe dreptele AB, CD perpendiculare. ;
Fie E, I respectiv mijloacele laturilor AD, BC. Sa se demonstreze cd

CEF = ¢ (@),
53 se dea si o solutie geometrica.

. T 1
[Se fine seama de problema 24, EF/T E (E«FC_D’) si se va ridica

la pétpat. Pentru solutia geomefrici se uneste mijlocul diagenalei .3D,
cu E si F Figi
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a
g, 2% 3 Fig. 28.

1. Pozitia punctului in plan. Sd ne alegem ca sistem de reper un punct
fiz O al planului. Pozitia unui punct oarecare M. din plan este perfect
determinata prin vectorul OM =7 (fig. 27), numit din aceasta cauza wvec-
torul de pozitie al punctului M. Avind originea fix4, este evident ca vecto-
rul de pozitie este un vector legat.

—
De asemenea poate fi- determinata pozitia unui vector AB in plan,

daca se cunosc vectorii de pozitie 7, si 79 respectiv al originii A si al extre-
— ——
mitatii B a vectorului AB (fig. 28). Mai mult, AB se poate exprima cu
ajutorul vectorilor de pozitie, anume
| AB=0B—OA=ty—7 168

care aratd cd relatia lui Chasles (I, 16) pentru vectorii de pe o dreapta,
se mentine si in plan, Este adeviérat cd din punct de vedere practic deter-

minarea unui punct prin vectO}‘uI de pozitie r nu este comodd, deoarece

trebuie cunoscute directia, sensul si modulul vectorului. In schimb multe
proprietati ale figurilor geometrice se pot demonstra simplu cu ajutorul
vectorilor de pozitie. -

2. Sistem de axe dreptunghiulare. Am vazut ca pentru fixarea pozitiei
unui punct prin vecterul de pozitie, sistemul de reper se reduce la un
punct O. S& ducem acum prin punctul O doud axe perpendiculare Ox, Oy
orientate asa fel ca sensul de rotire de la Ox cédtre Oy sd fie cel trigono-
metric. Vom vedea cd putem alege axele dreptunghiulare ca sistem de
reper pentru determinarea punctelor in plan. Un astfel de sistem de reper
(sau de referintd) se numeste sistem dreptunghiular cartezian®.

* De la numele lui Descartes, care in limba latind sem-
na Cartesius. Mentiondm ci sistemul de axe poate fi si
oblic, in care caz axele fac intre ele un unghi oarecare ©.
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Coordonatele vectorului de pozi-
tie al punctului M le vom numi coor- = (7
donatele punctului M si le vom nota i

OM| =x=abscisa punctului M
OMj;—y —ordonata punctului M.

Tot ce s-a spus la coordonatele
unui vector ridmine evident valabil
sl In cazul vectorului de pozitie, cu
sublinierea cd de data aceasta coor-
donatele (proiectiile) se misoard de

la originea axelor O, care este si il

originea vectorului de pozitie. () féT:/
Coordonatele unui punct se pot - v

nota cu diferite litere, de exemplu, Fig. 29.

(¢, b) sau (aq, by) sau (xy, yy) ete. in -
care totdeauna prima este abscisa si a doua ordonata. Se aratda in scris
ca M are coordonatele x, y astfel: M(x, y).

Cele doud axe Ox, Oy impart planul in patru regiuni pe care le vom
numi cadrane si le vom numerota in sens trigonometric I, II, III, TV
(fig. 29).

Dupéd aceste lamuriri sd facem urmatoarele precizdri importante.

1. Dacé punctul M este dat in planul axelor xOy, coordonatele sale

- _ =
sint determinate in mod unic. In adévar, proiectiile vectorului OM pe axe
sint determinate in mérime si semn, si anume: » :

— pentru un punct M din cadranul I ambele coordonate sint pozi-
tive; 7

— pentru un punct M’ din cadranul al II-lea, abscisa' OM;=x" este
negativd si ordonata OMi=1y’ este pozitivi;

— pentru un punct M” din cadranul al IIT-lea ambele coordonate sint
negative:

— pentru un punct M’’’ din cadranul al IV-lea abscisa este pozitiva si
ordonata negativa. B :

— un punct pe axa Ox are ordonata nuld, iar un punct pe Oy, abscisa
nula. = .

11. Reciproc dacd se dau coordonatele. punctul M din plan este deter-
minat in mod unic. In adevir sd presupunem cd mésurind abscisa si ordo-
nata, ambele pozitive, gdsim OM,; —x, OM,—y; paralela prin M, la Oy si
paralela prin M, la Ox se taie intr-un singur punct M, in cadranul L

Dupa cum abscisa si ordonata sint pozitive sau negative, punctul se
poate gisi in unul din cele patru cadrane. Trebuie sd observdm cd aceasta
unicitate n-ar mai exista daci coordonatele nu ar fi luate cu semnele res-
pective, In asemenea caz, abscisa s-ar putea lua fie la dreapta, fie la stinga
originii, iar ordonata fie in sus, fie in josul originii si ar rezulta patru
puncte in loc de unul singur,




axemple. 1) Originea are coordonatele x=0, y=0, deci 0(0,0).

2) Punctul A(3, 0) se afld pe ara Oz, astfel ci OA=3.

3) Punctul B(0, —2) se afld pe Oy, la OB —=—2.

4) Punctul M(5,-5) se afla pe bisectoarea primului cadran.

5) Punctele A(a,-b), A (—a, b) sint simetrice fatd de axa Oy.

3. Scrierea  vectorului dat prin coordonatele extremitdtilor sale.” Se

dau punctele A(J,l, Y1), B(xy, ys) 51 se cere sa se scrie vectorul AB. Daca
Ty, Ty sint Vectorn de pozitie ai punctelor A.si B, atunci relatia hu Chas-

les (1) este AB:’M*“ Fie acum X, Y coordonatele vectorului AB Refe-
rindu-ne la coordonatele diferentei ai doi vectori (II, 15) putem scrie

X=xy—xy, Y= Yot
Insa AB~— Xi4-Yj pnn urmare

AB— (To—20 )it Wo—11)]- @

Aceasta este expr esia unui vector in functie de coordonatele extremi-
tatilor lui.

Exem p 1558 Se dd A3, —2), B(—5, 4).
Vectorul AB este AB ( 5+—3)1 - [4—(—2)]j=—87+6].
Vectorul BA ‘se scrie BA*[B—( 5)]z+( 2—4)j = 8i—67. i
Se verifica imediat ca AB—|—BA 0.
4. Dzstanta intre doud puricte A(‘cl, Y1), B(xg, yo) este modulul vecto-
rulu1 AB (sau BA) si unmd seama de expr esia modulului (II, § 22) avem

AB—V(xo—x) 2 (Y—v)> (3)

In particular, distanta de la ougme la un punct M(x, y) se obtine
din (3)

OM =Yz 12 (3)
Exemplu. Dzstan{;a intre punctele A(0, 3), B(—2, 7) este AB=
(/A Gy I e T M Voo=2 V5 unitati sza-re‘

5. Punctul care imparte un segment orientat intr-un raport dat. Pre-
supunem segmentul dat prin extremitatile sale A(xy, Yy) si B(scz. Yo) si pe
dreapta AB un punct M(x, y) care imparte segmentul AB fin raportul
MA

7
diferite; cind M este exterior segmentului 4B, k>0, deoarece NMA si MB
au acelas1 sens. Problema care se pune este s# dete1mmam coordonatele
punctului M, cunoscind pe A, B si raportul k. Rerolvarea problemei se
poate face pe cale pur anahtlca sau pe cale vectoriala. Tn cele ce urmeazi
vom folesi metoda vectoriald din care vom deduce si formulele analitice.

=k. Cind M¢AB, k<0, deoarece segmentele WA si MB au sensuri
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¢ Fie deci A(ry), B@ M(r) si
Y2~k (4)
) MEB
de unde MA—k MB (fig. 30).

Segmentele fiind orientate pe dreapta AB, re-
latia sub forma a doua este de fapt relatie intre

vectori L .
MA—k MB. (4)
Cu a]utmul vectorilor de pozitie aceasta devine

T—r=k({r,—r) sau 7,—k To=(1— k)r, de unde

, el rn—kn | ®) _ Fig. 30.
==
‘In particular daci M este mijlocul segmentului AB, k——1 si vectorul
de pozitie al mijlocului segmentului este
2

"Accastd relatie nu este de fapt decit aplicatia 1) de la cap. II, § 18.
Trecerea la relatiile analitice se face s1mp1u scriind vectorii de pozitie
in functie de coordonatele punctelor:
Ty =i+ Y], "2“3721-1-?/25, T =xiFyj.

- Rezulta

v — ki ; +J, kyz

.'X,“L—I—’yj* 1,

care dd imediat

_m— k% ;yl—kya 7
SR e e (M

deoarece descompunerea dupd vectorii fundamentali este unicd (vezi
cap. 11, § 10). L
In particular ml]locul segmentulm AB are coordonatele -

___x1+42 Yty ’
e b ()

Coordonatele conjugatului armonic N al punctului M se deduc din (7),
inlocuind pe k prin (—k), deci, ;
’r; tky o Yt kye 8
R R T A

6. Sa considerdm acum pe o dieapta oarecare patru puncte ‘4, B, C, D
care formeaza o diviziune armonica, 'si anume si prec‘l/am ci C(m-a, y3)
si D(xg, ys) sint conjugate armonic fata de A(x), y;) si B(ty, ¥2). Se stie cd

= 8
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raportul a doua se
monicd se proiecte
Aceasta Inseamna

gmente se pastreaza in proiectie, deci o diviziune ar-
aza atit pe Ox cit si pe Oy tot ca o diviziune armonica.
céd relatia (I, 29) se pistreazi pe fiecare axd, adica

{ 24 29 T304 )— (X +-T) (g +24) =0 9
2(%1Y2+Ya¥g)— Y1 + ya) (Y3 + ) — 0. @

Aplicatii. 1) S@ se arate cd punctul C

(—2, —4) este egal depdrt
s S gi partat de punctele

Sl O T e s £ S
Avem CA— V@12 F3+4P= V7d; CB= V5T D (1ap— V74 deci CA=CB.
2) Ce condijie trebuie sd satisfacd coordonatele x,
acesta sd fie la egald distantd de A3, —2) si B4, 2)?
Pentru a nu mai avea radicali seriem ci MA2=M”—B2,
»

Y ale punctului M pentru ca
adica
(X—3)"+(+-2)"= (2—4)2+-(y—2)? care ne da

2x--8y=".

An:) obfinut o singurd ecuafie cu doud necunoscute, adici o ecuatie nedeter-
minatd.  Aceasta corespunde faptului geometric ci existd o infinitate de puncte' M
egal departate de A si B (mediatoarea segmentului AB).

3) Segmentul AB=5 em are punctul A2, —1)
Sa se determine pozifia segmentului,

Dacé y este ordonata lui B avem

$i abscisa punctului B, x—6 cm.

v = ] \
- AB=(6—2>-(y-1)°, dar AB'—35, deci

16+(y+1)2=25, de unde y-+1=+3. Se obfin doui valori 7,
§i By(6, —4), prin urmare segmentul poate avea doud pozitii.
4) Centrul de greutate al unui triwnghi.

i Se stie a, § 18,_’ap]i'cat.ia 3) cd daca
= " . . ¥ a—

G Sste cEntrul _‘de guiutate al tlﬂnghljlui ABC, atunci GA—!—G_B:}—GCzO, S& notam

Alry), B(r), C(rs), G(r). Atunci GA=w—r (fig. 31) si la fel GB=r)—7, GC=

, 28

=2, yy=—4, deci B,(6,2)

T3—7.

Adunirnd avem
! - o e = — i
4 Ty +-rytry—3r==0,
deci
o ettt
2 R (10)
& - Scriind relatia eu ajutorul coordonatelor avem
rr Gy (Ao I1+~"C-.»+’-'n-,- Yi+ s+ gy -
3 » iy = S Pt 5 i
r
de unde
7 . : v —mtEmta e Yat vty (i)
Fig. 31. I 3 3

-

=
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Problema se poate (rata si pe cale 55u1' analiticd. In adevir mijlocul A’ al seg-

2 1, 1 SsEA
mentului are coordonatele ax'=— — 2, y' = 1 Jﬁ. Se stie apoi cA —= — 2,
2 2 - GA’
prin urmare coordonatele lui G sint !
2 2 =
X, 42 ,!i:
5= D B e e e O
1+2 3 % 3

EXERCITH S| PROBLEME

33. Sé se exprime vectorul de pozifie a centrului unui paralelogram,
in functie de vectorii de pozitie ale celor patru virfuri.

[ T = %_(?’1 +_".“2+?‘a+?‘1.)-]

34. Ce conditie trebuie si indeplineascd un patrulater pentru ca suma
vectorilor de pozitie a doud virfuri opuse sa fie egald cu suma vectorilor
de pozitie a celorlalte doud virfuri? -

i —_— —_—
[M si N mijloacele diagonalelor; frebuie ca OM=O0N, deci M=N
Patrulaterul trebuie si fie paralelogram.] -

35. Se dau doud puncte A, B intr-un plan si punctul de reper O.
S4 se determine pozitia punctului C stiind ci vectorii de pozitie 7, 75, 7o
ai punctelor A, B, C satisfac relatia
! Fcz?ﬂ+2Fb'
g =y s -
[Se scrie r,—r =27, sau AC=20B, deci vectorul AC este coliniar

= R S e
cu OB si de doud ori mai mare, adica AC||OB si AC=20B. Punctul C
este determinat.] - - -

36. Se did punctul A(a, b). Se cere:

a) Sa se determine coordonatele punctelor simetrice lui A fati de
axele de coordonate si fa{d de  origine.

b) Sd se determine coordonatele punctelor simetrice lui A fafd de
cele doua bisectoare ale axelor de coordonate.

. S& se calculeze distantele dintre perechile de puncte: a) A(3, 2),
B(6, 6); b) A3, 2), B0, —2); ¢) C(—1, 0), D(—5, 4); d) E(—1, —4),
F(—3, —8); e) G(0, —5), H(12, 0).

\

[AB=AB'—5; CD=4\/2; EF=2 \5; GH—13.]

4 — Geometrie analiticd cl. XI.

—————e—e————e————
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WSﬂ se calculeze lungimile segmentelor AB si CD unde A(d 6),
B(8, 2) si C‘(S 2), D(8, 6) Sé se explice geometric rezultatul.

[AB CD= V41 Sint diagonalele ‘unui dreptunghi.}

.M S3 se arate cd triunghiul format de punctele A(2, 3), B(—1,.—1),
C(6, 0) este isoscel, cu baza BC.

[AB—AC—5]
(WS ¢
/EG(SB. se arate ca tuunghiul format de punctele A2+ \/—3,1),
B(\/ 3, —1), C(—1, —\/ 3) este isoscel.

: . = i)
. G5 S REPED =5 ; H ks
J:). r }( S& se arate cil tuunghru] formaf de punctele A(I —}-\/3, 2)

1
B(Q’ LV \/5) (1 ") este dreptunghic. Unde este unghiul drept?

[Metoda 1. Se calculeaza lungimile latuulor si se arata ca este
ver Llacata relatia lui Pitagora. Metoda a II-a. Se scriu vectorii AB BC

CA si se cerceteazd care au produsul scalar nul]
Sd se demonstreze cd triunghiul cu “virfurile A(l, 2), B(3 ——1)
C (# 4 + BUsL ZVB ) este echilateral.

43. Sa se  gisecasca un punct egal departat de punctele A(0, 1),
B(1, —1), €2, 0).

Egl Sa se giseascd un puncf la egald depéartare de punctele A(2, —2),

B(0, 4) si de asemenea la egali depértare de punctele C(1, —4), D(—2, —3)
(fara ca aceste dista,nte sd fie egale cu cele precedente).
[M(2, 4).]
e 5 S . 2 (x + ay) ') Za(x+ay)].
(4;3 Sa se afle distanta intre punctele A(x, y)si B[ 1+ j 11 a

[AB=V @[y, deci AB=0A.]
Se dau punctele A(—2,3), B(2,6) si sub axa Ox, o paraleld la
distanta de doud unitdti. Si se giseascd pe aceastd paraleld un punct J
si altul D astfel ca:
a) triunghiul ABC sd fie dreptunghic in A;
b) triunghiul ABD sa fie dreptunghic in B.

[C si D au ordonata (—2), deci C(a,—2), D(p, —2). Se poate folosi
teorema lui Pitagora sau se pot scrie vectorii si se pune condilia ca

7
produsul scalar s3 fie nul. C(; 1 — 2) ' D(8, —2).]

COORDONATE IN PLAN i Bl

47. Se dau punctolo A(—3,3), B(3,7) si o paraleld la Ox situata la
doué unitati deasupra ei. Sa se determine pe aceastd paraleld punctul C,
astfel ca 1:11ngh1u1 ABC sa fie dreptunghic in C. -

[Doua solufii Cy(2, 2); Cy(—2, 2).]

* 48. Se dau punctele A(—1, —3) si B(2, —1). Sa se afle coordonatele
simetricului lui A fatd de B.

[Se folosese comdonatele mijlocului unui segment. x=b5, y 3|

Se dau punctele A(—2, 4), B(5 1)si o pa1ale1a la Oy, la dis-
tanta-—> care intilneste segmentul AB in punctul M. Se cere:

a) raportul in care M imparte segmentul AB;
b) ordonata punctului M.

i 5 41

Se gi intli k= ——>rapoi y=— "1+

[ e gasegte Intii -9 apoi y 14 ]
L SgD Punctele A(l, 1),-B(2, —3), C(6, 0)- fiind date, si se afle coordona-
tele pupctului D, al patrulea virf al paralelogramului ABCD, in care AC
este o -diagonald.

[Se afld simetricul 1ui B fati de mijlocul lui AC. &=8, y—4.]

51. Se da triunghiul format de punctele A(4,5), B(0,3), C(2,—3).
Sé se calculeze lungimile medlanelm My, My, M, ale-triunghiului si si se
verifice ca

©mE - mh - mi= e(ﬁz AL EEE + CA2).

Sa se afle coordonatele punctului M care se afld pe segmentul
detexrnmat de punctele A(3,—2), B(7,3), la doud cincimi din 4B, soco-
tite de la A catre B.

~——353. Se dau punctele A(2,1), B(5,7), C(4,2). Se imparte AB in patru
parti egale si se noteaza cu D punctul cel mai apropiat de A. Si se afle

lungimea CD.
-2

‘)’Se dau punctele A(1,4) si B(7,1). Si se determine punctul M de
pe dreapta AB astfel ca OM—OA.
ek SRS Lo’ PSR SO
_1~k i T ondifia ca OM=0A ne

dé 11k%4k—0, de unde solutiile M=A (evident) si M (Ls8 ’ ?) I J

[Un punct pe AB are x =

4
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~ 5. Se di triunghiul cu virfurile A(7, 0), B(4,4), C(—1,—8). Si se
afle coordonatele piciorului bisectoarei BB’ a triunghiului. i

[Se tine seama de raportul in care bisectoarea imparte latura

3 (43 20) ]
opusa, Bl ———]-
9 9

Se dau punctele A5, 1), B(3, 5), C(—3, 2), D(—1, —2). Se iau apoi
punctele M si N astfel ca ele sa impartd in acelasi raport k segmentele
orientate.f@ si CD. Sa se arate: a) ca Z}S’=D_C’; b) ca oricare ar fi rapor-
tul k, mijlocul segmentului MN este fix. Si se explice geometric pro-
prietatea de la (b). ‘

3 = s — . =% s
[a) Se exprimid vectorii AB si. DC. cu ajutorul versorilor, b) Se

r 3 )
ghseste x=l, y:’; : Dreapta MN trece prin centrul paralelogramului

ABCD.]

'57. S4 se arate ci figura formatd de punctele /](al—_l'o—ﬁ'w - = b)’

(ST S 10) cfa 1. b))

este romb; a, b sint doud numere reale oarecarc.

ot EJI_LJloaceIe diagonalelor coincid si diagonalele sint perpendiculare
(AC- BD—0). Astfel: laturile sint doud cite doud paralele (vectorii res-
pectivi ega,]i)_si toate sint egale. Mai trebuie aritat cd figura nu este
pétrat, deci AB, AD nu sint perpendiculare.]

58, Sa se calculeze coordonatele mijlocului segmentului care uneste
mijloacele diagonalelor unui patrulater, ,

[Media aritmetica a coordonatelor virfurilor.}

59. Ei dau punctele A(3,0) si B(—I1,4 \/§). Sa se determine pe seg-
mentul AB un punct M astfel ca distanta de la origine la M si fie medie
proportionald intre segmentele ZM si MB.

[Se determind intii raportul ﬁ=k' apoi coordonatele. Doua solutii:

B gysiN L s g ‘
M(? , %I_) si M(E ) \Tr) *Se mai gaseste k—1 (inacceptabild) si f— i

care da un punct exterior lui ATB.]

caproruy IV

3 = =

DREAPTA, DIFERITE FORME

ALE ECUATIE! El 3
Uyl ———— &
o |
|
g % | )
U, X
— = Iig. 32.

1. Versorul unei direcfii. Multimea dreptelor din plan, care sint para-
lele intre ele, au aceeasi directie, aceasta fiind datd de oricare dintre ele.

In mod practic directia poate fi datd prin versorul OU=1ug, cu |ug|=1.
sau, dacd se ia sistemul de referintd cartezian xOy, prin unghiul o pe
care una din drepte (de exemplu cea care trece prin origine) il face cu
axa Ox (fig. 32). 5

Versorul, ca orice vector, poate fi descompus dupd axe si are ca.

proiectii OU;=1-cos @ =cos a si OUs=1-sin d=sin a. De aici rezultd

O_ffzﬁozi cos o --j sin @, (1)

care aratd legatura intre versorul de directie si unghiul ¢ al directiei cu.

axa Ox. Se observa imediat ci uy—V cos? o —+sin? @ —1.

2. Coeficientul unghiular. Daci din punct de vedere geometric di-
rectia se poate da prin unghiul o pe care aceasta il face cu axa Ox, din
punctul de vedere al geometriei analitice, pentru nevoile de calcul, directia
se da prin una din functiile trigonometrice ale unghiului a. Cea mai’ des
folosita este tg a., care se noteaza de obicei cu m si se numeste coeficientul
unghiular sau panta dreptei.

Pentru fixarea pozitiel unei drepte nu este suficient sd cunoastem di-
rectia ei (coeficientul unghiular), ¢i mai trebuie un punct al dreptei. Cu
aceste doud elemente pozitia dreptei este determinata.

3. Ecuatia dreptei cind se cunoaste coeficientul unghiular si punectul
unde taie axa Oy (fig. 33).

Considerdm dreapta” (A) care are coeficientul unghiular m=tga si

taie axa Oy in My0, n). Ordonata n a lui M, se numeste ordonata la.
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origine, deoarece este ordonata corespunzatoare
originii pe axa Oux.

i Fie M(x,y) un punct care se poate misca
oricum pe dreapta (A); acesta se numeste
punct curent al dreptei (de la latinescul curro-
currere—a alerga). Este clar ca:intre coordo-
natele x, y ale punctului M trebuie si existe
i, o relatie de legaturd, cdci altfel M ar putea fi
% ; oriunde in plan, deci si in exteriorul dreptei

My 7

= (A). Ne propunem si gisim tocmai aceastd
relatie.
Pentru aceasta ducem versorul uy al di-
b e ; rectiei dreptei (A) si acum vectorii Iquﬁ si 2
sint coliniari, deci coor_donatele (proiectiile) lor sint proportionale. Cu-
nosn:1nlc¢lni?ordonate1e lui My(0.n) si ale lui M(x,y) se scrie imediat vec-
torul M,M:

Fig. 33.

) , wigM =2 T+ (y—n)j, @)
iar u, este dat de (1). Scriind ci proiectiile sint proportionale avem -
_~x___7y:._ sau n = 1 -
cos a sin a G W

Asa cum am spus se noteazi tg o =m si-relatia ciutatd este

y:’iTL{C—f—?’L (3)

care se nu}neg,te ecuatio dreptei cind se da coeficientul unghiular si ordo-
nata la origine. Ii vom zice mai scurt ecuatia explicitd a dreptei.

Cazuri particulare. 1) Dacd n=0 din figura 33 se vede ca dreapta
trece prin origine, iar (3) se reduce la

Yy=mx (4)

prin urmare (4) reprezintd ecuatia unei drepte care trece prin origine si
are coeficientul unghiular m. Dacd m=1 (tg o =1, deci o =45°) se obfine
bisectoarea care trece prin cadranele I si III, )

y=a (5)
care se numeste prima bisectoare a axelor de coordonate. Dacii m——1
(tg @ =—1, deci 0.=135° se obtine bisectoarea care trece prin cadra-
nele II si IV

care se numeste a doua bisectoare a axelor.
2) Daca m=0, atunci a.=0 si se obtine o paraleld la Ox. Ecuatia (3)
se reduce la y
Yy=n ()

DREAPTA, DIFERITE FORME ALE ECUATIEI EI

51 aceasta reprezintd, in consecinta, o paraleld la Ox. z
Pentru n>0 paralela este deasupra originii, pentru
n<0 este sub origine. Pentru n=0 se obtine chiar
axa Oz, deci ecuatia axei Ox este y=0. - .
Observari. 1) Daca presupunem m con-
stant si n, variabil (3) reprezintd multimea.-dreptelor
paralele, de directie datd m. Dacé schimbam si pe m
atunci obtinem orice dreapta, paralela cu orice di-
rectie, adicd orice dreaptd din plan. De aceea spu- -
nem ca (3) reprezintd ecuatia unei drepte oarecare.

4)]

Mixg)

J 7 Afa.o)
Fig. 34.

2) Existd totusi o directie pentru care (3) '{m ne
da dreptele respective: aceasta corespunde lul a=
= % care dd m=tg d = co. :

- . Beuatia unei drepte paralele cu Oy. Consideram dreapta ({\) para—
leld cu Oy, la distanta DA —a de aceasta si un punct M(x,y) fltuat pe
(4). Conditia necesard si suficientd pentru ca Mé(A) este ca M sid se pro-

jecteze in A pe Ox (fig. 34) sau (pr. OM) Ox:f)?l:a. Tnsd OM:?:xdziﬁ—
44 3, iar proiectia unui vector pe o ax4 este datd cle. Prod.usul scalar }n—
tre acel vector si versorul axei (II, § 21), deci c‘ond_ltla ca Me(A) de\_rine
(pr. (ﬁW) Ox—OM.i=a. Tinind seama cd i?=1 si ij=0, se obfine (xi+

I}y Pi=a sau
+y 7 MR o

‘Aceasta este ecuatia unei paralele la Oy. Pe_nt'!‘u a>(0 paralela estel la
dreapta originii si pentru a<0 la stinga originii. Pentru a=0 se obiine
axa Oy, deci ecuatia axei Oy este

x=0.

Geometric este evident cé oricare ar i Mg(A) abscisa Jui este x=a, indi-
ferent care este ordonata y. Prin urmare r=da caracterizeaza toate punc-
tele dreptei (A): de aceea zicem ci este ecuatia dreptei.

Cu aceasta am implinit si ceea ce nu ne didea ecuatia (3); cazul drep-
telor paralele la Oy.

‘Exemple. a) Ecuatia dreptei care trece prin origine si face cu Ox
: L 1 R o
unghiul o=30" este y= ﬁ x, deoarece m=tg 30 et

b) Ecuatia y=— \/31 reprezintd o dreaptd care trece prin origine $i
face cu Oz unghiul o=120°, deoarece tg 120° =— \/3.

c) Dreapta paraleld cu prima bisectoare, care trece prin punctul (0, 4),
are ecuatia y=x-+4, cdci m=1, n=4.

5, Beuatia generald a dreptei. Sa considerém o dreapta oarecare (A}
a cirei pozitie este determinatd (fig. 35).
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a) prin punctul Ny(0, ») unde taie axa Oy;

) b) prin directia perpendiculard pe vecto-
v rul liber[§ (4, B) deci
Mixg) il
T—Ai+B;. '8)

Dacd M(x, y) este un punct curent al drep-

tei (A) atunci este clar ca vectorii [§ si Ngﬁ
sint perpendiculari, deci produsul lor scalar

este nul. Vectorul NoM se scrie [vezi si (2)]

r:
2 NoM=x i+ (y-—n)j 9)
Nofo.r7) astfel ca produsul scalar al vectorilor (8) si

(9) “este
Fig. 35.

T - NgM = Ax—4B(y—n) = Az By—Bn—0. (10)

Termenul liber (—Bn) este o constantd pe care o vem nota cu C si
produsul scalar nul devine

Ax4+By+4C=0. (11)

Aceasta este relatia dintre coordonatele (x, y) ale punctului curent M
pentru ca el sé se afle pe dreapta (A). Zicem ca (11) este ecuatia drep-
tei (A).

Deoarece conditia (10) este necesara si suficientd pentru ca NogM | [§
rezultd cd relatia (11) este necesard si suficientd pentru ca M si se afle
pe dreapta (A), adica:

a) daca MEg(A), relatia (11) este verificatd; b) daci (11) este adevéi-
rata, atunci Mg (A). ]

latd deci o altd formd& a ecuatiei unei drepte, pe care o vom numi
ecuatia generald a unei drepte.

Observiari. 1) Din notatia ficuti —Bn=C, rezultdi n—— g;
'2) Vectorul(i (4, B) perpendicular pe (A) se numeste vector normal drep-
tei (A).

6. Trecerea de la ecuafia explicitd (3) la ecuatia generald (4) si re-
ciproe.

1. Dacd m si n nu sint fractionari: atunci este de ajuns si trecem pe y
in partea a doua si obtinem ecuatia dreptei sub forma generald

mr—1uy +n=0.

Daca m si n sint fractionari, atunci se elimind numitorii, se trece
totul intr-o singuréd parte si se obtine forma

Ax+4 By4C=0.

__Exemple. 1) Ecuafia y= '\/5 x—35 se scrie sub forma generald
"VB.r—y——E):O.
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Efx —_ ?34— se scrie sub forma generald 9x+4-6y-48=0.

2) Ecuatia Y=r=
II. De la forma Ax-4By-+C=0 se trece la forma explicita rezolvind‘,

ecuafia in raport cu y (B-0), adica

T S L , de unde Tezultd
B B
' 7 c
Mm=— —; N=— —-: (12y
5 B B

Aceste relatii sint importante fiindca ne dau coeficientul wunghiular
si ordonata la orvigine, atunci cind avem ecuafia dreptei sub forma ge-
nerala.

Exemple. 1) Eecuafia 3x+4y—16=0 se scrie sub forma y=

3

3
= — 7 x4, deci coeficientul unghiular este m=—

0 4 si ordonata la

3
origine n=4. Dreapta parcaleld care trece prin origine este y—=— El’-

2) x—2y+5=0. Se scrie y= %m—}-%, deci coeficientul unghiular m=

st ordonata la origine n=

M\.—-
|

7. Ecuatiile dreptelor particulare deduse din (11).
a) Presupunem intii A=0, in ecuatia generalad (11). Rdmine By C=0
sau y:—%— =const. care reprezintd o paraleld la Ox.

b) Fie acum B=0. Ramine Ax-+4-C=0 sau x:—%:const., adicd o
paraleld la Oy.
c¢) Daca C=0, ecuafia rédmasa este Ax4-By=0 sau y:—%xmmx,

ecuafia unei drepte care trece prin origine.

Sa consideram acum cite doi coeficienti nuli.

d) A=C=0. Ramine By=0, deci y=0, adica axa Ox.

e) B=C=0. Ramine Ax=0, deci x=0, adicd axa Oy.

f) A=B=0, imposibil fiinded rdmine C=0, insd C7~0 prin ipoteza.

Dupa cum se vede dacd ecuatia dreptel sub forma (3) nu contine
dreptele paralele cu Oy, ecuatia (11) contine toate dreptele planului,
inclusiv toate dreptele particulare. Pentru acest motiv (11) se numeste
ecuafia generala a dreptei.

Din cele spuse mai inainte se desprinde urmatoarea concluzie impor-
tanta: orice ecuatie de gradul I in doud variabile x si y, raportatd la sis-
temul cartezian dreptunghiular xQy reprezintd o dreaptd §i reciproc o
dreaptd oarecare din plan este reprezentatid printr-o ecuatie de gradul I
in doud variabile (eventual poate lipsi una din variabile).
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. Prin urmare dreapta in plan este caracterizatd printr-o ecuatie de
gradul I Pentru acest motiv o ecuatie de gradul I se numeste ecuatie
liniard.

8. Consecinte. a) Condifia ca doud drepte sd fie paralele este ca sd
aibi aceeasi inclinare o fafd de axa Ox, deci si aiba acelasi coeficient
unghiular. .

Dacd dreptele sint date prin ecuatiile y=mx+n si y=m'z+n’, con-
ditia de paralelism este

m=1m/. (13)
Dacé dreptele sint date prin ecuatiile Ax+4-By4C=0 si A’.r-|'-B’y+
+C’=0, atunci Mm=— Bt i i !is-i conditia devine — — = —— sau
; B B’ B B’
A B
e 137
= (1)

(coeficientii lui @ si y proportionali).
De fapt.conditia (13’) se poate obtine si altfel. Fie [§ =Ai-+Bj vec-
torul normal primei drepte si{§‘=A%-+8’] vectorul normal celei de-a

doua drepte. Pentru ca dreptele s fie paralele trebuie ca vectorii g sl T

sa fie coliniari, deci sd aiba coordonatele proportionale, adici relatia (13°).

b) Pentru ca doud drepte sd coincidd, pe lingd faptul cd sint paralele
trebuie sd aibd si un punct_comun. Punctul comun il ludm pe axa Oy,
deci ordonatele la origine trebuie sd fie egale: m=n’. Atunci pentru ca
doud drepte date prin forma explicitd sa coincidd trebuie ca

m=m'; n=n'. (14)

Dacd dreptele sint date prin ecuatiile lor generale, atunci pe lingd (137)
a (&

trebuie sa avem n=n/, adicd — —= —— sau = —: Dar — se ga-
B B B (6 B
seste si in relatia (137) deci
B
AL e 1o (147
Al Bt c

(toti coeficientii proportionali).

Recapitulind: (13) sau (13’) reprezintd conditia de paralelism; (14)
sau (14’) reprezinta conditiile de coincidenta (suprapunere) a doua drepte.
= Observare importantd. Ecuatiile care diferda numai prin
termenul liber

Ax+By+C=0; Ax+4By+C =0 (15)
reprezintd doud drepte paralele.

Exemple a) 3x—5y-+2=0 si 6x—10y47=0 reprezintd drepte

6 —T Lea by ‘ i 7
paralele, deoarece 31: ‘50 fard a fi egale si cu e

DREAPTA, DIFERITE FORME ALE ECUATIEI EI 59

T
b) Zx+46y—b=0; 4x412y—10=0 sint
doud drepte confundate, caci au toti coefici-
entit proporfionali.
9, Ecuatia dreptei prin. tdieturi. Se nu-
mesc tdieturi punctele unde o dreaptd taie
axele de coordonate. Coordonatele acestor

puncte sint coordonatele la origine ale dreptei.
Daca A(a, 0) si B(0, b) sint cele doud puncte
pe axe, a este abscisa la origine si b ordonata
la origine (fig. 36).

~Fie acum, pe dreapta AB, un punct cu-
rent M(x, y). Vectorii #TM si Eﬁl sint evident

coliniari si reciproc daca vectorii AM si BA sint coliniari ei -sint neapa-

rat pe aceeasi dreaptd, deoarece au punctul A comun, ‘deci M&AB. Prin
urmare conditia necesard si suficientd ca M si fie pe dreapta AB este
=

ca vectorii AM si BA sa fie coliniari, adica si aiba coordonatele propor-
tionale. Insa
AM = (x—a)i+yj si BA=ai—Dbj =
x—"'zif—b sau trecind totul in prima parte

Rezulta

et -0 (16)
a b
care se numeste ecuatia dreptei prin tdietusri sau prin coordonate la
origine.

Ecuafia unei drepte sub forma (16) se poate scrie ori de cite ori
cunoastem punctele situate pe axe, ale dveptei.

Exemple. 1) Dreapta AB unde A(2, 0), B(0, 3) se scrie

x
Tty

o |=

__1-0, care apoi se poate aduce la 3x+2y—6=0.
2) Simetrica dreptei precedente in raport cu Oy va avea pe axe punc-

tele A’(—2, 0), B(0, 3), deci ecuafia este—— + %—1:0 sau —3r42y—

—6=0 (s se compare cu ecuatia precedenta), sau incd 3v—2y4-6=0.

190. Conditia ca un punct sa se afle pe o dreaptd este ca ecuatia dreptei
s fie verificatd de coordonatele acelui punct. De exemplu punctul
M(1, —3) se géseste pe dreapta 3x+45y--12=0, decarece 3:1-+45(—3)+
+12=0.

Putem pune si problema inversd, ca fiind datd o dreaptd sa gésim
puncte situate pe acea dreapta. Este de ajuns s& ludm o valoare pentru
x (sau y) si se géseste valoarea corespunzatoare a lui y (sau z). De pilda,

referindu-ne la dreapta de mai sus pentru x=—3 rezulta y:A---S-, deci

3
punctul (—3, — g)
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In particular, punctul unde taie axa Ox se obtine facind y=0 si
punctul pe Oy facind x=0:; in acest fel se determini tiieturile unei

drepte. Pentru ecuatia generald Ax+ By+C=0 taieturile sint (— %, 0) si

1(0, wg) 5
B
In general vom scrie ci punctul M(xy, vp) se giseste pe dreapta Ax+
+By+C=0 ardtind ca verificd ecuafia dreptei, adica Axy4Byy+C=0.
La fel daca ecuatia dreptei este datd sub altd forma.

O dreaptd care trece prin origine y=mx este determinata dacid mai
trece prin alt punct Mg(xy, yg). Acest punct trebuie sid verifice ecuatia

«dreptei, deci yp=m xp, de unde m= ““ Rezultd ci ecuatia dreptei de-
X0
terminatd de origine §i de un alt punct My(xy, yg) este

U= H y sau Ygxr—xpy = 0. (17)
o

‘EXERCITH $1 PROBLEME

60. Sa se figureze dreptele: 3x—5=0; 2y+3=0; 2x+5y=0; 4r—
—y=0; 3x45y—15=0; 4x43y—1=0: 2x—3y+1=0.

ﬁ S84 se giseascd coordonatele numerice a patru puncte, dupi voie,
apartinind dreptei 5x+4-6y-430=0.

i Sd4 se scrie ecuatia unei drepte paraleld cu dreapta y=—3x si
“trecihd prin punctul A(0, —4).

63. Si se scrie ecuatiile dreptelor care trec prin perechile de puncte:
a) A(2, 0), B(, 5);" b) C(5, 0), DO, —5); c) E(—4, 0), F(@, 3);
d) G(—8, 0), H(0, —6)
si sd se adued la forma generald.
'@ Sa se determine parametrii A si u astfel ca ecuatiile
B+Mr—>by+4=0 si Sx—(E4—n)y—o=0

sd reprezinte aceeasi dreapta.

S se determine a si b astfel ca ecuatiile

ax+3y—8=0 si 4x+Dby+420=0

rer]
[ =ity
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sa reprezinte: 1) aceeasi dreapta: 2) drepte paralele.

—
1

8
[1) a=— —, b=—
)

|

7 fJfl Se di dreapta 6a+5y—15=0. a) S4 se scrie ecuatia ei cu aju-
torl taieturilor: b) sa se scrie ecuatiile simetricelor ei fata de axa O,
fata de axa Oy si fatd de origine =

Aceleasi probleme pentru cazul general Ax - By+:C=0,
[b) Ax—By-+-C=0: —Ax-+By-+C=0: Ax-}By—C=0.]

68 Si se scrie ecuatiile laturilor rombului cu centrul in origine, cu
diagonalele pe axe, stiind cA mdisurile acestora sint' AC=2a (ACE Ox) si
BD =2b.

1 2) o infinitate de solutii: ab:lz.]

i




CAPITOLUL V

DREAPTA DETERMINATA
PRIN CONDITII GEOMETRICE DATE

M%)

Ma()"o-yn)

<

Fig. 31.

1. Dreapta determinatd de un punct si o directie. Fie My(xg, o) punc-

tul dat si directia definitd prin coeficientul unghiular m—tg ¢, unde o
este unghiul dreptei cu axa Ox. Ludm punctul curent M(x, y) pe dreapta

definita mai inainte si versorul #ip—OU al directiei date. Vectorii (fig 37)
Ug—icos a+jsin o si MuM=(x—axg)i+(y—yp)j trebuie sa fie cqliniari,
deci trebuie ca coordonatele lor si fie proporfionale, adica
x_xnz?l_?luT (1)
cos sin a
Din aceastd relatie rezultd imediat y—yg=tg d- (x—x) sau
Y—"Yo=TUx—xg). (2)
Aceasta este legdtura intre coordonatele r, y ale punctului curent M
pentru ca aceasta si descrie dreapta datd prin conditiile de la inceput.
Prin urmare (2) este ecuatia dreptei determinate de un punct My(xg. Yo)
si de directia datd prin coeficientul wunghiular m. v
Caz particular. Dacd dreapta trece prin origine, putem considera
My = O(0, 0) si in acest caz (2) devine

Y=mx (27

ecuatia unei drepte care trece prin origine si are coeficientul unghiular m.
Am regasit astfel rezultatul de la [TV, (4)).
Exemple 1) Si se scrie ecuatia dreptei determinate de punctul

A(—2, 3) si coeficientul unghiular m:%:

Avem y—3=— g (€+2) sau 3r—2y-+12=0.
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2) Sa se scrie ecuafia dreptei care trece prin punctul A(l, 1) s§i jace
120° cu axa Oux. g
Avem m=tg 120°=—tg 60°=h\/3, deci ecuatia este

y—1=— V3 (x—1) sau V3x+y—@14V3)=0.

2. Ecuatiile parametrice ale dreptei definite printr-un punct si o
directie. Acestea rezultd imediat din (1) dacd se noteazd cu p valoarea
comuna a rapoartelor, deci

x—-x.,:y'—yn:p, @)
CcOoSs o s q
de unde
T=xp+pcos d, Y="Yy+p sin c. (4)

Legatura nu mai este directd intre x si y. Atit x cit si y depind de
parametrul p. La fiecare valoare a parametrului p corespunde un punct
pe dreaptd si reciproc fiecdrui punct de pe dreapta ii corespunde o va-
loare a lui p. De aceea (4) se numesc ecuatiile parametrice ale dreptei,
cind aceasta este datd printr-un punct si unghiul ¢. Prin eliminarea lui p
se ajunge la (3) si de aici la forma (2), deci (2) si (4) sint echivalente.

Interpretarea geometricd a parametrului p rezulta imediat dacd obser-
vam ca x—x, si y—y, sint proiectiile pe axe ale vectorului MyM, deci
x—xg=|MyM] cos a. si y—yo=|MyM| sin a.. Se vede din compararea cu
(3) sau (4) ca p=|MyM|, deci p este méarimea segmentului MyM. Acest
lucru se poate ardta direct din (4) daca se ridicd la pdtrat (x—=x) si (¥—Yo)
si se adund. Rezultd

p = V(r—a0)2+ (y—yo)> = MyM.

3. Ecuatia dreptei determinate prin doud puncte. Considerdm o
dreaptd determinatd prin doud puncte M,(xy, ¥y), Mao(xy, ¥s) i pe aceastd
dreaptd un punct curent M(x,y). Conditia necesard si suficientd ca punc-

tul M sd se afle pe dreapta M;M, (fig. 38) este ca vectorii Mll_\/.ig si MyM -

sd fie coliniari, cdci ei au punctul comun
M, si prin urmare sint situa{i neapérat pe
aceeasi dreapta. Vectorii sint

MMy = (25—, )i+ (Y—11)] 5)
MM = (x—m, it G—u)]-

Seriind cé coordonatele (proiectiile) lor
sint proportionale obtinem

X=X Y=
oo 1 (6)
Ko —Xy Y3 — Fig. 38.
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relatia care da legatura dintre coordonatele («, j() ale punctulul curent V.
Prin urmare (6) este ecuatia dreptei definite de cele doud puncte M. M,.
Din (6) se poate deduce ecuatia dreptei determinale de origine s1 un
slt punct. In adevar dacd M;=0, atunci xy=y;=0 si ecuatia se reduce
la X =Y sau sub formele
X Y »
A A
y=2 2 yr—ay =0
o
care nu sint decit ecuatiile [IV (17)] unde in loe de (xg, ¥p) avem (xa, Ya).
4. Coeficientul unghiular al dreptei determinate de doud puncte.
Din (6) rezultd imediat
Yaus ta
Ay =i

Y—Uy= (x—ay). 2 (7)
Sa scriem si ecuatia dreptei care trece prin M(xy, y,) si are coefi-
cientul unghiular m [vezi ecuatia (2)]

Y—Y =n(r—x).
Din compararea celor doud ecuatii rezultd imediat

m=%"H (8)
Xg— Xy
care se enuntd astfel: coeficientul unghiular al unei drepte date prin doua
puncte este raportul dintre diferenta ordonatelor si diferenfa absciselor
celor doud puncte.
Exemplu Sa se scrie ecuatia dreptei determinate de punctele
A(3,1), B(—2,3).

Putem proceda in doud feluri. a) Folosim ecuatia (6), deci:":_3

:g:—% sau 4(x—3)=—>b(y—1) care sub formd generald este 4dx-+5y—

= 0.
i = . 5—
—17=0. b) Calculim intii coeficientul unghiular m= Tls__— ~% , apoi
! 4
scriem dreapta care trece prin A (y—l=— P (x—3) care duce la aceeasi
formé generald.

Observare Bste bine ca elevii si se obisnuiascd sa verifice rezultatele.
De pilda fn exemplul de mai sus, sa se vada daca coordonatele punctelor A, B veri-
fica ecuatia obtinuta.

5. Ecuatia dreptei sub formd de determinant. Cind dreapta este-data
prin doud puncte, ecuatia ei se poate scrie sub forma de determinant.
In adevér din (6) rezultd

(Y —Ya)—Y(X—To) + T Yo—Xyy =0.
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Dar se veriiica usor ca aceasta rezulid din -

2y~
r y 1|=0 9)
x; Yo 1

dezvoltind determinantul dupa linia I. .

De altfel este foarte usor de constatat ci (9) este ecuafia dreptei
definite de punctele M(xy, yy), Mo(xa, Ya). Pentru aceasta se va observa
ca dezvoltind determinantul dupa prima linie, se obtine o ecuatie de gr.1
in 2 si y, deci ecuafia unei drepte. Apoi inlocuind x, y prin i, yi, deter-
minantul se anuleazd, avind doud linii identice, deci dreapta trece prin
M,. La fel, inlocuind x, y prin xs, y,, se aratd ca dreapta trece prin My;
dreapta este M;M,. R

Ca exemplu sd reludm pe cel precedent: A(3,1), B(—2,5). Ecuatia
dreptel este

Ty—1
3 1 1| =—4x—5y+4+17=0 sau
—2 571

4 4-5y—17=0, cum am mai gasit.

6. Ecuatiile parametrice ale dreptei determinate de doud puncte.
Reamintim formulele [II, (7)] care dau coordonatele punctului M care

imparte segmentul M;M; in raportul dat k, anume

= x; — kx, A = Uy —kys | (10)
1—k 1—k
Cind k variaza punctul M isi schimba pozi{ia, dar se afld necontenit
pe dreapta MM, fie in interiorul segmentuluj (k<0), fie in exterior
(k> 0). Prin urmare ecuatiile (10) dau pozitia oricarui punct de pe dreapta
M, M,, adica reprezintd dreapta MM,, de aceea se numesc ecuatiile para-
metrice ale dreptei M,M,. Pentru a aréta cd este vorba de un parametru
si nu de un numdir fix k, se obisnuieste sd se noteze raportul variabil
cu A, deci (10) se scrie
- %y — M Yy — Ky ’
x= [ = ——: 10
ey R T, (107
Sub aceastd formd# apar ecuafiile parametrice ale dreptei determi-
nate de doua puncte.

7. Condifia ca trei puncte sd fie in linie dreaptd se poate obtine fie
pornind de la ecuatia (6), fie de la ecuatia (9). S84 consideram cele trei
puncte M(xy, %), My(Xg, Ya), Ms(xs, y3) si sd scriem ecuatia dreptei M, M,
sub forma (6):
e Pentru ca cele trei puncte si fie coliniare, M; trebuie sa
gty il
fie pe dreaﬁta M;M,, deci coordonatele lui trebuie sd verifice ecuatia

5 — Geometrie analitici cl. XI.

e
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dreptel. Inlocuind (x, y) prin (s, ys) se gaseste condifia 2= — =¥
sau inversind rapoartele T3 2y S Uaingty
ot S5 Yo — Y,
T & (1
3 Xy Y — 1)y

Dacél aceasta conditie este indeplinitd, punctele sint coliniare.

Desigur, conditia (11) poate fi scrisd si sub alte forme; toatd chestiu-
nela este ca indicii ordonatelor si fie in aceeasi ordine ca si indicii absci-
selor.

Exe 1{1—1_3%11. Plunctele A3, 0), B(1, 1), C(—2; 2,5) sint coliniare fiind-
ca avem = .

—2—8 25

Daci se Porneste de la ecuatia drepiei sub formé de determinant 9)

atunci se scrie Intfi ecuatia dreptei M,M,

x Yy 1
XLy y2 1 =)
3 ¥y 1

§1 se pune conditia ca M, sd verifice aceastd ecuatie, adici

oy 1
Ty Yy 1|=0. (12)
T3 Yz 1

Aceasta este conditia ca cele irei puncte si fie coliniare,
Exemplul de mai inainte, reluat cu ajutorul determinantului (12) da

3 g 1 e S gy
—2 25 1 —3 150 1 =g 1,5

Al doilea determinant s-a obtinut din primul prin sciderea ultimei co-
loane din prima si a doua. Punctele' sint coliniare.

P

EXERCITHI 51 PROBLEME

69 Se dau punctele A(3, 5), B(-—1, 3). C(4, 1). Se cere:
,@) ecuatia dreptei duse prin A paraleli cu BC,
o ecuatia‘medianei din A a triunghiului ABC.

[a) Coeficientul unghiular al dreptei BC este M=s— g' Ecuatia ce-

rutd 2a--5y—8§ls=0; b) ecualia medianei 2e—y—1=0.]
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(70} Aceleasi date ca mai sus. Sa se scrie ecuagia dreptei AM unde
MeBO g 28~ P,
MC 4
[202—13y-+5=0.]

7N
\71) S# se stabileascd ecuatia dreptei prin tdieturi [IV, (16)], scriind
dreapta determinatid de punctele pe axe, sub formé de determinant.

(4
-l ‘a Se da punctul fix A(a, b) si punctul variabil M{o—b, d—a), @
fiind un parametru. Si se arate cd dreapta AM este lixd i sd se scrie
ecuatia ei.

'

[Coeficientul unghiular al dreplei AM este constant; a—y—

—a-b=0.]

g (73“ Se di punctul A(l, 3), punctul variabil M(a, a—1) §i dreapta
5r—3y+-10=0, S4 se determine coordonatele lui M astfel ca AM sa fie
paraleld cu dreapta daté. A

74. Se dau grupele de cite trei puncte:

A(—%: 2). B(—';—, 4)- C(LE);  glatondon

A’(—%-- 1), B'(_l,—g), C'(2, —5).

Si se spund in care grupé punctele sint coliniare si sd se scrie ecuatia
dreptei respective.

[Pentru ecuatie trebuie numai doud puncte, 5x—3y-}-10=0.]

~ 75. 84 se determine punctul M(h, ) astfel ca sa fie in linie dreapta
cu punctele A(1, —2) B(2, 4). :
[« 5)]
5 b

76. Se dau punctele A(l—;, %)BG%) C( 3, 4), D(—T, 14).

a) Sa se arate ca cele patru puncte sint coliniare.
h) Sa se arate cd punctele date formeazd o diviziune armonicé, si
anume C si D sint conjugate fatd de A si B.

P

. [a) Se va arata e¢a doud puncte sint coliniare cu al treilea, apoi cu
al patrulea, sau se va scrie ecuatia determinati de doua puncle gi se
va ardta cd celelalte o verificd. Punctele de baza se vor alege cele mai
convenabile. b) Trebuie verificatd una din relatiile [II1, (9)]. Este prefe-
rabil sd nu se -facd un calcul brut, ci s se scoatd faclori in sumele
neefectuate.]

5Q

condl

3 L i
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. l7. Aceeasi problema pentru punctele A(8, 4), B(12, 0), C(6, 6), D(9, 3).
< ~ 78. 54 se scrie ecuatiile medianelor tri iului for ,
s ianelor triunghiului format de punctele
’ A(],. 4), B(3,_ —1), C(8, —2). Si se verifice ca centrul de greutate se afla
;\ pe fiecare din ele. :

‘ [3x+y—17=0; y—1=0; 2--2y—d—0. G(2, 1).]
| > 74 _Se dau punctele A(0, 5), B(4, 1) si dreapta (D) »—4y+4-7=0. Sa se
| gaseasca coordonatele punctului C, asezat pe dreapta (D), astfel ca tri-

unghiul ABC s fie isoscel cu baza AB. et o

1 T

seste M(1, 2).]

" 80. Se dau punctele A(8, 0), B(3, 6), C(0, 3). Dreapta BC tai
in D si dreapta AB taie axa Oy in E. . : ; 5 s Oai

Sé se arate cd mijloacele segmentelor OB, AC, DE sint eoliniare,
— 81. Se dau punctul A(2, 1) si dreptele (D) 2x—3
1 R ) ; —3y+1=0, (D’)
x+4-2Yy—T7=0. Si se determine punctul M de pe d ta (D ii % meid
locul segmentului AM se afli pe (D). S e

[Se scrie ca M(q, f) &(D) si mijlocul lui AM se afld pe (D). M(4, 3).]

[Se ia un punct M(q, f) si se scrie ci MA=MB si M6 (D), Se gﬁ_ﬂ

carmoru. V1 2
POZITIILE RELATIVE ALE DREPTELOR IN PLAN

A. DOUA DREPTE

1. Intersectia a doud drepte. Fiind date ecuatiile a doud drepte
Ax++By4+C=0 si A’z+B'y+4C'=0 1)

dacd ele sint concurente, coordonatele punctului de intersectie trebuie sa
verifice ambele ecuafii, fiindead punctul se giseste pe fiecare din ele. Prin
urmare cele doud coordonate reprezintd solutia sistemului de ecuatfii
liniare (1), anume:
CB—CG'B>

AB' — A'B’
cu conditia ca AB'—A’B#0.

Discutie. 1) Sistemul (1) in care AB’—A’B#-0 este un sistem Cramer
si are solutia unica (2), prin urmare cele doua drepte au un punct comun,
bine determinat. Dreptele sint deci concurente.

2) Daci AB'—A’B=0, adicéf, - ;3—,$i CB'—C’B=0 (sau AC'—A'C0)

atunci sistemul este imposibil, prin urmare cele doua drepte nu au nici
un punct comun la distanta finitd. Dreptele sint deci paralele. Am regésit
astfel conditia de paralelism a doud drepte. care a fost data la (IV, § 7).

3) Dacd AB’—A’B=0 si de asemenea CB’—C’B=0, atunci rezulti

A s : T
D Ly deci si AC’—A’C=0. Sistemul este nedeterminat, deoarece

A m G

AC'—AC

2
AB'— A’B @)

xX=—

y=—

- 1 s o . »
notind cu --valoarea comund a rapoartelor, a doua ecuatie din (1) devine

k(Ax+By+C)=0, adicd se reduce la prima. Cele doud drepte au o infini-
tate de puncte comune, prin urmare coincid. Se regdsesc astfel rezultatele
de la_cap. IV, § 7.

(’_2.) Unghiul a doud drepte. Presupunem dreptele (D) si (D’) date sub
formele y=mx+n si y=m'x+n’ si ne propunem si calculdm unghiul
format de ele.
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Prin punctul lor de intersectie w ducem
wz||Ox si notdm L[wz, (D)]=q¢, L[z, (D)]=9"
si D), ()] =e.

Se stie cd m=tg ¢ si m =tg @’ (fig. 39),
iar unghiul celor doud drepte este evident
8=0—@. Rezulti

tg 0=tg (¢p'—p)= EL LT

14 tgo'tge
sau
iy 9
£ 1 mm' (3)
= ¥ Atunci eind se dau ecuatiile dreptelor ra-
mine sd hotdrim noi care este (D) si care (D7),

Fig. 39. dar dupd cum facem o alegere sau alta eblinem,
i din cauza diferentei (m/-—m), doud valori egale
si de semne contrare pentru tg 6. Aceasta co-
respunde faptului geometric ca cele doud drepte fac intre ele doud un-
ghiuri suplimentare. Convenim s alegem valoarea pozitivd, adicid s&
calculdm unghiul ascutit al dreptelor, afard de cazul cind existd conside-
rafii care ne obliga la alegerea contrara.
Exemple 1) Sad se afle unghiul ascufit al dreptelor

r—5By+8=0 si 3r—2y—12=0.
-Coeficienfii unghiulari sint m= Lo =2, deci

il
tg 6= QTSZL =1, de unde ©—=45°,
1 +E' B—
2) Unghiul dreptelor x+y--1=0 si 3x4y—6=0 este dat de
e B 3 peeasise)

1 fit—d)(=—8) = 2
Dacéd dreptele sint date sub forma generald

Ax-+By+C=0; A’x+B'y+C =0,

. A f .
atunci m=— P A= — % si formula (3) devine
AB'— A'B
tg 0 — ——. 3’
g AA’ 4 BB @)

Exemplele precedente se pot trata direct cu relatia (3).
Daca in (8) m=m/, atunci tg ©=0, deci =0 (sau =n) si dreptele sint
paralele. Gédsim si pe aceastd cale conditia de paralelism a doud drepte.
Conditia de paralelism dedusd din (3°) este AB"—A’B=0 sau f;: %.

ceea ce am gésit si pe alte cai.

POZITIILE RELATIVE ALE DREPTELOR IN' PLAN = Tl

Observare 1mportantd Dreptele Ax+4-By4-C=0 si Ax4
+By+4C’=0, care diferd numai prin termenul liber, sint evident paralele
fiindcéd indeplinesc conditia.

Reciproc, doud drepte paralele pot, fi ac}use s& difere numai prin ter-

menul liber. In adevér, dacd notdm o =% =, atunci A’=kA, B'=kB

si ecuatia. A’x -} B’y - C’ =0 devine k Ax-+k By-++C’=0 sau AJc+By+%:O

care diferd numaj prin termenul liber de Ax-By-+C=0.
Exemplu. O paraleld oarecare la dreapta 832—5y--15=0 se scrie
3r—5y+h=0, A fiind un parametru.
Conditia ca doud drepte si fie perpendiculare se deduce tot din

relatia (3), si anume cind 68— —’25: tg 0 nu este definit3, de unde rezultd

14-mm/ =0 sau M =— —1-.- (4)
m

La acelasi rezultat se ajunge daci pornim de la inversa tangentei,
adicd de la
ctg 9= LTIm™
m —m
i

Pentru 6= ., avem cotangenta nuléd, deci 14mm’ =0 ete.

Din (4) se deduce regula usor de {inut minte: dacad doud drepte sint
perpendiculare, coeficientul unghiular al uneia din ele este invers si de
semn contrar cu al celeilalte. y

Daci dreptele sint date sub forma generald (fig. 40)

(D) Ax4-By--C=0; (D) A’x4-By-4-C=0
atunci prima conditie (4) devine
AA’+ BB =0. (47)
Aceasté relatie se poate deduce si altfel. Se stie [IV, § 4] cd coefi-
cientii A, B al dreptei (D) sint coordonatele vectorului normal &’ = Ai4-Bj
si tot asa avem vectorul normal {§ =A’i+-B’j fata
de (D7). Insé <I([E, T )=<UD), (D] prin urmare daci
dreptele date sint perpendiculare i normalele lor

sint perpendiculare. Dar condifia de perpendiculari-
tate a vectorilor g, {§ este [1I, § 24]

AA’ L BB =0.

Din aceasta se poate deduce condifia sub forma

14-mm/ =0. "

4. Aplicatii. 1) Sd se ducd prin punctul My(xy, 1) para- L
leld la dreapta Ax—+By-C=0. Fig. 40.
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Dreapta care trece prin M, si are coeficientul unghiular m este y—yy=milx—iy).

Insd dreapta dati are mﬁ-—E! deci paralela prin M, este y—y0=—-E(z—:cg) sau

Alx—xg)+Bly—ug)=0. (5)

Altd »metodd. O paralela la dreapta datd are ecuafia A:):—I—B:y«l—k=0. Obligind

aceastd paraleld si treacid prin M, avem Ax,}By,+i=0. Prin sciderea celor doud
relafii se elimind A si se obtine (5). ] E i,
2) Prin punctul My(xy, yo) sd se ducd perpendiculara pe o dreaptd dald.

a) Dreapta este datid sub form# explicitd y=max+n. Orice perpendiculari pe

aceasta dreaptd are coeficientul unghiular m’:—;n—' deci ecuafia dreptei cerute este
1

Y—Yo=— — (x—xp). (6}
m

A ‘
b) Dreapta este datid sub forma generald Ax-By-+-C=0. Atunci m=—§ v decf

= B
= *A‘ sl ecuatia dreptei cerute este y—1yy= 'Z (x—mxp) sau

B(x—x0)—AY—Yo)=0. (6%
Forma (6) se foloseste practic mai rar decit (6).

Exemplu. Sd se scrie paralela dusd prin punctul My(—2,1) la dreapta
y=3x--2. -

1
Ecuatia dreptei ciutate este y~—1=—§ (x+42) sau x-+3y—1=0.

3) Sd se afle unghiul dreptelor y=max-tn §i y= T1 z-k.
m

m—1
T m4l ml

Avem tg V) = =— =1, deci 0=45°,
) 1
150 me e ? )
m-+ 1 %

flascicul de drepte. Mulfimea dreptelor care trec printr-un punct
fix "se zice ca formeaza un fascicul. Punctul fix se numeste virful
fasciculului. Acesta poate fi dat, din punct de vedere analitic, prin coordo-
natele sale, dar poate fi dat si ca intersectie a doud drepte. Virful fasci-
culului (cind este dat) sau dreptele care definesc virful le vom numi ele-
mentele de bazd ale fasciculului.

Dacd virful fasciculului este aruncat la infinit, dreptele de baza deviu
paralele gi fasciculul este format din mulfimea dreptelor paralele cu
dreptele de baza. Altfel spus toate dreptele din plan paralele intre ele
formeazi un fascicul.

Expresiile analitice. a) Fasciculul este dat prin dreptele de baza
(D)=Az+By+C=0 si (D')=A’z+B'y4C’ =0,
Eeuatia
Ax+By+C+HMA'z+By+C’)=0 M
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sau mai scurt
(D) 1(D) =0 (7

reprezintd o dreaptd, deoarece este de gradul I in raport cu x si y, dar
o dreaptd variabild din cauza parametrului A. Coordonatele punctului de
intersectie al dreptelor de baza verificd fiecare ecuatie (D)=0 si (D')=0,
deci verifica ¢i ecuatia (7) sau (7'), oricare ar fi A.

De aici rezultd ci atunci cind A variazi (7) reprezintd o infinitate de
drepte, care insd trec toate prin punctul comun al dreptelor de bazi, adica
prin virful o al fasciculului.

Se pune insd intrebarea: ecuatia (7) sau (7°) reprezinti, cind variazd,
toate dreptele care trec prin intersectia o a dreptelor de bazi?

Este de ajuns sd aréitim ci fiind datd o dreapti arbitrard (A) ce trece
prin w, se poate determina M astfel ca (7) sau (7") sa& reprezinte pe (4).
Fie (4) dreapta wM,, unde My(xy, Yg) este un punct ocarecare din plan,
nesituat pe nici una din dreptele de bazi, prin urmare

(Do)=Awxo+Byy+C50 si (D)= A'xy+B'Yg+C'5-0. ®)
Scriind cé dreapta (7’) trece prin Moy(xg, yo) obfinem

(Do)+M(D%) =0, de unde h—— ((g—;
care este in mod unic determinat, cu conditiile (8). Inlocuind pe M si eli-
minind numitorul se obtine ecuatia dreptei (A), adicd wM,:

(DOD)—(Do)(D) =0, )

diferitd de dreptele de bazd, deoarece M, nu se afli pe nici una din ele.
Insad si dreptele de bazd se obtin din (7/), si anume: pentru A=0, rdmine
(D)=0, apoi scriind pe (7’) sub forma ?——HD’):O si facind A—-co, ri-
mine (D’)=0.

In felul acesta toatd multimea dreptelor fasciculului cu virful
w =(D)M(D’) este continutd in (7’) sau (7). De aceea se spune cii (7) sau
(7’) reprezintd ecuatia fasciculului care are ca elemente de bazi dreptele
(D)=0 si (D’)=0.

De aici se desprinde urmitoarea concluzie: in cazul cind coeficientii
unei drepte contin un acelasi parametru %, la puterea I, atunci se izo-
leazd termenii care contin pe A, se scoate acesta factor comun $i se aduce
ecuatia la forma (7), prin urmare dreapta trece printr-un punct fix.

Punctul fix este dat de sistemul (D)=0, (D’)=0. Acesta este pro-
cedeul prin care se dovedegte cd o dreaptd trece printr-un punct fix.

b) Fasciculul este dat prin wvirful siu w(xy, Yo). Orice dreapta care
trece prin o este cuprinsd in ecuatia y—yy=m(x—mxy), unde coeficientul
unghiular m este variabil, deci un parametru. Pentru uniformizarea nota-
fiei il vom Inlocui cu A, astfel incit ecuatia fasciculului este

Y—yp=h(x—2xy). 10)
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3

De altfel legdtura cu cazul ppeceﬂent este usor de facut: dreptele
D=0 si D=0 sint aici y—yo=0 s1 x—ap=0, paralele cu axelc—, care au ca
intersectie punctul de coordonate (xy, ¥o)- In acest fel nu mai este necesar
sd aratim din nou ci orice dreaptd a fasciculului este cuprinsa in .(10).

¢) Fasciculul format din mul{imea dreptelor paralel.e este definit de
directia dreptelor, deci este dat prin coeficientul unghiular m,

Ecuatia fasciculului este

Y= x4A (11}
care cuprincie toate dreptele cu directia data de m, A fiind parametrul fas-

ciculuiui. - )
Exemple 1) Se cere punctul fix prin care trec dreptele

(1-4-20)x—(2 43\ y+T-+12L=0.

Se scrie ecuatia sub forma J:—2y+7+7x(2:c73y+}2)=0, fascicul cu
dreptele de bazd x—2y-+7=0 si 2r—3y--12=0, al céror punct comun
este w(—3, 2), punctul fix cerut.

2) Dreapta x+4hy—2=0 trece prin punctul fix (2, 0)3.

3) Dreapta Ax—6y+49=0 trece prin punctul fix (O’E :

. 1 4 . S
4) Ecuatia \x-+2hy—4=0 se scrie (l%ﬂ)y:-—;:c-f— P reprezinid un
fascicul de drepte paralele.

B. TRE! DREPTE

6. Pozitiile relative a trei drepte pot fi urmétoarele:

a) Dreptele se taie doud cite doud $i determind un t'r‘z'uunghi. B

b) Doud drepte sint paralele §i a treic le intersecteazd (unul din vir-
furile triunghiului este aruncat la infinit).

c) Cele trei drepte sint concurente. 3

d) Cele trei drepte sint paralele (punctul de concurenid aruncat la
infinit). ' U

e) Douda drepte sint confundate, a treia taie dreapta dubld, ?

f) Douda drepte confundate, a treia paraleld cu dreapta dubld.

g) Cele trei drepte sint confundate.

In cele ce urmeazd vom presupune cd dreptele sint distincte, deci nu
vom considera ultimele trei cazuri. Din punct de vedere analitic trebuie
sd reglsim cazurile pe care le-am enuntat ajci.

Presupunem deci cd dreptele sint date prin ecuatiile

Ax-+-By+C=0

AT By+C =0 (12)

A”z 4B y+4C” =0
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In general un astiel de sistem nu este compatibil (posibil}, adici nu
_existd o pereche de valori (xy, ) care si verifice toate ecuatiiile, Aceasta
inseamnd cd cele trei drepte nu trec prin acelasi punct, adicd nu sint
concurente.

Daca

F#=0; A B

AL B |t lia A B g
A BI [%0’ A” AII Bu

B”

#-0 (13)

atunci ecuatiile (12), luate cite doud formeazi sisteme Cramer, compatibile
$i_determinate. Dreptele se intersecteazii doud cite doud si formeazs un
triunghi. Este cazul (a). Daci numai unul oarecare din determinantii (13)
este nul (de exemplu primul), atunci doui drepte (primele doud) sint para-
lele, dar fiecare din ele intersecteazi pe a treia, deoarece ecuatiile lor
formeazd sistem Cramer. Este cazul (b). Dacid doi determinanti din (13)
sint nuli, atunci al treilea este de la sine nul. In adevir fie AB—A'B=0
si AB"—A"B=0, de unde rezulti

A A’ A"

ol ] »
BhlE 2 g

(14)

deci A’B"—A”B’ =0,
Interpretarea geometricd este cd daci doud drepte sint paralele cu a
treia, ele sint paralele intre ele. Fste cazul ().

Tn acest caz, din cauza egalititilor (14), determinantul format cu to{i
coeficientii ecualiilor este nul:

4 B G .
-}1! - Br C’ — O (14’)
A7 B

deoarece are elementele a doud coloane proportionale.

7. Conditiile co trei drepte si fie concurente. Ecuatiile dreptelor sint
cele date la (12). Pentru ca dreptele sa fie concurente trebuie si existe un
punct Moy, yo) care sd verifice toate cele trei ecuatil. Aceasta inseamna
cd cele trei ecuafii cu doud mecunoscute (12) trebuie si formeze sistem
compatibil si determinat. Pentru aceasta conditiile necesare si suficiente
sint:

a) Sé existe un determinant de ordinul II, format cu coeficientii lui
% §1 y, diferit de zero, deci unul din determinantii (3) s& fie diferit de Zero;

A B ¢©
b) Al wBESEs | (15)
AI’ Brl Cl’

Prima conditie (a) inseamnd din punct de vedere analitic, c#i doud din
drepte sint concurente. Conditia (b), adici relatia (15) arati ci a treia
dreapta trece prin punctul de intersecfie al primelor doua.

° Acestea sint conditiile ca trei drepte sd fie concurente. Coordonatele
punctului comun se gédsesc rezolvind sistemul format de doud oarecare din
cele treil ecuatii.
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5a presupunem acum cd prima conditie (a) nu este indeplinitd; aceasta
inseamnd cd toti determinantii (13) sint nuli, iar cele {rei drepte sint para-
lele [cazul (d)]. In studiul fiacut mai inainte am vizut insi cd atunci (14’)
sau (15) este indeplinitd ca o consecinti. )

Prin urmare dacé este indeplinitd numai a doua conditie (b) nu rezulta
cd dreptele sint concurente; ele pot fi si paralele.

Rezumam discutia de mai sus in urmétorul enunt:

Dacd determinantul tuturor coeficiengilor a trei drepte (15) este nul,
atunci cele trei drepte sintconcurente sau paralele: dacd doud din ele sint
concurente, atunci toate trei sint concurente, iar dacd doud sint paralele,
atunci si a treia este paraleld cu ele.

O enuntare si mai concisa este urmaétoarea:

Egalitatea (15) reprezintd condifia ca trei drepte sa fie concurente la
distantd finitd sau la infinit,

8. Altd metodd de a dovedi concurenta a trei drepte este aceea de a
folosi fasciculele. In adevir dacd trei drepte (D), (D7), (D”) de ecuatii
(D)=0, (D")=0, (D")=0 sint concurente, una din ele, de exemplu (D")
trece prin intersectia celorlalte doud, prin urmare luind pe (D) si (D') ca
drepte de bazd, (D) este o dreaptd a fasciculului determinat de ele. Se
poate scrie deci

WD")=(D)+MD")=0,

Daca u si b sint fractionari, prin eliminarea numitorilor se obfine

p(D")=m(D)+n(D")=0 (16)
relatie care aratd cd una din drepte, inmultitd cu un factor care poate fi
si 1, rezultd ca o combinatie liniard* a celorlalte doud. «

Exemple. 1) Sd se cerceteze daci dreptele 5x—2y+8=0; 3x-+4y—5=0;
x&—3y-16,5=0 sint concurente,
Metoda I. a) Avem

5 —2
i s
‘ ; ; ‘q& ;
5 —2 8 2 —8 13
b) 3 4 —5 =3 4 —5  [=0,
1 = 6,5 1 —3 6,5

deparece liniile T si IIT au elementele proporfionale. S-a sciizut linia a II-a din
prima.

] Metodq a II-a. Adundm a doua ecuatie cu a treia inmultitd cu 2 si obfinem
prima ecuatie, deci dreptele sint concurente,

. 2) Dreptgle 6x+y—8=0; da+3y—5=0; 2x—2y—3=0 sint concurente, deoarece
ultima se obfine prin scdderea primelor doud.

3) Sd se determine o astfel ca dreptele 2x-+y—d—0; 5x—2y-3=0; ax-|-3y—2=0,

sd fie concurente.

* Prin combinafie liniard a doud expresii E si Ey se
intelege suma acelorvexpresii, inmultite fiecare cu cite un
factor: afi,+pE, Daci E; si E, sint ridicate la puteri, com-
binafia nu mai este liniari,
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Alci este preferabil sa se foloseasci prima metodd, Se observid ci

9 1 2 1 —4
=0, deci trebuie si avem 5 -3 3 |=0
o —2 o 3 —2 5

care dezvoltat dupd ultima linie dd 5a--60=0, de unde d=—12.

Aplicalil. 1. Sd se determine ecuafia dreptei care trece prin intersecfia drep-
telor 2x—y--5=0, 3z-}-2y—3=0 gi prin punctul A(—3, —2).

Metoda I. Fasciculul determinat de cele dou# drepte este

2—y--5- A (8-} 2y—3)=0.
e P 1
sScriind cd dreapta trece prin A(—3,—2) se gaseste }w——:TG. Ecuafia dreptei

ciutate se obfine inlocuind pe A in ecuatia fasciculului. Se giseste 35x—14y-}-77—0
sau br—2y--11=0,

Metoda a Ii-a. Intersectia dreptelor date este punctul w(—I1,3), care se obtine
rezolvind sistemul celor dou# ecuatii. Dreapta wA are ecuafia

& Y i
—1 3 1 |=5x—2y-}-11=0.
—3 —2 1

Metoda a IIT-a. Scriem o dreaptd oarecare ce trece prin A4, y-+2=m(x-}3), deci
ma—y-+3m—2=0 si punem condilia ca aceasta, impreun cu dreptele date, si fie
concurente

m —1 3m—2
b1 —1 5 —o0,
3 2 —3

5 5
ecuatie care dezvoltati dupé linia I, da m=—2— sl ecuafia dreptei este y+2=;(.‘c+3),

adicd aceeasgi dreapta.

2) Fie M un punct variabil pe prima bisectoare si A(3,1), B(—1, 2) doud- puncte
fixe. Dreapta MA taie axa Ox in P, iar dreapta MB taie axa Oy in Q. Sdi se arate
cd dreapia PQ trece printr-un punct fix, ale cdrui coordonate se cer.

Punctul M fiind pe prima bisectoare are coordonatele egale, de M(\, A). Drep-
tele MA gi MB au respectiv ecuatiile

(MA) =(A—1)x—(A—3)y—2r=0

Tt

-k =8

(MB)

v
A
1
Y
A =(A—2)x—(A-1)y+31=0.
2

e

—1
In prima ecuatie se face y=0, iar in a doua x=0 gi se obfin punctele pe axe
P(i ,0), @(o, 3_*).,
A—1 A+1
Ecuatia dreptei PQ se scrie prin téieturi

=Dz O+Dy
ZA.+ 3

3(A—1)ax-2(A4-1)y—61=0.

—1=0 sau
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Separind termenii fn )\ se obfine fasciculul
 (8x-}2y—6)—(8x—2y)==0

3
cu dreptele de bazi 3x-}2y—6=0 si 3x—2y=0, care dau virful fasciculului w (1,—2—)

prin care trece dreapta P@.

9, Indrumdri pentru rezolvarea problemelor. In exemplele si aplicatiile
luate pini aici am ciutat si formdm deprinderea de a lucra cu coordo-
natele si cu metodele geometriei analitice. Pentru acest motiv am folosit
date numerice, ceea ce Inseamnd cé toate figurile au fost legate de axele
de cocordonate.

Geometria analiticd serveste insd la rezolvarea oricdrei probleme de
geometrie, al cdror enunt nu se referd la axe. Atunci trebuie sa ne alegem
noi sistemul de referintd, adicd axele de coordonate. Alegerea axelor de
coordonate are o foarte mare importantd, céci de aceasta depinde usurarea
calculelor. Nu existéd reguli precise pentru alegerea sistemului de referinta,
insd putem da unele indrumdri care pot fi de folos, dupd cum urmeazi:

a) dreptele care se aleg ca axe trebuie sd fie fixe;

b) dacd printre datele problemel apare sau putem noi duce o axd de
simetrie, aceasta se va lua ca axd Ox sau Oy;

c) dacd putem pune in evidentd doud axe de simetrie, acestea se vor

alege ca axe de coordonate;

d) dacd un punct este centru de simetrie pentru datele problemei,
atunci este bine ca el sa fie luat ca origine;

e) dacd In enuntul problemei este vorba de un unghi drept, un tri-
unghi dreptunghie, un dreptunghi, patrat ete., laturile unghiului drept se
vor lua ca axe;

f) dacd nu avem nici o indicatie in sensul celor ardtate mai fnainte,
atunci alegerea se face asifel incit cit mai multe puncte si aibd o parte
din coordonate nule, sau dleplﬂlm sd aibd pozitii particulare (paralele cu
axele, sau si trecd prin origine ete.), pentru a usura calculul,

Trebuie tolusi sd atragem atentia cd sint cazuri cind este bine sd
renuntédm la simplificiri de calcul si sd alegem axele oarecare, peniru a

nu strica simetria rezultatelor, care pot folosi pentru demonstra‘;n inter-

pretari etc. Ca exemplu vom arita cum se afld ecuatiile medianelor unui
triunghi (exemplul 3).

Indeminarea de a alege axele se capata prin exer-

7 WA citii cit mai multe. Pentru ilustrarea concreti a in-
0 = drumirilor precedente, dim citeva exemple.

1) Se dd un pdtrat ABCD’ ne lm‘u‘rzle cdruia se iau, in
g sensul A—B—C—D, segmentele BM= CN. Sé se demonstreze cd

M dreptele AM si BN sint perpendiculare.

Axele de coordonate se aleg laturile pitratului: AB ca axi
7 A Ox si AD ca axii Oy. SA notim cu a latura pitratului si BM=
A 3 & = =QN=.X variab}l. Coordonatele punctelor A, B, C, M, N, se

seriu direct urmérind figura 41:
Fig. 41. A(0, 0), B(a, 0), C(0, @), M(e, L), N(a—), a).

=

s
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Coelicientii unghiulari ai dreptelor AM, BN sint

; 1—”' a a
m= — S e Y
a (a—A)—a A
de unde se vede ca mm'=-—1 si dreptele sint perpen-
diculare.

=

Solujia vectorield. Daci scuem vectorii AM, bN
cu ajutorul versorilor i, j, atunci AM—GL |~}\g si BN~
=i I— . :

esle AM EN——a A% a=0, deci vectorii sint perpen-
diculari gi. dreptele-suport de asemenea.

2) Pe o laturd a unui unghi se iau punctele A, B,
iar pe cealaltd laturd punctele C, D. Fie E=AD|[3C
F intersectia paralelelor duse prin A gi C le laturile
unghiului §i G intersectia paralelelor duse prin B si D
la aceleagi laturi. Sd se demonstreze cd E, F, G sint
coliniare.

Se vede imediat ¢i produsul scalar al lor

Fig. 42

Daecd am considera cazul particular cind unghiul este drept, este evident ci

laturile unghiului ar trebui luate ca axe.

In cazul general problema se trateazi cu usurinii in axe oblice*. Axele vor fi

chiar laturile unghiului.

Pentru un unghi oarecare, in axe dreptunghiulare, cea mai mare simplificare
pe care o putemn face este si alegem virful unghiului ca origine si latura AB ca

ax#i Ox. Axa Oy va fi perpendiculard in O pe AB.

Ecuatia dreptei CD va fi y==mx, iar punctele vor avea coordgnatele: Ala, 0),
B(b, 0), C(c, em), D(d, md). Ecuatiile dreptelor AD si BC (fig. 42) sint

-] Yy
(AD) | a
a 0
@z Y 4l
(BC) | e me 1:
b 0 1

Rezolvind sistemul se gaseste

1
md 1 I =md -} (a—d)y—ma d=0
1

' =mc¢ x--(b—c)y—m be=0

bd — ac

"bd (a -+ ¢) —ac (b+ (l)’ med (b— a) ] .

|
bd — ac

Dreptele AF, CF au ecuatiile

(AF) y=mixr—a); (CF) Yy=mc

deci F(a-{-c, mc).

In mod aseminitor G(b-}-d, mdy, Condifia ca punclele si fie coliniare este

R bd(a+t-c)—ac(b+d) m edib—a)
bd—ac bd—ac
ate me
b4-d md

=0

* Elevii care dorese vor putea incerca, cu titlu de
exercitiu, si LLateze astfel problema, sub mdrumsrea pro-

iesmulm




80 : , CAPITOLUL VI

1

sau, dind factor pe prima linie pe ————
bd — ac

si pe a doua coloana pe m:

m bd(a+-c)—ac(b+4d) cd(b—a) bd—ac
bd — ac g:l_‘f] fl i =

Deoarece 7==0, trebuie ca determinantul si fie nul. Acesta se descompune
intr-o diferenta de doi determinanti, amindoi nuli, deoarece primul are liniile T gi 1T
proportionale, iar al doilea liniile T si IIT, dupd cum se observi

ac(b-d) acd
atc c

bd(a-+c) bdc bd
a+-c
b+d d

c 1 ‘ =
b+{d d 1

.

Punctele E, F, G sint deci coliniare.
Solutie vectorzala Pentlu a dovedi ca E, F, G sint coliniare este de ajuns sa

dovedim ca veetorii EF si FG sint coliniari, caci avind punctul F comun se gasesc
neaparat pe aceeasi dreaptd. Pentru aceasta notdim marimile segmentelor OAwa,
'OB=b, OC=c, OD=d (a nu se confunda cu ¢ si d abscisele de la solutia analitici)
si versorii directiilor OB, OD cu a, ﬁ

Lo '-—- _— —> —_ — — —_— —_—
Putem scrie_imediat vectorii OF=aa+tcp, OG=ba-+|dp, apoi FG~=O0G—OF—=
=(b—a)at(d—c)p.

Mai putfin simplu se gaseste vectorul ZTIF" Procedam astfel
— o 2 — — —_ -
AE=)} AD=) (OD—0A)=\(dp—aq),
= . —p —b M N
CE=pCB=n(0OB—0OC)= w(ba—cp).

— =P = —p

Apoi OE=0A-+AE=0C-}-CE, prin urmare trebuie ca
aa+\ (—aat-dp)=cp}p(ba—cp)

sau egalind proiectiile pe aceleasi axe

aatpb=a; rd-|pe=c, de unde l:‘g“{-lz—_i)'
bd — ac
— c(b—a) - — s i I (b—a)

Rezulti AE = ‘dp—ad) §i OE=0A-+AE~aa-- c;]d‘a (dp—a).
—ac

bd — ac

—_—
Acum putem calcula vectorul EF:

ao Sl | | 2 i e b — ==
EF=0F—OE=aa+}cf—aa— % (dp—aa),
de unde
-— ac —_— . —
EFf= —— [(b—a)a+}(d—c)p]=k - FG,
bd — wo

iR Yt
weci vectorii EF gi I'G sint coliniari gi punctele E, F, G coliniare.

o)

g

POZITIILE RELATIVE ALE DREPTELOR IN PLAN 81

3) Sd se demonsireze cd medianele unui triunghi sint concurenie. Daci am
alege ca origine un virf al triunghiului si una din laturile ce trec prin acest virf ca
axia Oz, trei din coordonatele virfurilor ar fi nule §si am avea numai trei coordonate
diferite de zero.

Dezavantajul este insd ca se rupe simefria ecuafiilor si sintem nevoiti si
reludm calculul de la inceput pentru fiecare mediani. De aceea nu vom particulariza
sistemul de axe si vom vedea ci dupd ce am stabilit ecuafia unei mediane, celelalte
se deduc prin permutéri circulare.

Fie deci, fati de un sistem de axe A(x,y,), Blxs, ¢, C(xs, ys) virfurile tri-
%y + %y 5 Ya +ya)

unghiului. Mijloeul laturii BC este A’ si mediana AA’ are ecualia

2 2
@ ] 1 53 oy 1
xy Yt 1 P 1
Xy + Xy ] 1 oy ‘5 Ty Y1 1 =0
2 2 Tyt Yo s 2

care scrisi dezvoltat este

(AA) (2t —Yo—Yn) 22— (200 —Lo—T5) Y+ Xy (Yo +Ys)—Us (@y-T5)=0.
Tcuatiile celorlalte mediane se seriu permutind ecircular virfurile triunghiului, adici
PE Ty, Ty, Ty Si Y1, Y2, Ya- Ele se seriu deci direct

-

(BB") (QUy—Yg—Y)E—(22y— 23—y )Y+ To(Ys+ Y )—Va(as+21)=0

(cc) Qus—1—Y)T—(2as—a —X) Y22 (U1 FY)— U@ F29)=0.

Dacd adunim cele {rei ecuatii obtinem in prima parte zero, deci una din
ecuatii este o combinatie liniard a celorlalte doud. Aceasta aratd cid medianele sint

«concurente (VI, § 8).

Observare Dacd s-ar scrie condifia de concurent{d sub formi de determi-
mant si s-ar aduna toate liniile la prima, s-ar obtine pe prima linie toate elementele
nule, deci determinantul este nul si condifia este verificata.

\ 7

EXERCITI $! PROBLEME

(‘9/ Se dau punctele A(3, 5), M(—1, 3), N(4, 1). S se afle ecuatiile
dreptelor duse prin A, mclmatc la 45° si 135° fata de MN.
[3x—Ty-}26=0; Tx+3y—36=0.]

{ 83] Se dd punctul A(—3, 5). Sd se scrie ecuatia mediatoarei segmen-
tului OA4.
[3x—5y-+17=0.]

i.,”ﬁ? Se da punctul A(xy, ;). S3 se scrie ecuafia mediatoarei segmen-
tului OA.

1
[tma= -+ 0]
6_54- Sd se scrie ecuatia mediatoarel segmentului format de punctele
A(5, 3), B(—1, —2).
[122--10y-—29=0.]

— Geometric analiticd cl. XI.
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86. Se dau punctele A(0,5), B(4,1) si dreapta (D) x—4y47=0. Sa
se gaseascd coordonatele punctului C¢(D) astfel ca triunghiul ABC si fie
isoscel cu baza AB. i

‘ [Mediatoarea laturii BC) (D)-C(1, 2).]

@. Se dau punctele A(3,0) si B(—1, 8). Prin A se duce o paraleld (D)
la prima bisectoare.

S& se determine coeficientul unghiular al unei drepte ce trece
prin B, care si tale dreapta (D) intr-un punct C, astfel incit triunghiul
ABC si fie isoscel cu baza AB.

<—:| b) Sd se calculeze coordonatele punctului H de intilnire a inaltimilor

triunghiului.
\@)’/N\, @Sé se gdseascd centrul O al cercului circumseris.

[a) Mediatoarea la;urii AB taie pe (D) in punctul C(13,10). Coefi-
cientul unghiular mEc:fT. b) Mediatoarea lui AB este si inaltime. Mai
e IR Ea i ! 1 19 20
trebuie o inal{ime. H ?"—B*“ . ¢) Mai trebuie o mediatoare. O(T ’ 3‘) ]
. 9
@ Sé se calculeze unghiul format de dreptele 2x—y—5=0 si
r—3y+4=0. Care este mirimea unghiului in care se afli originea
axelor?
i g [45°.]
|
@}J Se dau punctele A(g, 0) si C(2q, 3a). Perpendiculara dusid in A
pe AC faie dreapta x+42a=0 in B. Si se arate ci triunghiul ABC este
isoscel.
[AB=AC—a V10
l‘{‘_ @ Se dd dreptunghiul ABCD si din punctul A se duce perpendicu-~
lara AT pe diagonala BD, unde E&BC. S se arate cil litimea AB a drept-
unghiului este medie proporfionald intre lungimea lui si segmentul BE.
Si se dea si o solutie vectoriala.
= 3
[BC se ia ca Oz, BA ca Oy; C(a,0), A(0,b). Se glseste E‘(E, 0)5
— D D P p —_— — — oy —_— g
Se scrie AE-AB=AFE(AC-CB)=AE-AC, apoi AC=AD--DC ete.]
@ Fie M un punct variabil pe prima bisectoare si A(a, b), B(b, c)

doud puncte fixe. Dreapta MA taie axa Oz in P, iar MB taie axa Oy in @.
Sd se demonstreze cid dreapta P@ are o directie fixd.

b—
[Coeficientul unghiular al dreptei PQ este m= Z:const.]
Ll

92. Se dau punctele A(2, 1) si B(—5,—3). S4 se afle punctul M, pe
dreapta y=x+44, astfel ca LAMB=90°

3

~J
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[Un punct M de pe dreapta dati are coordonatele M(a, a-4).
Se scrie ca MA | MB si se afli a. Doua selufii: Mi(—1,3) si

11 3 i
w0 )]

L_.llSe dau dreptele 2}y —2=0 si 3r—2y+41=0. 54 se scrie ecuatia
fasciculului care are ca drepte de hazi, dreptele date, apoi si se deter-
mine:

a) dreapta fascicului care trece prin M(2, 3);

b) dreapta fasciculului paraleld cu prima bisectoare.

[a) 8x—Ty-}b5=0; D) Har—5y-|-4==0.]

94. Se dau punctele A(6, 0), 5(0, 4), 9&1, 5). S& se arate ci:

a) existd relatia OA-BC-OB-AC=0C-AB:; - ) :

b) picioarele perpendiculare duse din origine pe laturile triunghiu-
dui ARC sint coliniare.

95. Se dau dreptele: x-4y—1=0; x4y—2=0; a:—2y—]:1:0; r—2y-—-
—3=0, care sint laturile unui paralelogram. S& se giseasci ecuatiile dia-
gonalelor (c.d.p.)*.

[1. Se pot determina intii virfurile. II. Se pot folosi fasciculele de
drepte. 3x+6y—5=0 si far—2y—T7=0.]

el

[gq Sa se scrie ecuatiile inalfimilor triunghiului format de dreptele
X2—Y+2=0; 3x—y+1=0; x42y--2—=0, fird a calcula coordonatele vir-
furilor. gy

[Se scrie o dreapti a fasciculului determinat de doud laturi si
se determiné parametrul ca si fie perpendiculari pe a {reia.

[4x—2y+|-3=0; z43y}|2-=0; Tx-|Ty49=0]
f:‘)-?;- 54 se determine )\ astfel ca dreapta 4x-3y-4Ah=0 si treacd prin
intersectia dreptelor 3x4-y=0; 9x4-2y+46=0.
: [A=—10.]
98, a) Care este punctul fix al fasciculului:
f (a—Dx4(a—2)y—a - 3=07?

b) Sd se determine dreapta din fascicul care taie axele Ox, Oy, res-

1 1
ectiv in A si B astfel ca — + — =10.
pectiv in si fe o + =
5 m
[a) (—1,2); b) doud solutii; « =‘2— sia= Z ]

* C.d.p. = Culegere de probleme de G. Tifeica. ,Gazeta
Matematicd®, cea mai veche revista de matematici din tars,

a scos sub ingrijirea membrilor el o serie de culegeri de -

probleme de mare folos pentru elevi, printre care si cule-
. gerea de goemetrie analitici de G. Tifeica.
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- 99. 54 se demonstreze cid mediatoarele unui triunghi sint concurente.
Solutie analiticd si vectorial.
-2
3

2 0
Analitic. Ecuatia unei mediatoare: (To—xs) 4 (Yo )Y — T’T

8 T
BTV g oete, Vectorial. Fie O intersectia a doud mediatoare, D0

mijloacele laturilor BC, CA4, 4B. Avem OD-I‘S‘E‘:O, OE-CA—0 sau

2 (0B40C)(OC—OB) =0, H(OC+0A)OA—OC)=0. Rémine de aritat c
OF . AB=0.]

100. Fie A’'B’C’ simetricul triunghiului ABC fatd de o dreaptd (A).
Sd se demonstreze cd perpendicularele duse din A’, B’, 7, respectiv pe
BC, CA, AB sint concurente.

[Se ia (A) ca axd Ox si o perpendiculari oarecare ca Oy. Perpen-
diculara din A" (Xy—Z) 2= (Yr—Va)Y— 2y (Ty—a) -1y (Ya—1Y5) =0.]

101. Se dau doud drepte perpendiculare (D) si (D). Pe (D) se iau trei
puncte oarecare A, B, C, iar pe (D’) la fel trei puncte A’, B, € 54 so
demonstreze cd punctele E=AB(A’B, F=BC'MB'C, G=CA/MC’A sint
in linie dreapta. :

102. Faia de sistemul de referintd xOy se iau punctele Aa, 0) si
B(0, b). Sa se determine punctul M, situat pe dreapta y=mux, astfel ca
unghiul AMB sa fie drept.

Fie C al patrulea virf al dreptunghiului OACB. Si se arate ci solutia
vectoriald conduce la conditia CM | OM.

y , a + mb pref S L e
Abscisa lui M este a= ——— . Vectorial: (OM—OANOM—OB)=0

m’+ 1
ete.]

103. Aceleasi date ca mai inainte, insé M se afld pe dreapta x-4-y—

(2 557
2 2

[ o B

j_IQA..] O dreaptd variabild care trece printr-un punct fix A taie axele
de coordonate Ox, Oy, respectiv in M si N. Paralela dusi prin M la prima
bisectoare taie axa Oy in M’, iar paralela dusi prin N la a doua bisec-

toare taie axa Ox in N’. S& se arate ci dreapta M’N’ trece printr-un
punct fix.

[Fie A(a, b). Punctul fix este A’(b, —a).]

=y
) __l‘_:l_(_)_ﬁ.- Pe axele Ox si Oy se iau punctele fixe A si B si segmentele va-
riabile AA"=BB". Si se arate c¢i mediatoarea segmentului A’B’ trece

printr-un punct fix (C.d.p.)
[ ! a—b a—Db
Punctul fix P (— ’ —*—) 2 ]
2 2
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r—ifl'ﬂﬁ,)Pe o laturd a unui unghi drept se dau punctele fixe A si B, iar
pe cealaltd laturd punctul variabil M. Se proiecteaza virful O al unghiului
drept pe dreptele MA si MB, respectiv in P si @.
a) Si se arate cd dreapta PQ trece printr-un punct fix.
b) S& se calculeze raportul in care acest punct imparte segmen-
tul 4B.

[a) Ecuatia dreptei PQ: X(a-|+b)x--(ab—L2)y—irab=0, unde A\ este

2
3 0); b) g=i-]

TIUT_.] Pe catetele AB si AC ale unui triunghi dreptunghic se constru-
iesc, in afard, pdtrate in care virfurile opuse lui A sint respectiv D si E.
5S4 se demonstreze cd dreptele CD, BE si indltimea AH a triunghiului
sint concurente.

b
ordonata lui M. Punctul fix (a:- b

ﬁﬂépSe da paralelogramul ABCD, O paralela oarecare la AB taie
laturile AD si BC, respectiv in M si N, iar o paraleld la AD taie laturile
AB si CD, respectiv in P si @. Fie E=MP[NQ. S& se arate cd D, B, E

sint coliniare.
[Este preferabil sa se arate c& MP, NQ si DB sint concurente.}
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f&"‘* i (j’r' PV . Fig. 43.

1. Raporiul in care o dreaptd imparte un segment. Fiind date punc-
tele M, (1, Y1), Mo(xo, y9) se cere sa se afle raportul in care dreapta (D)
de ecuatie (D) =Ax-+By4-C=0 imparte segmentul M;M, (fig. 43).

Fie M=MM,\(D) s MM _ 4
MM,
Urmeazid sa gasim expresia lui k.

Punctul M fiind pe dreapta M;M, are coordonatele

AL Tl NPT .l Y
1—Fk 1—k
Insd Mg (D) prin urmare trebuie si verifice ecuatia, adic:
~— kx, y, — ki
A_xl T eip Yy W2 L
1—k 1l—k By
‘sau
Axy + by +C—Fk(Azy+ Byy+C) =0,

care da

1. Ax, + By, + C 2@
A, +By. +C (D)’

unde s-a notat (D))=Ax;+-By,;+C si (Dg)=Ax,yBy,y-C.
Pentru k<0, punctul M este interior segmentului :
M este exterior. e R el e

Exemplu. Dreapta 2x—y-+2=0 tmparte segmentul format de

Jpunctele A3, 2), B(—1, 4) in raportul

MA 6—242
B sl D8

TR L VLI S
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deci M se aflid intre A si B. Verificarea se face _y‘{
; 3 16
prin calculul coordonatelor lui M, anume M (E 1 —5')

2. Separarea planului in regiuni de cdire o
dreaptd. Orice dreaptd imparte planul in doud Hylleptsy,
semiplane, pe care le vom numi regiuni si le vom
numerota: cu I regiunea (semiplanul) care confine

Holxip 4o}

originea si cu II regiunea cealaltd (fig. 44). Bcua- 7 V4
tia dreptei (D) o considerim sub forma gene-
e Ax+By+C=0 @y op 7 P

- . Fig. 4.
Dacid un punct My(xg, Yo)& (D) atunci coordo- e

natele lui verificd ecuatia (2), adicd Axy+ Byg+
+C=0. Dacd insd punctul My(x,, yo) nu se afld pe dreaptd, atunci Ax,+
+Byo+ Cs£40, adicd expresia numerici obfinutd are o valoare oarecare,

strict pozitiva sau strict negativa.

Vom demonstra urmétoarele proprietati:

a) polinomul general de gradul I in doud variabile f(x, y)=Ax+By+4-C
pastreazd acelasi semn pentru toate punctele situate intr-o aceeqsi re-
giune;

b) acelasi polinom ia walori de semme contrare pentru puncte din
regiuni diferite.

a) Daca punctele M, si M, sint situate in aceeasi regiune, dreapta (D)

taie dreapta M;M, in exteriorul segmentului MM si raportul Ic:((g’l)>0.

2

Prin urmare (Dy) si (D,) au acelasi semn.
b) Dacid punctele M; si M, sint in regiuni diferite, dreapta (D) intil-
negte dreapta MM, Intr-un punct interior segmentului M;M, (fig. 48)

(D1)<O’ adicd (Dy) si (Dy) au semne contrare.

O datd demonstrate proprietitile enuntate, este de ajuns si cercetim
semnul polinomului in una din regiuni, fiinded in cealaltd rezultd usor.

Dacéd dreapta nu trece prin origine, atunci se cautd semnul in regiu-
nea care contine originea. Acesta este dat de

(0, 0)=C. 3

Daci dreapta trece prin origine, atunci se alege alt punct, de exemplu
(1, 0) sau (0, 1) ete.

Exemple. a) Care sint punctele déin plan pentru care avem 2x—
—3y—6<0?

Se reprezinti dreapta 2x—3y—6=0 (fig. 45). Termenul liber este
(—6), deci punctele din semiplanul care confine originea fac‘po}.inomul
negativ si verifici inccuatia. Se pot face verificiri cu diferite puncte
(0, 1), (1, 1), (3, 1) etc. Regiunea hasuratd nu convine.

si kb=

b) Sd se rezolve inecuatiile simultane
x—y<0; 3x44y—12>0.
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Fig. 45.

Fig. 46.

Fig. 47,

Dacd facem y=0 in primul polinom, se vede ci
obtinem valori negative numai pentru <0,
deci regiunea care convine este cea care contine
semiaxa negativd. A doua inecuatie este verifi-
catd de regiunea opusd originii.

Multimea punctelor care satisfac simultan
inecuatiile date este intersectia mul{imilor care
verificd pe fiecare in parte, adici unghiul ne-
hasurat din figura 46.

c) Se cere mulfimea punctelor pentru care
avem simultan

T+2y—4=0 si 2x—y 2>0,

Egalitatea este verificatd de toate punctele
dreptei BC (fig. 47), inecuatia de punctele din
semiplanul opus originii.

Multimea care verifici ambele relatii este
formatd din punctele semidreptei AC,

d) Se dd ecuafia x2-—3(q, +Dr+a24 f—
—1=0. Considerind pe «, B drept coordonate
ale unui punct din plan, si se afle regiunea pen-
iru care ecuafia datd are rddicing reale.

Realizantul ecuatiei este R=4(2a—f 4-2);
trebuie ca 2a—B+220. Originea verifici ine.
cuatia, deci regiunea care di ridicini reale pen-
tru ecuatie este semiplanul  inchis (inclusiv
dreapta) care contine originea. De-a lungul
dreptei 20—f--2=0 ecuatia datd are ridicini
reale, confundate.

T 3. Aplicatii la programares liniard, Pro-

ductia uneij intreprinderi, a unei unitati agri-
cole, transportul marfurilor ete. care altddata
se fdceau oarecum empirie, ridicd astizi pro-
bleme de planificare in asa fel incit tinind
seamd de conditiile de lucry, posibilitatile de
aprovizionare etc. si se ajungid pe totalul in-
treprinderii, uniti{ii agricole ete. 1a realizarea
unui plan cu minimum de cheltuieli si cu veni-
turi cit mai mari.

Conditiile de lucru se exprimi prin ecua-
it sau inecuatii de condifii, iar realizarea finali
printr-o functie zisi de scop, de obiectiv sau de
eficientd. Cind ecuatiile, inecuatiile si functia
sint de gradul I, programarea se numeste [li-
niard.

Nu putem da mai multe Limuriri in ca-
drul manualului, dar citeva aplicatii vor ardta
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cum la unele probleme simple, rezolvarea se poate face cu ajutorul geo-
metriei analitice, Metoda se numeste smetoda grafici, s

Exemplul 1. O gospodirie agricold trebuie si facd pe un teren
de 8 ha doud feluri de culturi A si B. Cheltuielile de investitii si venitul
net pe ha, la fiecare culturd sint in mii de lei:

|
|

A
investitii 2

| B
(3
(s

venit net IT

Stitnd cd gospoddria dispune de cel mult 18 mii lei pentru aceste culturi,
se cere in cazul solufiei optime:

a) repartitia terenului pentru cele doud culturi;
b) venitul net maxim realizat,

Sd notdm cu x si y suprafetele destinate respectiv culturilor A si B
Conditiile de lucru sint:

x+4y=38; 2x-3y<18. (o)
Venitul net este dat de functia (de eficienta)
f=4x--5y. (B)

Trebuie si tinem seama in plus cd x>0 si y>0, care se numesc con-
ditii de nenegativitate.

Problema se pune astfel: tinind seama de conditiile (a) de lucru (o
ecuafie si o inecuatie) si de conditiile de nenegativitate, si se determine
Z si y care fac functia (B) maxima,

Pentru aceasta cautiam multimea punctelor care satisfac sistemul:
T4+y—8=0 si 2z 3y—18<0.

Inecuatia este verificatid pe semiplanul care contine originea (s-a
hasurat partea care nu convine), deci portiunea din dreapta x+y—8=0
(cadranul I) care intrd in acest semiplan este
segmentul MN. |
I

Ecuatia (f) se scrie y=— ;—x +‘g$i con-

siderind pe f ca parametru, reprezinti un
fascicul de drepte paralele de coeficient un-

PP S

ghiular m=— si ordonata la origine n— —Z—

(in figura 48 este desenatd dreapta care trece
prin origine si di directia). Ordonata la ori-
gine creste cind dreapta fasciculului taje seg-
mentul N intr-un punct care se miscd de

. Jg
\ :

la N la M: este deci maximi cind dreapla g X4
trece prin M. Insii M are coordonatele (6, 2), 4

astfel Cl fnax=4-6+5.2=34 (mii de lei). Fig, 18,




)
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Programarea cea mai avantajoasi este deci: cultura A pe 6 ha (x=6)
si cultura B pe 2 ha. Investitiile sint de 2-6-+3-2=18 mii lei §i venitul
de 34 mii lei. Problema are o solufie unica.

Observiri a) Si presupunem cd in aceleagi conditii de lucru
venitul net ar fi acelasi pentru ambele culturi, de pildd 4 (mii de lei).
In acest caz functia de eficientd ar fi f=4x--4y. Ecuatia dx-+4y—fFf=0
reprezinti o dreaptd paraleld cu MN, care, dacd este verificati de un
punct al lui MN, coincide cu MN. Atunci insd orice punct al segmentu-
lui N este solutie, deci avem o infinitate de solutii.

Alegerea se face in acest caz dupd alte criterii de bund gospodarire.

b) Dacii am presupune veniturile astfel incit coeficientul unghiular
al dreptei ce rezulti din funciia de eficientd si fie m>-—1, atunci va-
loarea cea mai mare a lui § corespunde punctului N, prin urmare y=0.
S-ar face numai cultura A pe intreg ferenul.

2. Un centru alimentar este aprovizionat de trei gospoddrii furni-
zoare care dispun: prima de 5 autocamioane, a doua de 4 autocamioane
s a treia de 6. Centrul alimentar are planificat si primeascd pe un inter-
val dat de timp 12 autocamioane de marjd.

Stiind ci transportorul costd de la fiecare gospoddrie respectiv 4, 6
si 5 zeci de lei, si se determine programared maginilor astfel incit costul
transportului total sd fie minim.

Notind cu z, 7, 2 numdrul de masini pe care trebuie si-1 dea fiecare
furnizor conditiile sint wrméitoarele: x4y-+z=12; x<b, y<4, 2.6, apoi
conditiile de nenegativitate 2220, y=0, z>0. Funciia de eficien{d este
f=4x--6y 452 si ea trebuie si fie minima.

Fiind vorba de trei necunoscute, nu mai putem trata problema ca in
cazul precedent. Vom proceda astfel: din prima ecuatie rezultdi z=12—
—x—y<6, adick inecuatia x--y=>6, la care se adaugd x<5, y<4. Inlo-

cuind pe z in funclia de eficienti se deduce
y=x+—60.
Rezumind avem conditiile x4y>6; 0Ke<E;
0<y<{4 care reprezentate in figura 49 ne dau ca
Z>\ 7 - regiune convenabild interiorul triunghiului ABC.

4 Dreapta y=x-+f—60 paraleld cu prima hisec~
o toare va avea ordonata la origine (f—60) minimi
cind trece prin punctul cel mai de jos al triunghiu-
lui ABC, adicd prin A(5, 1). Inlocuind ob{inem
1=5+f—60, deci f=>56.

RN

>
N
VEN

&
b%3
o4
x

trul II, 1 masind, centrul III, 6 masini. Costul mi-~

Fig. 40. nim al transportului 56X 10=560 lei.

Programarea este: centrul I, cinci masini, cen-
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EXERCITII $1 PROBLEME

109. Se dau punctele A(3, 1), B(—2, 4) si dreapta Sx—y—8=0. Se

cers 1'ap01‘f;1L1 in care dreapta Imparte segmentul AE. Punctul de inter-
secfie cu dreapla AB este interior sau exterior segmentului?

3
[k= _]-1, interior. ]

110. Se da punctul fix A(1, —1) si punctul varichil M 4&_4!5;9) =}
Eirsecoifstt‘aen;éiOiiil;eaar[;tz {TE%I,“FQ:O imparte segmentul AM C;1'1!.1‘413 ra-
W éllell:ﬁi?;a;?;z;]z I\ggsnelm!s. _O dv'eap.tc“f, oarecare tﬂi_ewlabwile BC, OA,;
i L, 5 pectiv in punctele M, N, P. Sd se demonsireze

Reciproca este adevirati?

[Fie Az, ), By y), Clr,ys) si (D)=0 ecuatia dreptel,

MB_ (D, ,
e 0y etc. Reciproca se demonsireazdi geometric, prin reducere la ab-
surd.]

112, Te P <

2 orema lui Ce va. Fie M wumn Unct in ])Z anul unui 1 Zunghl St

A 3 B 5 & pum'tele unde M/_l, “f_qB, MC taie TESEJC"C“ laturile BO, ¢A -
e (] 3’ » AB

A'B B'C C'A

—_——— e =1

A'C B'A CB

[Fie A(xy, %), B(xyan), C(xg, ys), M(xg, yp). Ecuatia dreptei AM este
x Y L A'B X9 Uy i5

it 3 1
x W il =0. Avem = I . 1% .
E 1 M
Xy Yo 1 A'C &y Yo 1 IL”; gé i
ete.]

: 113. §e dd un triunghiudreptunghic ABC (A=90°) si un punct oare-
care P. §a se. ceurcs’teze r;aca existd un unghi drept cu virful in P, astfel
ca laturile lui si determine pe catetele AB, AC rapoarte egale.

[Se iau AB, AC ca axe Ox, Oy. B(a, 0), C(0,b), P(xy, v i
unghiului drept: 'l(x—xn)—(y—yu)‘:u;‘m—;uui-]~):(y—(g;g)2:0. oo eigge

= TMytye NA_
MB  Mo—%)tye NG —mhA—p)

- MA NA ;
Rapoartele sint — = e e

te.)
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114. S se rezolve sistemul x>3; 3r4-y—6 >0; x—2y—1>0.

[Regiunea din dreapta lui x=3, cuprinsd in unghiul celorlalte doud
drepte.]

X .
115. S& se rezolve sistemul: 3z-4-2y—6>0; y—x-+1>0; y—;—1<0.
[Interiorul triunghiului format din cele trei drepte.]
116. Sd se rezolve sistemul x2—4<0; x4-y—1<0.

[Fisia dintre paralelele x=-2 care confine originea i este méirgi=
nita de dreapta dati.]

117. Se considerd inecuatiile 2x4-3y>>6, 6x+'2y§11 si functia f=
—x--41y. Si se determine valorile lui x si y care satisfac inecuatiile si
fac functia f minima.

[Regiunea convenabili este cuprinsd in unghiul ascutit al dreptelor

4; 1
2x-+3y—6=0 si 6x-|-2y—11=0, dinspre Oy. Dreapta y=— zx -+ Z f are

3
ordonata la origine minimé in punctul eomun ecelor doud drepte: x=7, ?

11
y=1, deci f, = E :

carmorur VI

&
PROBLEME DE DISTANTA N
Hx.g9)
P
F-'a
/J
17 . N

Fig. 50.

1. Ecuafia normald a dreptei. O dreapts este definits prin doui ele-
mente geometrice: un punct si o directie sau doui puncte.

Sd ludm acum alte doud elemente geometrice care pot defini o
dreapta: distanta OP=p de la origine la dreaptd §i JxOP=ua, ficut de
normala OP la dreaptd cu axa Ox (fig. 50).

Pentru a stabili ecuafia dreptei cu aceste elemente considerdm un
punct curent M{x, y) pe dreaptd si observim ci proiectia vectorului OM
pe directia normald OP este chiar segmentul OP=p. Dar proiectia unui
vector pe o directie este produsul scalar intre acel vector si versorul di-
rectiei. In cazul nostru, notind versorul directiei OP cu p,, avem

E’W:xi-i-yj' si pp=1cos & 47 sin a.
Rezulta W:O_’M-ﬁo sau p==xcos 0. -y sin a, de unde
X cos O 4y sin d—p=0. (1)

Aceastd ecuatie de gradul I in raport cu x si y este ecuatia dreptei defi-
nitd cu elementele p si o si poartd numele de ecuatia normald a dreptei
sau ecuatia dreptei sub forma lui Hesse*. Se socoteste p pozitiv, deci ter-
menul liber in ecuatia normald a dreptei este negativ.

Dacd a=constant se obtine un fascicul de drepte paralele. Daci
p=const. si a variabil se obtin tangentele la cercul cu centrul in origine
si cu raza p.

* L. O. Hesse, matematician german (1811—1874). |
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2. Aducerea ecuafiei generale la forma normali. Pentru ca ecuatiile
Ax+4-By+C=0 si wcosa+ysin d—p=0 si reprezinte aceeasi dreaptéd
trebuie ca tofi coeficientii lor si fie proportionali, adicd

cos o sina __ —np cos’o  sin® o 1
——=——=—1, deunde ——=1_-"=____
A B (&1 A? B A* + B*
Scofind rédécina pétratd din ultimele rapoarte, rezultd
€os o sing _ —p 1
— e — e )
A B ¢ +VALE
deci
cos g = < M sin o s — 5 — = C.—.*- 2)
e T AvVAEL R’ LVAFE
Acestea inlocuite in ecuafia normald ne da
(3)

Prin urmare pentru a aduce ecuatia generald a dreptei la forma nor-
mald este de ajuns sd o Impédrtim cu 4+ VA2 B2
Exemple. a) Ecuafia 3x--4y—15 adusd la forma normald este

3x G ARy ko o

45

0.

b) Ecuafia y=3x—5 se scrie intli 3x—y—5=0 si de aici forma nor-
8x—y—>5
V1o )

¢) In general y=mx4n se aduce la forma normald scriind intii ma—

iy alm=10; apoi

mald =
L e ok RO
£ym 1. B )

3. Distanfa de la un punct la o dreaptd. Con-
siderdm dreapta (D) datd prin ecuatia normala

x cos &4y sin a—p=0

si punctul My(xg, yp) (fig. 51). Problema care se
pune este de a gisi expresia distantei MgN=d de
la punctul M la dreapta (D).

Presupunem intii pe M, in semiplanul [fafi
de dreapta (D)] care nu contine originea. Se duce
prin M, paralela (D’) la (D). Este evident ca cele
doud drepte au intre ele distanta d, prin urmare
distanta de la origine la (D7) este (p-+d). Ecuatia

normalid a dreptei (D7) este deci

xcos a4y sin d — (p+d)=0. (4)

PROBLEME DE DISTANTA 95

Scriind cd punctul My(xy, yo)é (D7) avem

g cos d+-Yp sin o — (p4-d)=0, (5)
de unde

. d =1 cos o.+4ygsin o — p. (6)

Am ajuns la un rezultat extrem de simplu. distanta de la un punct
la o dreapti se obtine inlocuind coordonatele curente prin coordonatele
punctului dat, in ecuatia normald a dreptei. Presupunem acum cd punc-
tul My se afld in acelasi semiplan cu originea, fatd de dreapta (D). Dis-
tanta de la origine la (D) nu mai este (p-+d), ci (p—d) si inlocuind in (5)
rezulta

d=—(xg cos o 4-yg sin & — p). (6”)

De obicei ecuatia unei drepte nu este datd sub forma normald, ci sub
forma generala. In acest caz aducem intii ecuafia la forma normald (3),
apoi inlocuim coordonatele (xy, Yp) si obtinem

Ay + By, + C
d= A8 B O 7
LVE+B i

In fata radicalului se ia semnul asa fel ca termenul liber IVZ?TB: sd fie
negativ; in acest caz (7) corespunde lui (6). Daca se ia semnul contrar,
atunci corespunde lui (6).

Trebuie acum si dim ldmuririle care urmeazi, pentru a evita con-
fuziile.

L. Existd probleme in care se cere numai méirimea distanteil de la un
punct la o dreaptd. In acest caz nu intereseazi semnul distantei si se
scrie

Axy Y- By, + C
VAT B
Exemplu 83 se afle raza cercului cu centrul in C(—1, —2), care

este tangent dreptei Sx-4-12y—10=0.
Avem

8

d=|xycos4yysin —p| sau d:]

Be(=DF12(=2—T0| _ 80 _ o

= o
V25 4 144 13

II. Existd Insd probleme in care trebuie sd tinem seama de semnul
distantei, pentru a nu pierde unele solutii. Iatd un exemplu:

Sa se afle punctele de pe dreapta r—2y-+1=0, care au depdrtarea
de o unitate pind la dreapta 3x-+4y—12=0. :

Fie My(xg, yo) punctul cdutat. El trebuie si se giseascd pe dreapta
datd, deei x;—2y34-1=0; apoi distanta de la My la dreapta 3x4-4y—

~—12=0 trebuie s4 fie 1, adici-—ot % —12

=1, care duce de fapt la
doud ecuafii,
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&  Mo(xy, yo) trebuie deci sd verifice urmétoarele
- sisteme

) i xg—2Yp+1=0
3.1‘0—|- 4y0—17 =0

i (1 x0—2y0+1:0
sy | gt

care dau punctele My(3, 2) si Mg(1, 1).

| Observare. Dacd privim x,, y, drept coor-

' donate curente, atunci a doua ecuatie din (I) si din
(IT) constituie drepte paralele cu 3x-+4y—12=0,

Fig, 52. la distanta de o unitate, de o parte si alta a ei. In

acest fel se vede concordanta cu solutia geometricd
a problemei.

@Ec‘uaﬁiile bisectoarelor unghiurilor formate de{\éuué drepte. Doua
drepte concurente formeazd patru unghiuri, doud cite doud egale ca opuse
la virf. Daca dreptele nu sint perpendiculare, atunci doud unghiuri sint
ascutite si doud obtuze, suplimentare cu cele ascufite. Sd consideram unul
din unghiurile ascutite, de exemplu cel care contine punctul M (fig. 52)
$1 unul din unghiurile obtuze (cel care contine pe M’), cu bisectoarele lor
OM si OM’ | OM, Se stie ca orice punct de pe bisectoare este egal de-
partat de laturile unghiului. Dacd privim insd figura 56 observim cd M
si M’ sint de aceeasi parte a dreptei (D) prin urmare distantele la (D) au
acelasi semn; fatd de (D) sint situate de o parte si alta, deci distantele
sint de semne contrare. Rezulti ci dacd M are distaniele egale la cele
doud laturi, M’ are distantele egale si de semne contrare si invers. Asa-
dar existd o caracterizare diferentiati a punctelor de pe bisectoarea inte-
ricard a unui unghi si a punctelor de pe bisectoarea exterioard a lui. Fie
acum

Ax 41 By4+C=0 si A'z+By+C =0 (9)
ecuatiile a doud drepte oarecare, concurente si M(xy, yp) un punct situat
pe una din bisectoarele unghiului. Vom scrie cd distantele de la M la
cele doud drepte sint egale (fird a le lua in modul), adica E

Ax, + By,+ C =A’:cn + By, + C’.
+VaT BT +VATLBE

Aceasta este legitura ce trebuie si existe intre xy si yy pentru ca M si
se afle pe una din bisectoare. Dar M fiind punct curent se pot suprima
indicii si combinind semnele (4) si (—) in toate felurile, ajungem la
ecuatiile
Ax+By+C= Ax+ By+C 10
V'A'::h B:'ﬁ' VAJRCIZB?R
care reprezinid cele doud bisectoare. Se observa cé cele doud ecuatii con-
tinute fn (10) sint de gradul I in x si y, deci ecuatiile unor drepte.
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Observare. Daca dreptele (9) sini paralele, atunci ele pot fi aduse la
formele Ax-By-+C=0, Ax-+-By-+-C'=0. in (10) semnul () duce la o imposibilitate,
cHC
jar semnul (—) la Ax-}By+ 5

—(, care este ecuatia dreptei echidistante de cele

doua paralele,

5. Problema care se pune acum este ca, fixindu-ne asupra unuia din
cele patru unghiuri a doué drepte, s stim care din ecuatiile (10) repre-
zintd bisectoarea interioard si care bisectoarea exterioara a acelui unghi.
Tn cazul general putem proceda in doud feluri.

Metoda I. a) Scriem ecuatiile bisectoarelor sub forma

Ax 4 By 4 C i @l]» B’y_—F_C_' (10
+ VATE BT + A7 £ B"?

apoi alegem semnele dinaintea radicalilor astfel ca termenii hber].
,
L_- _C___ sd fie ambil negativi.
+ VAT FB L VAT FB?

b) Considerdm bisectoarea unghiului care contine orz'_ginea (fig. 53.).
Orice punct M de pe aceastd bisectoare, fiind de aceeagi parte cu ori-
ginea, are distantele pind la cele doua drepte ne:gatwe (.cum are gi ori-
ginea), deci de acelasi semn. Atunci pentru a scrie ecuatia acestei bisec-
toare, se ia in partea a doua a ecuatiei, inaintea hm_el de fractie. sem-
nul (4-). Pentru bisectoarea unghiului suplimentar se ia sAemnul (—)-

Rezumind ajungem la urmdtoarea reguld: a) se aleg in ( 107) semne}e_
din fata radicalilor astfel ca termenii liberi din ambele pirfi ale ecuatie
si fie megativi; b) pentru ecuafia bisectoarei ce trece prin unghiul care
con';;ine originea se ia semaul (4), ior pentru cealaltd bisectoare sem-
nul (—). Frs

Metoda a II-a. Cautam punctele unde laturile unghiului care ne inte-
reseazd taie una din axe: Ox sau Oy; apoi cdutim punctele unde fiecare
din cele doud bisectoare taie aceeasi axé, Dupd pozitiile acestor puncte
ne putem da seama care este bisectoarea interioard si care bisectoareca
exterioard unghiului.

Cazuri particulare. a) Dacd una din laturile
unghiului trece prin origine, atunci prima. metqu
da nu se poate folosi, Bisectoarele se vor identi- b4
fica prin a doua metoda.

b) Daci virful unghiului este originea, nici
una din cele doud metode nu este aplicabila.
Presupunind ci axele de coordonate nu sint bi-
sectoarele unghiului, atunci una din bisectoare
trece prin cadranele I si IIL, iar cealaltd prin

II si TV. Aceasta observare foloseste la determi~
narea bisectoarei care ne intereseaza.

Exemplele care urmeaza ilustreaza practic
toate cazurile. g

Fig. 53.

7 — Geometrie analiticd cl. XI.
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1) Sd se scrie ecuafia bisectoarei unghiului ascutit format de dreptele dx—3y--
+6=0 si 5c-H2y-}-10=0.

Metoda I. Reprezenlind dreptele se observd cd unghiul lor ascutit confine ori-
4x—38y + 6 S5x 4+ 12y -+ 10

'*’57"‘— = -+ i 13’7 sau 27x —

ginea, deci vom scrie, conform regulii

— 99y +-28=0.

Metoda @ Il-a. Reprezentam cele dou#l drepte, Laturile unghiului taie axa Oy

099y1-28=0 si

in punctele (0,2) si (0,—'5 -Cele doud bisectoare au ecuatiile 27z

128

28
TTa-21y4-128=0, deci ele taie axa Oy in puuctele(ﬁ, E) si (0,—‘5)- Se vede ca

prima este bisecloarea unghiului ascufit, deoarece ordonata la origine este cu-
prinsi intre ordonatele laturilor,

Observare Prima metodd are avantajul ci ne ingiduie si scriem dintr-o
data ecualia bisecloarei care ne intereseazii. Prin a doua metodi trebuie scrise
ambele ecuatii si dupd aceea se lace alegerea.

2) Sd se afle cordonatele centrului cercului inseris in triunghiul format de
axele de cordonate si de dreapta 8x--15y—120=0.

Ne t{rebuie douid bisectoare interioare, insd una este chiar prima bisectoare a
axelor y=, deci mai avem nevoie de una. Tdieturile dreptei sint A(15,0) si B(0, 8).
8a-t15y—120

17
todd, deci vom separa cele doud bisectoare si vom alege pe aceea care are ordonata
la origine pozitivd. Ecuatiile sint 4x—y—60=0 si x--4y—15=0; a doua este bisec-

Scriem bisectoarele unghiului OAB: =-y. Nu putem folosi prima me-

15
toarea cdutatd, deoarece are ordonata la origine 7 U
Centrul cercului fnscris se afld la intersectia bisectoarelor y=x si x-4-4y—15=0
$i este J(3, 3).
A trgia bisectoare a triunghiului este determinati de punctele B, J.
3) Sd se scrie ecuatin bisectoarei unghiului ascutit format de dreptele x—2y=0
si 3x-}y=0.
y ;Ambele drepte trec prin origine, deci nu se poate folosi nici una din metode,
Figurind dreptele se observi ci bisectoarea unghiului ascutit trebuie sd treaci prin
cadranul 1. Ecuafiile bisectoarelor sint:

x— 2y 8x+y

1

E Vi sau VEM—Zy)tti-!-y). i

Separind cele doud ecuatii gisim ci bisectoarea ciutati este (3 ’\/.5)1—(2:\/5—
—1)y=0 sau Inmulfind cu (2‘\‘/2—1—1):
(V 2+ 1)a—y—0.
Observare Ca verificare, bisectoarea interioard 5i eea exterioar# a unui
unghi trebuie si fie perpendiculare.

6. Aria unui triunghi. Considerim triunghiul dat prin virfurile sale
Alxy, y1), By, ys9), C(xs, ). Fie AA’ indltimea din A. Aria triunghiului
« y 1o — s -
este datd de formula cunoscutsi 4= EBCAA’. Lungimea laturii BC este

BC =V (@—23)" - (Ur—vs). an
Pentru calculul inal{imii 44’ pornim de la ecuafia dreptei BC':
X x Y 1
T2 Y 1|=0 (12)
X3 Ys 1
in care coeficientii lui a si y sint: (yy—ys) si ~—(X9—ax3).
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Indltimea AA’ este distanta de la virful A la BC, deci

Xy Yt 1
Xy Ya 1
Lanrg Ty Ya il (13)

AA =

Tinind seama de valoarea lui BC din (11) si de formula ariei avem

[ Y

5 1 ) 1

a=ily w1 (14)
3 Ys

care este expresia analitici pentru aria unui triunghi, cind se dau coor-
donatele virfurilor.®

Acum trebuie ficutd o precizare: aria in geometria analiticd are un
semn. In adevir relatia (14) ne d& aria considerind triunghiul parcurs
in sensul' A—B—C; dacil insi sensul de parcurgere este A—C—B, atunci
ultimele doud linii ale determinantului se schimbda intre ele si determinan-
tul isi schimba semnul.

Réamine si vedem care este sensul care dd aria pozitivd. Pentru aceasta
ludm un triunghi particular, anume O(0, 0), A(g, 0), B(0, b), unde a>0.
b>0, care da imediat JOA;,:éab, prin urmare sensul care da aria pozitiva

este sensul trigonometric sau sensul de rotire de la Ox citre Oy.

Sint cazuri in care nu ne intereseazd decit mdrimea ariei; atunci
aceasta se ia in valoare absoluta.

In particular aria triunghiului format de origine si punctele A(xi, 1),
B(xy, ys), are ca expresie

- 1 1 St
A== "1 yi{——# L4 Yo—Taty). (147)
= Ix2 . 5 (@ Ya—21)

7. Conditia ca trei puncte sd fie in linie dreaptd se poate_rggési por-
nind de la aria triunghiului. Tn adevir conditia necesard si suficienta pen-
tru ca aria triunghiului si fie nuld este ca cele trei puncte.(plresupusia dis-
tincte) sa fie in linie dreaptd; rezultd ci punctele sint coliniare daca

) Yy 1
Xy ’yz ik ZO.
x3 Y3 1

* Am ficul aceastd precizare fiindcd existd §i o ex-
presie a ariei atunci cind se dau ecuafiile laturilor {ri-
unghiului.

il
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EXERCITII S| PROBLEME

12
QIS.)SQ se aducd la forma normaléd ecuatia dreptei prin taieturi.
-

[bx -+ ay~ab= ]
TR

119. S& se gaseascd distanta de la punctul A(l, 3) la dreapta
12x—5y+-42=0.
[d=3.]

120. 5a se calculeze Indltimile triunghiului format de punctele A(1, 0),
B(5, —2), C(3, 3).
[Se caleuleaza ca distanfe de la virfuri la laturile opuse,
16 16 8 ]

Vo JiE V5

121. S& se cerceteze dacd punctul A(—2, 4) este interior sau exterior
cercului cu centrul in w(0, 3), tangent dreptei 3x--4y—24—0.

122. Sa se cerceteze dacd dreapta 3v—4y - 8=0 este secantd sau exte-
rioard cercului cu centrul in w(2, 1), care trece prin A(8, 4),

123. Se d4 fasciculul de drepte cu virful in w(—1, 2) si punctul
A(3, 5). Sa se determine dreptele din fascicul, fatd de care punctul A are
distanta de 3 unitati.

[y=2 si 24x—Ty--38=0.]

124. Se di fasciculul cu dreptele de bazd 3x+4-2y—1=0, r—y4+3=0
si punctul A(3, 4). S4 se determine dreptele din fascicul fatd de care punc-
tul 4 are distanta d— \/ 10.

[3z—y-F5=0 si x43y—5=0.]
125. Si se calculeze distanta dintre dreptele paralele 48x--14y—21-—0
si 24x+-Ty—28=0.

[Se calculeazd distanfa de la un punect al unei drepte pind la cea-
lalta. Se poate lua (0,4) de pe a doua dreapts; d=0,7.]

126. Sd se calculeze distanta dintre doud drepte paralele, aduse la
formele Ar4+By+C=0 si Ax+By-+C'=0.
Sé se aplice formula gésitd la problema precedenta.
C
[Se poate caleula distanta de la (— X’ 0), abscisa la origine a pri-
. L . c—c
mei drepte, pind la a doua dreapti; d= :\f_ﬁ Pentru aplicatie se
vor aduce intii dreptele la forma din enunt.

127. 54 se calculeze proiectia segmentului format de punctele A(:c# Yi)s
B(xy, yy), pe directia datd de coeficientul unghiular . :
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[Se scrie distanta de la punctul A la dreapta ce frece prin B,
X=X m iy —y)

ST m?

perpendiculard pe direcfia dati. Pr. AB = Si se

caute si solutia vectoriald. ]

128, Se da dreapta 5x—12y+4-32=0 si punctele A(l, —1), B(5, —3).
54 se afle coordonatele punctului M, egal depirtat de A si B, care are dis-
tanta de 4 unitati pind la dreapta dati.

[Indicafie. Fie M(a, p). Se scrie ci lﬂ:ﬁ, apoi cd distantele
pina la dreapta dati sint de 44 ]\-%nitéti. Rezultd doud sisteme de ecuafii
0 208
in a gi p care dau M;(4,0) si M-_,(* i 4)']
18 19
129. S& se arate ca suma distantelor de la un punct interior la laturile
unui iriunghi echilateral este constanta.

[Se poate lua o laturd ca Ox si mediatoarea ci ca Oy. Atenfie la
semnele distanfelor pentru a nu face diferenti in loc de sumi. Suma
constantd are valoarea fndltimii.]

130. S& se gaseascd pe axa Oy un punct M egal departat de dreptele

3r—4y+6=0 si 4r—3y—9=0.
3
[ WM(0, 15) si M:(U —_7)]

131. Se dau punctele A(3, 0) si B(0, 5). Pe paralela dusa prin A la Oy

sa se determine un punct C astfel incit bisectoarea unghiului ACB s&
treacd prin origine.

[Doud solufii: C(3,1) si C(3,9).]

132. Fajd de un sistem de axe dreptunghiulare Oy se dau punctele

B(4, 0) si C(0, 3). S& se gaseasca coordonatele punctului egal depirtat de B

si C sl in acelasi timp egal depértat de laturile unghiului OBC. Cite solutii

sint?
18 15 3 5
[Doué solutii: M ——$—) si M’(r- -—)-
2 2 2 8

133. 84 se calculeze coordonatele centrului cercului inscris triunghiu-
lui format de dreptele
6
— 0]
[(5:2)-]

4r—y+2=0; x—4y—8=0; r4-4y—8=0.

134, S& se scrie ecuatiile bisectoarelor interioare ale triunghiului for-
mat de punctele A(3, 1), B(2, 4) si origine. Sd se verifice ca sint concurente;
sd se calculeze coordonatele centrului cercului inseris triunghiului si raza
acestui cerc.

1@V 3Dr—@EH Y 2y=0; tay—5=0; @+2VDa—0/F—1y—10—0.

Se scade prima ecuatie din a treia si se obfine a doua ecuafic. Punctul

comun este (2v2—1, 3—'\/5); r=1/g(",l§*~l),]
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; 135. S& se calculeze aria triunghiului format de punctele A(1, 1),
B(—2, 4), C(—4, —3).
[ 2#=13,50 unitali pitrate.]

136. S& se calculeze aria patrulaterului format de punctele A(3, 0),
B(2, 5), C(—1, 3), D1, —4).

[Se descompune in {riunghiuri, Atenfie la semnele ariilor pentru

a nu face diferenta in loc de suméi._g = E“:

137. 54 se demonstreze cd aria unui patrulater ale cirui virfuri sint
Ay (i=1, 2, 3, 4) si care are ca diagonale AjA; si A,A, este datd de una
din formulele

1| ®—r3  y—ys; O 1 |[T—% Ya—Ys O
j NG -

=i Ty Y 1 5 X3 Ys 1

Ty Yi 1 T Y 1

[Aceeasi indicatie ca mai inainte. Se va fine seama de proprieti-
{ile determinantilor.]

138. Se da dreapta 3x—4y+4=0 si punctul A(8, 0). S& se calculeze
cordonatele punctelor unde dreptele ce trec prin A si fac cu axa Ox 45°
si 135° taie dreapta datd. Sa se afle aria triunghiului format de cele trei

drepte. ]
: [B(36, 28), C(4,4). _#=112 uniti{i de arie.]

139. Se dau punctele A(2, 2) si B(5, 1). Sd se determine punctul C,
situat pe dreapta x—2y+48=0, astfel incit aria triunghiului ABC si fie
de 17 u

[Indicatie. Se ia C(a, f) care trebuie si verifice .dreapta datd, iar

aria ABC=+17, cici C poate fi de o parte sau alta a dreptei date, deci
aria poate fi pozitivd sau negativa. Sistemele dau C(12, 10) si C'(—16, —4).1

caprour BX ol
TRANSLATIA AXELOR
|
|
g
s/ | A |
-‘ 1
iV ey
gl i~ x M, X

Fig. 54.

1. 84 consideram punctul M(x, y) raportat la sistemul cartezian orto-
gonal 2Oy si sd efectuam asupra sistemului de axe O translatie, pina cind
originea vine intr-un punct oarecare O’(xy, ¥y). Desigur, fatd de noile axe
x’O’y’, punctul M va avea alte coordonate (x’, ¥'). Problema care se pune
este aceasta: sa se gdseascd relatiile care leagid wechile cordonate (x, ¥)
cu cele noi (', ') si cu coordonatele (x,, Yo) ale originii noi O’ fatd de
vechile axe.

Pentru aceasta si notdm cu 7y, r vectorii de pozitie ai punctelor O,
M fatd de reperul O si cu 7 vectorul de pozitie al lui M fafd de reperul O’
(fig. 54). Facind observarea ci oriunde ar fi translatate axele, versorii 7, j
Tamin aceiasi, putem scrie:

T=xi+Yj; To=xoi+Yoj; T =a'i-+Y'7- €
Inlocuind acestea in relatia vectoriald evidents
F=ro+1" (2)

se obtine 7
Zi+yj=(To+2)i+ (Yo +¥)j

Descompunerea dupd versorii %, j fiind unicéd trebuie sd avem

T=x0+x";  Y=Yo+Y". (3)
‘Acestea sint relatiile ciutate. Deci abscisa veche este egald cu suma dintre
abscisa noii origini st abscisa noud; se poate da un enunf asemdndtor pen-
tru ordonate. -
i Exemplu. Fatd de sistemul xOy se di punctul M(4, 5). St se afle

coordonatele lui M fatda de sistemul de axe translatat in O’'(—I, 2).
Avem 4=—1--x', 5=249", de unde a'=5, ¥’ =3.




104 CAPITOLUL 1%

Observare, Daca ne uitim ‘la figura 58 se pare ci este tot asa de usor
si stabilim relatiile (3) direct, fard sd apeldm la relafia vectoriald (2). In realitate
insé dacd proeceddm direct trebuie s& ne asigurim ci relatiile (3) se pastreazi in
diferite cazuri de figurd: O in cadranele II, ILI sau IV gi de asemenea M in diferite
cadrane. Relafia vectoriald (2) este insd generald oricum ar fi punctele O, O, M
in plan si deei relatiile (3) sint generale.

Aceastid observare scoate in evidentd generalitatea formulelor vectoriale si deci
a expresiilor analitice deduse pe cale vectoriald.

2. Ecuofia dreptei in raport cu mnoile axe. Fie (D)=Ax-By-4C=0
ecuafia dreptei raportatd la vechile axe si O’(x, yg) noua origine. Inlo-
cuind x si y din relatiile (3) se obtine A(ry+2")4-B(yy+y)+C=0 sau
notind Dy=Axy+ Byg+-C,

Az’ + By’ 4-(Dg)=0. (4

Prin urmare termenul liber este rezultatul inlocuirii coordonatelor (xy, 7/4)
in ecuatia dreptei date (D)=0. Dacid dreapta dati trece prin noua origine,
atunci (Dg)=0 si ecuatia dreptei in noile axe devine

Ax' By’ —0. 4

Dacd dreapta este datd sub altd formd, se aduce intii la forma generali
si apoi se foleseste formula (4). d

3. Elemente care ramin invariabile faid de translatia de axe.

a) Distanta intre doud puncte. Fie Mz, yy), My(xy, yy) cele doui
puncte raportate la sistemul cartezian xOy si O’(zy, vo) punctul in care
se mutd originea dupd iranslatie. Noile coordenate ale lui My si M, le
notdm (xy, yi) si (x4, y3).

Distanta MM, fatd de vechile axe este dati de

(M My)z0,= .\/(rz‘“*:fl)z“*‘ Ya—u1)%, (5)

iar fatd de noile axe, este

(M My)wory =V (@s—h) >+ (vi—v/})" (6)
Insi potrivit relatiilor (3) avem

Ty =Zg+xi, Y=Y +Ul; Ty=2gt2, Ya=yo+¥i,
deci
Ty—Ly =T—21, Ya—Yy=Yh—yi 8

relatii care aratd cd (M Ms)soy=MMy)yoy, adicd distanta intre doud
puncte ramine invariabild la o translatie de axe.

b) Unghiul a doud drepte. Fie (D)=Ax+By+C=0 si (D)y=Arx+
'+ B’y+C”=0 doud drepte concurente, raportate la vechile axe. Coeficientii
lor unghiulari sint
A’

A, 2
M= ——— Si e
B B’
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Ecuatiile dreptelor raportate la noile axe sint Ax"{-By’+4Dy=0 si
A'x"+ By’ + D=0 si este clar cd au aceiasi coeficienti unghiulari m:—‘E,

A' e T o B % il .
m=— = Dacé directiile dreptelor rdmin neschimbate, atunci si unghiul

celor doud drepte rdmine neschimbat dupd translatie.

Asadar distanta intre doud puncte si unghiul a doud drepte sint ele-
mente invariante fatd de translatia axrelor de coordonate.

Exemple. 1. Ce devine ecuatia dreptei 2x—5y+12=0 dacd se da
o translatie sistemului de referintd astfel ca originea sd vind in O'(1, 2)?

Avern (Dg)=2:1—5-2412=4, deci ecuatia dreptei fatd de noile axe
este 2x'—5y +-4=0.

2. Aceeast problemd pentru dreapta 3x--8y+2=0, noua origine fiind
o2, —1).

(Do)=3-2+8(—1)+2=0, deci 3z’ 48y =0,

adicd dreapta data trece prin noua origine, cu alte cuvinte s-a ales ca
noud origine un punct al dreptei date.

EXERCITH $I PROBLEME

140. S& se spund ce devin ecuatiile dreptelor a-2y—5=0; 2z 3y—
—8=0; 3x—T7y=0; 3x—2y-+-6=0, dacd originea se mutd printr-o transla-
tie in O(2, 3).

[x'4-2y'+3=0; 22'4-3y'+4-5=0; 3a’'—Ty'—15=0,
3x'—2y/+-6=0 (rimine neschimbati).]

141. Se dau dreptele bx4-y—7=0 si 3x—5y—21=0. Ce devin ecua-
tiile acestor drepte dacd, prin translatie, se mutd originea in punctul de
intersectie al celor doud drepte?

[Sa'+y'=0; 3a'—5y'=0.]

142. Se considerd ecuatiile aceleiasi drepte (P) raportate la vechile
axe x@y si noile axe 2/@’y’, dupd translatie. S& se arate ci termenii
liberi sint de acelasi semn dacd © si & sint de aceeasi parte a dreptei (P)
51 de semne contrare, dacd sint de o parte si alta a lui (P).

143. Se dau punctele A(3, 2), B(1, 5), €(—2, —1). S4 se spund ce devin
ecuafiile laturilor triunghiului, dacd se mutd originea, prin translatie, in
centrul de greutate al triunghiului.

[3x/4-2y"—T7=0; 62"—31'-|-7=0; 3a'—5y'—7=0.]

d 144. S se trateze problema in cazul general cind virfurile triunghiu~
lui sint A(xy, yy), B, ¥a), Clxs, vs).
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[Indicatie. Se vor scrie ecuatiile laturilor sub formi de deter-
| . Zx, By
minant si se va tine seama ci G (? ' —3*' . Se gaseste ca termen liber

EA’ unde A este aria triunghiului dat.]

145. Si se cerceteze care sint dreptele a caror ecuatie se péastreazi
dupd o translatie de axe. ;

[Fie Ax+-By+4C=0 dreapta. Trebuie ca Dy=C, care arati c3
Ay
—E:Tn , deci dreapta trebuie si fie paraleli cu O0O’. Vezi un exemplu
o
la exercitiul 140.1

CAPITOLUL X

LOCURI GEOMETRICE

1. Din geometria elementard stim cd se numeste loc geometric mul-
timea punctelor care se bucurd de o aceeagi proprietate. In plan aceastd
multime de puncte poate alcdtui una sau mai multe curbe. De pilda toate
punciele din plan egal depdrtate de un punct fix se gisesc pe un cerc,
prin urmare locul geometric — cercul — este format dintr-o singurd curba,
in timp ce punctele egal depédrtate de o dreaptd sint siluate pe doua
drepte paralele cu dreapta daté. de o parte si alta a ei. deci locul geometric
este alcdtuit din doud drepte.

Putem concepe locul geometric si In alt mod, bazat pe miscare, deci
cinematic. Anume putem sa ne inchipuim un punct M mobil, care pas-
treazd In tot timpul misecarii proprietatea datd si generecaza astfel locul
geometric. In acest fel punctul M coincide pe rind cu punctele locului
geometric definit mai inainte static, ca multime de puncte. Sintem astfel
condusi la o definitie cinematici: se numeste loc geometric figura pland
descrisd de un punct mobil M, care satisface o anumitd condifie (proprie-
tate) data.

Figura plana de care am vorbit poate fi alcituitd din una sau mai
multe curbe sau chiar de o portiune din plan.

In scopul de a putea da reguli precise pentru determinarea locurilor
geometrice pe cale analiticd, vom desparti locurile geometrice in doui
categorii, dupd conditia la care este supus punctul variabil: a) locuri geo-
metrice rezultate din miscarea unui punct care pastreaza neschimbatd o
relatie geometricd; b) locuri geometrice descrise prin schimbarea pozitiei
punctului de intersectie a doud curbe varigbile. In acest din urma caz,
proprietatea care se pistreazéd este cid punctul variabil se géseste mereu la
intretiierea celor doud curbe.

Vom studia cele doud categorii de locuri geometrice, cu suficiente
exemple pentru ca lucrurile sa fie bine lamurite.
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2. Locuri geometrice rezultate din relatii geometrice. A gési locul geo-
metric al punctului M{x, y) inseamné a gasi relatia de legatura intre coor-
donatele x si y, adicd ecuatia locului. In cazul cind M(x, y) satisface o
anumitd relalie geometricd, este de ajuns si transformam relatia datd
intr-o relatie analiticd si am gdsit legédtura intre x si y. Ajungem astfel la
aceastd reguld simpla: locul geometric al unui punct care satisface o relafie
geometricd se gaseste transformind relatia geometricd in relatie analiticd.

LExemple 1) Se cere locul geometric al punctelor egal depdrtate de o dreaptd
datd, g

Fie (D) dreapta datd; M punctul care are distanfa d pind la (D) i MN_| (D),
unde N g(D). Relatia geometrici este evident MN=d, Dacd nu intervin alte consi-
deratii i putem alege cum vrem axele, atunci vom lua pe (D) ca axii Ox si o per-
pendiculara oarecare pe ea ca Oy. Relafia geometricd transformati analitic este

y=-kd a)

$i reprezintd doud drepte paralele cu Oz, deei cu (D). Daci insé sintem obligati
sd alegem alle axe (in cazul cind locul cerut este numai o parte a unei probleme
mai complexe), atunci (D) are ecuafia Ax+By-}C=0 si ecuafia locului este

= (2)

Locul este desigur acelagi, dar raportat la alte axe.

2) Sd se gdseascd locul geometric el punctelor care aw suma distantelor le doud
dreple perpendiculare, constantd si egald cu a. A

Problema poate fi studiatd sub doud aspecte dupa cum distanjele sint soco-
tite cu semn sau in valoare absolutd. In orice caz, axele de coordonate vor fi chiar
cele doud dreple si atunci este foarte clar ci distantele unui punct M la cele doud
drepte sint chiar coordonatele punctului. Relajia geometrica data de enun{ este
MM, - MM,—a.

Cazul I. Daca distantele sint socotile ca semn, atunci acestea sint coordona-
tele punctului M, cu semnele respective in cele pairu cadrane. Relatia geometrica
transformatéd analitic este deci

r+y=a 3)

§i reprezintd dreapta AB (fig. 55) in intregime, deeci si partea punctati. Si se observe
insd ci dacd M iese din cadranul I, atunci din punctul de vedere al geometriei
fara semne avem diferenja distanfelor constantd si nu suma.
Cazul II. Dach relatia geomefricd se referd la dis-
. F tantele absolute, atunci relatia analiticd este
N o < feelHlyl=a ° &)
\\ 8(0.8) si reprezintd pdtratul ABCD, lucru care se vede ugor, de=~
AN oarece dacd M aparfine locului, atunci simetricele fata
HQ-B Hlxy) de Oz, Oy gi origine apartin de asemenea locului.
Din punectul de vedere al geometriei elementare pro-
Aol blema se incadreazi in al doilea caz.
T Atragem atentia cd dupd ce s-c obtinut ecuatia loct-

|
a| M ~N - lui geometric trebuie cercetat dacd natura prob&emei per-
~\ mite ca toate punctele care werificd ecuafia sd apartind

metric limitat.

1] 3) Fiind date trei puncte A, B, C si se gdseascd lo=
cul geometric el punctelor care satisfac relatfic

" Fig. 55. MBI+ MC =2 MA2,

locului, sau numai o parte. Este chestiunea locului geo-

§
|
!

¢ s et
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Se alege dreapta BC ca axd Ox si mediatoarea segmentului BC ca axi Oy.
Coordonatele punctelor sint: Az, ), B(a,0), C(—a, 0) si M(x,vy) care este punct
curent al locului, Relatia geometricé transpusd analitic este

(w—a)™ -y (wt-a)’ +yt=2x—ar) H-(y—u)*
sau, dupa dezvoltare si reducerea termenilor asemenea
2B 2y y—=ai + yf —a’. (5)
Aceasta este ecuafia locului geometric si reprezintd o perpendiculard pe me-
diana OA a triunghiului ABC, deoarece coeficientul siiu unghiular este s

Yy

Discufie. a) Problema prin enunful ei, nu duce la nici o limitare a locului
geometlric, deci locul geometric este toald dreapta.

b) Cazuri particulare, 1) Daci OA=q, adici mediana triunghiului ABC este
jumdtatea laturii BC, atunci xf-yj=a? si ecuatia locului se reduce la zz-+yy—0,
adicd perpendiculara pe OA ecare trece prin origine.

2) Daca triunghiul ABC este isoscel, atunei A @Oy si a;=0. Ecuafia locului
yi—a’

2y, '

3) Pacﬁ A, B, C, sin{ coliniare, atunci A €Oz si y=0. Ecuatia (5) se reduce

i —a* :
la o= —7——, deci o perpendiculara pe dreapta ABC.
2x,

Am dat acest model de discufie pentru a ardta ci in primul rind trebuie vizut
dacdl locul este limitat sau nu, apoi este bine si se prezinte uncle generalizdri sau
cazuri particulare interesante.

devine y= o paraleld la Owx.

3. Locuri geometrice rezultate din intersectii. In cazul locurilor rezul-
tate din intersectii de curbe punctul M se afla la intersectia a doua curbe
variabile, a céror pozilie depinde de un parametru ). Prin urmare ecuatia
fiecdrei curbe contine variabilele x, y si un acelasi parametru ) care
schimbé pozitia fiecdrei curbe, dar nu nodificd gradul ecuatiei sale. Cele
doud curbe se pot scrie deci, in general, vub forma

Je, y; M)=0 si g(x, y; L)=0. (6)

Ne propunem s# gésim metoda de a determina locul geometric al
punctului M in acest caz.

Ecuatiile (6) formeaza un sistem pe care il putem rezolva in raport
cu x st y; acestea vor fi functii de ), deci vom avea

r=g(r), y="). M

Trebuie sd precizédm cé din punct de vedere practic rezolvarea siste-
mului (6) poate duce uneori la greutdti destul de mari, dar, asa cum vom
vedea, aceastd rezolvare ne intereseaza prea putin.

In baza relatiilor (7) la fiecare valoare a lui A corespunde o pereche
de valori (x, y), deci un punct in plan, Cind ) variaza continuu, punctul
Mz, y) isi schimbé si el continuu pozitia si descrie curba-loc geometric,
Pentru acest motiv se zice ci (7) reprezints ecuatiile parametrice ale locu-
lui geometric. Legdtura intre x si y este facutd indirect prin parametrul A.
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Pe noi ne intereseazd legitura directd intre x si y, deci ecuatia car-
teziand a locului. Aceasta se face eliminind pe ) intre cele doua ecuatii (7),
deci scotind pe A dintr-una din ele si intreducindu-l in cealaltd. In acest
fel se obtine o relatie de forma

F(z, y)=0 (7)

care este ecuatia locului geometric ciutat.

Sa observim insid ca ecuatiile (6) si (7) sint echivalente, prin urmare
putem elimina pe A direct din (6), fird a mai trece prin (7) si vom obfine
acelasi loc geometric.

De aici regula:

Pentru a gasi locul geometric rezultat din intersecfic a doud curbe
variabile, care depind de un acelasi parametiu, se elimind parametrul
intre ecuatiile celor doud curbe.

Dupa cum s-a vézut sistemul (7) a fost necesar numai pentru a de-
monstra cd locul geometric se obtine prin eliminarea parametrului. Se
intimpld insd cite o dati ca eliminarea parametrului din (6) si se faca
greu, Atunci trebuie incercat dacd nu cumva {recind de la (6) la (7),
eliminarea se face mai usor intre ecuatiile (7).

4, Cazul cind curbele contin mai multi parametri, Se poate ca din
enuntul unei probleme sa aparé doi parametri si atunci ecuatiile curbelor
care determind locul geometric contin doi parametri, adicd sint de forma

fe, v % w=0. g(x, ¥; A, W=0. (8)

In acest eaz insd tot enuntul problemei trebuie si ne dea si o relatie
de legatura intre cei doi parametri, deci

Bk, =0, (8)

Eliminarea celor doi parametri se face intre cele trei ecuatii (8) si (8%).
In mod aseméindtor trei parametri se vor elimina intre patru ecualii ete.

Se intimpld uneori, destul de rar, ca o problemé si eontind doi para-
metri, fdrd relatie de legaturd intre ei si totusi si existe un loe geometric.
In astfel de cazuri, atunci cind se eliminid unul din
parametri, se elimind de la sine si al doilea.

Exemplele care urmeaza vor ldmuri si mai bine
expunerea. A

Exemple. 1. Se considerd un unghi drept si un punct
fix A, O dreaptd de directie constanid taie laturile unghiului,
respectiv in M si N. Se cere locul geometric al intersecfiei
perpendicularei din M pe AN, cu perpendiculara din N
pe AM.

Laturile unghiului drept se aleg in mod firesc ca axe
(fig. 56). Punctul A are coordonate oarecare: A(xy, p)-

~1

#\ Dreapta de directie constanti o scriem sub forma y=ma-}x
(h este parametrul problemei) unde m=const. da directia
Fig, 56. dreptei.

-
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Punctele M € Ox si N @Oy sint téieturile dreptei, iar coordonatele lor se obfin
facind succesiv y=0 si x=0. Se giseste M|{—— 0] si N(0, 1). Pentru dreptele AN
m

si AM ne trebuie numai coeficientii unghiulari. Ele fiind determinate prin doua
puncte avem imediat

S Hon ok W
maAN — — m,qm%ﬁ'r
x,
9 Tt
m
Rezulti ecuatiile perpendicularelor din M gi N, respectiv pe AN s§i AM: y=
A
Xy
X A m . -
bl (x ot *)' y—h= ——— @, icare se mal pot scrie sub formele
Yo— 1 m, Yo

Xy . L
X%, +yyu:?~(y——) st xxu+yyn=?»(yn—*)'
m m,
Locul geometric al punctului J de intersectie a celor doud drepte se capitd prin
eliminarea parametrului i; aceasta se obtine scizind ecuatiile si Impérfind cu Az=0.
Ecualia locului geometric este

Y—Yp=— " (X—xy).

m
Se observa e locul este perpendiculara dusd‘din A pe dreapta MN de directie con-
stanta.
Notd. Solutia geometricit este simpla: oricare ar fi triunghiul MJN,
AM si AN sint inaltimi, deci JA este a treia indltime si JA | MN.

2. Prin punctul fix M, se duc doud drepte perpendiculare: una taie ava Ox in
A, cealaltd axa Oy in B. Sd se gdseascd locul mijlocului lui AB cind unghiul drept
se roteste in jurul lui My (C.d.p.).

Scriem ecuatiile a doud drepte ce trec prin M, si sint perpendiculare:

(MpA) Y—to=12 (-'L;L—-Tn)

(MoB) Yslip——=n

{x—xg):
A 0)

Paramefrul comun este coeficientul unghiular . al primei drepte. Intersectind

x,
cele doud drepte, respectiv cu Ox si Oy, se obtine 4 (xu—'?o ’ 0) v B0, ygf EC) i
A

Atunci mijlocul segmentului AB are coordonatele;

1) 1 1 i
x= z‘(m_’f)’ yzg(yu>l‘7:'):

De data aceasta curbele- variabile care determina prin intersectia lor punctul M
sint drepte paralele cu axele, cu alte cuvinte am gasit chiar un sistem de forma (7).
Pentru eliminarea lui A ar trebui sd-1 scoatem dintr-o ecuatie si sa-1 introducem

fn cealalld, dar este mai simplu si scriem intii ecuafiile sub formele % =xo—2%;

L
—= =92y — 1y, de unde =
A Y — o !

! % — 2%

Yo B =%, con 2206420y ==x{ + Y

2y'—yo b

Locul geomefric este mediatoarca segmentului OM; (a se vedea problema 84).
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3. Pe laturile uwnui unghi drept xOy se iau punctele A pe Ox §i B pe Oy, apoi
punctele variabile M pe Ox, N pe Oy care satisfac relatia

OM , ON
e e
0OA OB

=2

Sd se giaseascd locul geometric al punctului J = AN [ BM.

Am luat acest exemplu cu un anumit scop: de a arata cd dacd cele doud drepte
variabile coincid la un moment dat, atunci orice punct al lor este punct de inter-
sectie si dreapta aceasta dublad apare ca loc geomefrie, fird a fi adevz"iratul' loc
geometric. Astfel de locuri geometrice rezultd din nedeterminarea punctulzu de_!
intersectie si este bine si stim s le recunoagtem peniru a le separa ca si rdmind
locul geometric veritabil.

In problema dati axele sint laturile unghiului drept. Coordonatele punctelor
le notdm: A(a, 0), B(0, b), M(a, 0), N(0, f).

Dreptele din enunf se seriu prin taieburi:

AN S g Fendin L o
(AN) G+§ 1=0 (BM) Eiherieg

la care se adauga relatia de legitura
o 2
Lp——s
a b

Avem in fa{i o problemi cu doi parametri o, p si o relafie de legdturd intre
ei. Intre cele trei ecuatii trebuie eliminafi o si B.
Din primele doud ecuatii se scoate:

ay bx

i i

a—x b—y'

BEAN. )

intr in relati legaturd ne dauw = F=——"—-
acestea introduse in relafia de legitura ne 2L, (b—y)  bla—x)
calculele

bx?4-2ab xy--a’y’—3ab(bx--ay)| 2a2b=0.

Am obtinut o ecuatie de gradul al Il-lea. S& observam insi ci atunci ecind
N=B, deci p=D, relatia de legaturd ne' da o x¢, adich M=A. In acest caz nsa
dreptele AN si BM coincid si toate punctele dreptei AB sint puncte comune, deci
AL trebuie si apard ca loc geometric rezultat din nedeterminare. In consecinté,
ecuatia de gradul al I1-lea trebuie sd se descompund.

In adevir se observa ci ecuatia poate fi scrisa (b9:+av)z——Bab(bx-}—a,y)—{—zg?b'-':
=0, care rezolvatd in raport cu (bz--ay)* duce la

bx--ay=2ab si bx+4-ay=ab sau

% Y x y
Dy s ) DY) =A== —1=0;
@ 2¢ 2b ®) a b

Dreapta (D) este veritabilul loc geometric gi se construieste imediat avind tiic-
turile 2a, 2b; este deci paraleld cu AB. !

A doua dreaptd (D) este AB, care asa cum am previzul trebuia si apari ca
loc rezultat din nedeterminarea punctului de intersectie.

* In caz de nevoie se va nota bx-lay=:z.

=2 sau efectuind

e ——.

s il i I i —
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4. Se dd un paralelogram ABCD. O paraleld la AR
taie laturile AD gi BC, respectiv in M si N, iar o para-
leld la AD taie laturile AB si CD, respectiv in P 5t Q.
Sa se_afle locul geomelric al punctului PN[|MQ.

Se alege latura AB ea axi Ox si perpendiculara pe
ea in A ca Oy, apoi se noteaza cu a abscisa lui B (fig. 57).
Feuatiile laturilor paralelogramului sint: (AB) y=0; (CD)
Y=Db; (AD) y—mx; (BC) y=m(x—a). Bcuatiile dreptelor
MDN si PQ sint respectiv: y=0 si y=ma--a. Dupa cum se

vede apar doi parametri g si B firi ca problema si ne
dea o legiturd inire ei, totusi. existd un loc geometric.
Rezolvind sistemele formate de dreptele: MN si AD, apoi
de MN si BC gasim:

M(ﬁvﬂ;wm+—»m
m m

o b—a
De asemenea PQ[AB si PQ[ICD ne dau P (__ ,0); Q (4. =2t b)-
m m
Acum se pot serie ecuatiile dreptelor M@ si NP, care aduse la forma generald

sint
(M) m(pB—b)ax+(b—a—p)y-+ap=0
(NP) mBar—(ma—+a-+-py-- af=0.
Prin scédderea acestor doui ecuafii (prima din a doua) dispar amindoi ‘para-
metri si se obtfine ecuatia locului
mbx—(b-+ma)y=0,

© dreapta care trece prin origine §i prin punetul C, deci locul este chiar diagonala
AC a paralelogramului®,

EXERCITH SI PROBLEME

146. Sa se gdseasca locul punctelor M astfel ca diferenta pétratelor
distantelor lor la dou& puncte fixe A si B si fie constantd. Si se caute
si o solutie vectoriala. ‘

i [O perpendiculard pe AB.]

* Cum se explicd faptul c& desi in unele probleme
exista dot paramelri,. tira relatie de legdturd intre ei, totusi
avem un loc geometric? Si ne inchipuim in problema de
fatd cd MN ramine fixa gi veriaza numai PQ si si notam
cu L, locul geometric datorit primului parametru « Pre-
sSupunem apoi pe P® fixa si 334 notidm cu Lﬂ lecul datorit lui
8. In general L, si Lﬁ sint distincte, dar daci se intimpla sa
coincidd, cum a fost cazul aici, atunci va exista un loc geo-
metric rezultat din variatia a doi parametri, fara legituri in-
e ei.

De exemplu dacd ABCD este un trapez cu bazele AB si
CD, MN paralela cu bazele, iar PQ paraleld cu dreapta care
uneste mijloacele bazelor, atunci L, este o dreapts, diferiti
de diagonala. iar Lﬁ este o conica ce trece prin A4 si C. Cind
bazele trapezului devin egale, deci, trapezul devine paralelo-
gram, atit L cit 5i Ly se redue la diagonala AC a paralelo-
gramului.

8 — Geometrie analiticd cl. XI.
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147. S4 se gaseasca locul geometric al punctelor care au raporful
distantelor la doui drepte concurente, constant.

[Doua drepte care trec prin punctul comun dreptelor date. Pentru
k=1 se obt{in cele doua bisectoare.]

¥ 148. Fiind date trei puncte A, B, C, sd se giiseasca locul puncuﬂui M
care satisface relatfia:
MB24-MC2—2MA?—I (const.).
Sa se deducd problema de la exemplul 3 § 2. )
1. 149. Dindu-se in plan (r--1) punctele: Ml, M, ooy My, M0y, S8 8E
giseascd locul punctului M care satisface relafia

MM + MM2+ ...+ MME —n- MM2,, =k (const.).

Caz particular k=0.
[O dreapli. Este generalizarea problemei precedente.]
150, Se da un triunghi dreptunghic ABC cu ipotenuza BC=a si cate-
tele CA=b, AB—c. Sa se giseascd locul geometric al punctelor M care
satisfac relatia ;
b2. MB%+4¢2. MC2—a?- MA2=FE (const.).

Caz particular k=0.
[O paralela la ipotenuzi. Pentru k=0 se obfine o relatie interesanta
a punctelor de pe ipotenuzi, S.G.M. TV.p.97.]
v.151. Se di un patrulater ABCD svind doud laturi egale AB=CD.
S& se arate cd locul geometric al punctelor care satisfac relatia

MA*+4-MB?=MC?+MD*
este mediatoarea segmentului care uneste mijloacele laturilor egale.
¥ 152. Dintr-un punct P se duc perpendicularele PM, PN pe laturile OM,
ON ale unui unghi dat. Si se giseascd locul punctului P stiind ca
OM +ON =const. (Salmon).

[O perpendiculari pe bisectoarea unghiului. Se pot alege ca axe bi-
\ sectoarele (interioarad si extericara) unghiului.]

¥ 153. Un triunghi are o laturd fixd si aria constantd. Sa se afle locul
virfului mobil.

[Se scrie ci aria este constanti. a) Dac#i aria se considerd cu semn,
locul este o paralela la baza. b) Daci aria se consideri in modul, locul
este compus din doua paralele la baza.]

- 154. Se da o dreaptd (D) si un punct A exterior. Dacd M¢ (D) si este
mobil, si se afle:
a) locul mijlocului segmentului AM;
b) locul punctului care imparte intr-un raport dat k segmentul AM.
[Paralele la dreapta (D).]

8¢
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155. Virfurile A, B, C ale unui triunghi se misca arbitrar pe frei
drepte paralele, S3 se arate ca centrul de greutate G descrie un loc geo-
metric gi sd se precizeze pozitia lui. Sd se dea si o solutie vectoriald.

[Se va lua Ox cu directia dreptelor paralele. Atunci A(a, @), B(B, b),
: at+b+c
Sl S

parametri independenti a, #, v.]

= const. etc. S& se observe ca problema contine

156. Patrulaterul ABCD are virfurile A, B fixe, iar C si D mobile pe

[Problema contine doi parametri, Se va lua o paralela la (A) si (A").
ca axa Oz, Atunci Az, yp), B(xy, 1), C(o, a), D(B, b). Ordonata mijlocului
lui MN este constanta. Locul este o paralelda la (A), (A) a cérei pozifie
este precizata.]

¥ 157. O dreaptd se deplaseazd paralel cu ea insdsi si intilneste axele
de coordonate in M si N. Prin M si N se duc drepte cu directii fixe; sd se
afle locul geometric al intersectiei lor.

[O dreaptd care trece prin origine.]

158. Pe o dreaptd (D) se dau doua puncte fixe A, B si un punct
mobil M. Pe perp@_ndiculara ridicatd in M pe (D) se iau segmentele con-
stante MP=p si M®=g. Se cere locul geomelric al punctului AP[) B
(S.G.M. 1IV).

[Fie Q, pozifia lui @ cind M=A si P, pozifia lui P cind M=B. Locul

ROy este dreapta @,P,.1

==159. Se da un punct fix A pe axa Oz si o dreapta (D). Prin A se duce
o dreaptd variabild (4) si fie M=(A)() (D), N=(A)[) Oy. Si se giseascd
locul geometric al intersectiei perpendicularei pe Oy in N cu dreapta OM.
[A{a, 0) i y=max-|-n ecuatia dreptei (D). Locul cerut este (am-+n)x—

—ay~-on=0, o dreapta.]

160. O dreapta se deplaseaza péastrind directia si intilneste axele Ou,
Oy, respectiv in A si B. Se construieste un dreptunghi ABCD cu virful C
pe o dreapté fixa (A). Sa se gaseascd locul virfului D (C.d.p.).
[k este coeficientul unghiular al directiei constante si y=ma-+n
ecuafia dreptei fixe. Liocul este dreapia kax--(k2—mik—1)y+4n=0.]

+ 161. Se dau punctele fixe A¢Ox si B€Oy. Se iau apoi punctele varia-
bile A’€Ox si B’€Oy astfel ca OA’+4-OB’'=0A4-OB. Si se giseascd locul
intersectiei dreptelor AB’ cu A’B (Salmon).

) [A(a, 0), B(0,b). Locul este x-}y=a-}b. In ecuatia locului apare

insd si dreapta AB. Si se explice de ce (vezi problema 3§ 3).]
~} .162. Se da dreapta (D) 2x+3y—12=0. Un punct M mobil pe (D) se
proiecteazd in P pe Ox si in @ pe dreapta —y+2=0. Se cere locul geo-
metric al mijlocului segmentului PQ.

g
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[D(a, B) (D) deci 2a--3f—12=0. Se calculeazid coordonatele lui P
si @ apoi ale lui N, mijlocul lui PQ: z— ~ Batp—2), y:%(q«{—-f}-‘-?_)_

Sfmelimina a si B intre cele trei ecuatii. Locul este dreapta x—Ty--
= =0.]

o 163. Se dau dg)ué drepte (4), (A’) si un punct fix 4. O dreapfé varia-
b{la care trece prin A taie pe (A) si (A’), respectiv in M si N. S se
gaseascd locul geometric al punctului P& MAN, care satisface relatia:

a b rel

a, b, ¢ fiind constante. Caz particular c=a--b. Se va cerceta cazul cind
P este conjugatul lui A fati de M si N.

_ 7 AP MP WA+ AP
[I;J(Eica_tte. Se scriea — +b ‘,tr —=1¢. Seobservd ci ggzw:qu
o AN AN i MA A
1 2E ete. si relatia devi gl - b A5 +b
=l— . 51 relatia devine ¢ —— -} —_ =a =00 a di
= o — ¢. Se ia una din

dreptele date ca Oz, cealaltd fiind y=max. Se noteazi Alxy, yy) si Plx, 1) si

se {ine seama ci rapoartele in care dreptele date impart segmentul 4P

sint toemai cele de mai sus. Locul este dreapta a il -+b et =a-+b—c.
{urs) " Yo M¥y— Yo

Pentru P conjugat cu A avem a—=b=1, ¢=2, Se va scrie ecuatia locului si

in cazul cind ecualiile dreplelor datle sint D=0 gi D’=0, oarecare.]

carmorur XM

CERCUL

V] ¥
Fig. 58.

1. Beuatia cercului. Cercul este locul geometric descris de un punct M
care rdmine la egald distantdi de un punct fix C, centrul cercului. Dacd
notdm cu r raza cercului, relatia geometrici pe care o satisface punctul
curent M este (fig. 58) :

CM=r.

Fie C(a, b) si M(x, y) centrul si punctul curent raportate la un sistem
dreptunghiular de axe. Relatia geometricd se scrie analitic

v @—ap+ (y—by'=r
sau, adusa la forma rationala
U —ay - (y—b)iri =0\ 1)
At s st o
Aceasta este ecualia cercului, cind se dau centrul si raza.
Dacd centrul este in origine, atunci a=b=0 si ecuatia devine
{ .J:Fil::t‘,ﬁ—'71'_2:0‘.1\i . (2)

\

Ecuatiile (1) si (2) reprezinta cercuri numai {n axe dreptunghiulare.
Dacd vrem si tratdm problema vectorial, atunci trebuie observat ci
vectorul CM isi schimb# pozitia, dar are modulul constant, deci |CM|=r,
care duce la acelasi rezultat.
2. Daca desfacem patratele in (1) oblinem ecuatia cercului sub forma
(Y= —tby ot b= 2
care este o ecuatie de gradul al Il-lea in x s1 y. Reciproc insd, nu orice
ecualie de gradul al IT-lea reprezintd un cerc.
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In adevar ecuatia generald de gradul al 1l-lea in x si y este
Ax?4 Bry+Cy?+-Dx+By+F=0 (4)
care comparata cu (3) ne duce la urmatoarele constatari:

1) Ecuatia cercului (3) nu contine termenul in xy, deci in (4) trebuie
-ca B=0,

2) In (3) 2 si y? au coeficientii egali cu 1, dar dacii a si b sint. frac-
fionari. prin eliminarea numitorilor se oblin coeficienti diferiti de 1, dar
egali intre ei, deci in (4) trebuie s avem C= A.

Prin urmare pentru ca (4) si reprezinte un cerc trebuie sd aibi
forma e —

[+ + D+ Ey+F=0 ©)
pe care o vom numi ecuafia generald a cerctﬁLli, Daca impartim cu A

Lo o 5 = ™ D E
(A5=0, cici altfel nu mai avem cerc) si notim i =2m, — =2n, — =
S

B B S
‘obtinem Mot SIS B

e Tt ST 3|
L*3+:_L/24-2m.r+2ny+p=0{ (G)
pe care o vom numi ecuafia normald a cercului®.

In rezumat formele principale sub care se prezintd ecuatia unui cerc
sint: ecuafia generalda (5), ecuatia normald (6) si ecuatia cu patratele
strinse (1) i

Deoarece trecerea de la ecuatia generald la ecuatia normald se face
foarte simplu prin impéirtirea cu A, formele care intereseazi in mod
deosebit sint (1) si (6)

3 Interpretarea geometricd a coeficientilor. Ne referim la ecuatia nor-
mald a cercului (6): aceasta comparati cu (3) ne da

m=—a: n=—>b: p=a?4-b2_r? (7)

Coeficientii lui x si y (2m si 2n) sint coordonatele centrului, dublate si cu
semn schimbat. Pentru interpretarea.lui p ducem din origine tangenta OT
la cerc (fig. 59) s1 din triunghiul dreptunghic OCT scoatem: OT2=0C2—r2=
=a24 b2—12 deci

p=0T2%

Asa cum aratéd si figura, s-a presupus originea exterioard cercului.

Dacd originea este interioard cercului, atunci se duce coarda care
trece prin O si este perpendiculari pe diametrul OC: fie T unul din
‘punctele unde aceasta tai= cercul Avem (fig 60)

OT"2=r2—0C?=7r2—(a?+ b =—(a?+b2—72),
de unde
=- 0T

* Prin analogie cu ecuatia normala a dreptei, care se
capatd din ecuatia generald. prin impartirea cu un factor.
Analogia este mal evidentd la puterea punctului fatd de
cere.
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Fig. 59, Fig. 60.

In ambele cazuri p reprezinti puterea originii fafd de cerc*. In primul caz
puterea originii este data de patratul tangentei OT, in al doilea caz puterea
originii este datda de patratul semicoarde: OT’ | OC luat cu semnul (—)J.

De aici rezultda ca numai privind ecuafia unui cerc putem spune daca
originea este exterioard sau interioard cercului, dupd cum termen_ul' liber p
este respectiv pozitiv sau negativ. Dacd p=0, cercul trece prin origine.

4. Determinarea centrului si a razei. Considerdm cercul dat prin
ecualia normala

x24-y2+2ma+2ny+p=0.

Din relatiile (7) rezulti imediat: R )
- Ja=—"m, b——n] r=a?+b%—p | (8

-l

care dau coordonatele centrului si raza. Coordonatele centrului sint jumd-
tagile coeficientilor lui x si y, cu semnul schimbat. Expresia razei ne con-
duce la urmatearea discutie:
I. Daca a24-b2—p>0, raza este reald si cercul de asemenea real.
I1. Daca a2+ b2—p=0, atunci r=0, deci cercul se reduce la un punct..
uatia lui se scrie £ e bl
i [(@E—a)’+ (y—b)2=0) ©)

'si singurele wvalori reale care anuleazd aceastd suma de piatrate sint cele

care anuleazi fiecare pitrat, adicd x=a, y=>b, deci pu'nctuul (q, b).

III. Dacd a?+b2—p<0, raza cercului este imaginard si cercpl este:
imaginar. Deoarece r? este negativ, ecuatia cercului scrisa cu patratele
strinse este .

(x—a)?+(y—b)2+r2=0. (10)
De data aceasta nu mai existd nici o pereche de valori reale (x, y) care sa
verifice ecuatia (10). _ ! k

5. Cazuri particulare. a) Daca_bs()‘!'_ﬂc,e‘nj;rul__gercg_ly,lAs.e afld pe axa
Ox, jar ecuafia cercului se reduce la {Eéz+y2—k2ch+ p=0. szse_ste terme~
nul in y.

* Vezi manualul de cl, a X-a.
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b) Daca a=0, centrul cercului se afli pe Oy, iar ecuatia esteﬁ:z»l-yﬂ_-f-

+2ny -+ p=0) Lipseste termenul in . <1 4 DT
" ¢) Daca p=0 ecuatia cercului ramine|x?{y?+ 2max+ Zny?})_}g,i cercul
‘trece prin origine (vezi si § 3). e
onls

Exemple. 1) Ecuafia cercului cu centrul in origine si cu raza r=2 este:
274y —4=(,

2) Cercul cu centrul C€(1,2) si raza r=5 are ecuafia (x—1)’4-(y—2)>—25—0 sau
-x2-y?—22x—4y—30—=0, Deoarece D<0, originea este interioarfi cercului.

3) S& se stringa in pitrate ecuatia cercului a2y —dy—2—=0,

1 1 25
Avem a=— o b=2, ri= w +4-+4-2= e ecuatia este
132 25
i+ =) Fy—2)2——=qg.
(a. " 2) v—2r—7
4) Sa se afle centrul si raza cercului a cirei ecuatie este
3@y —4a+-6y+-3=0.
Se imparte intii cu 3 si se obfine ecuatia normald, de unde
2

=

2 4 4
_— b=, e =g g S
s Vel % 3

9
5) Sa se scrie sub forma strinsi in pitrate ecuatfia cercului
-y 2l 2y--8=0.
Avem a=2; b=—I1, r’=441—8=—3, deci r=iV3. Cercul este imaginar si
~ecuafia ceruta este
(@—2)4-(y-+1)2-3=0.

6) 53 se spunad unde are centrul, cercul de ecuatie
x2+924-62—2 ) y=0.

“Coordonatele centrului sint a=—3, b=1%, deci centrul se afli pe dreapta x=—3.

6. Determinarea unui cerc Se stie cd un cerc este determinat de tr);i
puncte care nu sint in linie dreapti. Acest lueru, cunoscut din geometrie,
va trebui si-1 regisim pe cale analitici. Pentru ca un cerc sd lreaca
printr-un punct My(xy, yg) trebuie ca ecuatia cercului si fie verificatd de
coordeonatele punctului. fnsi ecuatia unui cerc confine trei parametri
m, n, p, deci pentru determinarea lor trebuie trei ecuatii si acestea se oh-
tin scriind cd ceercul trece prin trei puncte. Dacil A(xy, v1), B(xy, Ya),
«C(ag, yq) sint cele trei puncte, atunci pentru primul punct trebuie si avem

Ti+yi+ 2may +2ny; +p=0, sau

si asemadnator,
2may 4 2nyy + p=—(x} + y3)
2maxy +2nys +p=—(x3 + y3) (11)
2may + 20y -+ p=—(f + y3)

CERCUL 1235

Necunoscutele fiind 2m, 2n, p, conditia ca sistemul si fie compatibil.

si determinat (sistem Cramer) este ca determinantul coeficientilor si fie-

diferit de zero, adici

1@ 7 1
X Yo 1 %<0, (12)
Z3 Y3 1 ‘

relatie care arati ci cele trei puncte A, B, C' nu trebuie s fie coliniare.
Cu aceastd condifie 2m, 2n, p au valori unice si cercul este perfect de-
terminat.

Exemplu. Sd se giseascd ecuafia cercului determinat de punctele
(—1,1), (2, —1), (1, 3).

Inlocuind coordonatele fiecirui punct in ecuatia normald a cercului se
obtine sistemul

2m—2n—p=2; 4m— 2n+ p=—05; 2m+6n-t+p=—10

o 11 9 12 _ .
eare di mzkﬁ, n:‘ﬁ’ p=— e Ecuafia cercului este 5(x24-y?)—
—llx—9y—12=Q.
Altd metodd. Se determini centrul cercului ca intersectie a doud me-
diatoare ale triunghiului, apoi raza ca distanid de la centru la unul din
punctele date.

Observdri a) Daci se dau numai doud puncte, se obtin numai
doud ecuatii cu trei necunoscute. Se pot scoate doud necunoscute in functie
de a treia si ecuatia cercului depinde de un singur parametru. Se zice c3
avem un fascicul de cercuri. Asupra acestui lucru vom reveni.

b) Dacid se di un singur punct, atunci conditia ca cercul si treaci
prin acest punct duce la o ecuajie cu tre; necunescute, deci se poate scoate
una din ele ca functie de celelalte dous. Ecuatia cercului depinde de doi
parametri. Exemplu: cercurile care trec prin origine 2249?24 2ma -+
+2ny=0..

7. Ca si dreapta, cercul poate fi determinat in mai multe feluri, dar
totdeauna vor trebui determinati trei parametri. Astfel daci se cunosc
coordonatele centrului (e, b) si raza r, cercul este perfect determinat. S3
se observe cd a da centrul echivaleazi cu doud conditii, cdci sint determi-~
nati 2 si b.

In afard de aceste doui moduri de a determina un cerc, se pot ima-
gina si altele. De exemplu daci se pune condilia ca centrul sa se afle pe
o dreaptd, aceasta di o relatie intre coordonatele centrului, deci o ecua-
tie etc.

1) S& se determine cercul cu centrul pe dreapta x=3, tangent axei Oy si care
trece prin punciul A(5, 4).

Din cei trei parvametri a, b, r, conditiile problemei fixeaz#i doi: a=3 gi 1—3.
Lasind pe b nedeterminat vom scrie ecuatia

(x—3)24-(y—b)—9=0.
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Obligim acest cerc sa treacd prin A(5,4) si obfinem (5—3)*1(4—b)*—8=0 sau

(b—4)’=5 de unde b=4+ ‘\/5, deci doud solutii. Ecuatiile celor doua cercuri se ob-
tin inlocuind valorile lui b in ecuatia de mai sus.

2) Sd se scrie ecuafia cercului cu centrul in C(5,5) si tangent dreptei 3z-4y—

5m%unoscmd centrul ne trebuie numai raza. Aceasta se afld ca distantd de la

3.54+4:.5—5

C la dreapta datad, deci r= *———_'—5

+(y—5)2—36=0 sau a*+y*—10x—10y--14=0. .

3) Si se scrie ecuafia cercului tangent axei Ox in punctul A(4,0) si care trece
prin punctul (—2, 2). -

Se dau trei condifii: sa treacdd prin cele doud puncte si sa fie tangent axei Ox.
Centrul se afld pe paralela dusd prin A la Oy, deci a=4, b=)\. Geomelric se vede
i r=X, deci scriem ecuatia cercului (x—A)2(y—N)>—A2=0 sau x4y —8x—2hy+
-+16=0. Ca sa treacd prin punctul (—2,2) trebuie ca 4-}-4-+-16—4) +16=0, de unde
A—10. Ecuatia cercului este a’{-y*—8x—20y-16=0.

=6. Ecuatia cercului este (x—5)*4

8. Intersectia unui cerc cu o dreaptd. A gisi punctele comune dintre
‘un cerc si o dreapti inseamnid a gdsi perechile de valori care verifica
ambele ecuatii, adicd a rezolva sistemul format din ecuatia cercului si a
.dreptei. De exemplu sd cdutim punctele de intersecfie ale cercului -+
Ay?+ax—y—6=0 cu dreapta 2x-+3y—7=0.

Din ecuatia dreptei scoatem y:7 ¥ care dus in ecuatia cercului

ne di 13x%—13x—26=0 sau x%—a—2=0, cu radicinile x;=—1, x2y=2, la
.care corespund y; =3, y»=1. Punctele de intersectie sint deci (—1, 3) si
(2,1)

9 [Intersectia unei drepte oarecare cu un cerc cu centrul in origine
este datd de sistemul
a2Ly2—r2=0; y=ma+n. (13)

Inlocuind pe y in prima ecuatie obtinem ecuatia de gradul al IT-lea
A +mx? -+ 2mnx + n?—r?=0 : : (14)

care di abscisele 2y, x5 ale punctelor de intersectie. Ordonatele se obtin
inlocuind pe x; si @, in expresia lui y din (13). Fard a rezolva ecuatia (1:1)
putem si ne dim seama care este pozitia dreptei fatd de cerc. In adevar
realizantul ecuatiei este

R=4[mn2—(1 -+ m?)(n—r%)] = 4[r2(1 + mA)—n?]. (15)

Sint urmétoarele situatii posibile: i
__ Dacii R>0 ridécinile sint reale si dreapta taie cercul efectiv in
doud puncte distincte, deci este secantd cercului. Deoarece 7>>0 trebuie sa
avem din (15)
n B
> 5 —— | (16)
8 1 Vit m? l
‘Observind ci partea a IT-a a inegalitédfii este distanta devla origi‘ne la
dreapta datdi, rezulti ci dreapta este secanta cercului dacd aceastd dis-
tant#i este mai micd decit raza; regasim pe cale analitica un lucru cunos-
«cut din geometrie.

J
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— Dacd R=0 radicinile sint confundate si dreapta este tangenta
cercului. Din (15) rezulta
oy
RSO P LD :
VI m ‘ ' 2t
deci raza trebuie sé fie egald cu distanta de la centru (origine) la dreapta,
lucru stiut din geometrie.

— Dacd R<0 dreapta taie cercul in doud puncte imaginare si este
n

A VIF m? | !
decit distanta de la centru la dreapta data.
10. Cazul general: o dreaptd si un cerc oarecare, deci

exterioarid cercului. In acest caz r< adicd raza este mai micd

(x—a)?+ (y—b)2—r2=0 si y=mx+n. (18)

Se poate proceda direct prin eliminarea lui y, dar in acest fel sint
necesare unele calcule care devin inutile dacd reducem problema la cea
precedenta.

~ Penlru aceasta sd ddm sistemului de axe o translafie luind ca noud
origine centrul cercului C(a, b). Formulele, in care x’, Y’ reprezintd noile
coordonate, sint

r=a+x’, y=b+y’. (19)
Sistemul (18) devine
224y 2—2=0; y =mx’+ma—b-+n. (19%)

Comparind cu sistemul (13) singura deosebire este cd n din ecuafia
dreptei este fnlocuit cu (ma—=b-+n).
Rezulta imediat

R=4jr%(1 +m?»—(am—b-n)?] . (20).

de unde cazurile care urmeaza.
Dacid R>0, rddécinile sint reale si dreapta secantad cercului.

Din (20) se deduce conditia r>ﬂﬂ%’—, adicd raza cercului tre—

buie sd fie mai mare decit distanta de la centrul C(g, b) la dreapta dati
mx—1y+n=0. ;

Daci R=0, rddicinile sint confundate si dreapta este tangent# cercu-
lui. Conditia este
el
e |
adicd raza egald cu distanta de la centru la dreapta.
Dacd R<0, radicinile sint complexe si dreapta este exterioard cercu-

Iui. Sensul inegalitdtii fiind  contrar primului caz, raza cercului trebuie
sd fie mai micd decit distanta de la centru la dreapta.

. [:
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Exemple 1) Sd se spund dacd dreapta 3x-y—=25=0 este secantd cercului
a-y?—65—=0 gi, in caz afirmativ, sd se afle coordonatele punctelor de intersecfie.
Notind cu r raza cercului gi cu d distanta de la origine la dreapta, avem

25 625
r?=65; d= ——, deci d’= — =62,5, de unde r>d.
V10" 10

Dreapta este secantd. Coordonatele se afld rezolvind sistemul. Avem y=25—3x, care
dus in ecuatia cercului ne di x?—15z--56—0. Réadicinile sint ay=7, a—8 si, i\g—
locuindu-le in ecuatia dreptei, gasim y=4, y,=1.

Punctele de intersectie sint: (7, 4) si (8, 1).

9) Dreapta 3x—b5y—15=0. intilneste cercul x*-4y*--2x—6y—15=07

Elementele cercului sint centrul (—1,3) si raza r=4% 1-9+415=>5. Distanta de

—8—15—15} 83
la centru la dreapta datd este d= ‘W‘ -Tﬂ. Deoarece {34 <6, rezul-

tad>55>T.
Dreapta este exterioard cercului.

EXERCITII $| PROBLEME

+ € 164. Si se scrie ecuatia cercului cu centrul in origine si cu raza r=4,
apoi a cercului cu aceeasi raza, dar cu centrul in punctul (—3, —5).

[224-y?2—16=0; x?4+y?+-6x4-10y-+-18=0.]
&+ 165. Se cere centrul si raza cercului a cérui ecuatie este
w24-y2— 22 +2 \5y—10=0.
Care este pozitia originii fatd de acest cerc?
[6l, \/3); r=4. Originea este interioari.]
& —1166. Aceeasi problemi pentru cercul 8(x2-+y2)4-4xr+12y—27=0. Si

se puni ecuatia cercului sub forma strinsi in patrate.

1 3
[C (—z ' —z) 1 r==2. Originea interioara. ]

“+L£ 167. Si se spuni care este mirimea tangentelor duse din origine
la cercurile:

3(x2 4y +2max+2ny +9=0; A(x2+y?)+2mr+2y+16=0,

unde m, n, A sint variabile.

58 a
[Lungimile tangentelor: V3 (constant) si e (variabilé).]

b~ -/ 168. Si se puni sub forma strinsi in pétrate cercurile:
224yt —dx+8y+25=0; 2(x2+y?)+6x—2y-+5=0.

[Cerc imaginar; cerc de razi nuld.]
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b 169. S§ se sf:rie ecuatia cercului care trece prin punctele Al 21y,
B(2,0), C(3,2). Si se afle centrul, raza si lungimea tangentei duse din
origine la cerc.

f = 14
[ 3@y —13x—"Ty+14—0; ET*= g-}-

+4 ITQ..: Se cere ecuatia cercului determinat de punctele A(—+4, 0),
B(4, 4) si originea axelor.
[2* -y -4—12y=0.]

&2 171} Se dau punctele A(—1,4), B(3, —2). 5a se scrie ecuatia cercului
care are pe AB ca diametru.

[Se determind centrul §i raza; a2ty —2r—2y—11=0]

I /172, Se dau punctele A(xy, yy), By, ¥s). Si se scrie ecuatia cercului
cu diametrul AB.

[Generalizarea problemei precedente. a?-y?—(x-Fam)e—; ) y-+
a2ty 1, =0.]

s ol 7’_3. S8 se scrie ecuatia cercului care {rece prin origine si este tangent
dreptei x4+2=0, in punctul (—2, —3).

5 5
[a=k. b=—38, r=1--2. Se giseste A= 5 B = 2--6y=0 ]

fL_I_;‘h Sa se scrie ecuafia cercului tangent axei Ox in origine si care
tr punctul A(\/"3, —3). S& se determine centrul si raza.

[x?+y>4y=0. C(0, —2), r=2]

I75. Se cere pozitia fiecirei din dreptele: 3x+4y—35=0, 4x—3y -

+20=0, 12x—5y—78=0, fatd de cercu) cu centrul in origine si cu raza

r=06. Sd se calculeze coordonatele punctelor de intersectie reale.
G S I E s e e N
[Secanta:M( —; A r +5V )N( 1556\/5.&)‘
[

b [ 00
angenta: 13 T

176. Sa se afle intersectia cercului a2} y?—4x—8y—=80=0 cu dreapta
4+ 3y—70=0.
[Dreapta este tangentd in punctul (10, 10).]

177. S& se spund daci cercul cu centrul in C(4, 0), tangent dreptei
42+ 3y—6=0 taie sau nu dreapta 4x—3y—6=0.

[Este tangent si la a doua dreapti. Se calculeaza distanta de la
C la drepte.]

178. Ce pozitie are dreapts (11-A2)x—21y-+2(1+A2)=0 fatid de cercul
cu centrul in origine si cu raza r=27 ~
[Tangenta.]
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179. Sa se scrie ecuatiile tangentelor la cercul a2 y2—4x—5=0,
perpendiculare pe dreapta 12z 5y—50=0.
[Fasciculul de drepte perpendiculare pe dreapta dati este 5x—
—12y-+1=0. Se determind ) astfel ca distanta de la centrul cercului
la dreapta variabild si fie egald cu raza. Doud solufii: 5x—12y—49=0;
Sa—12y-+29=0.]

180. Si se giseascid ecualia secantei paralele cu dreapta 2—2y=0,
care determind in cercul a2} y2—8x=0, o coardd MN=2.

[x—2y—445V3=0}

181. S&d se calculeze lungimea coardei determinate de dreapta 4x--

-+3y—=8=0, in cercul cu centrul C(2, 1) tangent dreptei 5x—12y-+15=0.

[Se calculeaza distanta de la centru la coardd si se foloseste teo-
) rema lui Pitagora, Altfel: Se cautdh M si N intersectiile cercului cu

dreapta, apoi se calculeazi MN; MN=1,6.]
#182. S# se scrie ecuaiia cercului cu raza r=2, tangent axei Ox si
dreptei 3x+4y—24=0.
S L 676
[Patru solutii: 2?4-y?—dx—4y-|-4=0; :c’b’—i-zr—; x—&y{-? =0;

) 44 484
222 —28x—4y-+-186=0;. x>}1y°— 5'1—4114' ?=0‘ Se noteazi centrul
C(a, p) si fiind tangent la Ox rezultd f=42; se scrie apoi cid distanta
de la centru la dreapta dati este 42.1
183. Si se serie ecuatia cercului inseris in triunghiul format de drep-
tele 4x -+ 3y—32 40, 10xr—24y +95=0 si axa Ox.
[Bisectoarele unghiurilor facute de cele dou&d drepte cu axa Ox

sint 20—10y--19=0 si x+2y—8=0. Cercul inscris este x’-y*—6x—5y-+
+9=0.1

184. Se cere ecuatia cercului cu centrul in o(—2, 5) si tangent cercu-
lui 22+y2—da—4y—1=0.

[Se scrie ca suma sau diferenta razelor este egald cu distanfa cen-
trelor. Doua solutii.]

carirorur X1
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Fig. 61.

1. Tangenta intr-un punct situat pe cerc. Presupunem cercul (I') dat
prin centrul C(a, b) si raza r (fig. 61), deci ecuatia lui este

(x—a)? - (y—b)2—r2=0.

Pe tangenta in M,, situat pe cerc, luim un punct curent M(z,y).
Deoarece Myg (I") trebuie si avem

(x9—a)*+ (yo—b)*—r?=0. (1
De alta parte se stie cd tangenta la cerc este perpendiculari pe raza

punctului de contact, deci vectorii E‘I\_in si M(J—ﬁ sint perpendiculari si pro-
dusul lor scalar trebuie sd fie nul. Vectorii fiind dati prin cite doud puncte
se pot scrie

CMy= (x5—a) i+ (Yo—b)j; MM = (x—ag) T+ (y—yo)j.
Punind conditia ca produsul scalar s fie nul obtinem
(o—a)(x—ap)+ (Yo—Db)(y—yy) =0.

Vom scrie a—xp=a—a+a—Tp=T—a—(Tr—a) §i y—yo=y—b—(yy—b)
care inlocuite ne dau

(x—a)(xg—a) + (y—Db)(yo—b)— (xg—a)>—(yo—b)=
sau tinind seama de (1)

[ E—a)(@y—a)+(y—b)(ys—b)—r?=0 { @)

(rg—a)+ (yo—0)>—r2=0,

cu conditia

Aceasta este ecuatia tangentei intr-un punct al cercului.
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Ecuatia (2) se tine minte foarte usor dacd se scrie ecuafia cercului cu
termenii dedublati:
(v —a)(x—a) + (y—b)(y—Db)—1?=0,

apoi primele paranteze din cele doud produse le lasam asa cum sint, iar
in celelalte inlocuim x si y prin x; si y,. Se zice ci@ ecuatia tangentei se
obtine din ecuatia cercului prin dedublare.
Daca cereul are cenirul in origine, atunci a=b=0 si ecuatia tangentei
devine
xxg+yy—r2=0 cu conditia ad -+ yi—r?=0. 3)
83 considerim acum cazul cind ecuaiia cercului este datd sub forma

normala
22+ y? L 2mx -+ 28y + p=0.

Dezvoltind parantezele din (2) si grupind convenabil termenii se poate
scrie tangenta sub forma

&y + YYog—a(x + To)—b(y—yo) -+ a’ -+ b —r2=0.
Insd stim [XI, (7)] ed a=—m, b=—n si ¢®+b2—r2=p; ecuafia tangentei
devine
T2y +YYo + m(x -+ Xo) + (Y +Yo) +p=0. (4}

cu conditia
a3 + g -+ 2mag 4 2mye+p=0.

S8 se observe ca (x--xy) si (Y+yp) au drept coeficienti jumdidtile coefi-
cientilor .lui @ si y din ecuatia normald a cercului. Ecuatia (4) se poate
obtine din ecuatia cercului tot prin dedublare scriind: x?=z. 2, y?*=y-y,
2rx=x+x, 2y=y-+y, adicd
x4ty y-+mlxt+a) +nly-y) -+ p=0.

Acum in fiecare termen ldsim un x sau y neschimbat, iar celui de-al doi-
lea ii punem un indice si cipitam (4). Daca cercul este dat prin ecuatia
generald A(x?+yd)+Bx+Cy+D=0, se imparte intii cu A si se aduce la
forma normald si numai dupd aceea se scrie tangenta prin dedublare.

Exemple. 1) Tangenta in punctul A(2, —4) la cercul x2+y%—20=0
este X 2--1y(—4)—20 =0 sau

x—2y—10=0.
z) Tangenta la cercul x?+y?—5x+4y=0 in punctul A (%- %) este
1 T DTG T B
i ”'E‘”E(“LE) + 2(y+;)— 0

sau
$a—10y +1=0.

Atragem atenfia cd atunci cind se da cercul si punctul, primul lueru
care trebuie facut este si se verifice dacd punctul se afld pe cerc. In cele
doud exemple de mai sus verificarea o poate face usor cititorul.

-

Y
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2. Tangente cu direcfia datd. a) Cercul cu centrul in origine. Pentru
ca dreapta y=mx-+n si fie tangenta cercului x?24-y2—r?=0 trebuje sa
taie cercul in doud puncte confundate., Inlocuind pe y in ecuatia cercului
gdsim ecuatia de gradul al II-lea in x pe care am scris-o in capitolul pre-
cedent, § 8. Realizantul ecuatiei de asemenea este scris, dar il transcriem
aici: . )

. R=4[7*(1 +m?*)—n?]. (5)
Presupunem acum cd vrem si gdsim tangentele la cerc care au directia
datid prin coeficientul unghiular m. Din ecuatia dreptei rimine si deter-
mindm pe n. Insd ca ecuatia in x, de gradul al II-lea, sd aibd ridécini con-
fundate trebuie ca realizantul ei s fie nul, de unde se deduce

= lep \/m

Inlocuind pe n in ecuatia dreptei gisim ci se pot duce doud tangente la
cerc cu directia datd de m, anume 3

y=mx-tr 1 +md. (6)
Daci ne intereseazi si punctele de contact, acestea stim cd se afld
pe diametrul perpendiculgr pe directia tangentei, deci de coeficient un-

ghiular ( —i)- Prin urmare punctele de contact se pot gisi intersectind
.

fiecare din cele doud drepte (6) cu g “—“—lx, adicd rezolvind sistemele
m
Yy=— Lx; y=mmi~r\/1+m2.
m

Observare Punctele de contact s-ar putea obtine si altfel, de pildd: a) in-
tersectind cercul cu fiecare tangentd, ceea ce revine la a rezolva dou& sisteme de
‘gradul al II-lea; b) intersectind cercul cu perpendiculara pe directia tangentei,

1 e
deci y=— —%, ceea ce revine la a rezolva un sistem de gradul'al II-lea cu rada-
i
cini distincte.
Metoda pe care am dat-o in manual este mai simpléd fiinded reduce problema

la sisteme de gradul I In plus are avantajul ci aflarea tangentelor si a punctelor
de contact constituie probleme independente.

b) Centrul cercului este w(a, b), deci ecuatia cercului este
(@—a- (y—by—r2=0. )

S& mutdm axele, printr-o translatie, cu originea in . Formulele sint
r=a-ta’, y=b-ty  siecuatia cercului devine

&2y l—r?=0. (7

Dreapta y=max-+n prin translatie nu-gi schimba directia, prin ur-
mare coeficientul unghiular m rimine acelasi. In aceste conditii tangen-
tele la cercul (77), cu directia datd de m, sint

y =ma’+r Y14+m? : (8)

g — Geometrie analitici cl. XI.
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Revenind la vechile axe avem x’'=x—a, y'=y—>b, deci tangentele
la cercul (7) sint
y—b=m(r—a)trV1Fm? (8"

Punctele de contact se afla intersectind fiecare tangentd cu perpen-
diculara dusd din centrul cercului pe ea, adicd rezolvind sistemele:

y—b=mx—a)+r\ 1+mZ y—b:‘i, {x—a). (9)
m

Din felul cum se scriu tangentele paralele cu o dreaptd datd se des-
prinde cd este necesar sid determindm centrul si raza cercului.

Exemplu Sd se scrie tangentele la cercul x?+ty°—3x-6y-+9=0, inclinate
la 60° pe axa Ox. :

Centrul cercului este m(i He 3) 51 raza r=\/g +9—9= S Coeficientul
2 4 2

= — 3
unghiular al dreptei; m= /3. Ecuatiile tangentelor rezulta: y-+3= V8 (x— E) 4

e
j:E V1 + 8 7 deci separindu-le avem

2V Br—2y—3V3=0 i sV Br—ay—3(4+v/B)=-0.
- il
Punctele de contact se gasesc intersectind fiecare tangentd cu y--3=— str[ﬁ

__.%) Se g#sesc TI[% (24+V8), — %] si T‘.‘[% (2-—\/@—),— %] g

Notd. Ca exercitiu, elevil care doresc pot stabili ecuatiile tangentelor de direc-
tie dafd, pe cale vectoriala. Pentru aceasta este necesar sa ia un punct curent
M(x, y) pe tangentd, sa scrie versorul Tm al directiei normale la tangenta gi sa puna
condifial el (G —r-

3. Tangenteie la cerc, duse dintr-un punct exterior. Fie cercul cu
centrul in w(a, b), de raza r si punctul exterior A(x,, 3y), din care vrem
sd ducem tangentele la cerc (fig. 62). Pentru
aceasta scriem tangenta la cerc de directie

data (m)

r y—b=mx—a)tr} 1 m? .

e e

si impunind conditia sa treaca prin A, deter-
minam pe m. Prin urmare trebuie ca

Yo—b=m(xg—a)t+rV1+m

Separind radicalul si ridicind la patrat, ob-
tinem ecuatia de gradul al II-lea

Fig. 62 [Yyp—b—mixy—a)’=r*(1 tm?)  (10)

S - -
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care, rezolvatd, ne di doud rédacini my si my. Existd deci doud directii
pentru care tangentele la cerc trec prin A, adicd din A se pot duce doud
tangente la cerc. Ecuafiile tangentelor se scriu ca drepte determinate de

un punct (A) si de directia respectiva, prin urmare
Y—Yo=mu(@—2g) §i Yy—1o=my(x—ary). (11)
1 ﬂ Exemplu. Sd se scrie ecuafiile tangentelor duse din punctul A(—13, —4)

la cercul x--y*—4x—21=0,
Elementele cercului sint centrul w(2,1) si raza r>=5. Beuatia in m este

(—5-15m)2=5(1-}-m?) sau 22m?—15m-2=0

il
care da 'mlzg §i My= 1

. Cele doud tangente au, asadar, ecuatiile

1 2
yt+4= 5 @+13) si y4= ﬁ(x+13)

sau, eliminind numitorii

x—2y--5=0 si 22—11y—18=0.

4. Altd metodd de a gisi tangentele duse dintr-un punct A(xy, o)
la un cerc este de a scrie fasciculul dreptei cu virful in A

Y—Yo= A(r—2x)

i de a determina pe L asa fel ca dreapta si taie cercul in doudi puncte
confundate. Prin urmare eliminind pe y, ecuatia care rezulti trebuie si
aiba realizantul nul.

Metoda, care este mai directd decit prima, are dezavantajul ci duce
la calcule mai lungi.

EXERCITII SI PROBLEME

“4185. Sd se scrie ecuatia tangentei in punctul (—3, 1) la cercul
a2 4y2—10=0.
[Bx—y-+10=0.]
-t 186. Sd se scrie ecuafia tangentei in punctul (—1, —2) la cercul
a?+y?—6x 4 3y—5=0.
[8x—+y+10=0.]

<t 187. Si se scrie ecuatiile tangentelor la cercul
224y +y+2=0

in punctele de intersectie cu axa Ox.
[e—y—=1=0; xty—2=0]
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188. Se di cercul 4(x?+y?)+8r—12y+9=0 si punctul A(—3, 2). Sa
se giseascd ecuatiile tangentelor la cere:

a) paralele cu dreapta 15x - 8y—12=0;

b) perpendiculare pe diametrul care trece prin A.

-15
[8) m=—""; 152+8y+20=0; 150+By—14=0; b) m=4; Be—2y+
H1142Y17=0.]

189. Se da cercul x?+y2—6x +4y—12=0.
a) Sd se arate cd dreapta 12x—5y-+19=0 este tangentd la cerc si
si se determine punctul de tangenta.
b) S& se scrie ecuatiile laturilor pdtratului circumscris cercului, in
care una din laturi este pe dreapta de mai sus.
21 1
[a) T(_E, *‘1—3), b) 5x-}-12y—56=0, 5x}-12y-|-74=0, 12x—5y—111=0,
190. Un cerc cu raza de 3 unitifi este tangent unei drepte (A). Care
este lungimea umbrei aruncate pe (A), dacdl razele soarelui sint inclinate
1a 150° pe (A)?
Generalizare pentru un cerc de razi r situat oricum fatd de (A), ra-
zele soarelui avind o direcfie data.
[Se alege (A) ca Oz si perpendiculara din cenfrul cercului pe (A)

ca Oy. Lungimea umbrei este de 12 unititi. In general: 2r %ﬂi]
‘lm
191. Sd se scrie  ecuafiile tangentelor duse din origine la cercul
eyl 06
x?fyr—4dx+6y+1=0 (C.d.p.)

[ Ecuafia in m: 8m?—12m-3=0. Tangentele: y—

84+Vs
L)

/( 192.)85 se gidsecascd punctele de pe dreapta x-2y—6=0, de unde se
pot duce tangente perpendiculare la cercul x2+y?>—4=0 si sd se scrie
ecuatiile acestor tangente.

[Punctele se gisesc la intiarsectia dreptei cu cercul concentric cu
cel dat gi cu raza 2\/5 A(g’g 1 B(2, 2). Tangentele din A: 3x—4y-}-
+10=0 si 4x-}3y—10=0, cele din B paralele cu axele.]

193. S& se scrie ecuatia cercului care trece prin origine si prin punc-
tele A(1, 0), B(0, 2). S& se scrie apoi ecuatiile tangentelor in punctele O,
A, B si séd se verifice cd aceste tangente intilnesc laturile opuse ale triun-
ghiului OAB in trei puncte coliniare.

[x2{y?—x—2y==0. Tangentele: a+42y=0, x—2Y—1=0, 2—2y-}-4=0.

3 4 2 1
FPunctele pe laturi; M(E T g)' N (G, == E) + P (—4,0).]
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194. Fie AB diametrul unui cerc si (T), (T") tangentele in A si B.
Tangenta dusi intr-un punct variabil M intilneste pe (T) si (T”), respec-
tiv in P si @. Sd se demonstreze ca:

1) AP-B@=const. 2) Diametrii care trec prin P §i @ sint perpendi-
culari.

195. Un cerc de razi r se reazemi pe podea si pe un perete vertical;
planul cercului este perpendicular pe ambele plane. Unde trebuie ase-
zatd o sursd luminoasi A pe podea, in planul cercului, astfel ca umbra
aruncati de cerc pe perete s fie de doud ori cit diametrul cercului?

[Intersectiile planului cercului cu podeaua si peretele se iau ca
axe Ox si Oy. Fie A(a,0); se determina a astfel ca tangenta la cere

(diferitd de Ox) si aibi ordonata la origine 4r. Se gaseste a=0A==3r.]

196. Se di cercul x?2+y2—6y+8=0. Sa se ghseasci MgOx din care
ducind tangentele la cerc, acestea si determine pe dreapta y=6 un seg-
ment de 6 unitati.

[M(q, 0). Tangentele din M la cerc: y=my(x—u), 'y:‘rgg(x—ﬂ),sﬂu

si my radicinile ecuatiei in m. Rezultd pentru y=06:x= 7%, =;1_ s
my o

Se scrie ci |x,—x|=6 etc.; a:i?ﬂ/ﬁ

197, Sd se scrie ecuatia tangentei la cercul a?+y’—r?=0 in punctul
{r cos o, T sin a) si sd se compare cu ecuafia normald a dreptei.

+198. Se dau cercurile a4y —4y-+4=0 si x24+y%—140—2y+49=0.
Si se determine tangentele comune exterioare.
[Ambele cercuri sint tangente axei Oz. Se cauta intersectia liniei

centrelor cu Oz si se duce a doua tangentd la unul din cercuri; y=0 gi
12y--52—60=0.]

+199. Si se determine cercul care este tangent axei Ox si trece prin
punctele A2, 3), B(4, 1).

[Un cerc tangent axei Ox are ecuatia x2-hyP—2ax—2py-+ a?=0. Se
pune condifia sd treacd prin A si B. Doud cercuri cu centrele (5—|—'\/6:

4+Vo) st 6—V6, 4—V6)1
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PUTEREA PUNCTULUI FATA DE CERC

r}

p T
Fig. 63.

1. Definitii Si consideram un cerc (I') cu centrul o si cu raza r,
un punct P in planul cercului si o secantd dusd prin P, care taie cercul
in punctele M si N (fig. 63).

Se stie (cl, a X-a) cd produsul p=PM: PN este constant cind secanta
se roteste in jurul punctului P si acest produs poartd numele de puterea
punctului P fati de cercul (I').

Daca punctul P este exterior cercului, atunci putem roti secanta in
jurul lui P, pind cind devine tangenté la cerc, iar punctele M, N se con-
fundd in punctul de tangentd T. Expresia puterii punctului P este atunci

p=PT?— Py 2, Ry

Relatia (1) se mentine si daca punctul P este interior cercului, dar in
acest caz p este negativ: tangentele din P la cerc sint imaginare, adicd nu
se pot duce tangente la cerc. Reamintim cé in acest caz puterea, In mo-
dul, este datd de pitratul semicoardei duse prin P, perpendiculard pe wP.
Daci P=(TI') puterea punctului este nuld. ;

2. Expresia analiticd a puterit punctului. Presupunem figura 63 ra-
portatd la un sistem de axe dreptunghiulare xOy, oarecare si notam
w(a, b), P(xy, yo), iar raza cercului r. Ecuatia cercului este

(x—a)2+ (y—b)—r2=0. 2y
Puterea punctului se obtine din (1) traducind relatia analitic, anume
p = (xg—a)?F (yo—b)2—r2. (3)

De aici urmatoarea reguld simpld: puterea unui punct P fatd de cer-
cul (1) se obtine inlocuind in ecuatia cercului coordonatele curente prin
coordonatele punctului P,

i
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Daci cercul este dat prin ecuatia normald, atunci puterea punctului
fatd de cerc este
p=xf+y§+2mxo+2nyy+p, )

deoarece ecuatia normald nu este decit ecuatia (1) dezvoltatd. Daca insa
cercul este dat prin ecuatia generald

A@?+y?) -+ Bx+Cy+D=0 ‘ (5)
atunci trebuie adus intii la forma normald, prin impértirea cu A si nu-
mai dupd aceea se aplicd regula de calcul a puterii punctului. Prin ur-

mare
2 B c D A (x5 4 ya) + Bxy + Cyp + D
P:x0+y3+2x°+xy°+z sau p= (x5 + ya) Aa o , 6)

Se poate chserva ci existd o analogie pronuntatd intre distanfa de
la un punct la o dreaptd si puterea unui punct fafd de un cerc, anume:
a) si una si cealaltd se obtin din ecuafia generald prin Impdrtirea cu o
constantd; b) si una si cealaltd se obtin inlocuind coordonatele curente
prin coordonatele punctului dat, dupa ce s-au adus ecuatiile respective la
forma normala.

Aceastd analogie indreptateste numirea de ecuafie normald a cercu-
lui in cazul cind coeficientii lui a2 si y? sint 1 sau cind sint adusi sa fie
1 prin impartirea cu A.

. Exemple. a) Puterea punctului P(1, —1) fatd de cercul a®|}y2+
4+ 2x=0 este p=4. Punctul este exterior cercului si tangentele din P la

cere au lungimea PT =2.

b) Puterea punctului P(2, —2) fatd de cercul 2(x?+y*)—9x+-2=0 este

9(4+4)—9.942 %

e e e 1 =0. Punctul se afld pe cerc.

¢) Puterea punctului M(2, 1) faid de cercul x24-y2—9=0 este p=—4=4,
deci M este interior cercului.

3. Aplicatii. I. Locul geomelric al punctelor care au aceeast putere
fatd de un cerc este un alt cerc concentric cu cel dat.

In adevir fie cercul dat prin centrul w(e, b) si raza r. Puterea punc-
tului M(xg, yo) este p=(xp—a)’-+ (yo—0b)*—r* Dacil p =const., atunci legi-
tura in x, si Yo este (Xg a)2+ (yo—b)2—(r?+p)=0 sau trecind la coordo-
nate curente (x, y)

(1) (y—b)—(™ + ) =0.

Locul geometric este deci un cerc cu acelagi centru, dar cu raza \/r’—‘—j— P

II. Cercuri ortogonale. Dacd doua curbe oarecare (C) si (C') se taie
astfel cid in punctul ecomun tangentele lor sint perpendiculare, curbele se
numeseortogonale in acel punct.

Sa considerdm acum doud cercuri care se taie in A si B (fig. 64):
unul cu centrul w, altul cu centrul w’. Daca cele doua cercuri sint orto-
gonale, atunci w’A_| wA. Deci pentru ca doud cercuri si fie ortogonale
trebuie carducind tangentele din centrul unuia din ele la celalalt, lungi-
mea tangentei sa fie egald cu raza lui. Altfel spus, puterea centrului unui
cerc, fata de al deilea, trebuie sé fie datd de pitratul razei lui.
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De aceastd observare ne vom servi ca sa gia-

4 sim conditia analiticd pentru ca doud cercuri si fie
ortogonale. Fie
(w) 222+ 2ma+ 2ny +p=0
si (w) 224yl omix - 2n y+p =0

ecuatiile celor doud cercuri. Primul cerc are cen-
trul w(—m, —n) si raza r2=m2+n’—p. Scriind ca

B puterea centrului este egald cu patratul razei ob-
tinem
Fig. 64. m?+n’—2m’m—2n'n+ p’ =m2-+n*—p
sau 2 mum’ +2nn"=p+p’. (7)

Exemplu. Si se determine cercul cu cenirul pe dreapta x=3 si
cu raza de 3 unitdti, ortogonal cercului x241y2—dx=0.

Elementele cercului cautat sint: centrul (3, A) si raza r=3. Puterea
centrului fati de cercul dat trebuie sd fie r2=9, deci 9-4-A2—-12=9, de
unde k=i2\/3. Problema are doud solutii; acestea sint cercurile

(@—8)2+(y 12 V3)>—9=0.

Obserwvare. Condifia (7) ca doud cercuri si fie ortogorale se poate obfine
gl din trlunghlul dreptunghic wAw’, seriind ci o= 1>41"? si transformind relatia
geometricd in relafie analitici.

4. Axqg radicald a doud cercuri. Ne propunem sia gasim locul geome-
tric al punctelor care au aceeasi putere fatd de doud cercuri date. Pro-
blema a fost tratatd geometric in cl. a IX-a. O reluim acum sub aspectul
ei analitic.

FEcuatiile celor doud cercuri sint, sub formé normala:

224 y2 - 2mx - 2ny +p=0 ()
22yl 2mix+2n'y+p =0. (@)

elatia geometricd datd de enunt este
e (8)

unde p si ¢’ sint puterile unui punct M(x,, y) fati de cele doud cercuri
(fig. 65). Dupid cum stim locul geometric se capitéd transformind relafiz
geometricd in relatie analiticd, deci

@3+ b+ 2mo+ 2y +p=w}+y 3+
+2m 2yt 2n'yg +p’.

Deoarece xy, Yy sint coordonate curente pu-
tem sterge indicii si trecind tofi termenii

in prima parte ob{inem

2m—m)a+2(n—n)y +p—p’=0 (9

care este locul geometric cautat.
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Ecuatia (9) fiind de gradul I reprezinta o dreaptd; aceasta poartd nu-
mele de axd radicald a celor doud cercuri. Asadar, locul geometric al
punctelor care auw aceeasi putere fafd de doud cercuri date este o dreapti
care se numeste axa radicald a celor dowud cercuri.

Dacd privim ecuatiile celor doud cercuri (w) si (w’) si ecuatia (9) a
axel radicale se observa cd ecuatia axei radicale se obfine direct din ecua-
tiile cercurilor prin sciderea lor.

Dacé insad ecuatiile cercurilor se prezintd sub formi generald (As&l),
atunci' trebuie, aduse intii la forma normald si numai dupd aceea prin
scidere se obtine axa radicald. Aceasta’fiinded relatia (8) cere ca fiecare
cerc sa fie adus la forma normali. Koo

Proprietitile axei radicale. a) Deoarece orice punct M al axei radi-
cale are puteri egale fatid de cele doud cercuri, rezultid ci daci M este ex-
terior cercurilor, tangentele duse din M la cercurile date sint egale
(fig. 65).

__b) Notind cu Ty, Ty, T3, T; punctele de tangentd avem Wi—MTJ—
=MTs=MT;, deci cercul cu centrul M si raza MT, trece prin celelalte
puncte de contact. Este usor .de observat cd acest cerc este ortogonal am-
belor cercuri date (w), (w"). Se poate spune atunci cd axa radicald a doud
cercuri este locul geometric al centrelor cercurilor ortogonale cu doud
cercuri date. (O discutie va urma dupé proprietdti.)

c) Centrele cercurilor date avind coordonatele w(—m, —n), o'(—m/,
—n’), linia centrelor are coeficientul unghiular :

Wil R
Xy —%x, m—m'

i

Din ecuatia (9) rezultd coeficientul unghiular al axei radicale

7 m—m' ik
B = s e
1 n—n' n
de unde se deduce ci axa radicald este perpendiculard pe linia centrelor.
Prin urmare este suficient sd cunoastem un singur punct al axei ra-
dicale si constructia rezultd ducind din acel punct per pendiculara pe li-
nia centrelor.

5. Discutie. Consecinte. Dacd cercurile date sint tangente in A axa

radicald este tangenta comund. In adevir A apartine axei radicale, de-:

oarece are puterea nuld fatd de ambele cercuri (puteri egale), iar tan-
genta comuna in A este perpendiculara pe linia centrelor.

In acest caz, locul geometric al centrelor cercurilor ortogonale cu cer-
curile date este format din axa radicald, fard punctul A.

Dacd cercurile date sint secante in A si B, atunci A si B au puteri
nule fatd de cele doud cercuri, deci axa radicald este secanta comund AB.

Punctele situate pe coarda AB sint interioare ambelor cercuri, deci
din aceste puncte nu se pot duce tangente la cele doud cercuri. Rezultd
cd locul centrelor cercurilor ortogonale la doud cercuri secante este for-
mat din axa radicald din care se scoate segmentul inchis AB.
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Consecinte: a) Ecuatia secantei comune (cercuri secante) sau a tan-

gentei comune (cercuri tangente) se obfine prin simpla scidere a ecua-

tiilor celor doud cercuri.

b) Punctele de intersectie a doud cercuri se obtin intersectind unul
din cercuri cu axa lor radicala.

6. Centrul radical a trei cercuri. Trei cercuri luate doud cite doud au
trei axe radicale care sint concurente. Punctul lor comun se numeste
centrul radical al celor trei cercuri, Pentru a demonstra analitic aceasta
proprietate consideram cercurile care au ca ecuatii

() 22924 2ma+2ny+pi=0 (i=1, 2, 3)
Axele radicale a cite douét cercuri sint '
2(my—mg)x -+ 2(ny—no)y + pr—py=0
2(my—mig)x + 2(No—n3)y + po—p3=0
2(mg—mnuy)x -+ 2(ng—1)y + Pa—p; =0

Se observd imediat ca aceste trei drepte sint concurente, deoarece adu-
nind pe primele doud, obfinem pe a treia. Se poate dovedi acelasi lucru
punind conditia de concurentd sub forma de determinant. Dacd se adund
toate liniile la prima se obfine ca rezultat zero. In adevir

2(my—my)  2(m—mn2) DI—Pa 0 0 0
2(my—mg) 2(mag—ng) pa—Dp3 |=| 2(me—my) 2(ny—ny) py—p3 | =0.
Amg—my)  2(ng—mny) Ps—Py 2(mg—my)  2(ng—ny) P3—py

Coordonatele centrului radical se obfin ca intersectie a doui axe ra-
dicale. Centrul radical are puteri egale fatd de cele trei cercuri fiindca
apartine fiecérei axe radicale. Prin urmare dacd el este exterior cercuri-
lor, atunci se pot duce sase tangente egale la cele trei cercuri si centrul
radical este centrul unui cerc ortogonal deodata la cele trei cercuri. Dacd
centrul radical este interior cercurilor, atunci nu se pot duce tangente
la cele trei cercuri si nici nu existd cerc ortogonal fati de ele.

In cazul cind existd cerc ortogonal, ecuatia lui se scrie imediat, de-
oarece cunoastem centrul (centrul radical), iar patratul razei este pute-
rea centrului radical fatd de oricare din cele trei cercuri: desigur ca vom
alege pe cel care are ecuatia cea mai simpla.

Exemple a) Sd se serie ecuafia cercului ortogonal cercurilor a’-y’—6x-|-
+-5—=0; a2y’ —8y—31=0; a’*--y2+4x-4-5y=0.

-Scidem prima ecuatie din cele urmitoare si obfinem douad axe radicale:
3x—4y—18=0 si 2a-}y—1=0, care dau centrul radical w(2, —3). Puterea centrului
radical fati de. oricare cerc da pitratul razei, de exemplu fatd de primul cerc:
2—4-1-9—12-}-5=6.

Ecuatia cercului ortogonal este

(x—2)24-(y+3)>—6=0 sau z?}y’—dx-}-6y47=0.

b) Sd se cerceteze dacd cercurile a’|y*—ax—y=0; -ty —de|y-t+1=0; 229>~
+6x—5y—3=0 admit un cerc ortogonal,
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Scazind prima ecuafie din celelalte doud obfinem axele radicale 3x—2y—1=0
si Ta—4y—38=0 care dau centrul radical w(1,1). Dar o areputerea nuld fatd de cercu-
rile date, deci cele trei cercuri au un punct comun. Cercul ortogonal se reduce la

un punct, deci nu exista, s
c) Aceeasi problemd pentru cercurile 24+y—5x—5=0; x>}y’ —3y—6==<0;

22yt e—y—10=0. : ) ke -l
Se obfine o (2,8) si 1’=—2, deci o este interior cercurilor. Nu existd cerc

ortogonal.

7. Punctele de intersectie a doud cercuri se gasesc, asa cum am ard-
tat 1a § 5, intersectind unul din cercuri cu axa lor radicald. Este de ajuns
sd dam un exemplu sd ciutdm punctele comune cercurilor

2(x2+-yB—bx+10y +10=0; 3(x>+y?H)+20—4y—23=0.
Seriem cercurile sub formele
4 23
ay?— —r%—oy+5 Qsia? LRt — x— ST 0,

de unde axa radicalda a—2y—4=0. 3 y
Se scoate din ecuatia axei radicale x=2y-4, care dus in oricare din

cercuri da: 5y?+-16y--11=0, cu rddécinile y;=—1; y2=—1§17 la care co-
2
respund x; =2 si Xg=— =
2 . > A i
Punctele de intersectie ale cercurilor sint (2, —1) si (— %» _El) .

8. Fascicule de cercuri. I. Fiind date doua cercuri
(Cy=2249242mx+2ny+p=0; (C)=x2+y2+2m'x+2n'y+p =0,

ecuatia
(O)+MC)=0 (10)

reprezintd de asemenea un cerc (hz~—1); aceasta se observa scriind ecua-
tia (10) dezvoltat

1 M) (@2 +y?) +2(m- ?\m’):c +2(n+An )y +p+Ap = 0. (10")

Cercul (10) sau (107) este variabil din cauza parametrului A, deci cind
L variaza avem o mulfime de cercuri. Toate cercurile acestei multimi
trec insd prin punctele de intersectie ale cercurilor (C)=0 si (C')=0, de-
oarece acestea verificind ambele ecuatii, verifica si pe (10). Aceste puncte
pot fi reale, confundate sau imaginare, dar totdeauna ele determind axa
radicala. :

Se zice cd (10) sau (10”) reprezintd un fascicul de cercuri determinat
de cercurile de baza (C)=0 si (C’)—O Din cele spuse mai inainte rezulta
ca cercurile unui fascicul au aceeasi axa radicala.

Se poate demonstra, ca si la fasciculele de drepte, cd (10) 1ep1ezmta
toate cercurile din plan care trec prin intersectia cercurilor (C)=0, (C")=
=0. Determinarea unui cerc al fasciculului se obf{ine impunind conditia
ca cercul (10) sd treacd printr-un punct My(xy, yp), de unde rezultd A=

c : < ; et ¢ y
— :cTn) » care este perfect determinat dacd M, nu apartine nici unuia din
(13
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cercurile de bazd. Deci printr-un punct oarecare al planului trece un sin-
gur cerc al fasciculului, Axa radicald se poate considera si ea un cerc de~
generat al fasciculului (h=—1).

II. Un fascicul de cercuri poate avea ca elemente de bazd un cerc si
o dreapta:
- (C)=a2+y>+2ma + 2ny +p=0; (D)=Ax+By+C=0.

Ecuatia fasciculului este
©)+MD)=0 @11)

care reprezintd evident un cerc, variabil cu h. De fapt (D)=0 reprezintd
axa radicald a doud cercuri oarecare ale fasciculului.
Proprietatile sint aceleasi ca la fasciculele de cercuri.

Aplicatie Se dd un cere gi un punct fir A in planul cercului. O dreaptd (A)
taie cercul in M §i N. Sd se arate cd atunci cind (A) se deplaseazd paralel cu ea
insdsi, cercul MAN trece prin al doilea punct fix, diferit de A.

Alegem axele astfel: originea in cenfrul cercului si Ox paraleld cu (A). Punctul
A are cordonatele (2, ¥y). Ecuatia cercului este x4y —1?=0 si a dreptei (A) y—r=0.
Toate cercurile care trec prin M si N apar{in fasciculului

x2-1?—1r2-k(y—1)=0.

4 8 xp Lyt —r

Ca si freacd prin A trebuie sd avem «f 4 yj —r>-k(y—>L)=0, deci k=——u—“y‘uz—'=,
Yo —

Inlocuind pe k obfinem ecuatia cercului AMN: (yz)—xq)(m’m[-yz—ri)—(xﬁ—l-yg_,.2)(y_.
—1)=0 sau Yo +yi—r")—@i+y; —rH)y—i (@4 —2i—yi)=0.
Am obtinut un fascicul de cercuri cu punctele fixe date de cercurile yy(x2<-1y2—r2)—
— (@2 u—ry=0 si a®tyi—@i+tyH=0.
Inlorl;uind 2’ yP=xj-yisi simplificind cu aj-+ui—i?#0 se obline y=y, de unde
XT=_1-2y.

Punctele fixe sint A(xg, vo) si A’(—xq, yo) simetrice fafi de Oy, ceea ce apare
evident geometric.

3

EXERCITII $1 PROBLEME

200. Sd se afle puterea punctului A(2, 3) fatd de cercul 3(x2-+y2)—
—6x8y—3=0.
[e=16]
201. Se cere locul geometric al punctelor din care se pot duce tan-
gente cu lungimea de 6 unitéfi la cercul x2+4-y2—8x--6=0.

[p=36; x*+}y2—8x—30=0.}

202. S& se determine pe dreapta 3x—y-+4=0 punctele din care se
pot duce tangente de 4 unitafi lungime la cercul a?4-y>—6x-2y=0.
[Intersecfiile dreptei cu cercul ale cﬁﬂli puncte au puterea p=I16

fatd de cercul dat. M(—2, —2) si N (— = ’ -g

=

P

T VRO SR

4]
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203. SA se gidseascd punctele care care au puterea p; fatd de cercul
(C)=0 si py fata de cercul (Cy)=0, unde s-a notat cu (C;) si (Cy) primele
parti din ecuatiile cercurilor. Discutie.

Aplicatie numerica: (Cy) = x2+y2—4 =0; (Cy) = 2 +1y?>—Trx—14y +-20=0;

=9; py=—186.
i s (L
Lo | ity L o
[Aple:atla. (3, 2), ( 5’5
f{éoi’) Sa se scrie ecuatia unui cerc ortogonal g:ergurilor 22 4y2—1=0 si
a2 12x 4 23=0, care si aibd raza de doua unitati.
[Centrul trebuie s3 fie pe axa radicald, deci C(2, \). Puterea fafd

de cercuri: p=r2=4. Rezulti r=-+1]

205. S# se scrie ecuatiile a doud cercuri luind ca axd Ox linia centre-

lor si ca axd Oy, axa lor radicald. ) ;
[Trebuie eca m=E=m’; n=n" si p=p"]

206. Se dau cercurile 22432+ 10x+6=0si 22 +y*—8x+6=0 si dreapta
4x+3y—10=0. Si se determine punctul M astfel ca tangentele duse la
cercurile date si fie egale intre ele si egale cu distanta de la M la
dreapta data.

: 5.
[Oy este axa radicalda, deci M(0, A). Doua solufii M (U.—E),

(o3

:Q@ Se dau cercurile de ecuatii )
a2y 44w+ 4y +4=0: 22+ —6x+5=0; 2?4 y*—42x—10y-+24=0.

a) S3 se afle centrul lor radical. b) Sd se scrie ecuatia cercului orto-

gonal celor trei cercuri.

[a) (% ’ —“?’) b) 11+y9—33:—l—7y—£—4=0.]

2

208. Se cere punctul egal depirtat de punctele A(4, 6), B(8, 4) care are
aceeasi putere fata de cercurile x?--y?—6x +4y +9=0 & x3+y?—8y+7=0.

SH se trateze cazul general cind se dau doud puncte A, B si doud
cercuri (Cy) si (Ca)

41 19 .
[Aj (-9} ylr;)-. in cazul general are mare importanta alegerea axelor»]

k= 73 fZO@ Sa se afle punctele de intersectie ale cercurilor
T a24ql—dr 2y 9=0; 4(x2+yH—102+11y—12=0.
[Cercurile sint interioare.]
210. Aceeasi problemi pentru cercurile
5(x2+y2)—20x+10y—96=0; 5(x?+y2)—4x+18y—32=0.

12 16
[Cercurile sint tangente in T (— ; 1he= g x
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211. Aceeasi problema pentru cercurile:
2?2 4+y%—3x+9y—20=0; 2(x2+1y?)—5sx+ 22y—49=0.
[Axa radiald xz+4y—9=0. Punctele comune: A(l,2); B(5,1).]
Sl S_é se scrile eguat;ia_ cerculL}i care trece prin punctul A(2,1) si
are aceeasi axa radicald ca gi cercurile din problema precedents.

) [Se scrie ecuatia fasciculului de eercuri cu cercurile de baza date
§i se alege cel care frece prin A, Se ghseste x>}y —Tr—TY-+16=0.]

o~

T 1'3>Se da cgrcul x?--y?—2x—6y+6=0, dreapta 20085910 =0 i
punctul A4, 6). Sd se determine cercul care trece prin A si are dreapté
datd ca axd radicald cu cercul dat. y

[Se scrie fasciculul determinat de cercul dat si § i
2(x2—|—y?)—63:-—17y—|—22-——-0.] : si dreapta data.

carrorut. XIV

LOCURI GEOMETRICE

1. Nu este cazul si repetim cele ce am spus despre locurile geometrice
la capitolul X. Acolo locurile gecmetrice erau numai linii drepte, aici vor
putea fi si cercuri. Avind insd cunostintd si despre ecuatia cercului, care
este de gradul al II-lea, putem aduce completirile care urmeaza.

Gasirea locurilor geometrice cu ajutorul geometriei elementare se

rezumi la un cadru destul de restrins, anume la acele curbe care pot fi °

usor recunoscute: linie dreaptd, cercul, parabola etc.

Geometria analitici este aceea care a pus ordine in chestiunea locu-
rilor geometrice, si anume sub doud aspecte:

a) Orice problemd de loc geometric tratatd pe cale analiticd ne duce
la un rezultat, adici la o ecuafie (care eventual se poate descompune) si
aceasta reprezintd una sau-mai multe curbe.

b) Gradul ecuatiei curbei-loc geometric ne aratd gradul de dificultate
a problemei: dacd ecuatia este de gradul I, locul este o dreapta, daca
ecuatia este de gradul al II-lea, curba este o conicd (caz particular cerc);
dacd insi curba este de grad mai mare, atunci se face reprezentarea grafica
folosind metodele analizei matematice.

Mai trebuie precizat un lucru: uneori locul geometric este limitat, desi
din punct de vedere analitic obfinem o ecuatie care reprezintd o curba
intreagd. Timitarea se obtine fie prin consideratii geometrice, fie analitice.

Faptul cd din punct de vedere analitic se obtine curba intreagd se
explici prin aceea cd in geometria analiticdi intrd in joc si elementele
imaginare. De pildd daci o dreaptil este exterioard unui cerc, punctele de
intersectie sint imaginare, dar mijlocul segmentului este un punct real.

Consideridm necesare citeva exemple.

2. Locuri rezultate din relafii geometrice. 1) Fiind date doud puncte fixe A, B,
sd se afle locul geometric al punctului M care satisface relafia

MA2-MB2=K* (const.).
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Se ia in mod firesc AB ca ax8 Ox. Axa Oy va fi me-
diatoarea segmentului AB. Molivarea este e daca luim
douad puncte M, M" simefrice fatd de mediatoare, avem evi-
dent MA?4MB*=M’A2}-M’B*=k? si mediatoarea este axid de
simetrie a locului (fig. 66). Coordonatele punctelor sint deci

Afa, 0), B(—a, 0), M(x,y).

0‘ a0} x Relafia geometric4, scrisd analitic, devine
(x—a)’ -+ (e+a)24y? =I2
Fig. 66, e e
TEEA— o —a?

K Bl
»  TLocul este un cerc real daci E —a?>0. Pentru k=2¢=AB locul este cercul

cu diametrul AB. At

Dacid un punct M apartine locului, atunei raza cercului este OM=‘\/ Lfyt=
=const, Se deduce de aici:

Dacd o laturd a unui triunghi este fixd, iar suma pdtratelor celorlalte doud
constantd, virful mobil al triunghiului descrie cercul cu centrul in mijlocul laturii
fize, avind mediana ca razd.

ey iy
Iatd si o solufie vectortald. Scriem relatiile vectoriale evidente MA-+MB=2MO
e

si MB—MA=AB, le ridicim la péitrat si le adunam, Avem
— — — — — — —_— b — —
MA2-2MA - MB+MB?»=4MO?; MB>—2MA-MB-|+MA*>=AB*>—4qa?,

T =
Prin adunare produsele scalare se reduc si finind seama ca MA?>=MA? rezultd
E

MA-MB2—=2(MO>-a)=Fk?% de unde Z%E=E —a”—const. Locul este cercul de razi OM,
2) Sd se afle locul geometric al punctului M care are puterile fatd de doud
cercuri date intr-un raport constant.
P
Relafia geometricd este — =k sau p=Kkp". Alegem ca axe de coordonate linia

P
centrelor cercurilor date (Ox) gi axa lor radicald (Oy). In acest caz avem n=n'=0
si p=p’, deoarece originea are puteri egale fatd de cele doud cercuri. Cercurile au
deci ecuatiile :
@ yH-oma-tp=0 i allyiHem’z+fp=0. @

Dacé M(x, yg) este punctul al cirui loc geometric se cere, relatia geometricd se
transforma astfel in relatie analitica:

s+ Y3+ 2magt+-p=ki+ v+ 2m ay-1-p). @)

Trecind totul inir-o parte, impértind cu 1—k=50 (pentru k=1 se obtine axa
radicald) si stergind indicii se obfine ecuatia locului

m— km'

wity?t-2 R e ) (3)

care este un cerc apartinind fasciculului determinat de cercurile date [se vede din
2)]. Daca C si C’ sint centrele cercurilor date, ecuatia (3) aratd cd centrul locului
este punctul care imparte segmentul CC* in raportul k.

Observare Daca se modificd enunful si se cere ca tangentele din M la cele
doud cercuri si aibd raportul constant, atunei in cazul cercurilor secante in A gi B
trebuie scos din locul geometric arcul de cerc cuprins intre A si B, deoarece din
punctele acestui arc, interioare cercurilor dafe, nu se pot duce tangente.
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3. Locuri rezultate din intersecpii. Vom - da s
exemple de locuri geometrice care rezultid din in-
tersectii de curbe depinzind: [
a) de un parametru; b) de doi parametri cu o
relatie de legaturd; c) de doi parametri indepen- Hlro .40}
1) Se considerd o dreaptd (A) si un cerc de razd va- Gl s |
riabild, tangent dreptei (A) intr-un punct fix A. Sd se afle ~ |
locul punctelor de intersecfie ale cercului cu un diametru
al sdu care are o divecfie dald, fixd. | =
Alegem pe (A) ca axd Ox si perpendiculara in A ca 1

Oy, apoi notdm cu )\ raza cercului si k coeficientul un- 4 A
ghiular al directiei date. Centrul cercului fiind C(0, 1),

ecuatia se scrie imediat Fig. 67.
Byt — 2y =0 (4)

Diametrul cercului, cu directia datéd de k are ecuafia
y—A=kr (5)

Eliminarea parametrului ) se face simplu scofindu-l din (5) si inlocuind in
(4). Se obtine

x* —y* 4 2kxy =0 sau y®— 2kxy — =0 (GL

ecuatie omogend de gradul al II-lea care se rezolva ca ecuafie In y si ne da doud
drepte ce trec prin A:

y=(F+VEEF1)x siy =Ek—VEFI)x

Dreptele sint perpendiculare, deoarece pzodusul coeficienfilor unghiulari este

mm'= (k4 V1) (k— V&I 1)=—1.

Diametrul cercului si cercul se taie in doui puncte M, N. Una din cele doua
drepte reprezinti locul lui M, cealaltd locul lui N, deci una este AM si cealalti AN.
Se observi si geometric cd AMAN=90°,

2) Pe tangenta dusd intr-un punct fix A al cercului (C) se ia un punct mo-
bil M. Se duce din M a doua tangentd la cerc punctul de contact fiind N. Se cere
tocul geometric al ortocentrului (punctul de intilnire al indlfimilor) triunghiului
AMN, cind M descrie tangenta in A.

Metoda 1. Folosim doi parametri. Alegem tangenta in A ca axid Ox si A ca
origine (fig. 67). Centrul cercului este w(0, ), iar ecuatia cercului

a2 y2—2ry=0. )
Tangenta in N(xg, ¥p) € (w) are ecuatia
o +yyYo—ry-+yo)=0
cu conditia
aj + y§ — 2ry, = 0. (t)]
Tangenta taie axa Ox in M ?!0 .In triunghiul AMN ne trebuie numai dou#

(1)
indlfimi si le alegem astfel: NN’||Oy si Mw a cérei ecuafie se scrie prvin taieturi.
Ecuatiile sint

XpX 1
N —my Me) AL .
: 5 Yo f

10 — Geometrie analitiedl cl, XI.
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Adaugind relatia de condifie (8) avem de eliminat paramelrii x), yg izntre trei

ecuatii. Din prima ecuatie rezultid xy=x, care dus In a doua da yy—— ——. Aces-
y—r

tea duse in relatia de condifie (8) ne dau locul geometric

a

%> 2
(y—n? Y=
Locul geometric se descompune in =0 (diametrul Awm) si cercul a4y =1
cu centrul in A si raza r, care este locul veritabil.
Diametrul Awm rezulti din nedeterminarea punctului de intersectie, anume cind
M = tangentele in A si N devin paralele (N=B). Doua din indlfimi sint AB si
BA care se confundi si aceastd dreaptd apare in ecuatia locului (cap. X, § 3 exem-
plul 3).
Metoda a Il-a. Problema se poate trata folosind un singur parametru, abscisa
a punctului M, deci M(a, 0). Ecuatia in m a tangentelor duse din M la cerc este

(r+may’=r(14m?)

=0 sau X x?+y2—r2=0.

i

f 2ra o .
care di m=0 si my=  —,; prima este axa Ox, ceea ce stiam. Ecuatia tangen-
P —a
tet MN se scrie ca dreapta care trece prin M are coeficientul unghiular m, si se
gaseste 2rax-f(a*—r)y—2ra?=0. Aici vom folosi inaltimea care pleaca din A4; fiind
perpendiculara pe MN are ecuatia

a’— 7
== " X
2ra
A doua indl{ime este Mw, de ecuatie
x Y
e ]
a. T
TR o - 5 4 T
Parametrul a se elimina intre aceste doua ecuatii. Din a doua rezulti a=——"
y—r

care dus in prima ecuatie di acelasi loc geometric compus din Aw (datorit nedeter-
minarii) si cercul, locul propriu-zis.

EXERCITII SI PROBLEME

214. Sa se afle locul geometric al punctelor M care satisfac relatia
aMA?+- BMB2=K2,
A, B fiind doud puncte fixe, iar «, P, & niste coeficienti constanti.

[Cerc.]
215. Sa se afle locul punctelor care satisfac relatia

MA?-MB?+ MC2=k? (const.),
‘A, B, C fiind trei puncte fixe. Generalizare in cazul a n puncte fixe.

[Cerc cu centrul in centrul de greutate al triunghiului ABC. Se va
considera si cazul cind A, B, C sint coliniare,]
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216. Se da o dreaptd si un punct fix O, exterior dreptei. Dacd P este
mobil pe dreapta datd si MEOP astfel ca OM:OP=Fk, sd se afle locul
punctului M.

[Originea in O. Un cerc care frece prin O]

217. Fiind date doua cercuri, sa se gaseascd locul centrelor cercurilor
care au cu cercurile date doud axe radicale perpendiculare.

[Cercul deseris pe distanta centrelor ca diametru.]

218. Locul punctelor care au raportul distantelor la doua puncte fixe
constant.
[Un cere. Cind constanta este 1, cercul devine mediatoarea gsegmen-
tului.j

219. Locul centrelor cercurilor care trec printr-un punct fix A si sint
ortogonale unui cerc dat (C).

[M centrul cercului variabil. Relatia geometricd este MA?=p,
Locul este o perpendiculara pe diametrul ce trece prin A. Problema se
poate privi gi astfel: locul este axa radicald a cercului (C) si cercul de
razi nula A, deci o perpendiculara pe linia centrelor.]

220. Se da un triunghi isoscel si se cere locul punctelor care au pro-
dusul distantelor la laturile egale, egal cu pédtratul distantei pind la bazi.

[Se ia baza ca Oz si mediatoarea ei ca Oy. Locul este cercul tan-
gent laturilor egale, la extremititile bazei.]

221. Sa se afle locul geometric al punctelor care au suma puterilor
fatd de doud cercuri egald cu suma puterilor fatd de alte doud cercuri.
Generalizare.

[Locul este o dreapta.]

e @9 Sa se afle locul geometric al intersectiei dreptelor
x=2+cos d; y=—I1—sin d.
[Cercul (x—2)24-(y4-1)?=1.]

223 S5 se afle locul piciorului perpendicularei duse din punctul
A(l, 5) pe o dreaptd care trece prin punctul B(5, 3).

[Cercul cu diametrul AB.]

224. Extremititile unui segment de lungime constantd aluneci pe
doud drepte perpendiculare. Se cere locul mijlocului segmentului.

[Un cerc cu centrul in origine.]

225. Se cere locul punctului care imparte intr-un raport dat k seg-
mentul ce unegte un punct M de pe cercul (C), cu punctul fix A, Caz
particular k=-—1.

[Cerc.]

10*
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o ) L_EZHL Fiind dat un cerc, se cere locul mijloacelor coardelor ce trec
printr-un punect fix.

[o centrul cercului i A punctul fix. Dacd A este interior cercului,
locul este cercul ecu diametrul Aw. Se vor discuta celelalfe cazuri}

"!éé# O dreapté variabild (4) care trece prin punctul fix A taie axa Ox
in M. Se ia pe Oy punctul N, astfel ca ON=0M. Se cere locul intersectiei
dreptei (4) cu perpendiculara dusa din N pe ea,

[Afa, b), Locul este x*4-%*— (a—b)xr — (a-}b)y=0.1

2 1228( La capetele segmentului AB=2a se ridicd perpendicularele AU
si BV. O dreaptd ce trece prin A taie pe BV in N, iar alta care trece prin B
taie pe AU in M. Se cere locul geometric al intersectiei dreptelor AN si BM,
stiind cd AM-BN =4a?.

[Simetria aratd ci mediatoarea segmentului AB se ia ca axi Oy.

Cercul x?4-y?—a?=0.]

229. Se dd un triunghi dreptunghic ABC. S& se géseasca locul punc-
tului M astfel ca perpendicularele ridicate in A, B, C respectiv pe MA,
MB, MC sa fie concurente.

[Cercul circumseris triunghiului.]

230. Se dau axele dreptunghiulare Oz, Oy si o dreaptid (D). Se cere
locul geometric al punctului M care are proiectiile P, @, R pe cele doud
axe gi pe dreapta (D) in linie dreapta.

[Cercul circumseris triunghiului format de axe si de dreapta (D).
Teorema lui Simson particularizata la triunghi dreptunghie.]

231. Se dau trei puncte A, B, C in linie dreapti. Si se afle locul
punctelor de contact al tangentelor duse din A la un cerc variabil ce trece
prin B si C.

[Originea in A; B(b,0), C(c, 0). Cercul x24y’—be=0. Se poate folosi
puterea punctului pentru lungimea tangentei.]

232. Se dau doud cercuri cu centrele in o §i w’. M fiind un punct
mobil pe axa radicald a celor doud cercuri, se cere locul geometric al
intersectiei perpendicularelor ridicate in o si ’, respectiv pe Mw si Mw’.

[Este indicat sd se aleagi drept axe, linia centrelor si axa radicald
a celor doudl cercuri. Locul este mediatoarea segmentului wo”.]

233. Se dau punctele P, @ si un cerc fix cu centrul pe drea'pta PQ.

Fie M, N capetele unui diametru variabil al cercului. Se cere locul inter—
sectiei dreptelor MP si N@.

[Originea in centrul cercului, P(a,0), @(b,0), M( cos o, rsin a),

2ab )"‘ Ll

N(—recos o, —rsin «). Locul este cercul ( o
a-+b

= EM]
(a4 D)
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234. Doua cercuri de centre O si O se taie in A st B. Prin A se duce
o secanta variabild, care intilneste cele doudl cercuri, respectiv in M si N.
Se cere: a) locul mijlocului segmentului MN; b) locul intersectiei drepte-
lor OM si O’N.

[a) Cere cu centrul la mijlocul distantei centrelor. b) Cerc care

trece prin cele doua centre.]

235. Locul punctelor M care au polarele fatdi de doud cercuri date
perpendiculare. .
P [Cercul cu diametrul distan{a centrelor.]

236. Intr-un cerc se duc doi diametri perpendiculari AB si CD. O
dreapta variabild ce trece prin C taie diametrul AB in M si cercul in N.
S& se afle locul geometric al intersectiei paralelei la ‘€D, dusi prin M, cu
tangenta la cerc i’ N (S.G.M. VI). :

[Originea in centrul cercului,” A(r, 0), C(0,7). Se gisesc ecuatiile
w=-+47r; y=—7r. SA se aleagh locul veritabil si si se explice de ce apar
celelalte.] . =

237. Se da un cerc (O) si un punct fix A in planul cercului. Fie MN
un diametrv al cercului. )

a) Sd se scrie ecuatia cercului determinat de punctele M, N, A. :

b) Se cere locul geometric al intersectiei dreptei MN cu tangenta in 4
la cercul (MNA), cind diametrul MN se roteste in jurul centrului.

[CA ca axd Oz. a) Se serie fasciculul determinat de cercul dat si
diametrul y=mx. apoi se pune condifia sa treacd prin A(a, 0). b) Locul
este o perpendiculard pe 04.]
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‘ELIPSA S| HIPERBOLA.

A. ELIPSA

I'g
Fig. 68.

1. Definitie. ELlipsa este locul geometric al punctelor
care au suma distantelor la doud puncte fixe constantd.
Punctele fixe se numesc focare si se noteazd cu F si ¥, Daci M este
wn punct curent pe elips#, distantele FM, F'M poartdi numele de raze
vectoare,
Potrivit definitiei, relatia geometricd pe care o satisface punctul M
<ste

MF - MF =2a (constant). (1)

Pentru a gsi ecuatia elipsei este de ajuns si transformim analitic
-aceasta relalie. Alegem pe FF” ca axd Ox si mediatoarea segmentului FF’
ca axd Oy (fig. 68). Se noteazd FF’'=2c, prin urmare F(e, 0), F’(—c, 0), iar
punctul curent M are coordonatele (v, 1). Relatia (1) devine

Vie—e)? -2+ V(e + 1y =2a. (2)

Ecuatia curbei trebuie datéd insd sub formi rationald. De aceea izolam
un radical si ridicim la piitrat. Obtinem

(T—0)2 12 =da’—da V(@ o2yl + (x+e)2 412
sau, dupa reduceri de termeni si izolarea radicalului rdmas:
“aV @+ o)t yi=al+ca. (3)

Se ridicd din nou la pitrat si se ordoneazi termenii. In acest fel se obtine
©ecuatia

(a—cha?+a?y’—a*(a’—c?)=0. (4)
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In triunghiul MFEF’ se stie cd MF-+MEF >FF” sau 2a> 2¢, deci a> ¢, astfel
ca a?—c?>0. Se poate nota prin urmare

a?—c2=b? (5)

si impirtind in (4) cu a?b? se capétﬁ forma definitivd a ecuatiei elipsei

+ ¥ _1=0 . (6)
a’

Pentru a gasi punctele de intersectie ale curbei cu axele de coordonate
facem pe rind y=0 si x=0. Rezultd A(a, 0), A"(—a, 0) pe Ox si B(0, b),
B’(0, —b) pe Oy. A4 =2a se numeste axa mare a elipsei, iar BB’ =20b axa
mica. Jumatitile lor, adici OA=a si OB=b sint semiaxele elipsei. Cind
M=B avem EF‘+BF’_2CL dar BF=BF", astfel ¢4 BF=a. Din trlunghml
dreptunghic OBF se deduce

/7 L (4
a?=b24-¢2 6" ,“! )
care de fapt este relatia (5) interpretatd acum geometric. %"!’-* b x
2. I'orma elipsei. Din ccuana (6) a elipsei-se. scoate 4@ RS C\ ‘_3,
) F( \ 55
J_ TubE vaz T2, :; _’,w 5 ®)
— {\Jﬂ =

Vom studia numai ramura de curba y=+- — \/a~—x— pentru care y)O

Cealaltd se deduce prin simetrie fa{a de axa O:c.
Forma curbei rezulta din reprezentarea ei graficd. Domeniul de exis—
tentd este dat de conditia a®>—x2>>0, prin urmare —e¢<r<wa, deci numai

intre A” si A. Deoarece in (6) x si y se gisesc la puteri pare, curba este-

simetricd atit in raport cu Ox cit si in raport cu Oy, deci si in raport cu
originea. De aici rezultd cid este de ajuns sd se studieze numai portiunea
de curbd cuprinsa in cadranul I, adicd intre O si A. Derivata pentru
functia consideratd [cu semnul ()] este

i e S 93
g a ya@—+2 (%
Pentru x>0, y* este negativ deci curba descreste; in plus y’(0)=0 si
lim y’(x)=-—o0, deci tangenta in B este paraleld cu O, iar cea din A
x=ya
paralela cu Oy. Tabloul de variafie rezuma acest studiu
x ‘ 0 a
W J 0 — )
y | & descreste 0

Reprezentarea graficd este datd, cu completérile din celelalte cadrane, in
figura 68 si arvatd cd toatd curba este inchisa in dreptunghiul format de
paralelele la axe duse prin punctele A,A’, B,B’. Aceste patru puncte poarts
numele de virfurile elipset.
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Dacid b=a, elipsa devine cerc, iar distanta focald este nula.
Ecuatia elipsei apare sub forma simplad (6) fiindcd s-au ales ca axe de

«coordonate tocmai axele el de simetrie. De aceea se zice ci (6) reprezinta

ecuatia elipsei, raportata la axele ei.

In cazul cind elipsa este raportati la axe dreptunghiulare oarecare,
ecuatia rdmine de gradul al IT-lea, dar forma nu mai este simpli.

Notd, Profitam de faptul ca stim sa efectuam o translatie de axe, pentru a
ardta care este ecuatia unei elipse raportate la axe paralele cu axele ei de simetrie.
In adevéar, fie Oy un sistem de axe paralele cu axele elipsei si 'Oy’ sistemul de
referinta format din axele elipsei.

Translatia de axe care aduce pe O in O’(p, @) ne da relatiile x=p+x’, y=q+1.
Ecuatia elipsei, raportatéd la axele ei, este

72

X2 Y
o e
porin urmare fatd de vechile axe xOy va fi
x—pi 11— )2
( nv) PheaCiRE I
a b?
wnde (p, @) sint coordonatele centrului O’ al elipsei fatd de sistemul de axe xOy.

Exemple. a) Sa se determine virfurile si semiaxele elipsei 2224
+4y?—5=0.

Ecuatia se scrie %ﬂ-%-%z—l;o, din care se deduce a= '\/%:12.1?_’.
o .
b:ig-- Virfurile sint A(@’ 0)' A'(—‘/;O' O)’ B:(O’ i{,s—)'
’ ﬁ)
o

b) Sd se dc{;‘ermgne elementele elipsei 3x?+5y?+9=0. Din ecualia
data se deduce %—I—% +1=0 care seamind cu ecuatia elipsei, dar nu poate

5
fi verificatd pentru valori reale ale lui x si y, deoarece suma a trei numere
‘pozitive nu poate fi nuld, Este o elipsd imaginard, lucru care se constati
dacd vrem sid afldm semiaxele, intersectind cu y=0 si cu x=0.

3. 1) Constructia elipsei prin miscare continud. Fie I, I’ focarele
elipsei de construit si UV=2a lungimea axei mari. Se infig in foaia de
hirtie, si anume in F si F’, doud ace, apoi se trece peste ele un fir ale
carui capete s-au innodat intre ele, astfel ca lungimea totald a firului, dupi
«ce s-a fdcut nodul, si fie I=FF +2a. Se intinde bine firul cu virful unui
creion, apoi se miscd virful M al creionului pe foaia de hirtie (fig. 69).
Curba desenatd de virful creionului M este elipsa cu focarele F, F” si axa
mare 2a, deoarece MF -+MF' =1—FF’ = 2a. :

] 2a

L3 % e (7] R . V.
Fig. 69, : Fig. 0.

In acest fel construiesc grédinarii ronduri eliptice de flori, infigind
in. pimint doi tarusi peste care se trece o sfoard intinsd de un al treilea
tarus mobil care traseazi pe teren elipsa.

2) .Constructia elipsei prin puncte. Metoda 1. Fie F, F” focarele elipsei.

\ VR<VU tragem un cerc cu centrul in F’, iar cu raza RU un alt cerc cu
i centrul in F (fig. 70). Cele doud cercuri se taie in doud puncte M si M"
j (simetrice fatd de AA’), care apartin elipsei, deoarece MF-+MF =V R+
L RET—D,

Schimbind intre ele centrele F si F’, ale celor doud cercuri, se obtin

incd doud puncte, simefrice cu primele fatd de BB’. Se gisesc astfel pen-
tru fiecare punct REUV cite patru puncte ale elipsei. Construim atitea
puncte, cite sint necesare pentru a trage curba. !
! Obserwvare. Dacd nu se cunoaste distanta focala FF’, ci axa mare
‘ cd BF=BF =a. Cercul cu centrul in B si cu raza a taie axa mare in
f punctele F, I", focarele elipsei. De aici incolo constructia se face ca mai
|

inainte.

Metoda a II-a. Presupunem cunoscute axa mare si axa micd, dar nu
mai folosim focarele. Sd notim cu y ordonata elipsei si cu Y ordonata
| cercului de razi ‘e, avind acelasi centru ca si elipsa. Tinind seama de rela-

: L T AV R - : S vl ey
| tia (8) avem y= l\/az a2, insd din ecuatia cercului rezultd Y= VaZl—a?,
a

prin urmars se poate seric

perpendiculari, unul care taie cercul mare in A si A’, al doileg care taie
cercul mic in B si B’ (fig. 71). Aceste patru puncte sint virfurile elipsei.

Desendm separat un segment UV =AA’=2a. Cu o deschidere de compas

si axa micd, focarele se construiesc pe baza observirii pe care am fdcut-o

by (10).
¥ a
1 S4 ducem acum cercurile concentrice cu razele a si b, apoi doi diametri
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Fig. "L Fig. 2.

O razd variabild intilneste cercul mic in P si pe cel mare in @. Se
duce prin P o paraleld la AA’ si prin @ o paralela QN(N2AA") la BB’
Fie M punctul lor comun. Teorema lui Thales ne da
b
a

RlE
I
S

Bl e e VN
. fnsi NQ=Y, OP=b, 0Q=a, deci %:

Aceasta comparatid cu relatia (10) arata ci NM=y, adica M este un punct
al elipsei. Tn acest fel se pot construi oricite puncte vrem. Sa observam
insi ci la fiecare razia OQ obtinem un singur punct M.

4, Elipsa este proiectia unui cerc. Cercul cu diametrul cit axa mare
AZA —2a a elipsei se numeste cerc principal al elipsei. Vrem sa aratam in
cele ce urmeazi ci elipsa este proiectia cercului siu principal pe un anwmit
plan. Pentru aceasta sd reluim relatia (10) pe care o punem sub forma

b ) : (ol 3
y=Y. —- Insd —<1, deci se poate gasi un unghi o pentru care cos a= s
a a

si atunci y=Y cos ¢. S# ne inchipuim ca elipsa rdmine in planul ei, in
timp ce rotim cercul sdu principal in jurul axei mari AA’. cu unghiul o.
Ordonata @N a cercului ramine intr-un plan perpendicular pe AA’ si fie
@, noua pozitie a lui @ si M proiectia lui @, pe planul elipsei. (Se poate
folosi figura 72, unde @ se va considera ca fiind ©,.) Prin urmare
<IMNQ =q si NM=NQ@, cos a=Y cos ¢ =Y - b, cu alte cuvinte NM =y,
- a .
ordonata elipsei. Asadar ordonata elipsei este proiectia ordonatei cercului
sdu principal, inclinat cu unghiul @, dat de cos a= —> pe planul elipsei.
a

Aceasta arata cd punctele elipsei sint proiectiile punctelor de pe cere, sau
.ca elipsa insdsi este proiectia cercului sdu principal.

Acest 1_11£1"L1 se poate arata si pe alta cale, analitica. Fie un cerc cu
-diametrul AA’=2q asezat intr-un plan (C) (fig. 72). Prin AA’ ducem un
alt plan (E) si sé notdm cu o unghiul lor diedru. Unghiul plan corespunzi-
Aor unghiului diedru este format din doud perpendiculare duse dintr-un
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punct al muchiei comune AA’, una in planul (C) si una in planul (£).
Fie @ un punct pe cerc, N proiectia lui pe AA” si M proiectia lui .pe pla-
nul (E). Conform celor spuse mai inainte avem o= <I@NM. e

In planul (C) punctul @ are coordonatele X=0N si Y=N@. In pla-
nul (E), punctul M are coordonatele x=0ON si y=NM=NQ cos d. Deci

x=X;y=Y cosa sau Y= Y/ (11)

Cos o

Coordenatele punctului @ trebuie si verifice ecuatia cercului cu dia—

metrul AA" =2a, deci
X24 Y2 2=,

Locul geometric al punctului M se aflid inlocuind pe X si Y in ecuatia.
cercului, deci

2
; !
w2 Y __g2—p,
cos® o
sau
2 3
% 4
Boai bl
@ a’ cos® o

aceasta reprezintd o elipsd cu semiaxele a $1 b=a cos o. Deducem ca:
elipsa este proiecfia cercului sau principal, asezat intr-un plan care face:

cu planul elipseti, un unghi o dat de relatio cos d.= -

a
5. Ecuatiile parametrice ale elipsei. In figura 71 si notim <INOQ=
=0. Stim c# punctul M apartine elipsei, dar coordonatele lui M sint x=

—ON—-0@ cos 6=a cos 6 si y=NM=0OP sin 06=> sin 6. Prin urmare:
coordonatele parametrice ale elipsei sint

x=a cos ©, y=b sin 8. (12)

Ca verificare, daci se scot cos 0 si sin @ si se introduc in relafia fun-
damentald cos? 0 +sin?@®=1 se obtine ecuatia carteziand a elipsei.

Tinem si atragem atentia asupra unui lucru, anume ca @ este un-
ghiul ficut de raza cercului principal (OQ) cu axa mare a elipsel si in
general este diferit de unghiul ficut de raza vectoare OM a elipsei cu axa

mare, adicd in general 65=<JAOM. Aceste doud unghiuri sint egale numai
8m

2
6. Aria elipsei. Am vazut cd elipsa este proiecfia cercului sdu prin-

cind M coincide cu A, B, A’ sau B’, deci pentru valorile 0,%, T, .
cipal pe un plan care face cu planul cercului unghiul dat de cos a= .

a
Aria cercului principal fiind na?, aria elipsei va fi aria cercului inmultita
cu cosinusul unghiului de proieclie (Geometria in spatiu cl. a X-a),.
1l
cdica

7
A=(na?) cos o =mna?- = =gab.
a
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B. HIBERBOLA

7. Definitie. Hiperbola este locul geomelric al puncte-

lor care au diferenta distantelor la doud puncte fixe constantd.

Punctele fixe se numesc focare si se noteaza in mod obisnuit cu F

si F’, Dacd M este un punct curent al hiperbolei, MF si MF’ poarta nu-

mele de raze vectoare. Conform definitiei, relatia geometricd pe care tre-
buie si o satisfaca punctul M este

|MF"—MF| =
, ‘sau |k S
MF"—MF=+2a (const.). (13)

Ecuatia locului geometric al punctului M se giseste transformind ana-
litic aceastd relafie geometricd. Se aleg axele de coordonate astfel: FF ca
ax3 Ox si mediatoarea lui FF” ca axa Oy (fig. 73).

Notdm, ca si la elipsi, FF'=2¢, deci F(c,0), F’(—C 0). M(x,y) fiind
punctul cuwnt al locului geometric, relatia (13) scmsa analitic este

Vix+e)?2+y2— Y (@—c)>+y? =+ 2a. (14)

Eeuatia curbei trebuie adusa la formé rationald. Pentru aceasta trecem al
doilea radical in partea a doua a ecuatiei si ridicim la pitrat. Obtinem

()22 =(r—0c)2+1y24da (x—c)? -yt 402,

Dupd reducerea termenilor asemenea si trecerea in prima parte a tu-
turor celor care nu contin radicali, avem

cr—a2= ia\/ (x—c)2 492

O noud ridicare la pétrat ne di, dupd or-
donarea termenilor

(c?—a?)x?—ay?—a2 (c>—a2) =0,
Este cazul sd observidm aici cd am obtinut
exact aceeagsi ecuatie (4) de la elipsd, ceea
ce rezultd imediat Inmulfind cu (—1) si
Tioa |7 4] #eo) * schimbind semnele in paranteze.

Deosebirea vine din altd parte. Daci
la elipsd am avut a > ¢, la hiperbold, din tri-
unghiul MFF’ rvezultd FF’ > |MF —MF|=

=2a, adicd c¢>a si atunci expresia ¢2—a?
este pozitivd. Prin urmare se poate nota

Fig. 3. c2—a?=b2 (15)
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si ecuatia (14) devine, dupd impértirea cu a?b?: p =
B g ] et ‘v % 4
;5-_—1,—«,——1:0 { L] GM ‘W“« 1n‘i'~i}'..v (16)
: e e A

care este forma definitivd a ecuamel h1pe1bolel

Punctele de intersectie cu axele se obtin ficind succesiv y=0 si x=0.
Pe axa Ox avem A(a, 0) si A’(—aq, 0), iar pe axa Oy se constatd ci nu
avem puncte reale, deci axa Oy nu taie hiperbola.

Pentru aceste motive AA’ se numeste axa transversd, iar A si A’ sint
virfurile hiperbolei, pe citi vreme axa Oy este axa netransversd.

8. Forma hiperbolei. Din (16) se deduce

y= :E %Vmg_az & (17)

3 5 & ; B ™
si este de ajuns sd se studieze ramura y= — \/xl—al, deoarece cealalta se
a

trage prin simetrie fatd de axa Ox. Ceva mai mult, dind lui x valori egale
si semne contrare se obfine pentru y aceeasi valoare; punctele cipatate
astfel sint semetrice fati de Oy, prin urmare curba este simetricd si fafd
de Oy.

De aceea este de ajuns si studiem curba in primul cadran si restul
se construieste simetric fai de ambele axe si fa{d de origine.

Ne ocupdm deci numai de ramura

y=2 V" (179
a

care, pe partea pozitivd a axei Ox, are domeniul de existenta dat de ax2—
—a2>0, adicd x>a.
Asimptote. Se observd imediat ci nu existd asimptote paralele cu
axele (lim y= oo). Cdutdm deci asimptotele oblice.
>

L. v — a® b
Avem e B ety o AT e
x+x X a x=y=x L9 a
SE S _ai‘.
n=lim (y—mx 11m r2—a?—x)= — hm —— =0
x—-):c(y I (V )= a «-rz\/wc‘-—a 4= ’

: b 2 : o
astfel cd asimptota este y= P Tinind seama de simetria curbei fatid de

axe inseamnd cd avem in total doud asimptlote, anume
b
Y=k A (18)

Acestea de fapt se deduc din ecuatia hiperbolei (16) dacd se lasd la o parte
termenul liber, adicd

o (18

a? b2 .
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A b < ;
Dertvata pentru ramura (17°) este y'= = 'VT'"’—ar , care pentru x>0
. = 5 . g poat
ramine mereu pozitiva, deci functia este crescétoare. Avem apoil }}_1;2 y’= 00,

1 R g ¥
care aratd cd tangenta in A este perpendiculard pe Ox si 11_{n Ui x care
Fpeo

;! b i
arati cid existd o dreaptd de coeficient unghiular 2 care este tangenta

. b )s
hiperbolei in punctul de la infinit; aceasta este asimptota yzzx. Ta-

bloul de variatie se reduce deci la

x ’ a + oo
: b
y (Sl e i i
iy ‘ 0 creste +co

Acum se poate construi bine curba, avind grija ca ramurile ei sd se apro-
pie necontenit de asimptote, cu tendinta de a deveni tangentele lor la in-
finit. Forma hiperbolei este datd in figura 73.

Se atrage atentia ca forma simpla (16) sub care se prezintda ecuatia
hiperbolei, se datoreste faptului cd este raportatd la axele ei de simetrie.
Cazul cind sistemul de referintd este oarecare depiseste cadrul manualului.

Observare. Ecuatia hiperbolei se capita imediat din ecuatia elip-
sei, dacd se fnlocuieste b? prin (—b2). Aceasta inseamnd ca semiaxa b se
inlocuieste cu bi, unde i:\/jl este simbolul imaginar. Vom vedea in cele
ce urmeazd cd multe din proprietitilé elipsei se transpun la hiperbold
prin aceastd simpla inlocuire.

Notd. Se poate arata, ca si la elipsa si in mod cu totul asemanator,
cd dacd axele hiperbolei sint paralele cu axele de coordonate, atunci
ecuatia hiperbolei este

(z=p"  (y—49)
a* b* P
unde O’(p, g) este centrul hiperbolei. Elevii pot face acest Iucru ca un
exercitiu de translatie a axelor.

1=0,

Exemplu. Sa se determine virfurile, focarele si asimptotele hiper-
bolei 2x2—5y2— §=0.

Se scrie hiperbola sub formaf——!{’;’ —1=0, de unde rezultd imediat:

5

al=4, bZ:%, CZ=a2+b?:§: Prin urmare virfurile sint A(2,0),
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A’(—2,0) si focarele F(2 “\/%, 0), F(—2 é,O). Ecuatiile asimptotelor

2
se deduc ugor: y= - e

9. Hiperbola echilatera raportata la axele ei este un caz particular
al hiperbolei, anume cazul cind b=a. Ecuatia hiperbolei echilatere este
asadar 1= - | / /

“.xz;yi’—a?:(])’j sau . glowl=g2 | (19)
Asimptotele se deduc imediat: %= -, adica bisectoardle axelor de coor-
donate. Hiperbola echilatera are prin urmare asimptotele perpendiculare.

10. Hiperbola echilaterd raportatd la asimptote. Faptul ci asimptotele
hiperbolei echilatere sint perpendiculare face ca ele si poatd fi luate drept
axe de cordonate. Desigur, ecuatia capati alti infitisare, care trebuie
neapdrat cunoscutd, fiindcd sub aceastd formi intervine in unele feno-
mene fizice.

Considerdm prima bisectoare ca axid transversa (fig. 74), cu virfurile
Ay, A1, deci OA;=04]=a si focarele Fy, F,, deci OF, —OF; =a}/2
{¢?=a?+a’=2a?). Projectind pe axe, sub unghiul de 45°, obfinem coordo-
natele virfurilor si ale focarelor

ay2  avy2). ., ay/2 5

A](ﬁé‘c‘ . ):A,(— . ’—1\2/3):171(11, a), Fi(—a, —a).

Pentru a gisi ecuafia hiperbolei echilatere scriem ci punctul curent
M(x, y) satisface relatia

MF\—MF|=+2a
care transformati analitic devine
VeE—a)? +y—aP— V(T ai+(y T ay=+20.

Se trece al doilea radical in partea a
doua a ecuatiei, se ridici la pitrat si se
reduc termenii asemenea. Se obtine

+V@+aPt y+ay=ata+y.

O noud ridicare la patrat ne di, dup# ce
se fac reducerile,

iG] @

Aceasta este ecuatia hiperbolei echilate-

3 = a 3 .
re. Dacd se noteazi v—§=wz, ecuatia hi-

perbolei echilatere se scrie

’;@;_.;ﬁnfi" 4= A

g
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Din aceastd ecuatie se deduce

g (20°)

de unde se vede céd y variazd invers .proporti.onal el Inversz tgat_e méf
rimile aritmetice, geometrice, mecanice, fizice efc, care variaza Invers
proportional cu variabila de care depind, au ca reprezentare graficd hiper-
e echilatere raportate la asimptote. L ) 5
i Exemple: laturile unui dreptunghi a cdrui arie este constanta =07
legea lui Boyle-Mariotte pv=const. etc. E : B i
g Hiperbo.{a echilatera (20) sau (207) are v1rf111"11e pe prima bisectoare,
in Ay(m, m), Ai(—m, —m); de fapt ea se obline din h_lperbola rlapoptata la
axele de simetrie printr-o rotatie de 45° in sens trigonometric (flﬁg. 74).
Dacd rotirea se face in sens invers, deci_cu unghl}ll dg (—45 ), axa
‘transversi este cea de-a doua Dbisectoare, iar ecuafia hiperbolei are
forma y
xy=—m2

11. Hiperbola conjugatd. Ecuatia
E2 S R 1)
L?
intd iperbold re insd tai in doud puncte
t4 de asemenea o hiperbold, care insd taie axa Oy in : :
ge(}(:}reg)lr;i B’(0, —D), dar nu taie axa Ox (fig. 75, hiperbola punctatad). Prin
3l 7 ’ 2

urmare de data aceasta Oy este axa transversd si Ox axa netransversi.
Hiperbola (21) si hiperbola studiatd mai inainte

i B (217
a? B2
g E
47
St
-~ i \\\ ~
— e i
== = ‘ t
£ a T
8 \
! |
F lla ) AR £ %
@
— R
// = Zo
= T e
Ey v ¥
A : e te

/ S B / ‘;‘ L K 'f___

B ST | Dl o S IS

(%}Yé "’C’\. l D‘&‘l {/, %% (= 2 Lo
>~
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au aceleagi axe si aceleasi asimptote y:i—b x, insd (21) este asezatd in
a

unghiul asimptotelor care cuprinde axa Oy, adicd acolo unde nu existd
nici un punct al hiperbolei (21’). Hiperbolele (21) si (217) . se numese
kiperbole conjugate. *’%‘"" :

12. 1) Constructia unui arc de hiperbold prin miscare continud. Se
presupun date focarele F, F” si lungimea 2a a axei traverse. Este evident
cd virfurile A, A’ se pot fixa imediat, dar ele rezulti si prin trasarea ra-
murilor de hiperhola.

Se ia o riglad si se fixeazii cu un capat in F”, astfel ca si se poata roti
in jurul lui F’. Lungimea F'E a riglei trebuie si fie mai mare decit TT”.
Se ia apoi un fir de lungime 1, astfel ca I=F E—2a si se fixeazi un capat
al lui in F, iar celdlalt la extremitatea E a riglei. Se intinde bine firul eu
virful M al unui creion care se sprijini pe rigla (fig. 76). Rotind rigla in
jurul focarului F, virful M al creionului descrie un arc de hiperbola,
deoarece

MIF—TIF =EF— (EM +MF) = EF—1 — 2a.

Schimbind centrul de rotatie al riglei in F si legind al doilea capiat al
Tirului in F’, se obtine in mod aseminitor un are din a doua ramurid a
hiperbolei.

2) Censtructia hiperbolei prin puncte. Cind vrem si figuram prin
puncte o hiperbold trebuie sd procedim intr-o anumiti ordine, asa cum
aratam aici.

a) Se asazd virfurile 4, A’ si focarele F, F’, care se presupun date
(A4’ =2a, FF" =2¢> 2a).

b) Se deseneazd asimptotele.
Pentru aceasta se duc in 4 si A’ per-
perpendicularele pe AA’ (tangentele
in A si A’ la hiperbold), apoi se de- b
scrie cercul cu centrul in O si curaza B\
OF =c, care taie cele doud perpendi-
culare in C si C’ (fig. 77). Avem
AC=Db, deoarece triunghiul dreptun-
ghic OAC ne dia AC:=0C>—0A2=
=cl—a?=p2

2

Coeficientul unghiular al dreptei

OC este m=tg az'ﬁv deci OB este
a

chiar asimptota hiperbolei. Rezulti
urmdtoarea constructie: se duce cer-
cul cu centrul in O si cu raza OF =c,
care taie tangentele la virfurile hiper-
bolei in patrv puncte care formeaza

un dreptunghi. Diagonalele acestui ; : 2o
dreptunghi sint asimptotele hiper- & u
bolei. : Fig. 7%

11 — Geometrie analiticd cl. XI.
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In particular la hiperbola echilatera a=b si dreptunghiul devine pa-
trat; diagonalele, deci asimptotele, fac 45° cu axele.

c) Dup# ce am asezat virfurile, focarele gi am construit asimptotele,
urmeazi si gisim si citeva puncte, pentru a putea trasa curba.

Luim separat o dreaptd si pe ea segmentul UV =AA’=2a, apoi ludm
un punct M pe dreaptd, in afara segmentului UV (fig. 77). Descriem un
cerc cu raza MU si cu centrul in 7, apoi un al doilea cerc cu raza MV
si cu centrul in F. Aceste doud cercuri se taie in doud puncte N, N” sime-
trice fatid de Ox. Avem

NF—NF' =MV—MU = 2q,
deci N apartine hiperbolei. Simetricul siu fatd de Ox aparfine de ase-
menea hiperbolei.

Dacd se pastreaza razele, dar se inverseazd centrele, se obtin inca
doud puncte ale curbei, simetrice cu cele precedente, fati de Oy. Prin
urmare cu un singur punct M putem construi patru puncte ale curbei.

Trasarea hiperbolei este mult ajutatd de asimptote, {inind seama ca
ramurile curbei se apropie necontenit de ele,

a5
13. Ecuatiile parametrice al hiperbolei. Ecuatia hiperbolei %—E-:l
a

bﬂ
2l i VNt Sl
(a > b)(u b) 5

O astfel de egalitate este satisfacuta daca se pune

se poate pune sub forma

% Yy T i 1
a b a b t

din care rezulti ecuatiile parametrice ale hiperbolei

em 2 (i), ok o 1), e

2 t

EXERCITII $| PROBLEME

238. Sa se arate ca expresiile:
(By)=(xg—C)*+yj (Bp)=(ap-+c)+y3,
2
in care (xg, Yo) sint coordonatele unui punct de pe elipsa % +i—:—1=0,
@

sint p#trate perfecte. Ce interpretare geometrici au expresiile date?

e )2 ¢ \2
[(E1)=(ﬂ-— l_T\u) ’ (Ez)Z[ﬂ e ;x,,) © Sint pétratele distantelor de la

punct la focare. Dupi stabilirea directa se va confrunta cu relatia (3).]
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239. Capetele A si B ale unui segment de lungime constantd aluneca
pe doua drepte perpendiculare. Fie M un punct fix al acestui segment.
Se cere locul punctului M. :

[Se ia OA ca axi Ox si se noteazd AM=b, MB=a. Locul este elipsa
2 3

%4—%—1:0. Proprietatea se foloseste la constructia elipsografului.]

240. Fie M un punct pe elipsa de semiaxe a si b, Fy §i F, focarele
sale, iar O centrul sdu. Sa se arate cé avem relatia: .

MF, - MF, + MO?2=a%+ b2
[Se poate folosi problema 238. Se poate pleca si de la relafia de
definitie a elipsei, se ridicd la pétrat si se fine seama de teorema
medianei.]
sl L 3 ¥
241. Se da elipsa (B)= — -+ b
& 2
fnlocuirii lui  si y din (E) prin x; si y;. S3 se demonstreze ca:
a) dacii P(xy, 1/,) este interior elipsei, atunci (Ey)<0;
b) dacd P(xy, y) este exterior elipsei, atunci (E)> 0.

—1=0 si se noteazi cu (B,) rezultatul

[a) Se duce prin P o paralezlz‘a la Oy care taie elipsa in @y, Yp).
by Y i
Avem x;=xg Vi<W, deci (E1)<—"~-—£T2—1=0. b) Acelasi procedeu, dar

a®

sensul inegalititilor se schimba.]

4(249. Sa se gseascit ecuatia unei elipse avind axele de coordonate ca
axe de simetrie si trecind prin punctele M(3, 4) si N(6, 2) (C.d.p. I. Dumi-

triu).
[a?=45, b?=20.]

‘f‘@, Fie MN ordonata unui punct variabil pe un cerc cu centrul in
origine si @ punctul care imparte aceastd ordonatd intr-un raport con-

stant M:Q =k. Se cere locul geometric al punctului @.
QN
[Elipsa.]

244, Se cere locul punctelor care au suma pédtratelor distantelor la
doud drepte concurente, fixe, constanta (C.d.p.).

[Se vor lua bisectoarele unghiurilor formate de drepte, ca axel]

245. Se da un cerc si un diametru fix al siu. Se cere locul punctului

M care are suma dintre patratul distantei la diametrul fix si puterea
punctului fatd de cerc, constanta.

[Elipsa.]

Xy

246. Se da hiperbola H="— —{;—1:0 si ne noteaza cu H; rezultatul
&

inlocuirii in H a lui x, y prin x;, y,. 5a se demonstreze ci:

a) dacd P(xy, yy) este in afara ramurilor hiperbolei, atunci H; <0;

b) dacd P(xy, ;) este interior uneia din ramurile hiperbolei, atunci
H,;>0.

11*
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[a) Se duce prin P o paraleﬂlr_j la (31, care taie hiperbola in Q(xg, Y}
Avem &) <ay, Y=, deci H1<'z:—-%:'—1=0. b) Acelagi procedeu, sen-
sul inegalitafilor se schimba.]
247. Sa se arate cd expresiile By = (xyp—c)2+yZ;
E2=($[)=+C)22—E—y02, in care (xp, vyp) sint coordonatele unui punct de pe
hiperbola %2~-Z—2 —1=0, sint patrate perfecte. Ce interpretare geometrici
au aceste expresii?

oXy 294 [ 2
[Ei=— T—-a 3 Ep= T—]— a| . Sint pitratele distantelor de la
punct la focare.]

248. Tiind datd hiperbola cu semiaxele a si b, cu focarele Fy si Fy
si cu centrul O, si se arate cd daca M este un punct al curbei, avem re-
latia:

—O—qu—-“MTi' W2=a2—b2.
[Se transpun aici indicatiile de la problema 240.]
ﬁh_-, Intr-o hiperboli echilaterd, segmentul care uneste centrul O cu
un punct oarecare de pe curbd este medie proporfionald intre cele doua
raze vectoare FM, F'M care unesc focarele cu punctul M, adici OM2=
=FM-F'M (C.d.p.).
[Se va trata direct, apoi ca particularizare a problemei precedente.]

250. Fie x2—y?=a? o hiperbold echilateri. Si se arate ci ordonata
MN a unui punct M de pe aceasti curbi este egald cu tangenta dusi din
N la cercul descris pe axa transversd a curbei, ca diametru (C.d.p.).

[Se foloseste puterea punctului N fata de cerc.]

2561. Se di cercul cu cenfrul in origine si cu raza r=3. Si se afle
locul geometric al punctului M care are distanta pind la axa Ox cit jumi-
tatea tangentei duse din M la cerc.

2 2
[Se folosegte puterea punctului, Hiperbola ;-*— %~ 1= 0.]

252. Se d&d un cerc cu raza v si un diametru (D) al siu, fix. Si se
afle locul punctului M care are raportul dintre puterea sa fa{d de cerc
si patratul distantei pind la diametrul (D) constant si egal cu k.

Se vor examina cazurile k<1; k=1; k>1 desenind locurile geome-
trice si interpretind rezultatele.

: [Generalizarea problemei precedente. le<1, elipsd agezati intre drep-
tele x=-+r; k=1, dreptele x=+-r; k>1, hiperbold. Pentru k<0 elipsa
este interioard cercului dat.]

@ Se dd un punct A si o dreaptd (D). Prin A se duce o secanti
variabild care taie dreapta (D) in M si in acest punct se ridici perpen-
diculara pe (D). Pe aceastd perpendiculard se poartd segmentul MN=MA.
Sa se gaseascd locul lui N.

[Se ia (D) ca ax&d Oy si perpendiculara din A pe (D) ca Ox Locul
este hiperbola echilaterald raportatd la aceste axe, cu un virf in A]
4 Q54 S& se gHseascd ecuatia unei hiperbole, raportati la axele sale,

-

stiind c# trece prin punctele C(5\/§; 2 V.’J_) si D(45, 40).

[a2=25, b2=20.]

carirorut X VI

INTERSECTIA CU O DREAPTA.
PROBLEME DE TANGENTA

A. INTERSECTIA CU O DREAPTA

1. Problemele care urmeazd se pot trata deodatd pentru elipsd si
hiperbola, deoarece singura deosebire intre ecuatiile celor doud curbe
este ca b? se inlocuieste prin (—b%). Dacé insd am studia problemele numai
pentru elipsd si le-am transpune fard demonstratie la hiperbold, proce-
deul nu ar fi convingétor, fiinded nu se poate sti dinainte daci simpla in-
locuire a lui b? prin (—b?) duce totdeauna la rezultatul corect. Daci am
face studiul separat pentru fiecare curbd, atunci ar trebui si refacem
multe calcule cu totul aseminitoare. De aceea vom face un studiu simul-
tan pentru cele dou# curbe si in acest scop vom scrie ecuatiile lor con-
centrate in una singura: )

-3 2
= tel —1=0 (=11, (1)
a:! bﬂ

astfel ci pentri e= 41 se obfine elipsa, iar pentru g=—1 hiperbola.

2. Intersectia elipsei si hiperbolei cu o dreaptd. Pentru a gési coordoj
natele punctelor de intersectie ale elipsei sau hiperbolei cu dreapta y=
mx--n trebuie sa rezolvam sistemul

"_:.[_i__]:(); Y=mx-m. (2)
a’ eb?®
Eliminind numitorii in prima ecuatie si inlocuind pe y din ecuafia
dreptei se capatd
eb2e?+a?(m2x2 4 2mnr+n?)—ea?b?=0 sau

(a®m?--ebDa + 2a2mnx +a*(n’—eb?) =0 (3)
Aceasti ecuatie ne di abscisele punctelor de intersectie ale dreptei cu
elipsa dacid se ia e= 41 sau cu hiperbola dacid se ia e=-—1. Ordonatele

corespunzitoare se obiin din ecuatia dreptei, inlocuind pe = cu valorile
date de (3). i
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Discufie. Punctele de intersectie dintre dreapta data si curba respec-
tiva sint reale, confundate sau imaginare dupa cum realizantul ecuatiei
(3) este pozitiv, zero sau negativ. Notind cu R realizantul, avem

R=4a"m’n?—4a2(a?m?+ eb?)(n?—eb?) = 4a?b2[b2-} g(a’m?—n?)]. ‘j“a!; K -

Dar semnul realizantului este acelasi cu semnul expresiei
E=b1¢(a’m>—n?)

care pentru elipsd (e =1) devine

E,=a?m?4-b2—n?, (4)
iar pentru hiperbola (e=-—1)
En=b>—a?m2+4-n2 (5)

Cazul elipsei a) Daca E,> 0, adicd |n|< \/a2'n7,2+b3, punctele de inter-
sectie sint reale si distincte, iar dreapta este secantd elipsei.

b) Daci E,=0, adica n=-47V a?m?+b? dreapta taie elipsa In doud
puncte confundate si prin urmare este tangentd elipsei.

c) Daci E,<0, deci |n|>V a?m?-+0b2, punctele de intersectie sint ima-
ginare si dreapta este exterioard.

Cazul hiperbolei. 1. Presupunind a?m?—b?<0, prin urmare b%—
—a?m?>0, avem totdeauna E;>0, deci dreapta y=ma-+n taie totdeauna
hiperbola in doua puncte reale si distincte, adica este secanta curbei.

o - b :
Conditia de mai sus cere ca — —<m<£: aceasta din punct de ve-
a a

dere geometric inseamnd ca paralela dusid prin origine la dreapta data
este continutd in unghiurile asimptotelor, in care se aflid si ramurile hi-
perbolei. De aici concluzia: orice paraleld la o dreaptd care trece prin ori-
gine si taie ramurile unei hiperbole este de asemenea o secantd a hiper-
bolez.

11, Presupunem acum a?m?—b2>0. Putem avea urmitoarele situatii:

a) Dacd E,>0, adici |n|>\/ a’m?—b?, punctele de intersectie sint
reale si dreapta este secantd hiperbolei.

b) Daci E,—0, sau n=- Va?m?>— 07, punctele de intersectie sint con-
fundate si dreapta este tangentd hiperbolei.

) Dacd E,<0, deci |n| < ]/aﬁmi—b?. punctele de intersectie sint ima-

ginare si dreapta nu taie hiperbola: ea este situatd intre cele doud ra-
muri ale hiperbolei.

II1. a?m?—b%=0, de unde m:ik, In acest caz ecuatia (3) nu mai
a
este de gradul al Tl-lea, ci de gradul I si nu mai existd decit un singur

punct de intersectie la distantd finitd. Al doilea punct este la infinit (ele-
vii vor demonstra cd daca in ecuatia ax?-+bx}c=0, a—0, una din radi-

e o A {0 o . At
cini tinde cétre co). Dar m=-— sint coeficientii unghiulari ai asimpto-
a

telor hiperbolei. De aici proprietatea:
Orice paraleld la una din asimptotele hiperbolei taie curba inir-un
singur punct la distanta finitd.

| ase e
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Pentru hiperbola echilaterald discufia este aceeasi cu specificarea cd,
deoarece a=>b, expresia a?m?—b? devine a*(m?>—1).
x'l
: y e o
Exemple a) Sd se afle punctele de intersectie ale elipsei i —+y2—1=0, cu

e . Y . s o
drea]g:i:g Stﬂfﬁia dreptei se scoate 2y=3(l—x), care dus in ecuafia elipsei

B gl _ 9tver e
a?t4y?—4=0, da 102 —18x-+5=0, cu ridécinile @, 9= =i Rezultd Yy, 13—
_8 147Vsl
T

b) Dreapta y=2x-+7 este exterioard elipsei x?-3y*—9=0. 5
in adevar din ecuatia elipsei se deduce a?=9, 2=3. Expresia E =a’m’+-
+4-b2—12 devine E,—9:4+43—49=—10<0, deci punctele de interseciie ale dreptei cu

elipsa sint imaginare. i !
¢) Si se determine punctele comune ale dreptei x—2y-+4=0 cu hiperbola

Din ecuafia dreptei rezultd x=2y—4 care dus in ecuatia hiperbolei da
9(4y2—16y-+16)—16y>—9 - 16=0.
Dupé reducerea termenilor asemenea sl impértirea cu 4 se obtine 5y>—36y—0, deci

7i=0 si yz:; la care corespund x;=—4, a:g:g. Dreapta taie hiperbola in punctele

o 52 36
A’(—-4, 0) — virful hiperbolei — gi P g ' g
e g
d) Dreapta y=2c—8 este tangenta hiperbolez%—%—lzﬂ. Sd se afle punctul

de contact. .
inlocuind pe y in ecuatia hiperbolei se objine
362225 4(x’—8x-1-16)—25-36=0, care se imparte cu 4 si dupi ordonarea terme-

nilor da
1622—8- 25x}-252=0 sau (4x—25)2=0.

25 9
Punctul de contact are coordonatele (Z ) E) £

B. PROBLEME DE TANGENTA /

3. Tangenta intr-un punct curent, la o curbd oarecare. Este bine si
reamintim urmitoarele chestiuni din analiza matematicd, de care ne vom
folosi in problemele de tangenti.

Derivata unei functii y=f(x), in punctul de abscisid x,, este tangenta
trigonometricd a unghiului o ficut de tangenta geometrica in M la curba,
cu axa Ox. In limbaj analitic vom zice mai scurt: derivata calculatd in
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punctul M (pentru z—=ay) este coeficientul unghiular
al tangentei la curbd in M (fig. 78).

Dacd notdm cu y§ sau f'(x,) valoarea derivatei
pentru x=ux,, putem scrie

m=y'o=f"(xg)=tg a. (6)

O datd reamintite aceste lucruri, si trecem la
problema pe care ne-am propus-o. Ecuatia tangentei
la o curbd, dati prin ecuatia ei, se va scrie ca o

dreaptdi care irece prin punctul M(xg, yp) al curbei
gi are directia cunoscutd, dati de derivata functiei

*  Yy=f(x), In acel punct. Prin urmare <

Q—yu =Y5(x—a) { (7)
cu condifia yo=Fxs). |
Trebuie totdeauna si se scrie dupi ecuatia fangentei (7) si conditia
ca punctul si se giseascd pe curbd, asa cum s-a ficut aici, cdci fara
uceastd condifie (7) nu mai reprezintd tangenta la curbd.
3
Exemplu. Sa se gaseascd ecuafia tangentei la curba y= -T2, in

5 a—1
punctul M(—1, 0).
In primul rind se constati c3 punctul se afld pe curbd. Derivata
s 22°—8x2—1 ¥ 3 o -
Y = _(—I)’ devine, pentru x=—1, Yy=— s astfel cd ecuatfia tan-
—

gentei este y=—~:— (x+1) sau 3x+2y-+3=0.

Ca verificare, sistemul format de ecuatia curbei si a tangentei trebuie
=a aibd o solufie dubld (x=—1).

4. Tangenta intr-un punct al elipsei sau hiperbolei. Scriem ecuatiile
elipsei si hiperbolei condensate in

el L s=-}-1, elipsa
Sl i Gl R {s-=_1: hiperbola ()

Pentru tangenta la curbd in My(xg, yo) avem nevoie de derivata
functiei y, deci de y”. Pentru aceasta scoatem din ecuatia curbei

2
y2=gb2— 53 x*
o

de unde, prin derivare in ambele parti in raport cu x, obfinem

2 b?
2yy'=—22—i x sau y'=— 227,

b ; . :
In punctul My(x,, Yo) vom avea yh=— = 51 ecuatia tangentei se
&Yy
scrie vezi (7)
—_ b,
Y—Yo=—— (r—xp)
@Yo

-
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sau, inmultind cu yg si impartind cu eb?

ﬂ+M_(ﬁi_L%)=0,

a”  gh? a* eb?,

cu conditia ca M, si verifice ecuatia (8), adica

R
= —1=0.
aﬂ + bﬂ

Insd, in baza acestei conditii, suma din parantezd este egali cu uni-
tatea, astfel incit forma definitiva a tangentei la curbi (8) este
Shop bt n iti 8 Lﬁ_l___o_
- + S 1=0, cu conditia o +eb=

Acum separam cele dous curbe (8) luind pentru elipsi g=+1 si pen-
tru hiperbold e=—1 si obt{inem:
Tangenta la elipsa In punctul My(xy, Yo)

2 Vierd

s Mo _1=0, bu conditia % +2 —1=0. (9)
Tangenta la hiperbold in punctul Moz, yo)

¥ Y . e S Ry

7‘“‘17,—"—1:035 cu conditia —y —7. —1=0. (10)

——

Daca se elimina numitorii, ecuatiile tangentelor se scriu
bZxxy+- a’yyy—ab2=0 pentru elipsd 9%
b2rxy—a’yyy—a?b2=0 pentru hiperboli (107)

Exemple. a) Sd se scrie ecuatiile tangentelor la elipsa x?-}-9y’—4=0, in 'pm;c_—

3

tele care au abscisa x=1. Din ecuatia elipsei se deduce, pentru z=1, y=-+ s
S s
Tangentele in cele doud puncte M, (1, ‘/Ta) ' M, (1, ——_\/:T)

v 1 "'?
e Y sau separate
2y
9

23V 3y—d4—0 gi z—3Y 3y—da—a0.

Ele se intilnesc pe axa ox in punctul (4, 0). ) 4
x
b) Sd se serie ecuatia tangentei la hiperbold E_--Q- —1=0, in punctul (4,3).
Punctul verificd ecuafia curbei, deci se giseste pe hiberboli. Ecuatia tangentei
1
e S e e M iy s asth foren, 96 e Tmediat
85
<d taieturile dreptei sint P(2, 0), @(0, —3).
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5. Tangentele de directie datda. Direclia este datd de coeficientul un-
ghiular m. Problema care se pune este de a determina ordonata la origine
n asa fel ca dreapta y=ma+n si fie tangenta elipsei sau hiperbolei,
adicd sa taie curba respectiva in doud puncte confundate.

Tangentele de directie datd, la elipsi. Condifia ca dreapta sa taie
clipsa in doudi puncte confundate este (§ 2) ca Ey=a*m?2+b>—n’=0, de
unde n= 4V aZm?+b% O datd determinat n, se introduce in ecuatia drep-
tei si se obtin doud tangente la elipsa, care au directia datd prin coefici-
entul unghiular m

y=mx+V a?m?+ b (11)

Luind pe rind semnul (-+), apoi (—) se vede cd cele doua tangente
paralele sint simetrice fatd de centrul elipsei, deoarece taie axa oy in
doudl puncte simetrice.

Sa se observe ci fiind dat m, totdeauna exista doud tangente la elipsd,
avind coeficientul unghiular m, deoarece a?m?2+b2>0.

Daci a=b=7 regidsim ecuatiile tangentelor la cerc, cu o directie data,
cind centrul cercului este in origine.

Tangentele de directie datd, la hiperbold. Tot la § 2 am gasit condi-
tia ca dreapta y—max-n si fie tangenta hiperbolei, anume Ep=b2—a’m?+
+n2=0, de unde n=-+ VaZm?—b> Inlocuind in ecuatia dreptei, se gasesc
ecuatiile tangentelor care au directia datd de coeficientul unghiular m:

y=ma-+ YaPm>—b (12)
Ca si la elipsd, ele sint simetrice fatd de centrul hiperbolei.
In particular daci a=b obtinem ecuatiile tangentelor, cu directia data
de m, la hiperbola echilaterala:
© y=maxtaVmi—1. (12%)
Spre deosebire de elipsi si cere, la hiperbold nu se pot duce tangente

paralele cu orice dreaptd, deci pentru orice m. In adevar pentru ca tan-
gentele sa fie reale trebuie ca a?m2—b?>0, deci

R e 13
a a

Prin urmare trebuie ca direciia tangentei si facid cu axa Ox un unghi
mai mare (in valoare absoluta) decit al asimptotei.

Altfel spus, o paraleld dusa prin centrul hiperbolei, la o tangenta
oarecare a curbei, este exteriocard unghiului asimptotelor care cuprinde
axa Owx, deci nu intilneste curba.

X 1
Exemple a) Si se scrie ecuafiile tangentelor cu direcfia datd de ma‘é‘o la
i e
elipsa ; 1 Z —1=0. Sd se afle coordonatele puncielor de contact.
i 1 . 1 5 "
Avem n==+7\/9- zvl~4:-_l-3 . Ecuatiile tangentelor sint y= = -+ ] =

1 5
= E x— E sau x—2y-+5=0 si x—2y—5=0.

=

e

i
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'
Intersectind elipsa cu fiegare din cele doua drepte se gasesc punctele de con-
tach M= el e
=5 ( 5 5) (5 =
b) Tangentele ila elipsd parclele cu a douae bisectoare sint:

y=—a+ VE-EJFIJU sau x4ty '\/cz'"'—l—b2=0.
¢) Tangentele la hiperbold paralele cu prima bisectoare sint:
y=x+ Va>—b? sau x—y-+Va@—b’—0,
Astfel de tangente nu exista decit la hiperbolele care au a>b, deci unghiul
asimptotelor, in care este situatd hiperbola, este mai mic decit 90°,
6. I‘mblem_a.. Sd se afle locul geometric al punctelor de unde se pot duce ian-
gente perpendiculare la elipsd,
Cele doud tangente fiind perpendiculare vor avea drept coeficien{i unghiulari
m §i —;;. Ecuatiile lor se scriu ca tangente la elipsid cu direc{ia datd, deci
il

m?

e o . 1
y=—ma-V @m2 b s Y= A V + b2, (14)
Locul geometric al intersectiei celor dou#d tangente se obfine eliminind para-
metrul m. Pentru aceasta se eliminad numiforul la cea de-a doua ecualie, apoi se
separd radicalii gi se ridicd la pitrat. Ecuatiile devin
yP—amay+mixi= a?m?-|-b?
mAyi-2may+al= a’>-+m2b2
Prin adunare se capiti
. A-+mAx -1 -mAy?= (1-+mH a4 (1+4m?) b2,
ecuatie care se Tmparte cu 1-Fm?2=40 si da locul geometric
2 Hyl=a’-b% (15)
Loc'u] este un cerc concentric cu elipsa, cu raza, cit diagonala dreptunghiului
co_nstrul_t pe semiaxe, Acest cerc este circumscris dreplunghiului care incadreazia
elipsa si se numeste cercul lui Monge sau cercul ortoptie.
1. Problemd. Sd se afle locul geomeiric al punctelor de unde se pot duce tan-
gente perpendiculare la hiperbold. 3
Este inutil sd reluim calculul facut la elipsa (elevii il vor face ca exercifiu si
uE‘]a verificare). Locul se géseste direct inlocuind in (15) pe b2 prin (—b?), ceea 6&
a cercul ¢

I?_,Il..yﬁﬁaz_b‘_'_ (16)

Acest cerc cu centrul in origine are raza r:\/u!—b{ de unde se vede cid nu
este ux'eal decit dacit e>b, adici dacd wnghiul asimptotelor, care contine axa trans-
versd, este ascufit, ;

In cazul hiperbplei. echilaterale (a=b), cercul se reduce la un punect: originea.
Tangentels perpendiculare duse din origine sint chiar asimptotele.

. Pentru hiperbolele care au a<b (asimptotele fac un unghi obtuz), cercul este
imaginar si nu existd mici un punct din care si se poatd duce tangente perpendi-
culare la curba.

In cazul cind cercul este real (a>b) i ipsa i
‘ el se numeste, ca si la elipsi, cercul .fui
Monge sau cereul ortoptic. i ¢ R Ly

3. Tgngentelq_duse dintr-un punct exterior, la elipsi si hiperbold.
Consideram ecuatiile celor doud curbe concentrate in

x Y

—1=0  (e=£1)

a? Eb?
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si fie P(xg, yg) punctul exterior din care vrem si ducem tangentele. Pen-
tru aceasta scriem tangenta cu directia datd de coeficientul unghiular m,

nedeterminat
y=mx+ Y a?m?-+eb?

si il aflam pe m punind conditia ca aceastd tangentd sd treacd prin P.

Trebuie sd avem
yYo=mxy+ V a?m2-+eb?

, de unde, izolind radicalul si ridicind la pdtrat obfinem ecuatia de gradul

al I1-lea in m:
(yg—mxo)2=a?m?2+-eb2. a7
Din cauzi ci facem o ridicare la pdtrat este inutil si se ia inaintea

radicalului din ecuatia tangentei, semnele ().
Daca luim s=1, atunci avem ccuatia in m pentru elipsd

(Yo—mizo)?=atmi+b?, a7)
iar dacii ludim g=—1, avem ecualia in m pentru hiperbola:
(yp—mxo)2=0a2m>—b2 177)

Fiecare din aceste doud ecuatii di doud rdddcini my, mpe, deci doud
directii pentru care tangenta la elipsd sau la hiperbold trece prin P. Ecua-
tiile acestor tangente se seriu simplu, observind cd trec prin P(xq, yg) §i
au directiile cunoscute my, ma:

Y—yog ="y (T—20), Y—Yo=Ma(T—xp). (18)

Dacit my, ms sint radacinile ecuatiei (177), atunci (18) reprezinta tan-
gentele duse din P la elipsd: dacd my, my sint rddécinile ecuatiei (177),
atuneci (18) reprezintd tangentele duse din P la hiperbola.

Obsérvare. Daca se calculeazd realizantul ecuatiei (17°) sau (177)
se observd ~i pentru ca m si fie real trebuie ca P si fie exterior elipsei
sau hiperbolei (la hiperbol# exterior fnseamnd situat in regiunea care
contine axa netransversi).

Exemple a) Si se scrie ecuatiile tangentelor duse la elipsd din punctul
(5a, 5b).
Ecuatia (17°) ne di (5b—5am)?=a*m?4-b? sau, dezvoltat:
24a%m’—50amb--24b2=0

4b 3h
cu radacinile my= B_ m, = — . Ecuatiile celor doua tangente sint
a ]

4n

4 3b
y—5b= S0 (x—5a) si y—5b= Z: (x—5a) sau
4ba—3ay—sab=0 si 3bx—4ay-+5ab=0.

b) Si se serie ecuafiile tangentelor duse din punctul P(a, %)la hiperbola

1[2

ELL ey
36 25 =
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Ecuatia (177) ne di (E"Sm i =36 m?—25 sau 27 m2-}-15 12 adacini
5 m— 1 =0, cu radicinile

_ 9 A 5
m; = gy = = — s
1 G, = (X3 BiN aen=

Ecuatiile tangentelor sint y— P

o |t

18 2

25
T ~ﬁ (x—3) sau 5x—6y=0 (una din asimptote) si 25x-+18y—120—0,
Faptul ec& una din tangente este chiar asim iper i icd
1 2 r ar a ptota hiperbolei se explici pri
aceea ca P se afld pe acea asimptoti, care astfel este una din tangentelep dusepdg

P la curbai.
e

oI\
EXERCITII SI PROBLEME |

255. Sd se determine punctele de intersectie dintr i 2 2
ooty ectie dintre elipsa x2+3y
9 3
0,—8) i (- —|
l( , —8) i (2 2)]
256, Sd se ducd in elipsa x244y2=9 rdA drui mij a fi
punctl M(3, 1), (G, ol y o coardd al cédrui mijloc sa fie

ISE:: dut;e dreapta y—1=»\(x—2), care taie elipsa in dou# puncte ast-
1 2

fel ca =2, de unde se scoate A. Nu se rezolvd ecuatia de gradul

al Il-lea, ci se foloseste semisuma radicinilor.]
- 257 Sf‘i se detgrmipe ecuatia unei drepte inclinate cu 60° fatd de axa
x, care sd determine in hiperbola echilaterd x2—y?=a? o coardd de lun-
gime 2a \/2 (S.G.M. VI). :
: ly=V3z+2a]

- . %
o 2a8‘rO dl_"e?pta paraleld la axa netransversid a unei hiperbole taie o
simptotd a ei in M, o ramurd a hiperbolei in N si axa transversd in P.

Sa se arate ci avem PM2—PN2=const: cind dreapta variaza (C.d.p.).

” »259. O paralela (A) la axa netransversi taie o hiperbold in punctele
s5i N. Paralelele la una din asimptote, duse prin M si N, taie axa ne-
transversa, respectiv in P si @. S4 se d A p OP-0Q
: pec 3 L8 emonstreze ca produsul OP-0Q=
=const., atunci cind (A) variaza. 5 4
[Constanta este b%]
xﬂ

260. Si se giseascd un punct M pe elipsa
369

yz
R [
S5 o 0, asa fel

ca razele vectoare si fie perpendiculare.
[M(xy, 1y). Conditia de perpendicularitate duce la 23+ y2 =225, deci

M ftrebuie sa fie pe acest cerc si pe elipsd. Patru puncle: z:=+—9v‘41,
=

48
’u—i“—s" : ]
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261. Sa se trateze problema de mai sus in cazul general si si se gi-
seascd conditia ca sa existe solufii. Cum se pot construi grafic cele patru
puncte? S& se deducd si pe cale geometricd condifia ca sd existe solutii.

Pentru ce fel de elipsi avem numai doud solutii si care sint ele?

[Conditia este ¢>b. Daci c=b, deci a=b'\'/'§: numai doua solutii.]

262. Un unghl drept se roteste in jurul virfului sau, care este in vir-
ful A al unei elipse, iar laturile sale intilnesc din nou ehpsa in punctele
M si N. S3 se demonstreze ci dreapta MN trece printr-un punct fix.

[Particularizare a {eoremei Ilui Frégier. REcuatia dreptzel MN:
(@?+-b)ma-t-a?(mi—1)y—aecim=0. Se imparte cu m si se noteazi =

se obtine un fascicul.]

+ 263. S& se scrie ecuatia tangentei in punctul x=2, la curba y2=x3+1.

[y== V341, deci curba are dou#t ramuri. Tangenta la y=1v/ 241
este 2e—y—1=0]

“{" 264. S8 se scrie ecuafia elipsel care trece prin puncte]e M(6, 4),
B(0, 5), elipsa fiind raportata la axele sale.
Sa se scrie ecuatia tangentei in punctul M.

tid Yy’
e =
[100 15 —1=0; 3a-}-8y—50=0. ]

265. 5a se scrie ecuatia tangentei la elipsa 7+—~ =0, in punc-
tul din cadranul I eare are x=2.
324 v/ 3y—24=0]

4+ 266. S& se giseascd ecuafia unei elipse, raportati la axele sale, stiind
céd are axa mare egald cu 8 si este tangentd dreptei y==z-+5 (C.d.p.). -

[a2=16, b2=9.]

267. 54 se gdaseascd ecualia unei elipse care este raportati la axele
sale $t1md cd axa micd este de 6 unitati si are ca tangentdi dreapta

[a®>=160, b?=9.]

268. S se determine ecuatia elipsei, raportati la axele sale care
este tangentd dreptelor x—4y+13=0 si 4a—5y—25=0.

Sa se figureze elipsa si dreptele,
[a?=25, b?=9.]

269. Sd se afle ecuafia elipsei, raportatd la axele sale, care este tan-
gentd dreptei 2z + 3V 3y—24=0, in punctul (3, 2/ 3).
[a2=36, b2 16.]

D P

= o

TRANSA Il
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/57’0. S&d se giseascd ecuatia hiperbolei, raportati la axele sale, care
este tangenta dreptei 3x—2y—8=0, in punctul (6, 5).

[a2=16, b2=20.]

2 2
271. S& se scrie ecuatiile tangentelor la hiperbola gxg === ;is —1=0,
paralele cu dreapta 2z—y--2=0.

[y=2x48.]

272, Sa se gaseasca ecuatia unei hlperbole stiind cid este raportata
la axele sale, ci distanfa focald este FF' =10 si cd este tangentd dreptei
S5x—4y—16=0.

[a2=16, b =c?—a?=9.]

273. Sé se afle ecuatia hiperbolei, raportatd la axele sale, care este
tangentd dreptelor 7x—5y—25=0 si 8x—512y—20=0,
[a~=25 24]

ey

274. S4 se determine hiperbola echilaterala raportatd la axe:
a) care trece prin punctul (13, 5);
b) care este tangentd dreptei 3x—2y—10=0;
c) a cidrei tangentd in punctul corespunzitor abscisei focarului are
ordonata la origine y=3.
[a) al—y?=144; b) a2—y?=20; c¢) a*—y’=9.]

275. Se duce prin mijlocul semiaxei OB’ o paraleld la axa mare a
unei elipse, care taie elipsa in punctele M si N. Si se arate c# tangenta
in M este paraleld coardei BN si tangenta in N este paraleld coardei BM.

276. O tangentd variabila la elipsé intilneste tangentele duse la ex-
tremitétile A, A’ ale axei mari in punctele P si @. Sa se demonstreze ca
produsul AP-A’Q este constant. Sd se precizeze dinainte care este con-
stanta.

[Pentru a preciza constanta, se duce tangenta in B, pozitie particu-
lara.]

277. Aceleasi date ca mai sus. Si se arate ci segmentul' PQ al tan-
gentei variabile este vizut din focare sub un unghi drept.

278. S3 se arate cd produsul distantelor de la focare la o tangentd
oarecare a elipsei este constant (C.d.p.).

279. Produsul distantelor de la un focar la doud tangente paralele
este constant. S& se caute legidtura dintre aceastd problemd si cea pre-

cedenta.
[Din cauza simetriei, distan{ele din aceastd problemi sint egale cu
cele din problema precedenta.]

280. Se duce tangenta intr-un punct M al unei hiperbole. S& se arate
cd M este mijlocul segmentului din tangentd, cuprins intre asimptote.
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281. O dreaptd intilneste o hiperbold in M si N, iar asimptotele ei
in P si @. S& se arate cd segmentele MN si PQ au acelasi mijloc.
S& se deducd de aici proprietatea din problema precedents.

282. 54 se afle ecuafiile tangentelor duse din punctul P(5, 7) la
" 22 yz
=l =] =),
elipsa 100+ el :
[32-5y—50=0; a-}3y—26=0.]

283. Fiind datd o elipsd cu focarele F si F, se ia un punct T pe
tangenta la elipsd intr-una din extremititile axei mici. S5 se arate ci a
doua tangentd dusd prin T, la elipsid este tangenti si cercului TFF’
(C.G.M™ 1928).

284. O tangentd variabild intilneste in M si M’ tangentele duse la
extremitétile axel mari ale unei elipse. Se cere locul geometric al inter-
sectiei dreptelor MA” si M"A.

: 3

[Elipsa cu axa mici pe jumitate. Se ia MA=) si atunci M A= I'
Vezi si problema 276.]

285. Aceleasi date ca mai sus. Se cere locul intersectiei perpendicu-
larelor duse din M si M’, respectiv pe OM’ si OM. Locul fiind o elipsa
cu semiaxele o si [3, s3 se arate c avem relatia

286. O elipsd are axa mare AA =2BB’. O tangenti variabili taie
tangenta din B in punctul N si tangenta din B’ in punctul N’. Se cera
locul intersectiei perpendicularelor duse din N si N, respectiv pe BN” si
B’N.

[Cercul x24-y>—b2—0.]

287. S8 se giseascd ecualiile tangentelor duse din punctul C(7a, 8b)
la hiperbola cu semiaxele a si b, raportatd la axele sale.
[%_iu_ L 18x |, 12y ]

1=0 ——+=4_ =y
3¢ 3b D’_ —Sa+ 5b

288. Si se giseascd punctul M pe axa netransversi a unei hiperbole,
astfel ca tangentele duse la curbid si determine pe tangenta in virful A
un segment de lungime datd 2 k. Care este valoarea minimi a lui k? Caz
particular k=c (semidistanta focald).

[Se scrie ecuatiile tangentelor §i se taie cu x—a=0; M(0, '\/k7~—b!,
M(0,— \/kz—bj; T=b cind M=0. Caz particular: M(0, a), M0, —a).]

* Concursul ,,Gazetei Matematice®.

e
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289. Prin focarul F al unei hiperbole se duce perpendiculara pe axa
transversd si fie C unul din punctele unde aceasti perpendiculara intil-
neste hiperbola. Sd se afle ecuaiiile tangentelor paralele care determini
pe tangenta in C un segment egal cu 2 \/a2+c2.

o Caz particular pentru hiperbola echilater.

[(b2Hc)x—2acy+a=0; 3x—27/ 2yd-a=0]

290. Se da hiperbola echilaterd raportati la axele sale si cercul
care are ca diametru axa transversi. O paraleli la Ox taie cercul in M
§i hiperbola in N. Si se determine aceasti paraleld astfel ca tangentele
in M si N la cele doua curbe si fie perpendiculare.

a
=]

291. O paraleld (A) la una din asimptotele unei hiperbole intilneste
hiperbola in punctul M. Tangenta in M la hiperbold taie aceeasi asimp-
totd in N. Se cere locul geometric al intersectiei dreptei (A) cu paralela
dusd prin N la o doua asimptoti.

z2 y’
== =), ke
[2a’ a1 ]

. 292. O elipsd si o hiperbold au aceleasi focare. Si se arate ci in
punctele de intersectie tangentele la cele doudi curbe sint perpendiculare
(curbele sint ortogonale).

12 — Geometrie analiticE oI. XT.
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carmorur. XVII Tinind apoi seama ciV(@mo+ )itk = —+% & V@l tys =
a .

=X 7% 3 se vedea cap. XV, (3)], ecuatia bisectoarei exterioare este: (ot
S

- P !
PROPRIETATI ALEELIPSE! SI HIPERBOLEI \ | A
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( \.,ﬂ-sj / 3¢ \S3 \ : numiritorilor pe diferenta numitorilor obtinem :
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: Yot — (o —0)y — s _ 4 Yo¥— % + Ay +cvo S i \T
Y — T VT @t or A 3) Condl‘p? ca M !a {ie pe hiperbold *-——Z—— 1 =0; / J
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Dacid se aplicd si aici proprietédfile rapoartelor egale si se face suma
numdritorilor pe suma numitorilor, apoi diferenfa numdrdtorilor pe di-
ferenta numitorilor, se obtine

Yo — %y __Y—1h

s _ - sau xpyor— (X i—a2)y—a2yy=0.
%o

2
g e S o : = f a 5
Dar din condifia ca M si fie pe hiperbold avem ;Lﬁ—a2=§ 2, care in-

locuitd in ecuatia de mai inainte gi facind aceleagi operafii ca la elipsd,
ne duce la ecuatia bisectoarei :

TXy Y ;

3 W j—p;

9 o

a® b?

aceasta nu este decit tangenta in M la hiperbola.

Bisectoarea exterioara a unghiului FMF’ este perpendiculard pe tan-
genta in M, prin urmare este normala in M la hiperbola.

—73. Consecinfe. a) Construcfia tangentei la elipsd §i hiperbold. Fie M
punctul in care vrem sd ducem tangenta la elipsd. Prelungind raza vec-
toare F'M cu lungimea MN=MF (fig. 79) se formeazd triunghiul isoscel
FMN, in care bisectoarea (tangenta) este si indlfime si mediana. Prin
urmare tangenta in M se poate construi fie ca mediatoare a segmentului
IF'N, fie ca mediand a triunghiului FMN. 4

La hiperbold, constructia tangentei infr-un punct M se face in mod
asemindtor, cu deosebirea cd segmentul MN=MF se ia pe raza vectoare
MF” si nu pe prelungirea ei (fig. 80). Se obtine triunghiul isoscel FMN.
Restgl cémstructiei, ca la elipsa.

) _Cercurile directoare. T.a elipsd, urmirind figura 79 se observd cé
avem FN=F M4 MN=FM-+MF=2a, relatie careg aratd ca punci\:ll?l CNEL
descrie un cerc cu centrul fn F” si cu raza 2a, cit axa mare a elipsei
Acesta se numeste cerc director al elipsei. In mod aseminitor se arata“l.
cd avem un al doilea cerc director, cu centrul in F si cu aceeasi razi.

ool
2

Fig. 9. Fig. 860.
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Observind ci N este simetricul focarului /' fatd de tangentd, se poate
enunta urmitoarea proprietate: locul geometric al simetricului unui focar,
fatd de o tangentd wvariabild la elipsd, este cercul director cu centrul in
celalalt focar.

Depirtarea de la un punct la un cerc se méisoara pe dreapta care
uneste acel punct cu centrul cercului, deci depirtarea de la punctul M
la cercul director cu centrul in F” este MN. Se observa apoi cé elipsa este
in intregime interioara cercului director. Aceste observatii simple ne per-
mit si enun{im urmitoarea propozilie: locul geometric al punctelor egal
departate de un cerc si de un punct I interior cercului este o elipsd, avind
ca focare punctul F si centrul cercului, iar axa mare egald cu raza cer-
cului.

La hiperbold avem evident (fig. 80)

"N =FW—NM=F"M—MF=2q,
deci punctul N descrie un cere — cercul director — cu centrul in F’ si
raza 2a, cit axa transversd a hiperbolei, Al doilea cerc director, cu aceeagi
razi, are centrul in F. :

Deoarece N este simetricul focarului F fatd de tangentd, se poate
enunta propozitia: locul geometric al simetricului unui focar fatda de o
tangentd wvariabild la hiperbold, este cercul director cu centrul in celd-
lalt focar.

Se observa cid distanta de la M la cercul director este MN, iar foca-
rul F este la hiperbold exterior acestui cerc. De aici rezulta: locul geo-
metric al punctelor egal depirtate de un cerc si de un punct F exterior
cercului, este o hiperbold, avind ca focare punctul F si centrul cercului,
iar axa transversd egald cu raza cercului.

¢) Fie P mijlocul segmentului FN, care este in acelasi timp proiectia
focarului F al elipsei pe tangenta in M (v. fig. 79). In triunghiul FF'N,
segmentul OP uneste mijloacele a doud laturi, deci OP||F'N si OP=

1 .o : 4 s iy = :
=EF’N:a. De aici se desprinde ci: locul geometric al proiectiei unut

focar ‘al elipsei pe tangentele ei, este cercul cu centrul in origine $i cu
raza a, adica cercul principal.
La hiperbold proprietatea este aceeasi si se demonstreaza la fel.
Locul geometric este deci cercul cu diametrul cit axa mare a elipsei
sau axa transversd a hiperbolei.

4, Elipsa i hiperbola se obfin ca secfiuni facute cu un plan intr-o suprafatd co-
nica de rotatie. Suprafata conicd se obfine prelungind generatoarele unui con la
infinit, de o parie si de cealaltd a virfului,gastfel c#i intreaga suprafatd este simetricd
fatd de virf.

Prin virful suprafetei conice s ducem un plan Pv, paralel cu planul de sec-
fiune P in suprafata conica,

a) Daca Pv nu intilneste supralata conica in nici un punct afarda de virf, sec-
tiunea fiacuti de P in suprafata conica este o elipsd.

b) Daci Py taie suprafata conicad dupa dou#i generatoare distincte, sectiunea
facuta de P in suprafata conicd este o hiperbold. De aceea elipsa si hiperbola se mai
numese seciiuni conice, sau mai scurt conice. Deoarece ambele curbe au centru de
simetrie, ele poartd numele de conice cu centru. i

Aceasti origine comuni‘a celor doua curbe, ca secfiuni conice, explicd asema-
narea proprietitilor lor. pe care am constatat-o pina aici si pe care o vom urmari
si in cele ce urmeaza.
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5. Directoare la elipsd §i hiperbold. Sa ducem o perpendiculard pe axa
glaf:edAA’ (la hiperbola pe axa transversd), la o distanti OE=a de centru,
data de

p=L. (3)

c

el s a ! AN
La elipsd a>c, deci t=a. —>a si dreapta este exterioard segmentului
4]

AA" (deci exterioari elipsei); 1a hiperbold a<csi x=a- < <a, deci EcAA’
[

(dreapta este tot exterioara hiperbolei).

a
Dreapta L= e numeste directoarea elipsei sau a hiperbolei.

Construcpiq directoarei la elipsd. Fie N punctul de pe cercul principal
‘care are aceeasi abscisd ca focarul (fig. 81). Tangenta in N la cercul prin-
cipal taie axa Ox in punctul E.

f[ri adevér din triunghiul dreptunghic ONE, in care NF este indlfime,
rezulti ON2=0F: OE, de unde

o L R
Oor c

‘

Q

Perpendiculara in E pe AA’ este dreapta x= <, prin urmare direc-
C
toarea elipsei, corespunzatoare focarului F.
A doua directoare corespunde focarului F” si are drept ecuatie
a?
P i

c

: Se observd cé cele doud directoare sint simetrice fai de centrul
elipsei.

Constructia directoarei la hiperbold. Se duce tangenta din focarul F
la cercul cu diametrul AA" si se noteazd cu T punctul de tangenta. Per-

&
E4
W fa) r
i £ oo
a
7 7 7} -~ & A F n
Hy
Mo, 4o} _/
Fig. 81, Fig, 82,
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pendiculara dusd din T pe axa transversd este directoarea corespunzatoare
focarului F (fig. 82).
Tn adeviir daci E este proiectia lui T pe axa O, atunci din triunghiul
dreptunghic OTF avem
s O _ &

OT2=0E:OF, deci OE=— = —:
oF

C

A doua directoare, corespunzitoare focarului F’, este simetricd primei

directoare fatd de origine, adica
IS
C
6. Teoremai. Raportul distantelor de la un punct al
elipsei (hiperbolei) la focar st la directoare este comnstant.
Fie M(xg, Yo) pe elipsi. Din relatia (3) cap. XV avem schimbind pe
(c) in (—c):
e e Ry
TWF=\/(xO—c)2—|-y2=L—G’f°—-
Distanta MM, de la M la directoare este diferenta absciselor, prin
urmare

—— & aq* — ©Xx
MMy =——xy= ;
Rezultd imediat
MF c
—— = —=¢onst
MM, a

Acest raport constant se noteazd cu litera e (s nu se confunde cu baza
logaritmilor naturali) si se numeste excentricitatea elipsei. Deoarece la

elipsd c<a, avem e=-2 <1. Excentricitatea arati cit de depirtate de cen-

a
tru (deci cit de excentrice) sint focarele pe axa mare. Daca e=0, atunci.
¢=—0.si elipsa se reduce la un cerc; dacd e=1, atunci c=a (b=0) si ‘elipsa
degenereazi in axa mare AA’. Prin urmare cu cit excentricitatea este
mai mica cu atit elipsa se apropie mai mult de cerc.
La hiperbold problema se trateazd in mod asemdnétor cu deosebirea:

- s 2 i)
ci MF= \/(xo—-—c)l’—‘ryﬁ: il si MMIZ:L‘O—E = %ﬂ—: de unde
a c
M c
—— = —=const.
M, a

Ca si la elipsi raportul acesta se noteazd cu e §i se numeste excentri-
citatea hiperbolei. La hiperbold insd ¢>a, deci (‘.:% >1; hiperbola are
excentricitatea supraunitard.

9. Diametri. Orice dreapti care trece prin centrul unei elipse sau al
unei hiperbole se numesgte diametru.
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'EXERCITII S| PROBLEME

293. Fie M punctul din primul cadran unde elipsa este tiiatd de dia-
gonala dreptunghiului circumscris ei. S& se arate ci OM si tangenta in M
-sint egal inclinate pe axa mare a elipsei.
/

[Se aratd ci punctul N in care tangenta taie axa Oz are abscisa de
doud ori mai mare decit abscisa lui M, deci OMN este isoscel.]

294. Tangenta intr-un punct M al elipsei taie tangentele de la extre-
mitdtile A, A’ ale axei mari in punctele P 5i @ S& se demonstreze ci
«dreptele PF si @F’ si perpendiculara M pe tangenti (normala la elipsa)
sint concurente. Si se afle locul punectului de concurenta.

[Locul geometric este elipsa b2r’4-(a—c)?y?—b%2=0. Axa mare este
pe Oy si axa mica egald cu distanta focarelor elipsei date.]

295. Sd se arate cd suma inverselor pitratelor a doi diametri perpen-
«diculari Intr-o elipsi este constanti. Si se giseascd dinainte constanta,
férd calcul. :

[Doi diametri perpendiculari sint chiar axele, deci constanta este:
1 1
a'-’+ b* ]
296. S& se demonstreze ci dacd axa mare AA’ a unei elipse este egala
-cu diagonala pétratului care are ca laturd distanta focald FF’, atunci seg-
mentul MN perpendicular pe tangenta intr-un punct curent M, unde
NgOx, este media geometricd a segmentelor F'IV si NF.

—297. Perpendiculara pe tangenta intr-un punct M (normala) al unei
hiperbole echilaterale, raportati la axe, taie aceste axe in P si Q. Si se
arate cd M este mijlocul segmentului PQ. =

% Tangenta intr-un punct M al hiperbelei taie tangentele din virfu-
rile A7si A’, respectiv in P si @. S& se demonstreze ci atunci c¢ind M se
migcd pe hiperbola:

a) produsul AP-A’Q este constant;
b) unghiurile PFQ si PF’Q sint drepte (F, F* focarele).
2 2 2 2
299. Se considerd elipsa =, +Y —1=0 si hiperbola = —¥_ 10,
a b? i af B
Prin virful comun A al celor doud conice se duce o secants variabild care
‘le intersecteaza a douna oars, respectiv in M si N. Se cere locul geometric
¢al intersectiei tangentelor: in M Ia elipsd si in N la hiperbols.

[Secanta y=\(r—a). Ecuatiile tangentelor: (@*A2—bYx—202) y—
—0(a*2 2 -b1)=0; (a2 H-bY)x—2a2) y— a(a2)2—b%—,
Eliminarea lui X prin sciidere. Locul este tangenta in 4]

caprrorur- XV

\ &
|PARABOLA ¢ is.g)
: ; I
) |
|
A -0 M F/g.a ) x
Fig. 83.

L. Definitie. Paraboly este locul geometric al puncte-
lc?r egal depdrtate de o dreapti fixd si de un bunct fix. Dreapta
fixd se numegte directoarea parabolei, jar punctul fix focarul
parabolei.

Pentru a gisi ecuatia parabolei ne alegem intii un sistem de referinta,
anume: perpendiculara din focarul F pe directoarea (D) ca axi Ox si,
paralela la (D) dusj 1a Jjumiitatea distantei dintre focar si clirectoaréa (D,),,
ca ?.xé Oy. . Notim A=(D)Ox. Fie M un punct al parabolei si N pro-
lectia lui pe directoare (fig. 83). ]

Se obisnuieste si se noteze AF=p, de unde rezulti: F(gr 0) s1
A(—-;:O)-MF se numeste, ca si la elipsi sau hiperbold, razi vectoare,
Relatia geometrica pe care o satisface punctul M se deduce din enunf

MF=JIN. (1)

Dacid M(x. y) este un punct curent al parabolei, avem MN =z (——ﬁ\=
2/

— o ’; astfel incit (1) devine

\/(x‘f)eryg: xhg (1
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Ridicind la pitrat si trecind toli termenii in prima parte se obfine

‘y’ﬁ2px=0.l (2)

Aceasta este ecualia parabolei, raportatd la axele alese; p se numeste
parametrul parabolei.

Observare Daci s-ar schimba intre ele A cu F, aceasta ar in-
semna si se inlocuiascd p cu (—p) si ecuatfia parabolei ar deveni

Y2+ 2px=0. (27)

pParabolele (2) si (27) sint dispuse simetric fa{d de axa Oy.

2. Forma parabolei. Sd notdm cu (I') parabola. Dacd M(xy, yo)e ('),

adica verificd ecuatia (2), este clar ci si M,(xg, —Yo) Vverificd ecuatia, deci
My(). Insd M si M, sint simetrice fatd de Owx, astfel cd parabola are
punctele simetrice fata de Ox; prin urmare Ox (perpendiculara dusd din
focar pe directoare) este axa de simetrie a parabolei. Acest lucru se poate
constata si rezolvind ecuatia (2) in raport cu y; se obline y:iv 2px care
reprezinti doud ramuri de curbd, simetrice fatd de Oux. Originea O apar-
tine curbei si este singurul punci care coincide cu simetricul sdu. Acest
punct este virful parabolei. Rezultd ci axa Oy taie curba in doud puncte
confundate, deci este tangentd la parabold si se numeste tangenta la virf.
Pentru a ne da seama de forma curbei, este de ajuns sd studiem ramura
asezata deasupra axei Ox

y=V2px; @)

restul se completeazi prin simetrie. Curba existd pentru x>0 si se observa
cd y creste o datd cu x. Nu existd nici un fel de asimptote. Forma curbei
este datd in figura 83.

Parabola se obtine, ca si elipsa sau hiperbola, prin sectiunea unei
suprafete conice cu un plan, insd de data aceasta planul trebuie sd fie
paralel cu un plan tangent la suprafafa conicd, de-a lungul unei genera-
toare. Asadar si parabola este o secfiune conicd, insd fard centru de sime-
trie sau, mai scurt, conicd fard centru.

Ecuatia parabolei se prezintd sub forma simpla (2) datorita faptului ca
am ales axele in mod particular. Se zice ci (2) este ecuafia parabolel,
raportatd la ara de simetrie si la tangenta la virf.

Daci parabola se raporteazi la alte axe, ecuatia ei nu mai apare sub
forma simpla (2). e S TN e et Lseeen

3. 1) Constructia unui arc de parabold prin miscare continud. Fie (D)
directoarea si F focarul parabolei. Se asazd o rigld L, astfel ca marginea ei
sd se suprapund dreptei (D) si un echer a cirui catetd micd BC se sprijind
pe rigli. Un fir de lungime egald cu cateta mare AB a echerului se fixeaza
cu un capit in F si cu celdlalt in virful A al echerului. Se intinde bine
firul cu virful M al unui creion, care se sprijind pe cateta AB (fig. 84).
Cind echerul se deplaseazi, alunecind cu cateta BC pe rigla L, punctul M
descrie un arc de parabold, deoarece AM+MB =AM -MF, adici MB=MF.

F
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Résturnind echerul se descrie arcul de para-
bold simetric fatd de perpendiculara dusa din F
pe (D).

2) Constructia parabolei prin puncte

Metoda I. Cu virful compasului in F descriem
un cerc cu raza 7, apei ducem o paraleld la direc-
toarea (D), la distanta 7, de la A spre F' (fig. 85).
Punctele comune cercului si dreptei astfel con-
struite apartin parabolei, deoarece sint egal de-
pértate de directoare si de focar.

Metoda a II-a se desprinde din faptul ca tri
unghiul FMN este isoscel. Se ia un punct N pe
directoare, se duce prin N paralela NM la Oz,
apoi mediatoarea segmentului NF, care intilneste
pe NM in M. Acesta este un punct al parabolei,
deoarece MN=MF.

Prima metodad da deodata doua puncte si-
metrice si se poate trage curba de ambele parti
ale axei. Prin a doua metodd, la fiecare punct
Ng (D) se obtine un singur punct M al parabolei.
Vom vedea insd mai tirziu cd mediatoarea seg-
mentului NF este chiar tangenta in M la para-
bold, fapt care permite trasarea mult mai exacta
a curbei, in jurul punctului M.

4. Excentricitatea parabolei este, ca si la ce-
lelalte conice, raportul dintre distantia de la punc-

tul M la focar si la directoare, adicid e:rg. La
MN

parabold insd MF=MN, deci e= g =N
MN
Dupd cum se vede excentricitatea este un ele-
ment care caracterizeazi cele patru curbe de gra-
dul al Il-lea, si anume

e=0 caracterizeaza eercul

0<e<1 A elipsa
e=1 o parabola
e>1 o hiperbola

5. Intersectia parabolei cu o dreaptd. Punctele
comune parabolel cu dreapta y=mx-4n se gasesc
rezolvind sistemul

y2—2px=0; Yy=mx+n. (4)

Iplocuind pe y in prima ecuatie se obtine
ecuatia care déd abscisele

m2x2+ 2(mn—p)xr+n2=0. (5)

)

Fig. 84.
|
/) 4
«
A
oy
A \ g ' F
\ er)
4

Fig. 85.
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Ordonatele se capiiti inlocuind radédcinile x;, x, ale ecualiei (5) in
ecuatia dreptei. : . : 1

Discutie. Realitatea punctelor de interseclie de_plnde de realizantu
ecuatiei (b), care este .

R=(mn—p)2—mIn?=p(p—2mn). (6)

Presupunem p>0, adici parabola indreptatd cétre x pozitiv. Putem
avea urmétoarele cazuri: : .

a) R>0, dacd p>2mn. Radicinile sint reale si distincte si dreapta este
secanta parabolei. : )

b) R=0, daci p=2mn. Radicinile sint confundate §i dreapta este
tangentd parabolei. ; .

¢) R<0, daci p<2mn. Ridicinile sint complexe si dreapta nu taie
parabola, adicd este exterioard ei.

Exemple. @Ce pozifie are dreapta 2x—3y--6=0, fafd de pargbola. Y2=6xT

Eliminind pe vy se giseste 2x2—15x-418=0, cu radécinile xt=E! Zy=6. Din

38
ecuafia dreptei rezultd 1=3, y,—6. Dreapta faie deci parabola in punctele (—2-13)
si (6, 6). . e

@ 8¢ se arate cf dreapta x—32y-}3=0 este tangenti parabolei y*—3x=0.

rin eliminarea lui y se obtine ecuatia a?—6x-1-9=0, cu ridicina dubld x=3.
Punctul de tangenti este (3, 3).

¢) Sd se arate cd dreapta 4:r:—|—2'y{—1=10 este eaterioard parabolei y*—ax=0.
dx

In adevar inlocuind pe Yy=— in ecuatia parabolei se giseste ecuatia

16x24-4x-}1=0, ale cirei ridécini sint complexe.

Probleme de tangenta

6. Tangenta intr-un punct al parabolei. Ecuatia parabolei

y2—2px=0 M
did y2=2px, de unde, prin derivare, 2yy =2p. Rezultd y’:?ﬂ. In punctul
M(xg, yo) de pe parabold vom avea y6= L —=m, coeficientul unghiular al

Yo

tahgentei Atunci ecuatia tangentei este

Y—yo= = (x—xg) sau yyo—ys—pxr +pro=0.
Yo
Deoarece M apartine parabolei irebuie ca yﬁzprg si inlocuind in
.ecuatia precedentd se obtine pentru tangentd forma definitiva

(_’;}ﬁf};ﬁ(ﬂ&oi%ﬂl ®)

«cu conditia yi—2pay=0.
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Ecuatia tangentei intr-un punct al parabolei se deduce din ecuatia
parabolei prin acelasi procedeu de dedublare ca la cerc, anume se scrie

parabola sub forma
Yy—p(E+x)=0,
apoi se pune indice unui y si unui x.
Exemplu. Sd se scrie ecuafiile tangentelor la parabola Y2—2pr=0,
in punctele care se proiecteazd pe axd in focar. Fie W si M’ aceste puncte,

care au, evident, abscisa r= ; . Din ecuatia parabolei rezultd y=-p, deci

M(%’P) si M’ (%, —~p). Inlocuind in (8) se obfin cele douid tangente
pyﬁp(x +—;’~)=0 i —py—p(x +-’;i)=o sau
x——y+-§—=0 gi x—|—y +%:0_

Se observé cd ele sint paralele cu bisectoarele axelor de coordonate si
trec prin punctul A(—%:O) unde directoarea parabolei taie axa Ouw.

7. Tangenta de directie datd. Directia se da, ca de obicei, prin coefi-
cientul unghiular m, prin urmare ca dreapta y=mx-+n si fie tangentd
parabolel rdmine si se determine n. Tnsi aceasta rezultd imediat din con-
difia ca realizantul (6) si fie nul, anume p=2mn, de unde se deduce
= 23 Inlocuind in ecuatia dreptei se giseste ci la parabold se poate duce

m

o singurd tangentd cu directia dat#, a cirei ecuatie este
y=mx-+ L. (%)
2m

Dupi cum se vede, apare o deosebire fati de elips# si hiperboli.
Exemplu. S& se determine ecuafiile tangentelor la parabold, para-
lele cu bisectoarele axelor.

Facem pe rind m=1 §i m=—1 in (9) si rezulti cele doud tangente:
= A8 e s L
y=x+ 59 Y B

Sint aceleasi tangente ca cele giisite in exemplul din § 6.

Problemid, Sa se afle locul geometric al punctelor de unde se pot
duce, la o parabold, tangente perpendiculare.

Scriem ecuatia unei tangente oarecare a parabolei

y=ma- -
2m
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si a tangentei perpendiculare, care va avea drept coeficient unghiular

Urmeazi si elimindm parametrul m intre cele doud ecuatii, pentru a.
giisi locul geometric. Inmultind ecuatiile cu m, ele se scriu

my=m2x | % i —my=x+m2 —-

>

P
9
Prima adunare se obfine (m?+ 1)(x+%):0, sau, deoarece m?+ 170,

rdamine ecuatia locului geometric
24+ E=0sauax=—"L
2 2

Locul céutat este directoarea parabolei.

8. Tangentele duse la parabold, dintr-un punct exterior. Fie P(xg, yo)
punctul din care vrem sa ducem tangentele la parabold. Ne trebuie coefi-
cientul unghiular m, astfel ca tangenta la parabola

= S
y=mzx+ =,

sd treacd prin P. Inlocuim deci in aceastd ecuatie coordonatele lui P si
obtinem

Yo=maxy+ 2;":”- (10)

de unde rezultd ecuatia de gradul al 1I-lea in m
TymP—ygm—+ % =0 107
Dacd my, ms sint radacinile acestei ecuatii, tangentele cdutate se seriu
ca drepte care trec prin P(xg, 1) si au coeficientul unghiular cunoscut, deci
Y—Yo =11 (Xx—2q) $i Y—Yo="ma(@—q). (11)
Asadar dintr-un punct exterior se pot duce doua tangente la parabola.

Exemplu. Sa se scrie ecuafiile tangentelor duse din punctul ‘P(—3, 5) la
parabola y*—8x=0,

Avem p=—4. BEcuatia (10") devine 3m’--6m—2—=0, cu rédicinile my=—2; mQ:?

1
Cele doua tangente au ecuatiile y—5=—2(x-}-3) si y—5=-3~(x—|—3) sau aduse la forma
generala: 2x-+y-+1=0 si x—3y-18=0.
Aplicatie. Sd rega
perpendiculare, la o parabold.

§2 3+ —-{L-
A

S s daad oy g

sim locul geometric al punctelor de unde putem duce tangentc
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Pentru ca tangentele sé fie perpendiculare trebuie ca radidcinile ecuafiei (10°) sa

P
satisfacd conditia mymy=——1, care di ~—=—1 sau :J:[,=—£ deci P trebuie sa se

g
afle pe directoarea parabolei. Acesta este riocul cautat.

9. Ecuajia parabolei raportatd la axe paralele cu axa de simetrie §i
cu tangenta la virf. ;

Fie O’a’ axa de simetrie, O’y’ tangenta la virf si xOy un sistem de
axe paralele cu £’0’y’. Un punct oarecare M din plan are coordonatele
(x’,y") fatd de sistemul 'Oy’ si (x,y) fatd de xOy; in particular virful
parabolei are coordonatele O’(a, (3) fatd de xOy.

Ecuatia parabolei raportate la axa ei si la tangenta la virf este

Yy 2—2px’ =0. (12)
Translatia de axe care aduce pe O in O este definitd de
r=o+a, y=B+v’ (13)

de unde rezultd a’=x—a si y"'=y—PB, care dusi in (12) ne va da ecuatia
parabolei raportate la sistemul xOy:
(y—B)*—2p(x—a)=0. (14)

In general insd ecuatia nu se intilneste sub aceastd formad, de aceea vom’
dezvolta si vom ordona termenii. Rezultd

y2—2By—2px -+ B2-+2pa =0, de unde se scoate
i

1 2
xr=—y——y+=+a ' (15)
2p P 2p

Prin urmare forma generald sub care se intilneste ecuatia este

\ x=ay?+by+ec. (157)
Din identificarea ecuatiilor (15) si (157) rezultd a=2l, b=— E, 6=
P P
2
=z— +a., din care se deduce
i
ol o BRI R ey
R 2a ~ da 4a ﬁ 2a 48
Prin urmare ecuatia (15°) reprezintd o parabola cu axa de simetrie
paralela cu Ox, care are parametrul p:i si virful V( e By —2) unde
%a dq 2al’

R=b%—4ac. Daci a>0, atunci si p>0 si parabola are concavitatea citre
r>0; dacd a<0, concavitatea este citre & negativ.
Parabola (157) taie axa Oy in punctele de ordonate date de
ay?+-by+c=0. (17)

Acestea sint reale sau imaginare dupd cum R=b%—4ac¢=0. Totdea-
una insd axa de simetrie trece prin mijlocul segmentului determinat de
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cele doua puncte, care este real, oricum ar fi punctele. In adevir ordonata
mijlocului este ’
o 2
y:—y‘ +y“: —_—

2, 2a

deci punctul se afld pe axa de simetrie; cind b=0, ecuatia parabolei se .

reduce la x=ay?c, a cirei axd de simetrie este chiar Owx.
Dacd se schimbd intre ele coordeonatele x si v, atunci ecuatia (15%)
devine
y=ax2+bx+c (18)

§i reprezintd o parabold a cdrei axd de simetrie, paraleld cu Oy, are ecua-
tia L= inlocuind pe x in (18) se obtine ordonata virfului: y=
2a

A

L . Parametrul parabolei este p= i.

4a da 2a
Prin urmare (18) este ecuafia unei parabole cu axa de simetrie paralela
la Oy, avind parametrul p=2i,'_si virful V(——qk-—{i) Pentru a>0 conca-

a Al 40

vilatea parabolei este Indreptatd spre y pozitiv, pentru a<0, spre y ne-
gativ. .

Dacd b=0, parabola are ca axd de simetrie chiar axa Oy. De altfel
toate chestiunile legate de ecuatia (18) sint cunoscute de la studiul trino-
mului de gradul al II-lea, din algebrd. Ceea ce s-a completat aici este de-
terminarea parametrului parabolei. ST

Concluzie Din studiul ficut mai inainte se desprind urméitoarele:
Dacd in ecuatia generald de gradul al Ii-lea in x si y:

ax? 4 2bxy +cy?+2dx+ ey +f=0

lipseste termenul in xy, precum si unul din termenii in x2 sau 12, ecuatia
rdmasd reprezintd o parabold. Axa parabolei este paraleld la Ox sau la
Oy dupd cum lipseste termenul in x2 sau in y% Virful si parametrul para-
bolei se determind asa cum s-a aritat.

Proprietati

10. Tangenta la parabold intr-un punct M este bisectoarea unghiului
format de raza vectoare si paralela la axd dusd prin M.

Fie My(x, ¥o) punctul situat pe paraboli, deci trebuie ca
Ys = 2piy. (19)
Ecuatia razei vectoare MyF este

Ayl

¥obdol| 0 sau yoxﬁ(xnwf—)y——-ﬂyo=0, (20)
2 gy gt

2
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lar paralela prin M la Ox este y—y,=0. Bisectoarea unghiului format de
aceste drepte este de aceeasi parte cu originea; presupunind cii y,>0, ter-
menii liberi din ambele ecuatii sint negativi si putem scrie direct bisec-
toarea unghiului care contine originea

p b
Yox — ’Ca—'E i E!}o
e W L

—_— =Y—Yo-
Vit fa-2)

i }nsé din definifia parabolei avem M F= MoN (MyN||Ox si N¢Oy),
adica

290,
\/(xg — g) + ys=x,+F % si inlocuind mai sus obtinem

p P
.’lox'_(xo“‘g)y_?yoz(xn‘f‘ g) (¥~ uo)
« sau, dupd efectuarea calculelor
2200y—yo(x +x9) = 0. (21)

; 2
Dar din (19) avem 2xy= yp—“, astfel cd ecuatia bisectoarei devine

b YYo—Pp(x +a9)=0 (217)
care nu este decit tangenta la parabold in M,
Daci tangenta este bisectoarea unghiului FM,N, atunci perpendicu-

lara in M, pe tangentd, adici normala la parabold, este bisectoarea un-
ghiului exterior,

Aceastd proprietate a parabolei arati ci daci o sursi luminoasi tri-
mite raze paralele cu axa unei oglinzi parabolice, atunci razele reflectate
trec toate prin focar si invers dacd o sursi luminoasi se asaza in focar
razele reflectate sint paralele cu axa oglinzii. Din aceast cauzé—oglinzile,
parabolice au multe intrebuin{éri (telescoape, faruri ete.).

Acesta este motivul pentru care proprietatea ardtati aici se numeste
proprietatea opticd a parabolei.

11. Demonstratie vectoriald a proprietatii optice a parabolei. Deoa-
rece triunghiul FMyN este isoscel rezulti ci suma vectorilor I;—M_:, si 1\?1‘7;

este un vector situat pe bisectoarea unghiului FMyN. Fie deci 52?1\-(;01‘—
My Avem FMy=OMy—OF = (eoi-+yd)— £ i~ (3,—2) i+yg; Ntky=

= OM;—ON= (l‘oi'*'yof)‘(—i?f i ypf) = (xo + g—)z Prin urmare

s= (=T}t + (xo-+2) i=2r+yi (22)

18 — Geometrie analiticd cl. NI.




194 CAPITOLUL XVIIT

este vectorul care are directia bisectoarei unghiului FMN. Fie acum
M(zx, y) un punct oarecare din plan. Expresia vectorului MM este

MM = (x—20)i + (Y—Yo)i. (23)
Pentru ca vectorii (22) si (23) sd fie coliniari trebuie ca coordonatele
lor (proiectiile) sa fie proportionale, adica
Tt Selliemtat i e 4% Y
2x, Yo 2%, Yo
(s-au adunat numitorii la numdrdtori), care da
20y = Yo(x+%o),

13

adicd ecuatia '(21).‘ fnlocuind 2x,= = se obfine ecuatia tangentei (217) in
P

M, la paraboli. Astfel tangenta este situatd pe bisectoarea unghiului

FM,N.

Notd, Fie Mj proiectia lui M, pe Ox, deci Mg(xy, 0). Avem
§=20gi -+ Yo = (o +YoJ) + T =OM,+ OM§. (24)

Aceasta aratd ci tangenta la parabold este paraleld cu dia~-

gonala paralelogramului construit cu vectorii —OMO si OM{, pro-
prietate care oferd un mijloc simplu de a construi tangenta la
parabold intr-un punct dat (fig. 86).

12. Consecinte. 1). Construcfia tangentei la parabold. S$tim cd tri-

unghiul FMN (fig. 85) este isoscel. Tangente, fiind bisectoarea unghiului

opus bazei FN, este in acelasi timp indlfime

“ si mediand, deci si mediatoare. Tangenta se va

construi sau ducind din M perpendiculara pe

FN sau ducind mediatoarea segmentului FN

care, ca verificare, va trebui sé treacd prin M.

2) Fie P mijlocul segmentului FN. Foca-

" rul si directoarea fiind la egald distantd de

tangenta la virf, P se afld pe aceastd tangentd.

Apoi MP fiind tangenta in M, unghiul MPF

este drept. Se desprind de aici urmétoarele
.proprietati: ¢

a) Proiectia focarului pe tangentd la para-
bold se afld pe tangenta la virf, care apare-ast-
tel ca loc geometric al proiectiei focarului pe
tangentele la parabold. ;

b) Simetricul focarului fatd de o tangentd
se giseste pe directoare, deoarece FP=PN. Deci
ldeul geometric al simetricului focarului fatd de
"o tangentd variabild este directoarea parabolei.

'Fig. 86.

S
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13. S& gésim si pe cale analitici 1 i
: ; ocul : iectiei 1
pe o tangentd variabild. Tangenta are ecuai;igae P (et

Yy=mx+ 2P
) 2m
lar perpendiculara dus# din focar pe tangenta:

y=—2(x=2).
m 2

Inmulfind eu m ambele ecuatii, ele devin
i P :
mYy =1m4x -+ 3 $1  my=—zx-4 5,

care prin scidere dau (m?+41)x=0 sau, deoa

o I8
ecuatia axei Oy (tangenta la virf). sRrrhl et eea

EXERCITII S| PROBLEME

cart@cesgr?r? (L;n tglu:c;e fi% )Oi rfi 1\? gt(;eapté fixd (D). O dreapti variabili,
larelolz ridic"al;e s L p.e ONt::ere locul intersectiei perpendicu-
54 se figureze locul si si i se determine elementele.

[Se ia perpendiculara din O
ca Oy; y’—ax=0.].

'?,_ Sé se determine ecuatia parabolei a a si
la virf, stiind e trece prin punE:tqu(2, 5)(.) SRR B

pe (D) ca Ox si paralela la (D) prin O,

£ s« : . [2y2—252=0.]

. e determine ecuatia unei parabole, ra a
309. 2 i i rtat i-
metrie si la tangenta la virf, stiind c3 este tangenta (I;,[(')er.\teil 31;_6};:& d4e_31
Sd se afle punctul de tangenti. = vzt
[y2—1z 2=0; T (34 4) ]

é-@,ﬁ ¥ 3

I ! Sa Se gaseasca ecuatia par ab01e1 I'apOI tatd la axa 1 la taﬂgenta
la Vllf, qtllnd ca tangenta pa]:alela cu dIEapta 5x-4y—2-—0 trece prin
punctul A(4, i)

[Coeficientul unghiul. N i —E i 3
gi ar al dreptei este m—4 . Se scrie ci tangenta

. cu aceastd directie trece prin A; y>—102=0.]
o N s :
S 33@_!_.: Sé se calculeze lungimea segmentului determinat de directoare

si tangenta la virf, pe o tangentd de di i i i i
TR parabo,lgi. gentd de directie m, in functie de m si de para-
[‘g Vl-{-mg.]

13*
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_ﬂ@ Se déd parabola y>—2px=0. Si se determine inclinarea tangentei

pe care axele de coordonate taie un segment egal cu p V/3.
[Inclinarea: +30°]

.-T @ S& se gdseascd ecuatia unei parébole stiind ca axele determini pe
tangenta paraleld dreptei 52x—12y—4=0, un segment de 13 unitati.
L Wil A e P ]
[m. 12 4m? e 4m* L8 e Ly 8 ° a5

307. Dacd N esle un punct situat pe directoarea unei parabole, si se
demonstreze cd mediatoarea segmentului FN (F, focarul) este tangentd la
parabola.

[ (—_:_’!Io) * Mediatoarea are ecuatia 2yy;—yj—2px=0. Fie M(x;, ¥o)
pe parabold, astfel ca NM||Ox. Avem y§=2px, ete.]

4!!': Sa se scrie ecuatiile tangentelor duse din punctul A(12p, 7p) la
parabola y2—2px=0.
[t—2y}-2p=0; x—12y}72p=0.]

s 309. Se dd parabola y>—8x=0 si dreapta y=2x-3. Si se gaseasca
coordonatele punctului M, asezat pe dreapta datd, astfel ca tangentele
duse din M la parabold si determine pe tangenta la virf un segment de:
a) 3 unitdti; b) 2 V3 unitati. -

1 Slaloody Ao
[a) M(0, 3), M(—L, 1);\b)M(En 4), M(—?, 0)5]

310. Fie My un punct pe o paraboli cu focarul F. Prin F se duce
coarda AB paraleld cu tangenta in M, si mirginita la parabold. Si se arate
ci avem AB=4FM, (C.d.p.).

311. Se duce o coardd prin focarul unei parabole. Si se arate ci ra-
portul dintre produsul segmentelor determinate de focar pe coardi si
coarda intreagi este constant (Salmon).

Raportul cstle[ 5 ]

312. Pe parabola y?=2px se considerd punctul M avind abscisa de
2 ori cit aceea a focarului si se duce coarda MM’ simetrici fatd de ordo-
nata punctului M, cu coarda OM, O fiind virful parabolei. Si se arate ci
cercul descris pe MM’ ca diametru trece prin virf (C.d.p.).

[Este suficient si se arate ci OM_| OM’.]

@ Pe o parabold se considerd un punct M variabil si simetricul siu
M’, fafa de axa de simetrie. Se cere locul geometric al intersectiei tangen-
tei in M cu paralela dusad prin M’ la axa de simetrie (S.G.MLIIT).

[g 2
=]
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314. Pe o parabolid se considerd un punct M variabil si simetricul
sau M’ fati de axa de simetrie. A fiind un punct fix pe axa parabolei, se
cere locul geometric al intersectiei dreptei MA cu paralela dusd prin M’
la axa. (S.G.M.III).

[¥?+2p(x—2a)=0. Parabol.]

##” 315. Fie F focarul unei parabole, M un punct mobil pe ea s5i A un
punct fix pe axa de simetrie.
S& se giseascd locul intersectiei dreptei MF cu paralela dusid prin
A la tangenta in M. ,
53 se dea si o solutie geometrici (S.G.M.VIII). !
[Cere cu centrul in F gi cu raza ﬁ.]

316. Se di o parabold, un punct A pe axa ei si dreapta (D), perpen-

“diculara pe axd, trecind prin simetricul lui A fati de virf. Tangenta in-

fr-un punct M al parabolei taie dreapta (D) in N. Si se afle locul geome-
tric al intersectiei dreptei MA cu paralela dusi prin N la axa parabolei,
cind M descrie curba. Particularizare cind A coincide cu virful parabolei.

[y*—p(x—a)=0; caz particular a=0.]

317. Se da parabola y2—2px=0. Se cere locul punctului M, astfel ca
tangentele duse din M la paraboli si determine pe tangenta la virf un
segment de lungime data a.

[y’—2px=a®. Aceeasi parabold, deplasatiy astfel ca pentru a=0,
y=:=Fal]

318. Se dd un cerc si o dreaptd (D). Si se afle locul punctului M
astfel ca tangentele duse din M la cercul dat si fie egale cu distanta de la
M la dreapta (D). Particularizari.

[Se ia (D) ca axd Oy si perpendiculara din centrul o al cercului
ca Ox. Locul este parapola y?—=2ax—(a’—r?). Cazuri particulare: D=1
2) —a=r; 3) 1=0.1

319. Se di parabola y>—2pr=0 si dreptele m:i-:%, care intilnesc

axa parabolei in A si B. O tangentd variabild a parabolei intilneste cele
doua drepte, respectiv in P si Q. Si se determine coeficientul unghiular
al tangentei, astfel ca dreptele PB si AQ si fie perpendiculare.

{m — i'\/—— 14 '\/(g]

320. Se di elipsa raportatd la axe, cu semiaxele a, b si parabola y>—
—2px=0. Ce conditie trebuie s indeplineasci elipsa, pentru ca cele doud
curbe si fie ortogonale? Si se arate dacd conditia este indeplinitd, atunci
oricare ar fi p, parabola este ortogonald elipsei.

[b:a\/z elipsa are semiaxa mare pe Oy. Se va lua un punct
M(zy, 19), presupus pe elipsia $1 pe parabold si se va scrie ca tangentele
in M la cele doud curbe sint perpendiculare.]




|
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321. S& se determine parabola y2>—2pxr=0, ortogonald cercului cu
centrul in A(—2, 0) si cu raza 5.

Aceeasi problemd pentru un cerc cu acelasi centru, dar cu raza r.

Sé se afle locul geometric al punctelor comune celor doud curbe, cind
raza cercului variaza.

[Se considerd M(xy, ¥p) pe cerc si pe parabolid si se scrie ci tangen-
tele la cele doua curbe sint perpendiculare. In baza conditiilor inifiale
se giseste x=2, Y= \/1'2—16 (cazul general). Locul geometric este,
evident, x=2.]

322. Fie M un punct situat pe e parabold. Tangenta si normala
(perpendiculard pe tangentd) in M intilnesc axa parabolei, respectiv in
T si N, iar M se proiecteazd pe axd in M’. Si se arate ci:

a) Mijlocul segmentului TM” este virful parabolei.

b) Segmentul M’N este constant si egal cu parametrul parabolei.

323. Prin focarul unei parabole se duce o coardid AB.

a) Tangentele in A si B sint perpendiculare intre ele.
' b) Punctul M de intersectie a normalelor in A si B se afla pe diame-
trul conjugat coardei AB.

¢) Sa se afle locul geometric al punctului M (C.d.p.).

324. Fie M un punct pe o parabold si M simetricul siu fati de axa
de simetrie. Sd se afle locul geometric al intersectiei perpendicularei in
M pe tangentd (normala), cu paralela dusi prin M’ la axa.

[Parabola y?=2p(x—2p).]

325. Fie M un punct pe tangenta la virful unei parabole. Si se arate
cd perpendiculara dusi din M pe polara lui in raport cu parabola trece
printr-un punct fix.

326. 54 notdm cu M, N punctele de intersecfie ale polarei unui punct
S, in raport cu o parabold data.

Se cere locul geometric al punctului S astfel ci aria triunghiului
SMN si fie constanta (S.G.M.VIII).

(Fie S(a. B). Locul este parabola B2—2pa =const.)

* Segmentul T se numegte subtangenta, iar M'N sub-
normala relativa la punctul M.

oo
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. 327. Se dau perechile de puncte (A;, Ay), (By, By, (Cy, Cy). Ce condi-
{ie trebuie sd indeplineascd segmentele AyAg, ByBy, CiCy, pentru ca, O
fiind un punct oarecare al planului, vectorii

OA= (—)_:{1 -{—5:'12 (?,.B= CTél +6’B2: 6-.C‘: C)_éi +5.C2
54 aibd extremititile A, B, C in linie dreapta?

a

—r e
.. [Fie A mijlocul lui 4,4, Avem OA:z()Tq-'ﬂ ete. Este suficient ca
mijloacele celor trei segmente si fie coliniare.]

328. Se dau patru puncte A, B, C, D, intr-un plan. Ce conditie tre-
buie sd indeplineascd aceste puncte pentru ca si avem

OA+OB=0C+0D?

. = —_— e p — —
[Rezulta OA—OC=0D—O0OB sau CA=BD, deci figura CADB trebuie
s& fie paralelogram.]

329. Se dau trei puncte A, B, C in plan. Se cere locul geometric al
punctului P astfel ca s avem

PA-PB=PA.PC
[Inalfimea din 4 a triunghiului ABC|
330. Se dau pe o axd punctele _A(—3) si B(7). Fie M punctul care

imparte segmentul AB in raportul M__I_i_= -—% si N punctul pentru care
MB
MN =8. 54 se calculeze raportul %
NB

[M(3); N(11).]
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iy
K331\ Se dau punctele A(2,3), B(5,6), C(7,4). Sa se afle unghiurile
pe care le fac dreptele AB, BC, CA, cu semiaxa pozitiva.

1
[45°; 135°; arctg“s- =11°17’.]

332. Sa se verifice ca patrulaterul ABCD format de punctele A(0, —2),
B(1, —=5) C(5, 3), D(2, 2) este trapez isoscel.
Solutie analitica si vectoriala.

[Analitic se va arita cid doua laturi sint egal inclinate pe Oz, iar
=i

—
celelalte doud sint egale. Vectorial: se va ariita ci vectorii AD si BC
sint coliniari gi cd A= 2L D folosind produsele scalare.]

~1333.)Se dau dreptele 3x—4y-+6=0 si 4x—3y—9=0. Si se determine
paralela la a doua bisectoare a axelor de coordonate, care sd formeze intre
cele doud drepte un segment de 5 \/2 unitati.

[Doua solufii: y x50 si ¥ -—20.1

‘@b Sa se afle virfurile unui triunghi, cunoscind mijloacele laturilor
P(3,—1), @1, 7), R(—H4, 3).

[Fie A(xy, ), B(xy i), C(xy, y3). Se scrie ci P este mijlocul lui
AB etc., i se obfine un sistem de ecuatii.]

325, Se ir('r{part laturile BC, CA, AB ale unui triunghi in acelasi raport
prin punctele M, N, P. Si se demonstreze cd triunghiul MNP are acelasi
centru de greutate ca si ABC. (Teorema lui Pappus.)

336. Fie A(xy, i), B(xy, ya), C(xs, y3) virfurile unui triunghi ale cérui
laturi le notam cu a, b, c. Sd se demonstreze ca centrul cercului inscris
triunghiului are coordonatele:

_ov+bx Fox, , _ ay ¥ by, F oy,
a+bc / a+b+to

Fie AA’ bisectoarea si J centrul cercului inscris. Se {ine seama de

: AB Al
rapoartele - si TA
337. Se dau dreptele (BC) 12x+5y+168=0; (CA) 4x—3y=—0;
(AB) 8x-+15y—168=0, care formeazd triunghiul ABC. Si se calculeze:
a) Lungimile m,, m;, m, ale medianelor. Sa se verifice relatia

mi-mi+m?= % (BC2+CA2 - ABY).

b) Lungimile inaltimilor.

e il b i i FET
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<) Aria triunghiului ABC.

e L e 280
[ma=g‘/2041 ;mb=z'\/4729 s M, =28; ha:E’

Ayeriiny /zc=4—29;s=42o.]
b 17

338. Aceleasi date ca la problema precedentd. a) Si se calculeze coor-
donatele centrului cercului inscris si raza sa r. b) Si se scrie ecuatia cercu-
lui inscris triunghiului.

48 386
[Intersectia a doud bisectoare interioare da J ( ‘—7 ’ ?)'Distanta

6
pind la una din laturi da =" b) 7(:c2+y2)+96m—72y:(),]

339. Fiind dat un trapez ABCD, dreptunghi in A si D, se unesc virfu-
rile B, C cu mijlocul M al lui AD, apoi se duce din D o perpendiculari
pe CM si din A o perpendiculard pe BM. Fie N punctul de intilnire al
acestor perpendiculare. Sd se demonstreze cd dreapta MN este perpen-
diculard pe BC.

[Axele sint evidente: AB ca Ox, AD ca Oy. Nu este nevoie de ecua-
tia dreptei MN, ci numai de coeficientul ei unghiular.]

340. Ce valoare trebuie sd aibd a pentru ca punctele A(1, 2)
B(—1, —1), C(2, o) sé fie pe linie dreapti?

[a=3,5.]

341. Fie A(2, 0), B(3, 0), C(0, 4) virfurile unui triunghi. Si se arate
cd picioarele perpendicularelor duse din punctul P(5, 4) pe laturile tri-
unghiului ABC sint in linie dreapta.

342. Pentru ce valoare a lui  dreptele x+y—3=0; 2x+y—4=0;
ax+3y—7=0 sint concurente?

) 1Tnlocuind pe o cu valoarea aflatd, dreapta rezultati apartine fasci-
culului

2x+4y—4+Mx+y—3)=0;
pentru ce valoare.a lui A? :
5
[a=1; A=— E ¢ ]
343. Se dau punctele A{a, 0), B(0, b), C(3e, 3b), D(4a, 2b). Se ia pe
segmentul BC punctul M astfel ca % =k, iar pe DA punctul N, astfel
MC

DN k—1
ca =

. S& se demonstreze cd dreapta MN trece printr-un punct fix.

[Punctul fix (Zaﬂ 217) ]

[
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344. Se considerda un punct M mobil pe latura Ox a unghiului fix
xOy si un alt punct fix N in acelasi plan. Fie P proiectia punctului M pe
Qy si @ proiectia punctului O pe dreapta MN. Si se arate ci dreapta PQ
trece printr-un punct fix (N. G. Botea, G.M. XXXI).

[Axele: Ox si perpendiculara in O pe ea. Oy are ca ecuafia y=mz.
Apoi N(p, g@); punctul fix este (p—_*ﬂ’ ﬂ-’_ﬂ %
Sl 1+m? 14 m?

345. O dreaptd variabili care trece prin punctul A(0, 5) taie drep-
tele x—2=0 gi x—3=0, respectiv in B si C. Sa se arate ci:

a) Paralela dusé prin B la OC trece printr-un punct fix.

b) Aria triunghiului OBC este constanti.

c) Existd o pozitie a dreptei ABC, astfel ca <IBOC =45°.

Pentru acest caz si se calculeze celelalte unghiuri ale triunghiului
OBC (E. Mor{un).

5 5
[a) Punctul fix J(O, “) 5 b) 8 = — unitati patrate; ¢) L=—2 si- A=
3 2 .
18 13
= — E, fiind coef. unghiular al dreptei ABC. Pentru ;\.=—E 1 {gB=

4
=—0, tgC= g 4

346. Se dau punctele A(1, 0), B(4, 3), C(0, 5). Se cere:
a) Sd se determine coordonatele punctelor D, E, F, stiind ci D im-

parte latura BC in raportul(—i), E imparte latura CA in raportul (——-g—)

$i F imparte latura AB in raportul (_E .

b) Sd se arate cii dreptele AD, BE, CF sint concurente,
c¢) Sh se arate cd punctele E, F si I, conjugatul lui D fatd de B si C

sint coliniare.
8 11 4 15 14 9
—s — v El]—1 — —y — .
[D(s. 3) E(7 7)’ F(5 5): D(S,l).]

347. Cunoscind punctele A(6, 3) si B(0, 5), si se afle:

a) coordonatele piciorului D al perpendicularei duse din B pe OA;

b) coordonatele piciorelor E si F ale perpendicularelor duse din D,
respectiv pe AR si OB;

c) coordonatele punctelor M, N unde paralele duse prin D la OB si
AB intilnesc dreptele AB si OB:; :

d) sd se arate cd dreptele EF, MN, OA sint concurente,

[a) D(2,1); b) E(3,4), F(0,1); c) M(z, 1_33)' N(O, g)e]

348. Se di unghiul drept xOy, o dreapti (A) ce trece prin O si un

punct A care se proiecteazi in B si C pe Ox $i Oy. Paralela dusd prin
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1A la (A) intilnegte pe Ox in punctul D. Fie D; si O; proiectiile puncte-

lor D si O, respectiv pe (A) si AD. Sa se arate cd D,;0Oy, paralela dusa prin
C la (A) si perpendiculara dusi din B pe (A) sint trei drepte concurente.
349. Se dau punctele A(6, 0), B(0, 4), C(1, 5).
a) Sd se arate ca triunghiul ABC este dreptunghic.
b) Dreapta AC taie axa Oy in E, iar BC taie axa Ox in F.
Sé se arate cd mijloacele segmentelor OC, BA, EF sint coliniare si si

se afle ecuatia dreptei lor (D). ¥
c) Sd se arate ca bisectoarele interioare ale unghiurilor AEO, BFO

sint perpendiculare si se intilnesc pe dreapta (D).

(D) x-+5y—13=0; bisectoarele: (1 '\/E):c—l—y—6=0 si x—(14- '\/§)y+
+4=0.]

350. 1) Care sint punctele din plan care satisfac sistemul:
20—5y+4=0; x+2y—3>0; 3x—4y+2<0?

2) S& se afle lungimea segmentului de dreapti pe care sint situate

punctele gasite. L

3) Daca se permutd circular semnele =, >, <, se obtin inci doud
sisteme. Care dintre ele este incompatibil?

351. Se ia un punct M variabil pe baza BC a unui triunghi isoscel
ABC. 54 se demonstreze cii suma AM2+BM.MC este constanti.

[Constanta este EZ.]

352. Prin virfurile A, B, C ale unui triunghi se duc trei drepte para-
lele, care intilnesc laturile opuse in punctele o, B, y. Si se demonstreze
egalitatea de arii:

Sapy =— 28 4pc.
[Se poate lua O=A4 si Aa ca axi Ox, iar Oy | A«.]
353. Se dau punctele A (? 1). B(—l, —lf) G(—1, 1). S5 se gi-

seascd aria friunghiului format de bisectoarele exterioare ale friunghiu-
lui ABC (C.G.M. XXX).
[S = LB,D_E) . ]
24

354. Se dau patru puncte A, B, C, D intr-un plan orientat si se cere
locul geometric al punctului M astfel ca si avem relatia intre arii:

Sras~+Suco=Supc+Cupa
[O dreapti.]

355. Se dau dou# axe dreptunghiulare Ox, Oy. Un triunghi drept-
unghic isoscel, variabil, are virful A fix pe Ox si virful B al unghiului
drept, mobil pe Oy. Se cere locul geometric al virfului C.

[A(e, 0). Locul este x—y-4a=0]
]
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356. O dreapta se miscd in plan péstrindu-si direciia. Ea intilneste
axele perpendiculare Ox si Oy, respectiv in P si @. Fie R€Ox, astfel ca
PR=d (const.).

Se cere locul intersectiei perpendicularelor ridicate in P si R, res-
pectiv pe QP si @R. '

i [UFie m coeficientul unghiular al dreptei PQ. Locul este: x-2my--
=0.] ;

357. Se da unghiul drept 2Oy, o dreaptad oarecare (D) si un punct:
mobil M pe (D). Fie P si @ proiectiile lui M, respectiv pe Ox si Oy. Se
cere:

a) Locul geometric al intersectiei paralelei duse prin P la (D), cu
perpendiculara dusi din @ pe (D).

b) Locul intersectiei paralelei duse prin @ la (D) cu perpendiculara
dusé din P pe (D).

¢) unghiul celor doud locuri geometrice.

[Locurile sint doud drepte perpendiculare.}

358. C(a, b) este un punct fix din planul axelor rectangulare Ox si
Oy, iar A si B proiectiile acestui punct pe axe. Prin C trece o dreapti
mobild pe care se proiecteazd punctele A si B, respectiv in C” si C”, ale
caror proiectii pe AC sint respectiv A’ si A”. Tot punctele C’ si C” se
proiecteazd pe BC in B’ si B”. Toate proiectiile fiind ortogonale, se cere:

a) Sd se arate ci oricum s-ar roti dreapta mobild in jurul punctului
C, dreapta A”B” are o directie fixi.

b) S& se afle locul descris de mijlocul segmentului A°B”,

¢) Idem, locul mijlocului segmentului A7B” (Sc. Polit. Bue., Lucrare
partiala, 1939).
A g, 2 , 2y
la)m—=— T )g; o 3p =0 ) ar—by=a>—p2

Cele doud drepte-loc geometric sint perpendiculare].
359. Se dau punctele A(0, 1), B(4, 2), C(2, 3) si se cere:
a) locul geometric al punctelor care satisfac relatia:
MA24- MB2—TC?=20;
b) locul geometric al punctelor care satisfac relatia:
MA?-++ MB2—-2MC2=17;

c) sd se cerceteze daci existd puncte in plan care si satisfacd deo-

datd ambele relatii.

() Cercul aty’—dz—12=0; b) dreapta y=2; o) My[20-+V/3), 21
Ma2(1— V/3), 21.]
360. a) ?5. se scrie ecualia cercului inseris triunghiului format de
punctele A (; 0 ), B(2, 0), C(—2, 3).
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b) Sa se scrie ecuafia tangentei la cercul inscris, paralelda cu latura.

BC (E. Mor{un).

c) Sd se scrie ecuafia cercului care trece prin mijloacele A7, B, C7
ale laturilor si si se arate ci cele doud cercuri sint tangente intr-un
punct F, ale cdrui coordonate se cer.

Al 1
[a) Centrul eercului ( 5 'E) * Cercul: x?fyl—ax—y+- % = (..

i 9 16 25
b) 4x4-4y—1=—0; ¢) m’+y3+§x i = 0TI (* F)]

4 17 84

361. Se dau axele dreptunghiulare xOy si punctele A(4, 0) si B(0, 3)..

1) Sa se scrie ecuatia dreptei AB si a bisectoarelor unghiurilor OAB,
OBA.

2) Sa se scrie ecuatia cercului inscris triunghiului OAB si a cercului.
care trece prin mijloacele laturilor lui OAB.

3) 5a se demonstreze ci aceste doud cercuri sint tangente si si se
calculeze coordonatele punctului de contact.

4) Si se demonstreze ci dreptele ce unesc virfurile triunghiului OAB"
cu punctele de contact ale laturilor opuse cu cercul inscris, sint trei
drepte concurente (S.G.M. V).

(1) 82-tdy—12=0, x+43y—4=0, 2x+y—3=0; 2) a?}y’'—2a—2y+1=0,
::Ll—yz—zx-——?y:(); 3) T@,2); 4) 3x+y—3=0; x+4y—4—0, 9x—8y—0.]

362. Se dau doud axe dreptunghiulare Oy si un punct A asezat pe-
prima bisectoare a unghiului axelor. Fie A; si A, proiectiile lui A, res-
pectiv. pe Ox si Oy, iar M si N punctele in care o dreaptd variabild ce
trece prin A intilneste aceleasi axe.

a) Dreptele MA;, NA; si perpendiculara din O pe MN sint concu-
rente.

b) Perpendicularele in M si N pe MN intilnesc: respectiv pe Oy si Ox
in N” si M’. Se cere locul geometric al intersectiei dreptei M’N’ cu per-
pendiculara dusa din O pe MN (S.G.M. VII).

[Locul este un cerc.]

363. Se dau doud axe dreptunghiulare Oz, Oy si punctele A(1, 0),.
A’(—2, 0), B(0, 2). M fiind un punct oarecare pe axa Ox, se cere:

1) 5a& se scrie ecuatiile cercurilor circumscrise triunghiurilor ABM
si A’BM.

2) Si se calculeze coordonatele centrelor (C si €7), razele r, 1" si dis—
tanta CC"
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3) Cind punctul M se deplaseazd pe Owx, si se arate ci centrele C si
«C” descriu cite o dreaptd si cd raportul razelor cercurilor este constant
(V. Mioc).
o4
2
—20=0; 2) 2= E(HZ-H)' 172= ‘%‘(az-!-'i) ]
: 16 ¢ 2 )

[M(a, 0y; 1 >y’ —(atla— Y+o=0; a’ty’—(a—2)z|(a—2)y—

364. Se prelungeste diametrul AB al unui cerc cu lungimea BC=ZAB
:si se duce CX perpendiculard pe AB. Printr-un punct oarecare * (X se
duc tangentele PM, PN la cerc si ele intflnesc In H si K tangenta in
punctul A. Sd se demonstreze cd centrul de greutate al triunghiului PHK
-este un punct fix (G. Papelier).

[Axele: diametrul AB si tangenta in A. Se scriu tangentele din P
la cerc si se intersecteazd cu x=0. Se calculeazi apoi coordonatele cen-

;
trului de greutate care sint ('3— » 0], r raza cercului.

365. Se dau trei puncte A, B, C pe o axi orientatid si un cerc care—'
-care. Se noteazd cu a, f3, y puterile punctelor A, B, C in raport cu cer-
cul. Sd se demonstreze egalitatea: ‘

o -BC+B-CA+vy.AB+BC.CA.-AB=0 (G. Papelier).

[Se poate lua originea In centrul cercului si Ox||ABC. Daca cercul
se reduce la un punct se obtine relatia lui Stewart.]

366. Se dau doud axe perpendiculare Ox, Oy si punctele A, B pe
-axa Oxz. Se duce cercul fix (C) descris pe OA ca diametru, iar prin pune-
tele date A, B un cerc variabil (C°), care taie cercul (C) in A si in punc-
+tul mobil P.

S& se giseascd locul punctului al doilea de intersectie M, al dreptei
"OP cu cercul C, cind acest cerc variaza (C.G.M., XXiX).

[A(a, 0), B(b, 0). Ecuatia locului se desface in a’}-y’—ar=0 §i y—b=s
=0. Cea din urma este locul cerut.]

367. Se dau doud cercuri Cj, Cy, tangente in originea axei Oy, avind
.razele ry si ry. Se cere:
1) Coordonatele punctelor M si N, unde o dreapti variabili care
“trece prin origine taie respectiv cercurile C; si Cy.
2) Sd se arate cd tangentele in M si N la cercurile respective sint
-paralele. ,
. 8) Locul geometric al mijlocului segmentului MN.

2y 2mr, 2r, 2mr,

1) M . PChers ] 3

[ ) : (1+ m”, it m’)' N (I e 2= +m,_,) 2) Acelasi coeficient unghiular;
m—

e 3) Cercul a:’—l—y’—(r[—l-rz)x:().]
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368. a) Si se scrie ecuafia familiei de cercuri tangente la axele de
coordonate, cuprinse in cadranele I sau TIl.

b) Dintre aceste cercuri si se determine cele care trec printr-un
punct dat A(a, b). Caz particular A(2, 9). :

c) Fie M punctul de contact al unuia din cercuri cu axa Ox. O
dreapti care trece prin M si are o directie fixd taie din nou cercul in M.
Se cere locul geometric al punctului M*

d) Dintre cercurile familiri de mei sus si se determine acelea care
trec prin punctul (A—2, A%2—2), A fiind raza cercului (S.G.M., III).

[~ %2 9% x—2\ y+-22=0, (A, 1) centrul si X raza. b) A=a--b+V 2ab..

¢) 2mifxr—m-|1)4y==0. d) Ecuafia care dd pe A este )\"—_‘213—4)\?-{-%—1—
-+-8=0, cu raddcina intreagd 1;—2 si o rédacind irafionald i, 2,38.]

369. Se da punctul A(—2a, 0), cu a>0. ]
1) Sa se scrie ecuatia generald a cercurilor care trec prin punctele
Osi A.
2) Fie M punctul unde unul din aceste cercuri taie din nou axa Oy.
S% se giseascd locul geometric al intersectiei tangentelor in M si O la
cerc, atunci cind cercul variaza. 4
3) Fie P punctul unde cercul variabil taie a doua oard locul geo-
metric (se lasd la o parte originea). 54 se arate ci abscisa pI:LnCEul}ll‘ 13
este dati de o ecuatie de gradul al Ill-lea, care are o singurd rddécind
reald.
4) S# se calculeze coordonatele punctului P pentru cercul cu centrul
in Oy(—1, 7). (S.G.M., V).
fl) centrul w(—a, 3); x*+12-2ae—20y=0. 2) M(0,2)), locul este
parabola y>—ax=0, 3) x’}-6ax’|-9a’r—4a)’=0. Se aplici teorema lui
Rolle. 4) P(4,2).]

Vx-i«l_l: A

A '\/x Sl
axa Oy. Sd se arate cd:

a) atunci cind ) variazd, curba rdmine tangentd dreptei y=2;

b) tangenta la curbd in M este in acelasi timp tangentd cercului cu
centru in origine si cu raza r=2 (S.G.M.,, VIII).

371. Se dau doud elipse concentrice si omotetice (au aceleasi axe si
semiaxele proporticnale). O tangentd oarecare la elipsa interioard taie
cealaltd elipsd in punctele M si N. Sa se demonstreze cd punctul de lan-
gentd este mijlocul segmentului MN.

372. Produsul distantelor de la un punct oarecare al unei hiperbole
la asimptoti este constant.

373. O tangentd oarecare la o hiperbold formeaza cu asimptotele un
triunghi a cdrui arie este constantd.

374. Se considerd o elipsid si o hiperbold, avind aceleasi semiaxe a si
b, axele lor fiind suprapuse. ;

1) O dreépté dusd prin centrul lor comun taie elipsa in P si hiper-
bola in @. Si se determine aceastd dreaptd, astfel ca tangentele in P si
@ la curbele respective sd fie perpendiculare intre ele.

370. Se di curba y= si fie M punctul unde curba taie

e =
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2) Pe una din tangentele comune la cele doué curbe, si se determine
un punct M, astfel ca tangentele duse din M la elipsd si hiperbold (dife-
rite de tangenta comund) sd fie perpendiculare intre ele (S.G.M., IV).

[1) y = +— x, care taie curbele in punctele reale. Tangentele sint
=

paralele cu bisectoarele. 2) Douid solutii: M (a, ]/—2a2—1— '\/-’iaz—t—bz)
si simetricul siu fajd de C2]

375. Se da parabola y2—2px=0 si se cere:

1) Sd se determine hiperbola echilaterald xy=Fk? care taie parabola
:sub un unghi drept.

2) Fie M punctul de intersectie a celor doud curbe; tangenta in M
la hiperbold taie axa Ox in A, iar tangenta in M la parabold taie din nou
‘hiperbola in B. Sa se arate cid proiecfia lui B pe Ox este simetricul lui A
fatd de origine.

i 1) @y=p"V2; 2 Mo, pVD: A@p, 0); B ( _zp,—VT"' )]
376. Se cere locul geometiric al punctului care are diferenta distan-

“telor Ia un punct fix si la o dreapt3 fixi, constanti.
[Parabolé.]

377. Se da o parabold, o dreapti (A) perpendiculari pe axd si un
punct P& (A). Prin acest punct se duce o secanti oarecare, care intilneste
parabola in punctele M, M’ si se proiecteazi ortogonal aceste puncte in
m si m’ pe (A). Si se demonstreze ci produsul Pm-Pm’ este constant
{G. Papelier).

[(A) are ecuatia x=a; P(a, k). Constanta este k2—2ap.]

378. Fie A, B punctele de contact ale tangentelor duse dintr-un punct

P la o parabold si M mijlocul segmentului AB. S& se demonsireze ci PM
este paraleld cu axa parabolei.

[A si B sint intersectiile curbei cu polara lui P.]

379. Se di punctul fix A pe axa Ox 5i punctele M, N mobile pe axa

Oy, astfel cd MN =d (const.).
Se cere locul intersectiei perpendicularelor ridicate tn M si N, res-
pectiv pe AM si AN.
! [Parabola gy2—4ax-}-d2]

380. Fie A punctul unde directoarea unei parabole date intilneste
axa ei de simetrie. Se duce cercul cu centrul in A, tangent exterior para-
bolei. O secantd variabild care trece prin virful parabolei taie cercul in
punctul N si parabola in M. Si se afle locul geometric al intersectiei tan-
gentelor in M si N la paraboli si la cerc (5.G.M., V).

[x-+3p=0, paraleld la Oy.]

BEE"
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381. 1) Sa se arate cid pentru ca patru puncte, asezate pe parabola
Y —2pxr=0 si fie conciclice, ordonatele lor trebuie si verifice relatia
Y1+Ya Yz +y;=0.
2) Fie A si B doud puncte fixe pe o parabold. Un cerc variabil care
trece prin A si B mai taie parabola in M si N.
Tinind seama de relatia de la (1), si se afle locul geometric al inter-
sectiei tangentelor in M si N 1a parabold (S.G.M., VI).

[1) Se elimina z intre ecuatia parabolei §l a unui cerc oarecare si
se gasegte o ecuatie de gradul al IV-lea in Y, fard termenul de gradul

e als, o L R e
al ITI-lea. 2) Fie A(Ep c!)1 B(zb’ b) M(Zp u) N(2 [5).

b
Avem a+-p--a-t+b=0. Se giseste locul y— %ﬁ = _a_—;—_,

o paraleld la O:c.]

_ 382. Se da elipsa raportati la axele sale 51 parabola care are virful
in centrul elipsei, iar focarul F comun cu al elipsei.
1) S se arate cd aceste doui curbe se taie sub unghiul dat de relatia

tg a=\/ _Tllﬁ_ (e= excentricitatea elipsei).
e(l—e)

2) Distan{a de la unul din punctele de intersectie M pini la focar este

Mr= 2t

(S.G.M., VII).
a-tc

383. Pe o dreaptd (D) se da segmentul AB=aq sl un punct variahil M.
Pe perpendiculara in M pe (D) se iau segmentele MP=p si AQ=q.

1) Sd se afle locul geometric al intersectiei dreptelor AP si B, apoi
s se construiascii efectiv.

2) S& se afle locul geometric (I') al intersectiet tangentelor duse in
A si B, respectiv la cercurile AMP si BMP,

Sé se reprezinte grafic locul aflat, pentru cazul p= %.-

1 3) S8 se studieze cu ajutorul teoremei lui Rolle in cite puncte este

tdiatd curba-loc geometric () de ciitre un cerc oarecare AMP. Se va face

tabloul de discutie (se poate face discutia pentru p= g) (S.G.M,, XII).

[A originea, AB axa Ox. 1) (p—q@)z+-ay—aq=0. 2) Parabola Y=
=—(2?—ax). 3) Inliturind solutia x=0, rdmine ecuafia **—2ax?|a2x-
+(a—1)p*=0, unde A este abscisa lui M. Sirul lui Rolle este: — 0

4a®
27p°

ot ot + oz |

14 -~ Geometvie analiticd cl. XI.
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