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Notatii folosite in acest manual

Puncte: A, B, C,...

Drepte: a, b, ¢,...

Segmentul deschis (AB)

Segmentul inchis [AB]

Semidreapta deschisd (4B

Semidreapta inchisi [AB

Distanta de la 4 la B A

Lungimea segmentului (4B)

Planul determinat de o dreapti d si de un punct A nesituat pe d, (d4) sau (4d)
Semiplan deschis (dA

Semiplan finchis [dA4

Plane «, B, ¥,..-

Planul determinat de dou# drepte concurenté sau paralele (dd’)
Planul determinat de trei puncte necoliniare (ABC)

Semispatiu deschis (ad

Semispatiu inchis [«A4

Redactor: Prof. Valentin Radu
. Tehnoredactor: Otto Paraschiv Neegoiu
Coperta: Nicolae Sirbu

Notiunea de arie a unei figuri plane, ca §i aceea de lungime a unui
segment, igi are originea in necesitatea practicd de a compara multimi plane.
Notiunea de lungime a permis compararea segmentelor in sensul de a decide

" dac# un segment este ,,mai mare* decit alt segment. Aria va permite compa-

rarea (msurarea) unor alte tipuri de multimi plane, numite uneori gi supra-
fete, in acelagi sens, adicé de a decide cd 0 suprafatd pland este ,mai mare“
dect alta. Pentru definirea ariei, la inceput ne vor fi necesare cunostinte
de geometrie referitoare la poligoanele convexe si interioarele acestora. intru-
cit o prezentare riguroasi a tuturor notiunilor i proprietitilor care apar
in acest capitol este laborioasa gi dificil de fdcut cu cunostingele pe care le
avem din clase a IX-a, o parte a acestor proprietati va fi acceptatd fard

" _demonstratii sau cu demonstratii facultative.

in cazul unui poligon convex, reamintim cé interiorul acestuia (manual
cl. a IX-a, cap. I, § 6) este intersectia semiplanelor deschise limitate de supor-
turilelaturilor poligonului si care contin virfurile nesituate pe laturile respective
(fig. I.1). Pentru poligonul convex L = P, PB,...P, situat in planul @, inte-
riorul poligonului se noteazd prin Int PyP,...P, = Ini L. Multimea L U Int L
se numeste suprafapd poligonald convexd gi se noteazd [L] =LUInt L. .
Poligonul L se numeste frontiera suprafefei poligonale [L].

Suprafefele poligonale convexe
permit definirea unei notiuni mai ge-

5
nerale:
Definitie. Senumestesupra-. P Fa
fapd poligonald o multime de puncte /
din plan, care este reuniunea unui
5
5

numir finit de suprafete poligonale
convexe, acestea avind doud cite doud
interioarele disjuncte (fig. 1.2). Fig. L1.
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Fig. 1.2.

Dacd S este o suprafatd poligonald si [L,], [Lg], ..., [L,] sint suprafefele
poligonale convexe respective, adicd

S =[L;JU[Ls]V ...U[L,] si Int L, N Int L, = @ pentru i # j,

atunci vom spune cd mulfimea {[Z,], [Ls),...,[L,]} constituie o descompunere
a suprafeiei poligonale S (fig. 1.2). ,

Pentru suprafetele poligonale convexe s-a definit frontiera si interiorul.

Vom defini aceste notiuni i pentru celelalte suprafete poligonale. Un punct P
al unei suprafete poligonale S se numegte punct interior al lui §, dacd existd
un disc cu centrul P, inclus in §. Punctele lui § care nu sint puncte interioare
ale lui § formeazd froniiera lui S. Astfel, suprafetele poligonale din figura 1.2
au urmitoarele frontiere: a) poligonul A;A,434,4;4,;b) poligonul 4,4,...4,¢;
o) poligoanele A.A;A3A4A4;4; §i ByByB3B,B;Bg; d) poligoanele ABC si
MNBQ; e) poligoanele A;4,430, B;B,B30, C,C5C30, D1D:D50.

Daci frontiera suprafetei poligonale este un poligon, atunci suprafata va
fi numitd dup#d numele poligonului; astfel se va spune: suprafatd patrulaterd,
pentagonald éte. in loc de suprafatd poligonald cu frontiera patrulater, penta-
- gon etc. : ;

Din definifie rezultd cd orice suprafatd poligonald se descompune in
suprafete poligonale convexe. In continuare vom arita ¢ orice suprafati
poligonald convexd se descompune in suprafete triunghiulare.

Teoremi. 0 suprafati poligonali econvexd eu n laturi (n >3) se
descompune in n— 2 suprafefe triunghiulare.

Demonstragie. Se va ariita intli ci o suprafaid poligonald convexd cu » laturi se
descompune intr-o suprafati triunghiulari si o suprafatd poligonald convexd cu n — 1
laturi. Se consideri poligonul convex L = PP, ... Py si dreapta P, P (fig. 1.3). O dreapta
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Fig. 1.4.

care nu este suportul unei laturi a lui L are cel mult doud puncte comune cu L, prin
urmare dreapta P,P, intersecteazd poligonul L numai in P, si P,. Rezultd ci punctele
P,, Py, ..., Py sint de aceeasi parte a lui PyPy, ceea ce inseamnd cd Py PP, ... Py este un
poligon convex. Deoarece P, se afld in interiorul unghiului P,P, Py rezultd cd P, si
P, se afli de o parte si de alta a dreptei P;P;. Deci punctele Pysi Py, Py, ..., Py se afld
in semiplane opuse fati de P,P;, adic¥ interiorul triunghiului PyP,P; si interiorul poli-
gonului P, P3P, ... Py se afli in semiplane opuse, avind astfel intersectia vidi. Pe de
altd parte este evident ci [L] = [PyPaPsl U[P1 PPy ... Pul.

Aplicind succesiv acest rezultat suprafefelor poligonale [Py P3P;...Pn], [P1PyPs...Py]
etc., care au fiecare cite o laturd mai pufin decit precedenta, se obfine teorema.

Din demonstratie rézultd ¢i suprafata poligonald convexd [L] =
= [P,P,...P,] se descompune in suprafetele triunghiulare L Tl T 5]
(fig. 1.4) unde se noteazd cu T; triunghiurile P1P.P; ., i=23.,n—1
Este evident ci pentru o suprafafl poligonald convexd existd mai multe
descompuneri in suprafete triunghiulare.

Consecinjé. Orice suprafatd poligcﬁ\alé poate fi descompusd in triun-

ghiuri (fig. 1.5).
Exercitii

1. Si se arate ci suma mésurilor unghiurilor unui poligon convex cu n virfuri este
Sn = (n — 2) =180°. :
2. Cite laturi are un poligon regulat, daci masura unui unghi al siu este 135°7

=
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Fig. 1.5.




: 8. Dactt L= PyP,... P, este un po-
ligon convex §i P; un punct pe semidreapta

opusd Iul (P;P;.,, atunei P;P;P;., se nu-
megte unghi exterior al lui L (fig. 1.6). S
86 'arﬂte cd suma mésurllor unghiurilor ex.
teriogre ale unul poligon convex este egali
cu 360°

4, Masura unui unghi al unui poligon
regulat este de 4 ori mai mare decit mésura

unui unghi exterior. Cite laturi are poli= -

Fig. 1.4. gonul?
o 5'.? Cite latupi are un poligon convex, dacd teate unghiurile sale exterloare sint
obtuze

8.* Si se arate ci intr-un patrulater convex, bisectoarele a doud unghiuri consecutive
formeazi un unghi a cdrui misurd este egald cu semisuma mdsurilor celorlalte doug
unghiuri.

% -

§ 2. Multimi congruente §i multimi asemenea

Vom extinde in acest paragraf,
notiunile de congruentd si asemdnare,
care in clasa a IX-a au fost definite
numai pentru multimi particulare de
puncte (segmente, unghiuri, triun-

Fig. 1.7. ghiuri). - '

S# ne imagindm o placd situatd pe o suprafatd pland, care alunecd pe
aceasta gi si notdm prin M si M multimile de puncte ale suprafetei plane
gituate sub placd pentru doud pozifii oarecare ale ei (fig. 1.7). Observém c&
prin acest procedeu se poate stabili o corespondentél biunivocd intre mulfimile
M gi M’ prin intermediul punctelor plicii. In timpul acestei ,alunecsri®,
placa am considerat-o rigid¥, adici distanta dintre doud puncte fixe 4 §i B
ale ei este constantd, deci si distantele dintre imaginile acestor puncte situate
in multimile M §i M’ sint egale. Aceastd proprietate este cuprinsi si in aplica-
tia urmitoare: '

_ Aplicajie. Sx se arate ok dack [AB] = [A'B'] atunci existd o functie
bijectivil f :[AB] — [4A’B'] astfel cd oricare ar fi doud puncte P, Q €[4AB],
PQ = f(P)f(Q) si reciproc.

*) Problema notat# cu stelu}i se adreseazi cercurilor de elevi.
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Rezolpare. 1) Se presupune cit [AB] = [4'B’] gi fiecarui pul}ct P e[AB] i se
asociazdl punctul P’ [A’B’] pentru care AP — A’P’. Din teoréma de constructie
a unui segment (manual cl. a I1X-a) rezultd ca functia f:[AB]—[A'B’] definitd prin
f(P) = P’ este o bijectie intre [AB] gi [A’B‘]. Trebuie aritat ci f(P)f(Q) = PQ pentrn
orice P, Q = [AB]. Putem admite c¢i P = [AQ]. Atuneci avem

~PQ = AQ — AP = A'Q' —A'P' = P'Q' = {(PIf(Q):

2) S4  demonstrim c#, reciproc, dacé funciia Dbijectivdl f:[4B]— [A’B’] are
proprietatea ci f(P)f(Q) = PQ pentru orice P, Q =[AB], atunci AB = A’B’. De-
oarece funciia f este surjectivil, existd punctele C, D e[AB] astfel ca f(C) = A" si
f(D) = B’ i conform ipotezei A’B’ = CD. Pentru a ardta c¢i 0 = A sau C = B, pre-
supunem contrariul; atunci pe de o parte AB > CD = A’B’ si pe de alti parte AB =
= f(A)f(B) <\A’B’ (cici segmentul (f(A)f(B)) este inclus in (A’B’)). Am obfinut o
contradictie, deci C = 4 sau C = B. fn mod analog, daci C = A se aratd c& D = B,
iar daci C = B atunci D = A. Deci f(d) = 4’ si f(B) = B’ dau f(B) = A’ i f(4) = B
(fig. 1.8). Dar atunci A’B’ = f(A)f(B) = AB, prin urmare (AB) = (A'B’).

Definitie. Mu\lt,imile M si M’ se numesc congruente §i se noteazd
M = M’ daci existd o funciie bijectivii f: M — M’ astfel ca pentru oricare
doud puncte P, Q € M, PQ = f(P)f(Q). Functia j cu aceastd proprietate
se numeste izomelrie.

" Mai scurt, se poate spune cé doud. multimi sint congruente dacd existd o
corespondent biunivocd intre ele care péistreazd distantele.

Urmitoarea proprietate, evidentd intuitiv, se admite fard demonstratie:
,dacé doud suprafete poligonale sint congruente gi una din el este descompusd
tn suprafetele trlunghiulare [7], [T], .-y [T,], atunci gi cealaltd admite o
descompunere in acelagi numér de suprafete triunghiulare [ 7], [T2], ---, [Tx]
astfel ca [Ti]’s (Til,i=1, 2 .., n

in continuare se va extinde notiunea de aseménare a doud multimi,
care a fost definitd in clasa a IX-a pentru poligoane convexe. in mod intuitiv,
aceasta se poate face prin observarea a doud hirti ale aceleiagi regiuni, exe-
cutate la sodri diferite: Dac# se compard distantele dintre oricare doud puncte
ale uneia dintre hirfi cu distantele dintre punctele corespunzétoare ale celei-
lalte se constatd cd raportul acestora este constant. Aceastd observatie este
exprimatd si in urmétoarea:




A

:+ f(P)f(Q)

Demonstratia se lasé ca exercitiu facultativ.
In baza proprietiii de mai sus, se justifici definitia ce urmeaza.

Fig. 1.9.

Definifie. Multimile M gi M’ 'se numesc asemenea si se noteazi M~M’
daca existd un numdr &k >0 gi o funciie bijectivd [ : M — M’ astfel ca pentru
oricare doud puncte P, Q €M, PQ = k- f(P){(Q). Functia f cu aceastd
proprietate se numeste asemdnare, iar numéirul k se numeste raport de ase-
minare (fig. 1.9). ‘

Ca si in cazul multimilor congruente, se va admite urmétoarea proprie-
tate: ,,daci doud suprafete poligonale sint asemenea, k fiind raportul de
aseminare si una din ele se descompune in suprafefele triunghiulare [7}],
[T3), .-., [T,,] atunci gi cealaltd admite o descompunere in acelagi numir de
suprafete triunghiulare [ T3], [T3], ..., [To) astfel ca [T}] ~[T],i = 1,2, ..., m,
raportul de asemdnare fiind tot % (fig. I.10).

Exercitii

1. Si se arate ci oricare doud
semidrepte sint multimi congruente.
Aceeasi proprietate pentru drepte.

[Til~ITi']

2. S4 se arate cd raportul
perimetrelor a doud poligoane
asemenea este egal cu raportul
Fig. 1.10. lor de aseminare.

afetelor poligonale

Deoarece, dupd cum s-a ardtat la inceputul acestui capitol, aflarea ariei
unei multimi de puncte este o operatie de misurare, este necesard introdu-
cerea unei unitéti de masura.

O suprafatd patratd de laturd 1 se va numi unitate de suprafajd.

Se poate masura in mod direct o Fig. I.11.
suprafatd poligonald £, dacd E se des-
compune intr-un numdr finit de unit#ti
de suprafatd (fig. 1.11). Pentru alte
multimi, procedeul direct de mésurare
nu se poate aplica. Deoarece orice
suprafatd poligonali se descompune in suprafete triunghiulare, rezultd ca
este esential si se poatd calcula aria unei suprafete triunghiulare. Inainte
insd, este necesard definirea ariei. Pentru multimea & a suprafetelor poligo-
nale, aria se defineste prin urmitoarea teorem care se va admite fird demon-
stratie: G

5

)
U este o unitate de suprafatd atunei o(U)

Prin definitie, functia cu proprietitile (1) — (3) se numeste funcjie arie,
iar numirul o(S), arie suprafetei poligonale S. Deoarece doud suprafete poli-
gonale congruente se descompun in suprafete triunghiulare congruente doud
cite doud, din proprietitile (1) si (2) rezultd cd doud suprafete poligonale con-
gruente au ariiegale. In conditia (3) intervine U, o suprafati patratd de latura 1.
Ea este fixatd, deoarece in tratarea noastrd, functia-distantd este aleasd in
mod unic (prin fixarea de la inceput a distantei 1, a-,etalonului®). In practici
ins#, e necesar si se inlocuiascd U cu diferite ,unitéti de suprafati®: 1 em?
1 dm?, 1 m? 1 dam? etc. Atunci se oblin diferite functii-arie §i in acest caz se
indicd functia respectivd printr-un indice, de exemplu: ocms, iar in loc de
oem3(S) = 5,7 se scrie 6(S) = 5,7 em? (in acord cu notatia AB =5 cm care
exprimé cd A Ben = b).

In continuare vom aridta cum se calculeazd valorile functiei pentru unele
suprafete poligonale dintre care un rol deosebit il are aria suprafetei trivn-
ghiulare. Pentru simplificarea exprimirii vomn spune: ,aria triunghivtui,
pitratului ete.“, in loc de ,aria suprafetei triunghiulare, pitrate etc.“ iar
pentru simplificarea notatiei, dacd [L] este o suprafatd poligonald in loc de
LO([L])* se va serie ,,o[L]", de exemplu ofABC] reprezintd aria suprafetei
triunghiulare [4BC].

Teorema 2. Daed  ABCD e
s[ABCD] = I !

Demonstrajie. Se va face in trei etape: r

a) Dack | — — , n € N*, atunci o[ABCD] = — . Pe semidrepiele (AB

n

n

i (AD (fig. 1.12) se iau punctele B’ gi D’ astfel incit AB' = AD' =1 si

9




D p' Fig. L12. ge construieste pitratul AB'C’'D’' pen-
tru care o[AB'C’'D']=1. Se impart
segmentele [AB'] si [AD'] in n seg-
c ; mente congruente si prin punctele de
diviziune se duc paralele la AD res-
pectiv A B, formindu-se astfel n® péa-
trate congruente. Deoarece oricare
a8 - C doud dintre aceste patrate au inte-
rioarele disjuncte, din proprietatea (2) rezulté cé ofAB'C'D'] = n*- o[ABCD)]

sau o[ABCD]= —1;
n

b) Daca I=2, m, rcN* atunci o[ABCD] = m; Se impart seg-

n n
mentele [AB] §i [AD] (fig. 1.13) in m segmente congruente si ducindu-se
paralele cu laturile p#tratului, prin punctele de diviziune, se obtin m? pitrate

congruente cu latura de lungirnei . Din proprietitile (1) si (2) si cazul a)
n

rezultd cd o[ABCD]= m?®- i
nz

c) Daci l e RY. — Q% atunci of4BCD] = I*. Se rafioneazd prin reducere la absurd.
S4 presupunem, -deci, ¢ o[ABCD] = « §i « < 2. Atunci » « < I gi existd un numdr ratio-
nal B astfel incit |/« < B < I. Vom construi pitratul AB'C’D’ cu AB’' = B, B’ = (AB),

D’ e (AD) (fig. 1.14). Avem ofAB’C’D’] = B% Deoarece [ABCD] este reuniunea suprafe- '

{elor poligonale [4B’C’D’] $i[B’BCDD’C’], cu interioarele disjuncte, rezultd cd ofABCD] =
= o[AB’C’'D’] + o[B’BCDD'C’] > o[AB'C'D’'] sau « > P2, adici |/« > B, ceea ce este
in contradictie cu modul de alegere a lui B. Dacd se presupune « > I, se obfine o contra-
dictie in mod analog, de unde rezultd ci o[ABCD] = 2,

Teorema 3. Daei ABCD este dreptunghi §i AB =a, BC = b,
atunei o[ABCD] = a-b.

Demonstratie. Se construiegte pitratul AB'C'D’ (fig. 1.15) astfel incit
AB'—a+4b, BE(AB), DE(AD), deci ofABC'D]=(a+ b)=
=a® 4 b4 2a-b. Fie {E}=CD N B'C’ si {F} = BC N D'C'; atunci

Fig. 1.18. " Fig. L14. , Fig. 116, £

’ b CI
A D A D D
a
8 ¢ a c /
D E
8 C B (o b
A as =g b gt
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Fig. 1.16. ; Fig. L.17.

DCFD' si BB'EC sint pitrate, DC =a, BC =b, iar dreptunghiul
CEC'F este congruent cu ABCD §i 6[AB'C'D'] = o[DCFD’] + o[BB'EC] +
+ 26[ABCD] = a® + b® 4 26[ABCD]. Din cele doui expresii ale lui
o[AB'C'D'] rezultd cd o[ABCD]=a-b.

Consecinjd. Dacid ABC este un triunghi dreptunghic cu unghiul drept
in A atunci a[ABC]:—; AB- AC.

Demonstragie. Se considerd punctul D astfel ca ABCD s4 fie dreptunghi.
Suprafata dreptunghiulard [4BDC] se descompune in doud suprafete triun-
ghiulare congruente [A BC] si [BDC] (fig. 1.16). Deci

o[ABC] = Lo[ABDC]= 1 4B AC.
2 2

Teorema 4. Aria unui friunghi este — din produsul lungimii unei
2 .
laturi eu indlfimea corespunzitoare.
Demonstragie. Se considerd triunghiul ABC in care se presupune of
unghiurile A si B sint ascutite, deci €, piciorul inal{imii dia C, este pe seg-
mentul (4B) (fig. 1.47). Atunci:

o[ABC] = o[ACC'] + o[BCC'] = % AC O+ % CB-Ce =
= % A8 ec,

Deoarece orice triunghi are doud unghiuri ascutite gi produsele dintre
lungimea unei laturi cu indltimea corespunzitoare egale, rezultd teorema.
Observatie. Daci o suprafaté poligonald § se descompune in suprafefele poligonale S,
Say...nSn, atunci ea se descompune si in suprafetele poligonale S U S, U... U Syy i Sy,
Din proprietatea (2) a teoremei 1 rezultd ci:
(890 STU NS o(So VS, Ul UGy oSl
Aplicind succesiv aceasti proprietate se obfine:
SRS U SUen R s U i o (=
a(8; U S,) = o(S;) + o(S,), ceea ce implica
o) = a(Sy U5y U.... USy) = a(S!) + a(Sg) + ... + o(Sn).

11




Deci proprietatea (2) din teorema 1 poate fi genera-
lizatd in acest mod (fig. 1.18).

Dacil pentru aceeasi suprafatd poligonald §
se inai’ considerd o descompunere in suprafetele
poligonale Sv oy ess Sp, atunci fn mod analog
se obtine (%) = a(.S )+ o(Sy) + -+ o(s}), dec

ﬂ(Sl) + a(Se) + ... + o(Sa) =
Fig. L18. = o(S]) + o(53) + - + ().
Consecinje. -
1. Dacd ABCD este un paralelogram gi d(AB, CD) = k atunci
o[ABCD] = AB - h (fig. 1.19). »
2. Dacti ABCD este trapez, AB | CD si 4(AB, CD)=h, atunci

o{ABCD] = f_ﬂﬁﬂz - h (fig. 1.20).

3. Dacd P;P; ... P, este un pollgon convex regulat, O fiind centrul
siu si PyPy =1, d(0, P1P;) = 2, atunei: .

o[P,P;... P,]= ; n-a-l (fig. 1.21).
Demonstratiile rezultatelor de mai sus constituie exercitii simple, con-

structiile necesare fiind indicate in figurile respective.
4. Daci AABC ~ NA'B'C’, k fiind raportul de aseminare, atunci

AABOl _ pa (fig. 1.22).

o[A'B'C']
D
- /,
e
Fig. 1.20
c
Cl
4 R A e B!

12

g 7i(s)
Fig. 1.28. T79) =
i % g /
5~8'

Demonstragie. Fie CD | AB, D € AB,C'D’' 1 A'B’, D’ € A'B’. Avem
NACD ~ NA'C'D' 51 ABCD ~ AB'C'D' deoarece acest.e triunghiuri au
respectiv cite doud unghiuri congruente. Rezultd

€D _ AC _ AB ABC %AR'CD
em e ke 6£1’B‘C]’ = =k
CD B G[ ] _;_AIB’ Y C’D’

Rezultd acum, tinind cont de proprietitile de descompunere ci:

5. Raportul ariilor a dou# suprafete poligonale asemenea este egal cu
pitratul raportului de asemdnare (fig. 1.23).

Aplicatii. Proprietétile ariei pot fi utile la demonstrarea unor relatii geo-
metrice gi la rezolvarea unor probleme, chiar dacé aria nu apare in mod expli-
cit. Vom ardta mai intii dousi demonstratii ale teoremei lui Pitagora, bazate
pe arii.

1. Se d& triunghiul ABC, dreptunghic in A, BC = a, CA =5, AB =
=¢, b >c (fig. 1.24). Construim pétratele ACDE si EFGH cu laturile b
respectiv ¢, £ € (AB, F < (ED), si punctul K astfel ca D & (FK) si
DK —¢. Atunci AABC = ADKC = ANHGB = AFGK si BCKG este
un p#trat de laturd a. Rezulta:

b2 | ¢ = o[ACDE] + o[EFGH] = 6[ACDFGH] = o[CBGFD] +
+ o[ABC] + o[HGB] = ¢[CBGFD] + o[ DKC] + o[ FGK] = o[BCKG] = a*
2. Fie [AD] indltimea triunghiului ABC cu m(A) = 90° (fig. 1.25). Deoa-
rece AABC ~ ADAC ~ ADBA, avem conform consecintei &

o[ABC] __ cr[DAC] _ dDBA] _ o[DAC] + o[DBA]
a? bt ot b? | cf i

i
|

]

I

I

L
D

: a c
H Fig. 1.24, Fig. 1.25,




-

Fig. 1.26. = Fig. 1.27.
Fig, 1,28 A E (2 B
M G
kL a H
R
D K T c

Fig. 1.29.
Dar 6[ABC]= o[DAC]+ o[DBA], deci gt — lb_2 + % : .
8. Se dau: punctele fixe A, B, un semiplan § limitat de AB si numaérul
k > 0. Locul geometric al punctelor M & S, astfel ca o[ABM] = Ik, este o dreapid

paraleld cu AB (fig. 1.26).

Intr-adevir, d(M, AB) = % este constantd.

4. Sd se construtascd un triunghi de aceeagi arie cu un patrula.ter dat ABCD.
Intersectdm in E dreapta AD cu paralela la BD, dusd prin C (fig. 1.27). Con-
form cu 3, c[BDC]= o[BDE], deci

s[ABCD] = o[ABD] + o[BDC] = 6[ABD] + o[BDE]= o[ABE]. '

5. Se dau: un triunghi ABC si un punct D& (AB). Sa se consutrmasca
o dreapté care trece prin D §i care imparte suprafata [ABC] in doud supra-
fete de aceeasi arie (fig. 1.28).

; Notdm cu B’ mijlocul lui [AC] i intersectdm in P dreapta AC cu para-

; ' ABC]
lela la DB’, dusd prin B. Atunci o[ADP]= o[ABB'] = 0[_2_“__

Exercitii
1. Paralelogramul ABCD are AB = 6, AC = 75id(D, AC.) = 2 Si se afle d(D, AB).
2. Dintre triunghiurile ABC cu BC = a §i CA = b, a §i b fiind numere date, sd se

afle un triunghi de arie maximi. ;
8. Se considerii un pitrat ABCD si punctele E,F,G H, I K, L M care im]:ar':
fiecare laturd in trei segmente congruente (fig. 1.29). S4 se arate cii PQRS este un patral

2
si cd aria lui este egald cu = o ABCD].
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4. Diagonalele  trapezului ARCD G
(AB || DC) se taie in 0. a) Si se arate e
triunghiurile AOD gi BOC au aceeagi arie.
b) Paralela prin O la AB taie AD gl BC in
M si N. Folosind proprietatea a) si se arate
cd (MO) = (ON).

6. E fiind mijlocul laturii neparalele
[AD] a trapezului ABCD, s se arate ci
e[ ABCD] = 26[BCE].

6*, Se dau: un wunghi ﬁ\c si un
punct D in interiorul lui. O dreaptd prin D
taie laturile unghiului in M si V. 84 se deter-
mine dreapta MN astfel incit aria triun-
ghiului AMN si fie minima.

7*, S se construiascd un punct P in b H [
interiorul triunghiului ABC, astfel incit tri-
unghiurile PAB, PBC, PCA si aiba arii Fig. 1.80,

" egale.

8*. Si se descompund o suprafafd triunghiulara in trei suprafefe de aceeasi arie, prin
paralele la o laturd a triunghiului.

9*. Rezolvati problema analoagi pentru un trapez,

10. Prelungim razele duse la virfurile unui triunghi echilateral, inscris intr-un cerc
€(0, r), pind la intersectia cu cercul eare trece prin virfurile unui p#trat circumscris
cercului €(0, r). S& se arate cd-punctele astfel obfinute sint virfurile unui triunghi de
aceeagi arie cu hexagonul tnscris in @(0, r).

11. 84 se demonstreze teorema. catetei cu ajutorul ariilor.

- Indicajie. Pe ipotenuza [BC] si pe cateta [4B] construim pétratele BCED si ABFG
(fig. 1.30). Perpendiculara din A pe BC taie BC in A’ si DE in H. Trebule si ardtim ci
o[ ABFG] = o[ BA’HD] sau o[ABF]= o[BDH], o[ABF]= o[CBF), o{BDH]= o[BDA]
gi ANCBF = A\DBA.

§ 4. Suprafete mdsurabile. Aria discului

Vom asocia acum cite o arie gi unor mulfimi care nu sint suprafete
poligonale. Cu alte cuvinte: vom prelungi functia-arie la o mulfime de figuri
(o figurd este o mulfime de puncte din plan), aceastd multime continind
multimea suprafetelor poligonale precum si alte multimi de figuri ca discurile,
sectoarele gi segmentele de cerc etec.

Definifie. O multime f se numegte suprafajd mdsurabild daci
existd un numér unic o(f) mal mare sau egal cu aria oricdrei suprafefe
poligonale incluse in /I gi mai mic sau egal cu aria oricirei suprafete poli-
gonale care include pe X (fig. 1.31). Numairul (%) se numeste aria lut J,
Se va nota cu S* multimea suprafetelor masurabile. :
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|

Fig. 1.81.

Teorema 1. Un dise [€(0, r)] este o suprafaffi misurabild, a cirei
arie se caleuleazi astfel:

of€(0, r)] = nr2.

Demonstratie. Fie A;A,... An un poligon inscris in cercul €(0, r) si ByB,... By un
poligon circumseris acelmaqz cerc (fig. 1.32). Se noteazd I; — A;diy,, hi=d (0, AiAm)
pentru tef{l, 2, ..,n =1}, b = Apdy, by = d (0, AyA,), s; = B;Biy, pentru i e {1,2,..

- m— 1} si sy = Bp By, Atunci
o
Ril;.
=1

,1 n
Deoarece ki < r, o[d; ... Ap] < 2 r ;l,—, iar din modul de definire a lungimii cercului
=1

afAlAa An] = °f0A1~42] o GIOAeAs] PR e U[OAnA;] 5

8 | =

n
E"‘ < 27r, deci

=1

(1) ofAd 4, ... An] < mrt.
fn mod aseminitor si tinind cont ci d(0, BiBj,) = r, rezultd

1T idde rr r
o[ByB; ... Bp]l = — rs; = — > — " 2mny
26 0 26 2

deci o
e o[ByB, ... Bp] > mrt.
Numirul =r? verificd, deci, conditiile din definifia unei su-
A prafefe masurabile. Vom ariita mai jos ci nr? este smgurul
numér care verifici aceste conditii si cu aceasta teorema va fi
demonstrati.
Vom folosi conditiile (1) si (2) numai pentru poligoane
regulate A;4,... Ap, ByB,y... By 5i n=2m. In acest caz
avem (fig. 1.33)
0 a A, o[A1 A, ... Ayp] = 2mo[0A4,4,] = mo[OA Apd,] =
4,4, °0Q Aydyt A,Q
= |28 N
[Fie s e
ey T Oy
A! 2 2 b
¢ BB, ... Bp] = mo[OB,By] — m S0 _ “m
* Fig. 133 o BBy 'm] = ma[OB,By] "’-2 i
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unde py;, P sint perimetrele poligoanelor A;A, ... Ay, ByB, ... By. Prin urmare, din
(3) %<x<%,me‘lﬂ

trebuie si deducem ci z = wr®,
Din (3) rezulti

(&) : _pm<?i<Pm, m e N*,
r

Stim din definifia lungimii 7 a cergului ci [ este singurul numir mai mare decit perimetrul
oricdirui poligon inscris in cerc si mai mic decit perimetrul oricirui poligon circumscris
cercului. Aceasti caracterizare a lui ! rimine valabili daci inlocuim poligoanele de mai sus
cu poligoane regulate oarecare, inscrise in cerc respectiv circumscrise cercului, deci din (&)
rezultd ci

Qoi e Ga U e TR,
2

= nr? i teorema 1 este demonstrata.

Definifle. Se numeste sector de cerc determinat de arcul AB al cer-
cului @(0, r) reuniunea segmentelor [OM], unde M & AB. 2

Pe figura 1.34, punctele A, B € @€(0, r) determinind arcul mic AB gi
arcul mare A’E, vor determina doud sectoare de cere, corespunzitoare celor
doud arce.

8

Teorema 2. Sectorul de cere determinat de arcul AB al cercului
€(0, r) este o suprafa{d misurabild i aria lui este egald cu

f el — r2 —
= o m(AB) = — (4 B).

2

Demonstratia acestei teoreme este analoagd demonstratiei teoremei 1.

Numadrul o( ) asociat unei suprafete mésurabile permite definirea unei
func{ii ¢ : 8 — R, care verificd proprietifile (1)—(3) ale teoremei 1, § 3,
cu specificarea cd notiunile de interior, frontierd ale elementelor lui /I se
definesc in mod analog.

Aplieatie. Caleulul ariei unui segmeni de cerc
(intersectia unui disc [€(0, r)] cu un semiplan
inchis limitat de o secantd a lui €(0, r)) (fig. 1.35).

Faptul cd segmentul de cerc este o suprafata
misurabild se demonstreazd ca si in cazul discului.
Notdm cu oy, o ariile segmentelor de cerc determl-
nate de arcul mic AB respecf.av arcul mare AB

(fig. 1.35) si fie « = u(AOB). Conform teoremei 3
o(sector mic AB) = o, + o[A0B)].
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Tinind cont de

a(sector mic AB) = % a. o[AOB] =

+ -4 o
2rsin — °r cos —
2.. 2 7 Hing

2 2

obtinem

(5) Ga=%(a—-—é‘in )

Fig. 1.35.

gi in mod analog
o =%(2ﬂ:—m—!—sina)‘

Notind o' = 21 — a«, formula lui ¢, ia forma (5):

me 3 s .
Gs=;(m — gin o).

; Observatie. Se va admite cd punctele gi segmentele sint mulfimi misurabile si au
aria nuli.

Exercitii

1. Construifi un cerc concentric cu cercul dat @(0, r), astfel ineit sd'fmpartd discuy
[@(0, r)] in doud pirfi de arii egale.

i) 2. Sl}prafet,ele hagurate pe figura 1.36, (lunulele lui Hipocrat) sint determinate de
semicercurile descrise pe laturile triunghiului dreptunghic 4BC. Ardtati cd suma ariilor
lor este egald cu aria triunghiului 4BC.

8. Din pupctul c, sitgat pe semicercul de diametru [4.B], se coboar# perpendiculara
CD, D e AB (fig. 1.37). Aria suprafefei hasurate, limitatd de semicercuri (secera lui Arhi-
mede), este egald cu aria discului de diametru [CD].

: 4. Se considerd un triunghi echilateral ABC cu AB = 2a (tig. 1.38). Aria supra-
fetei hagurate, determinatd de cercurile (A4, a), @(B, a), €(C, a) si €(4, 3a), este egali
cu aria sectorului de cerc, determinat de arcul mic BF al cercului C(C, a).

6. Si se arate ¢4 aria ,coroanei circulare” cuprinse intre cercurile C(0, ry) si €0, ry)
(ry < 1) este egald cu aria unui disc care are ca diametru o coards a cercului €(0, r,), tan-
gentd cercului €(0, ry).
= 6. Fie [0A4], [OB] doui raze perpfidiculare ale unui cerc de centru 0. Pe arcul mic

+ (3 3 e
AB'se iau punctele C si D astfel incit AC = BD si fie E, F' proiectiile lui C, D pe OB. Si

§ C %
A 5 A

-

Fig. 1.86, - Fig. 1.87. Fig. 1.35."
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se arate ci aria suprafetei mirginite de segmentele [DF], [FE], [EC] si de arcul CD este
egaldl cu aria sectorului determinat de arcul CD al cercului (0, 04 ).

Exercitii recapitulative

1. Aria pitratului construit pe tangenta comund a cercurilor, care au ca diametre
catetele unui triunghi, este egali cu aria triunghiului.

2. S# se afle aria octogonului regulat inscris intr-un cerc de razi r.

8. S# se arate, folosind arii, ci suma distantelor unui punct variabil, situat in inte-
riorul triunghiului echiltateral 4 BC, la laturile lui este constantd.

4*, Se considers un triunghi dat ABC si un punct variabil M < (BC). Si se arate cd
tntre, distantele = = d(M, AB) si y = d(M, AC) existd o relajie de forma kz + iy =1,
unde k si ! sint constante. o

5, Fie M si N mijloacele laturilor [BC] si [4.D] ale patrulaterului convex ABCD i
{P} = AM N BN, {Q} = CN N MD. Si se arate ci aria patrulaterului MQNP este egald
cu suma ariilor triunghiurilor ABP si CDQ.

6. Intg‘—un patrat de laturd 1 se uneste mijlocul fieciirei laturi cu extremitétile laturii
opuse. S4 se afle aria octogonului interior convex care se formeazd in acest fel.

7. Diagonala [BD] a paralelogramului ABCD se fmparte prin punctele M, N in
trei segmente congruente. Si se arate cd AMCN este un paralelogram si sd se calculeze
raportul dintre of AMCN] si o ABCD]. $

8. Se dau punctele 4, B, C, D astfel tnett AB N CD = {P}. 84 se afle locul geometric
al punctelor M astfel ca sfABM] = o[CDM].

Indicatie. Problema revine la determinarea locului geometric al punctelor M pentru

care raportul distantelor lui M la dreptele AB i CD este o constantd datd. Locul
cerut se compune din dou# drepte care trec prin punctul P, din care se scoate punctul P.

9. Problema analoagd cu problema 8 in cazul AB || CD.




Capitolul. 1]

Aplicatiile trigonometriei in geometrie

= 'vGeometrlla este una dintre’ disciplinele matematice in care trigonometria
tt?l gaiejgteﬁapllca;n Imediate, dat fiind ¢¥ intre aceste discipline existd o imple-
1re strinsd (geometria a fost utilizatd intr-o masups i i
: -0 mésurd consid, 3
rarea trigonometriei), il

Dacd ABC este un triunghi, numerele ¢ — BC, b = AC, ¢ — AB

A A A
A =VP'(A)' B=u(B), € =u(C) se numesc elementele iriunghinlui ABC
- Dacd @, b, ¢, 4, B, C sint elementsle triunghiului A BC, aceste numere sim‘:
el?mentele oricirui triunghi congruent cu ABC. Triunghiurile congruent
avind aceleagi elemente, le considerdm egale sub aspect metric. S
: Pr9blema principali a capitolului de fatd constd in rezolvarea metricd
tru{ng{uului adicd in determinarea tuturor elementelor sale, cind se cunosa
trel din ele. De mentionat este faptul c#, deoarece in oric(; triunghi ABC(:

A + B 4 C =, printre cel i
. =, e trel elemente cunoscute fi i i
lungimea, unei laturi, SRR

§ 1. Coordonate polare in plan

In sistemul de coordonate din
i stem co plan de reper (0; A B), fie punctul
P(z, y) diferit de originea 0(0, 0) a axelor de coordon:lte.,Dac,i not.ﬁpm cur

distanf,a OP, atunci r — l/?’??z. Deoarece P # 0, rezultd r + 0,

7 T Y . .
Punctul ¥ [7 ) T] este situat pe cercul unitate C=@(0, 1). Intr-adevér
s oS TRt 3 )
oM — (7) +(g} =TTV 4, adics 0ar = 1.
r

Rezultd cid M g : : :
e este punctul de intersectie al B.Gmldl‘eptEI (OP cu cercul

Deoarece M € C, existd numsrul unic ¢ € [0, 2w), astfel inelt

z Y i
— =co8 f, =~ = gini.
P r

Aceste egalititi se pot scrie sub forma
[ z=rcost,

M { y =rsin L.

Dacd P =0, adicd z =0, y =0, atunci r = 0P =0 si formulele (1)
sint valabile, oricare ar fi { € [0, 2m).

Se observi cd atit numerele (z, ) eit si numerele (r, ¢) determind pozitia
punctului P in: plan.

Numerele (r, £) ce intré in formulele (1) se numesc coordonatele polare ale
punctului P; r se numeste raze polard a lui P, iar ¢ se numeste argumeniul
polar al lui P.

Dacd se cunose numerele 2, ¥, nu ambele nule, coordonatele carteziene
-ale punctului P, raza polard r a lui P se determind din r = I/ z®+ 42, iar
argumentul polar ¢ se determini din una din egalititile (1), {inindu-se seama
de cadranul in care se afli punctul P. Dacd z # 0, putem folosi gi formula

3 Y
(2) L B
deci in acest caz
(2:) i ='arctg ¥ + k"tv
T

unde &k =0 dacd P(z, y) se afld in cadranul I, ¥ =1 dacd P este in ca-
dranul II sau IIT gi k =2 dacd P se giseste in cadranul IV [deoarece

™ ™
arctg%@(—;, E)]" ’
Dacd =0, y =0, avem r = 0 gi argumentul polar este nedeterminat.
Ezemple. S8 se determine coordonatele polare ale punctelor:
a) P(5, 0); b) 00, —8); o) R(% 3); d) §(1/3, —1).
Solugie. a) r = |/ 5% I 0% =b5. Punctul P fiind situat pe semiaxa absci-
selor pozitlve, rezultd ¢ = 0. Asadar coordonatele polare ale lui P sint (5, 0).
b) Punctul Q(0, —8) fiind pe semiaxa ordonatelor negative, rezultd
87 . i
i = o gir=8. =

c) Avem r =5 i 19t = % Deoarece R(4, 3) este situat in cadranul I,

rezultd ¢ = arctg % ~ 0,645

d) In acest caz r =2 §i gt = —l/%_? Punctul § fiind situat in
cadranul IV, rezultd t = — % + 2n = -“6—" ;
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RI4,3)

Fig. 111,

In figura II.4 gint reprezentate

cazurile ¢) gi d). Pe cercul unitate a

fost marcat punctat arcul care are
lungimea ¢ (in cazul e)).

De refinut este faptul vi stunci

cind punetul. P(z, y) are ordonata

T strict pozitivs, adics y¥ >0 numirul ¢

reprezintd mésura in radiani a unghiu-

e
lui AOF (figura I1.2).

Fig. IL.2.

Exercitii

1. S4 se determine coordonatele polare ale punctelor: a) M(6, —8), b) N(—3, —4),
¢) P(0, —5), d) 01, |/3), ) RB(—2, 1), 1) §(—3, o). ;

2. 84 se determine coordonatele carteziene ale punctelor de

a) (2§ , b) (5, 2 ratn 1_55) o) (7, 533’ d) (5, =),

8. 84 se determine coordon
3z — 4y = 0, care au distanfa la

coordonate polare:

ate'le. polare ale punctelor situate pe dreapta de ecuatie
originea axelor de coordonate egald cu 2.

§ 2. Teorema sinusurilor $i teorema cosinusului

Vom stabili in continuare doug relatii fundamentale
unui triunghi, care vor permite rezolvarea metrici a tri
Pentru simplificarea limbajului facem urmitoarele
a, b, ¢ le vom numi laturi, iar numerely 4, B, C unghiuri a
Teorema 1 (Teo

intre elementele
unghiului.

conventii: numerele
le triunghiului 4 BC.

rema sinusurilor.) fn orice triunghi 4 BC

avem: 3
@) ‘ [ £ Ln Sl
L;sin A sin B sin C
22

- nata lui C si fie numere strict pozitive.

Demonstrafie. In planul triunghi'u— 1
lui ABC (figura, IL.3), alegem un sis- B e
tem de axe de coordonate cu originea II 2
in punctul 4, dreapta A B, axa abscise- I, 2
lor i dreapta perpendiculard in 4 pe }

AB, axa ordonatelor. Sistemul a fost
ales in aga fel incit abscisa lui B §1 ordo-

i vig, 118,
Dreapta paraleld prin 4 la BC se Fig

ifitersecteazd cu paralela prin € la AB, i @
in puvctul D. Inseamni c4 AD = BC = a, iar unghiurile BAD g1
T
i & =n— B.
fiind suplimentare, rezultd u(BAD) == : e :

l Uti’ﬁzind formulele (1), §1 ordonata punctului C.. este Yo = b]smCA,ileg
ordonata punctului D este y, =a sin (= oy B) = a sin B. P;unctfa e j
fiind pe aceeagi paraleld la axa absciselor; au ordonatele egale. Din y¢ = ¥p
rezultd b sin A = a sin B sau

a b
sin4  sin B
i = ¢ si ultd imediat egalité-
In mod analog avem a sin C = ¢ sin A de unde rez g
tile (2). : . 2k | R,
Teorema 2. Daecli numerele strict pozitive @y, by, ¢1,- A1, By, Cyy
fied relafiile
4 g o s
(2) sin A, " sin B, sin C,

A+ B +Ci=m,
atunei existd un trinnghi ABC ale ciirui elemente sint respectiv cele gase
numere date. e :
Demonstrajie. Deoarece din a doua relatie (3) refulta B +ACI <C-::,
putem construi un triunghi ABC, astfel ca BC = ay, w(B) = By, p(C) = Ci.
Atunci p.(fi) —n— B, — Cy =4, si din teorema sinusurilor deducem:

@ cA _ 4B
sind, sinB, sin Cy

Comparind cu prima relatie (3), rezultd CA = b, AB =¢;.
Aplicafii. 1. S& se arate ci triunghiul in care
sin? B + sin? € =sin’4
este dreptunghic. : .
Solugie. Aplicind teorema sinusurilor, din
a b CEn S o
— g e Tl 3
dnd4 sinB  sinC
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= et

el T b . ; -
rezulté; sin B = -, sin € =<, sin 4 =2, Inlocuind in relagia din enunt,
} m m m
86 obtine
bﬂ + CE = aa
§i conform reciprocei teoremei. lui Pitagora, triunghiul este dreptunghic.
2. Sd se demonstreze ci triunghiul ABC in care

s A
a:stm?, Ae[g, n),

este isoscel,
Solugie. Conform teoremei sirusurilor si relatiei date, se obtine sin 4 —

" LA 3 . :
= 2 sin Bsin — de unde cos % = sin B sau sin B — gin *—4 ; deci
2

Bl Foedn o B=,,_’:i1,___£i4
2 ‘ 2 e
. ik A m :
In primul caz C-u—A—B:n—A—"—2 —=“2A = B i triun-
ghiul ABC este isoscel.
7+ 34

Cazul al doiles nu este posibil deoarece A+ B="—"" c[= 2n),
2 £
oricare ar fi 4 [g, n)-

Teorema 3. (Teorema ¢osinusulu i.) In orice triunghi A BC
avem :

(4) ¢ | a® ="5b% 4 ¢ — 9b¢ cos A I

. Demonstrajie. Se ia un sistem de coordonste cu originea in virful 4 al
triunghiului ABC, axa absciselor dreapta AB si axa ordonatelor dreapta
perpendiculard in 4 pe AR (figura I1.4). Sistemul a fost ales rstfel ca abgcisa
lui B si ordonata lui € s& fie numere pozitive. Punctul B are coordonatele
(¢, 0), iar punctul €, conform cu (1), § 1, are coordonatele (b cos A, b sin fi).

Aplicind formula distantei dintre dou puncte rezulti: ;

BC*® = (¢ — b cos A)? L (b sin AV =L o2 9ps g A

Dar BC® =4 si teorema este demon-

& f strata.
Formula (4) rimine adeviiratd dack
IR a schimbdm pe a in &, Pe b in ¢, pe ¢ in a,
Pe Ain B, pe B in C s peRiGRin 4
adicd avem:
A € 8 (4") b® = ¢* + a® — 2¢q cos B,
Fig. 1L4 (4") ¢ = a? + b2 — %3 cos C.
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Relatia (4') s-a obtinut din (4) prin aga-numita permutare circulard; tot
asa s-a obtinut (4”) din (4'). In general, dacd o relatie intre a, b, ¢, A, B, C

este adevdratd peniru orice iriunghi, alunei sint adepdrate si relagiile deduse din

ea prin permutdri circulare.

Teorema 4. Daci numerele striet pozitive a,, b;, ¢; gi 4, € (0, =)
satisfac relafia

(5) ai = b3+ ¢§ — 2b,¢, cos A4y,
atunci existd un triunghi A BC eu

BC = a;, CA = b, AB ='¢;, p(4) = 4;.

Demonstrafie. Se poate construi un triunghi ABC, astfel ca CA = b,.
AB —c;, p(;i\) ='A;. Aplicind teorema cosinusului in acest triunghi, se
obtine:

BC? = b} - ¢ — 2bye; cos A,

gi comparind cu (5), rezultd BC = a;.

- Aplieafii. 1. S& se arate cd triunghiul 4 BC este dreptunghic in 4 dacd
gi numai dac# :
! b4c
cos B+ cos C =—-—.

a
e 5 : b ¥

Soluie. Daci A ==  cos B4 cos C =2 2 _2%°,

2 a a a
Mai rdmine de demonstrat cd:

cos BLeomC=2F° 4 =§.
a
Din teorema cosinusului rezultd:
2 i ST 2 TR
cof B B e Y g e b i

2 2ab
Inlocuind in relatia dati se obtine:

a?+e2— b a4 b bt 2% 2
=" sau g®=0b (5
g a T

relatie care caracterizeazd triunghiul dreptunghic.
2. Si se arate cd, daci a =41, b = 28 gi ¢ = 15 triunghiul ABC este
obtuzunghic.
Solutie. Numai unghiul opus laturii de lungime mai mare poate fi obtuz.
Din
b 4 ¢ — a?
%

o |

cos A =

deoarece A &€ (0,7) si cos 4 <0, rezultd 4 & %, ‘n:].
Deci triunghiul este obtuzunghic.
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Exercitii

1. 84 se arate cd in orice triunghi ABC avem:
a) beos C +ccos B =a;

b) & ¢0s B + ¢ cos C = acos (B — C).

2, S4 se arate cd in orice triunghi ABC avem:

RS
a) beosC —coos B— 22— ¢

;
b) 2(be cos A + ac cﬁs B —l—aab cos C) = a® 4 p? + ¢,
8. Folosind teorema cosinusului, s¥ se arate cj
: b2 = 2(6% + ¢?) — a2,
unde mq este lungimea medianei corespunzidtoare laturii de lungime q.
4. Si se arate ci triunghiul ABC in care

a4 ¢ B
= ctg —
b B

este dreptunghic.

5. 84 se arate i, dacdi in triunghiul ABC avem clgd +ctg B = 2 etg C, atunci
a® 4- b2 = 2¢2,

§ 3. Rezolvarea triunghiurilor

In continuare ne ocupim cu rezolvarea metricd a triunghiului in diferite
cazuri,

Cazul L.U.L. Se dau dou# laturi §i unghiul cuprins intre ele, de exemplu
A5 Bl -
In acest caz triunghiul poate i construit, deci existenta lui este asigurata.
Teorema L.U.L. ne aratd cé, privitd metric, problema dati are solutie unica

Elementele necunoscute se determind astfel: din

1 e —ia? L b% — 9ab cos G

se determina c, iar 4 se afl3 din teorema sinusurilor.

Cazul U.L.U. Se dau o laturg §i unghiurile aliturate ei, de exemplu a, B, C.
In acest caz triunghiul 4 BC exist§ dacd §i numai dacd B + ¢ < . Unicitatea
solutiei rezultd din teorema U.L.U.

Numerele & si ¢ se calculeazii cu ajutorul teoremei sinusurilor, stiind ¢4
A=x—B—(.

Cazul L.L.L. Se dau cele trei laturi a, b, c.

Din geometrie se stie ci triunghiul ABC existd daci §i numai daci
a<b-te b<cHa si c<a-b

Numdrul 4 se caleuleazi din

(BE) cos A = é”—ﬁf—an.

3 2be ;

iar numirul B, in mod analog sau din teorema stnusurilor.
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Condifia de existenfd se poate obtine si cu ajutorul teoremei 4, § 2. Intr-adevir,
pentru numerele strict pozitive a, b, ¢, avem
a+b>c¢

<bﬂ+c£_aﬂ<1%{ b —c— u.)(b—c—l—a)<0% sl =i

5 2be (b+c$'a)(b+c_a)>o_

b+c¢>a.

Asadar existd A, verificind formula (1) dacil si numai daci a +b > ¢, b + ¢ > a,
c+a>b

Cazul L.L.U. Se dau doud laturi gi unghiul opus uneia din ele, de exemplu
a, b, A. : N .
In acest caz, tinind seama de teorema 4, § 2, trtunghiul A BC existd daci
gl numai dacd ecuafia
(2) a? =02 4 ¢® — 2bec cos 4
cu necunoscuta ¢ are cel pufin o solutie strict pozitivi. ;
Problema are doud, una sau nici o solutie dupd cum ecuatia (2) admite
doud, una sau nici o raddcind strict pozitivé. -
Rezolvarea si discutia cazului se poate face si pe baza teoremei 2, § 2.

Ezemple. 1. a = |[/2, b = 2, B:—E'

Solugie. Din b* = a® 4 ¢* — 2ac cosB, rezultd

2—2¢—2=0.
Aceastd ecuatie are unica radicind pozitivid ¢ =1 4 |/3, deci existd o
: ; b® 4 ¢ — a? g e (4T
singurd solutie. Din cos 4 = —gpe— »rezultd cos 4 ==, deci 4 =5
v Vi
i =t —A—B=".
DRG] 12

2.6 =1/5, ¢ =117, B = arccos —“1/;7-
Solutie. Din teorema cosinusului, rezultd
a® —8a +12 = 0. ;
S-a obfinut o ecuatie cu solutia ¢; = 2 si @, = 6. Cu aceste date existd doud
triunghiuri.

‘ 21/ e
Dacd a; = 2, atuncl C; = w — arccos —Ié-, Ay =n—C, — B.

; 21/ 5
Dacd a, = 6, atunci C, = arccos T A;=n—C3; — B.
Din tabele sau cu' ajutorul calculatorului gisim

Cy == arccos 0,894 ~ 0,46 §i C; =mn — Cy~ 3,14 — 0,46 = 2,68, adic
' m(Cy) = 26°30’ si m(dA;) — 163°30".
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Aphcat}n. 1. In cazul L.L.L., determinarea lui A in functie de a, b, ¢ se
poate face gi folosind una din formulele

\/p(p—a) , siné=\/‘f’—””f’—”.
! be 2 be .
unde 2p =a + b - ¢.

Intr-adevar din teorema cosinusului rezultd

(3) cos 4 _
2

\

2 T
g0Rud et P @
. 2be
1 : y
Dar coaz‘; = +2COLA-. Inlocuind se obtine:
0082%= : 1+b2+02~a”)= (b+c+a)d+c— a) g

2be 4be

Din @ + & + ¢ = 2p, rezultd a+b+e¢— 2a =2p — 2a. Deci

i LS A 44 s s

bt+c—a=2p— a) si cos® = }%—“}-. Ultima egalitate scrisd este
[4

echivalentd cu prima egalitate din enunt, deoarece A& (0, =) si cos 4 >O

A doua egalitate din enun{ se demonstreazi pornind de la sin? é —=
_ l—cosd

g1 fécind calcule similare cu cele de la demonstratia primei
egalitati.

Réimine ca exercitiu 54 se scrie formulele analoage cu (3) pentru cos c
(44 g a
cos £, sinZ | sin £,
2 2 2
2. In “orice triunghi 4 BC avem:

4 [T e
() a b+cc 2’

I, fiind lungimea bisectoarei unghiului A4

Solutie. Fie D punctul de intersectie al bisectoarei unghiului 4 cu latura
[BC] (fig. 11.5). Aplicind teorema bisectoarei se ohi,;ine

A BD— ——
b+ ¢
In triunghiul ABD, conform teoremei
sinusurilor, rezultd;
: )
8 D : simnB . A i
Fig. 1L5. 2
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Inlocuind pe BD se obtine relatia de demonstrat.
In mod' analog avem:

1 2ac B 2ab C
 in =

Exercitii
1. S se determine toate elementele triunghiului 4ABC stiind ci:

ajka = 14 =13, B_arccosT b) & = 15, A = arccos ;E,C:arccos 3

el =153 10 = Lo =3 djiai="5, "6, G — arccos L

5
e)a:[/i,bzlfl:% < fig=15, b =17, A=arccoszl/7m;
gla=1,b6=24==

2. Si se determine elementele necunoscute ale triunghiului ABC fiind date:
a) A, B si p ;
b) a+-b=m, Asi B;
c)a Asib—c=d
8. S4 se arate cd in orice triunghi ABC avem:
A— B C a—

b -
t] tg— = teorema tangentelor).
£ 2 $ 2 a+b ( 8 )

4. In triunghiul 4BC se di m(,:l\) = 603 81 e 2 4 /3. 84 se calculeze tg ol
¢
si unghiurile B §i C.
~5. Intr-un patrulater convex ABCD se dau: AD =7 (/6 — |/2).

CD = 13,
BC = 15, C = arccos g si D= Z |- arccos % . Se cer celelalte unghiuri ale patru-
&

laterului si AB.

§ 4. Formule pentru aria triunghiului

Fie § aria triunghiului ABC. Avem mai intii formulele (Cap. I, § 3,
teorema 2):

A
1) 28 = ah, = bhy, = ch,, |
|
unde fg, hy, k. sint indlfimile triunghiului. |
in triunghiul ABC (fig. 11.6), fie &, = :
— AD. Din triunghiul dreptunghic ADC .
deducem h, = b sin C, deci y :
ab sin C D ¥
@ ey Fig. 1L6.




Formula (2) se citeste astfel:

Aria unui triunght este egald cu jumdtatea produsului a doud laturi
inmaultit cu sinusul unghivlui dinire cle.
Din (2) rezulta:
S=2.24in L cos & = abuitl inn =
2 2 2 2 2

gi tinind seama de formulele (3) de la § 3, gitim formule lui Heron:

(3) - S=1pp—a(p—b(p—o.

Exprimind pe b din teorema sinusurilor i inlocuind in (2), se giseste:

(%) S a®sin Bsin € 18
2sind

Scrieti formulele analoage cu (2) si (4), care se obtin prin permut#ri cir-
culare.

Aplicatie. Aria suprafetei pohgonale determinatd de un poligon regulat
cu r laturi este datd de:

(5) Sp = — R2 gin 2%

n
unde R este raza cercului circumscrls poligonului.

Solugie. Fie AB =1, lungimea laturii poligonului regulat (fig. 11.7),
M mijlocul laturii [AB] si O centrul cercului circumscris. Avem'

S, =n - o[ABO] = n WM ’nOM

TN
Dar p(40B) = =, deci p(AOM) =2, Inseamni cd I, = 2Rsin = si
n

OM = Rcos =. Inlocuind, se obtine formula (5).
n

Exerecitii
1. Si se calculeze aria triunghiului ABC atunci cind:

‘a) @ =17, B = arcsin %, C = arcsin E;
25 18

A A
b) & = 2, m(4) = 135°, m(C) = 80°;
o) ar= 758bi—15ci—6

A
d) m(d) =18°, b= 4, c= 6.

A v 8 2. Cite triunghiuri distincte sub aspect metric existd
astfel ca
Fig. 1L7. @ =15 ¢c=13, §—924¢
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8. 84 se afle aria triunghiului' ABC daci:

e, A -
a= |6, md) =60°%b+c=3+ 3.
4. Si se afle aria patrulaterului din exercitiul 5, § 3.

b. Dacil S este aria poligonului regulat cu n laturi, si se calculeze : Sy, S, S, Sgs
Sy 81 Sy, in functie de R, raza cercului circumseris poligonului.

6*, Si se calculeze aria poligonului regulat ABCDE... M inscris in cercul de raza R,
stiind ed
1 1 1

AB - Ac’" ap’

§ 5. Raza cercului circumscris §i raza cercului Tnscris in triunghi

Teorema 1. In oriece triunghi ABC, raza R a cercului eircumseris

ge exprimi prin
(1) R=_—"— -

2sind  2sinB 2sinC

Demonstratie. Triunghiul ABC are un unghi ascutit, fie acesta A. Notind
cu D punctul diametral opus lui B in cercul circumseris triunghiului (fig. I1.8),

Py N
avem: A = BDC si m(BCD) = 90°. Asadar

P
sin A =sin BpC=2C _ &
BD 2R
si se obfine prima egalitate (1). Celelalte rezultd din teorema sinusurilor,
Egalititile (1) scrise sub forma

@) tomt R
sin A sin B sinC

le utilizim in continuare sub denumirea
de teorema sinusurilor.

Teorema 2. In orice triunghi
ABC, raza r a cercului inseris se exprimi
prin

s A
P Fig. IL.8.

@) . P




Demonstraie. Punctul I de intersectie
al bisectoarelor (fig. I1.9) este centrul cer-
cului inscris §i este situat in interiorul
triunghiului. =

Inaltimile triunghiurilor IAB, IAC,
IBC sint egale cur, iar suma ariilor acestor
trei triunghiuri este egali cu S§, adici

Fig. 11.9.

de_unde rezultd formula (3).

Aplieaiii. 1. 54 se arate c# pentru raza R a cercului circumscris triunghiu-
lui avem gi formula

% =abc_
(4) s

Solutie. Tinind seama de teorema 1 si de formula (2), § 4 se obtin succesiv:

c abe abe

28inC  2absinC &S

2. In orice triunghi ABC avem
r = 4R gin 2 gin 2 gin C,
2 2 2
Soluiie. Aplicind formulele (3), § 3 se obtine:
C_(p—ap—b)p—c) S S5 4§ oL

o Al B
sin — sin — sin' — = Attt SO e
2 = 2 2 abe pabe  p habe &R

de unde rezultélr'elayia ceruti.
3. In orice triunghi ABC existd relatia
§ = 2R® gin A sin B sin C.
Soluie. Folosind formula (4) avem: e

i abe  8R®sin A4 sin B sin C

L 2 o1 ' x
or 5 =2R sin A sin B sin C.

Exercigii
1. 84 se arate ca in orice triunghi ABC avem:
A Y A
a)r=(p—aig o b) §=p(p—a) tg 5

G)p=4RCDS£€OSE cos-g;d)p—-a:&Rcos‘isingsin—g,
2 2 2 b 2 2

e) me = R?(sin®4 -+ & cos A sin B sin C); 1) hy—= 2R sin B sin C.
2. Dacd 7 este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, si se arate cd

AI:&HsinB; sin E
2 2

8. S4 se demonstreze teorema 1 din acest paragraf utilizind metoda analitica.

§ 6. Aplicatii practice

Multe probleme topografice (de intocmire a planurilor portiunilor de
teren) au ca model matematic rezolvarea triunghiului. Ddm citeva exemple.
1) Distanfa dintre doud punete accesibile, intre care se afli un obstacol.

_ Pentru a calcula distanta de la A la B (fig. I1.10), se alege un punct C din

care se vid punctele 4 si B. Cu ajutorul unor aparate, prin mésurare, se
= iy ;
obtin numerele AC =b, BC =a, u(ACB) = C. Distan{a de la A la B se
calculeazd din triunghiul ABC'":
AB? = a% + b* — 2abcos C.

2) Distanfa dintre douil punete inaccesibile. Pentru a calcula distanta de
la A la B (fig. 11.11), se aleg doud puncte C si D din care se vad punctele 4
si B si astfel ca distanta CD sd se poatd determina.

N
Prin méisurétori se obtin numerele: CD = g, u(ACB) = a, p(BCD) = B,
w(ADC) = v, W(ADB) = 3.
Din triunghiurile BCD respectiv ACD se obtin:

BC — asin (y + 8) 2 Acz_c_zsirn( P g1
. sin (B + v + 8) sin (& 4 B+ v)
Distanta dintre punctele inaccesibile 4 si B se obfine din triunghiul ABC,
cunoscindu-i dou# laturi gi unghiul cuprins intre ele.

Fig. 1L10. Fig. 1L1L.
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3) Determinarea indlfimii unui turn inaceesibil, situat pe un deal. Fie
turnul marcat prin segmentul [4B] (fig. I1.12). Alegem un punct accesibil C
gl lucrdm in planul determinat de punctele A, B, €. Ludim inci un punct
accesibil D & BC gi notdm cu E punctul de intersectie al verticalei prin A
cu orizontala prin D.

Prin misurdtori se obfin:

A~ A~ e
CD = a, (EDB) =9, p(ADB) = si p(ACB) = a.
In triunghiul ACD, avem:

AC a L déciAC:fas{nﬁ

sinf  sin(«— B) sin (a—p)
Din triunghiul ABC se obtine:

A e e A

sine oo ( i cp] cos @
Agadar

Ap= asin o sin
sin (@ — B) cos @
Exercitii

1. O persoand care se afld pe malul unui riu vede un arbore de pe malul opus sub
un unghi de 60°, iar cind se depiirteazd cu 20 m de la mal vede arhorele sub un unghi de
15° S4 se calculeze indltimea arborelui gi litimea riului.

2, Ne aflim pe malul unut riu, care nu poate fi traversat i vrem s miisurim distanta
dintre doi copaci 4 si B situati pe celalalt mal. in acest scop, se méisoaril distanfa de 30 m
dintre doudi puncte C si D situate pe malul nostru si urmitoarele patru unghiuri:

A~ N A~ —~ -
m(ACD) = 120°, m(BCD) = 60°, m(BDC) = 105°, m(4DC) = 30°. Care este distanfa de
la 4 la B?

Exercitil recapitulative
1. Folosind teorema sinusurilor, si se arate ci intr-un triunghi unei laturi mai mari

se opune un unghi mai mare.
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2, S4 se arate cd in orice triunghi ABC avem:
acos A — bcos B
acosB —beos A
sin (A — B) sin € at — bt

14 cos(d— B)cosC aﬂ‘erz'

+cosC=0, a%#b.

c*) (a + e¢) cos - 4 bcos(A + :)E):%cusE cusg.
. 4 Y4 2 4

3. In triunghiul ABC, m(g) —45°, AB = a, AC = E? a. 8% se arate ci
tg B = 2. . i
4, Fie A’, B’, ¢’ punctele de tangentd ale cercului inscris unui friunghi ABC cu
laturile acestuia. Si se arate c& :
of[A’B'C’] r
o[ABC] 2R’
b*, S se arate ci in orice triunghi‘ ABC

6. S# se rezolve triunghiul ABC, cunoscindu-i elementele A, B si aria .

7. S4 se rezolve triunghiul ABC cunoscind a = 13, A = arccus% si mediana

o 1. ,——
i corespunzitoare laturii a, mg = o I/ 1513.

8. Si se calculeze unghiurile triunghiului ABC stiind ¢ B — C = 3373 si R = 8r,

unde R si r sint respectiv razele cercului circumscris §i inscris triunghiului.
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Capitolul 111

Aplicatiile trigonometriei in algebr

In clasa a IX-a s-au introdus numerele complexe gi operatiile cu ele.
Aceste numere au aplicatii variate in geometrie, mecanicd, fizics, electro-
tehnicd etc. Pentru a ugura anumite calcule, vom defini forma trigonometrici
a numerelor complexe. Reamintith ¢ multimea numerelor complexe se noteazi
cul={z+tiylz, ycR, i2=—1}.

§ 1. Forma trigonometrici a unui numir complex

54 considerdm un sistem de coordonate in planul @, reperul fiind (0, 4, B)
(fig. IIL1). Fiecirui numir complex z = z +iy(z,¥ €R) 1i asociem un
punct unic M € (P de coordonate (x,¥), fatd de reperul ales, numit nmagmea
numirului complex z.

Am definit in acest fel o functie bijectivd f : € — (0. Dacd imaginea lui
z = x + 1y este punctul A, atunci numirul complex z se numeste afizul
punctului M.

Dacél coordonatele polare ale punctului M sint r si t*, atunci conform
formulelor

T =Treos ity g —rsiniik
((1), Cap. II, § 1), numérul complex z = z - iy se scrie:
1) z=r(cos t* +isin t*), r > 0, t* [0, 2x).
Deoarece r = OM = |/a® T 3% si

Mixy) 24
rii |z | =]/ 2% + ¥ rezultd c&
(0,1) ; (2) = ]z',
= argr X .
/ / deci raza polard a imaginii lui z este -
egald cu modulul lui z. Argumentul
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o Af1,0/ polar ¢* al imaginii lui z se numeste
_ argumentul redus al lui z gi se noteazd
Fig. IIL.1. cu arg z.

In concluzie, orice numdr complex z poate fi scris sub formae (1), numitd
forma rigonometricd a lui z. Dacd z#0, modulul §i|argumentul redus ale
lui z sint determinate unic. Dacié 2 =0, modulul este egal cu 0 si pentru
argumentul sdu redus se poate lua orice numdr din [0,27).

Dacd schimbdm pe ¢* in t* - 2kr, kS &, formula (1) rdmine valabild.
Agadar existd mai multe valori ¢ pentru carée

(3) z=r(cost 4 isint), r z0.

Se pune intrebarea dacd pentru un numir dat z # 0 formula (3) este adeva-
ratd si cu valori ¢ diferite de arg z- 2kw, kE Z.

Fie numirul z # 0, scris sub forma (3). Se stie cd oricare ar fi numéru]
real ¢, el poate fi scris ca ¢, - 2kn cu ¢, €[0, 2x) si k€ Z. Din (3) rezultd z =
= r[cos(t, + 2km) - isin (¢ - 2kx)] =r (cos?; +isini;) de unde r = |z],
t; = arg z 51 am ajuns la concluzia ci ¢ = arg z + 2km.

Orice numdr real ¢, pentru care relatiile (3) auloc, se numeste argument
al lui z. Multimea argumentelor lui z se noteazd cu Arg z. Conform celor ari-
tate mai sus putem scrie:

(4) Argz = {tlt—argz+2k1r, kEZ},
deci diferenja a doud argumente ale unui numdr comples z=;é0 este un
multiplu de 2.

Exemple. 1. Fie numéru] complex 2= 1 — i. Si se determine | z|, arg z
si Arg z.

Solutie. Deoarece z =1 §i y = —1, imaginea lui z se afld in cadranul IV,

“adicd t* = argz & [3—”, 21:) si

r=lzl=VFtP=V2 tgrr =2 =1
deci t* = 7—:—(pe fig. 111.2, ¢* este lungimea arcului mare IE’). Arg z=
={1;i+2ku lkez}.
9. Fie z= —1i, 88 se determine |z| §i Arg z. :

Solu;ze |z]=r=1/021 (—1)*=1. Deoarece z=10 si y=—1,
imaginea lui z se giseste pe semiaxa negativd a axei ordonatelor, deci

argz = °* i
R " I | B001)
Arg z ={-321+2kn|kez}.
8. Conjugatul z =« —iy al nu- :
8 5 ]
mérului complex z = & - iy, cu ¥ # K i

# 0, are argumentul redus

A(1,0)

Fig. 112, c¥r1,-1)

(5) arg2=2w —argz




(fig. I11.3). Intr-adevar, daci |z | —
=rgiarg s = ¥ atunci z = r cos ¢* —
—ir sin t*=7r [cos (2n — i*) 4
+i sin (2r —%)], deci 2w — p* <]

2w — ¥ = arg 2,
; 4. 54 se scrie sub formy trigono-
~ metricd numérul complex z = 1 +
| +cose-tising, unde ¢ € (0, 2n).
Solupie. r = |z | =

= /{1 + cosa)? F sin*a —

Z:x,_,y
Fig. II1.8. ' v s V2m=
=v40082§~=2‘cos—';~’ si dacd @ # m, tgg* — _SNa
1+ cosa
2sin§cos—;—
’ = =tg, =2 km, k € B,

2 cos? 2
2

( 1 )’ 8 tl ’
1 D&Oa ae 0 7), atunci 1 + cos a > § fl
O Slna>0 1 Illlaglllea Iul Z 8e afla

t* c [0, %J si cum —'21- (= (O, %), obtinem cd ¢* —

i
si i
Z =2cogi(cosE —i—isinij.
2 2 2

2° Dacdl @ € (r, 2n), atunci 1 tcosa >0, sine <0 g imaginea lui z
se afld i g : :

afld in cadranulr IV, deci ¢* E(—z’f ) 271:]. Deoarece % = (%, -n.-J ¥
tt = g + 7 si

z2=2

203 % “:005 (% e 1:) + isin (% e :'cJ]
3° Dacd a =, z =0 i arg z nu este determinat,
5. Si se determi ;. ; g
ondifiile: ermine zgulblmen punctelor din plan al ciror afix z verificd
3) |z] < 2.
b) 0< argz<_::_., 2 % 0.
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€ Arg Z 5i cum 0 <2m —t* < om, -

Fig. 114, : Fig. 115,

a) Dacd z= =z} iy, inegalitatea a) este echivalentd cu relatia
V& + y? < 2, deci multimea cerutd este
{M(z, y) | 2* + ¥* < &}
adicd discul [@(0, 2)] (fig. I11.4). :
. ~
b) Mulfimea ciutatd este {M(z, y) |z >0 si 0 <y < z} = Int AOC,

unde C(coé%, sin ﬂ (fig. 1IL5).

Exercitii
1. Si se determine multimea punctelor din plan ale ciror afixe z satisfac:

a) |z|=1; b) n<argzs%; z2#0;

A :

c) argz > —;—:‘. z#£0;d) |z4+1] <2

2. S# se afle forma trigonometricd a urméitoarelor numere complexe:

n=5n=VB+1,5=—1+i)38 5= —i

B5=—2; = — V2—1i |2, 2, =3— 2, z3=1+itga unde a
e [o, Z)u [E, x).

2 2

3. S4 se determine modulele i argumentele numerelor: z, = cos ¢ — isina, z, =

=sing -} icosa, 23 =sine | i(1} cosa), 3, = cosa + sina + i(sin e — cos a), unde

M

eaes R.

§ 2. Operatii cu numere complexe
scrise sub formi -trigonometrici

Operatia de adunare g§i scéidere a numerelor complexe scrise sub forma
trigonometricd nu prezintd un interes deosebit din punct de vedere al calcu-
Irii (se adund sau se scad pirtile reale, respectiv pértile imaginare).
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*
‘ Inmultirea numerelor comp lexe
i Fie z; = ry(cos #; -1 sin ;) §i 25 = rs(cos 3 + i sin ¢5) doud numere
i complexe. Inmultind cele doudi numere complexe avem:
%183 = I3[ (COS ¢; €08 I3 — sin ¢4 sin tg) |

I i(sin 2, cos iy + cos #; sin 1,)] =
=rrfcos (& + 1) 41 sin (¢; + 2,)], deci

‘ (1) Z12y = rirg[c0s (¢ + ) + i sin (¢, + tg)]i
' Rezultd ci | 212, | = ryry, adicd :
’(2) iZ1Z=|=fZ1J‘fZE|1
§i #; 4 ¢, este un argument al lui 2129, deci
(3) Arg (2125) = {arg 2z, - arg z + 2kr, k & Z}
sau 3
(3 arg (z12s) = arg z; + arg z; — 2km,

ol unde £ €{0, 1} se alege astfel ca membrul IT gj apartind intervalului [0,2r).
Astfel am ar#tat ci:

Modulul produsului a doud numere complexe este (gal cu produsul modu-

4 lelor celor doud numere, tar un argument al p:mz’uml’m este suma a cite unui
P £t argument al numerelor date.

Dac¥ z; =0 sau z; = 0, argumentul I‘ESPBth'V nu este determinat, dar
atunci 2,2, = 0 gi nici arg (z;2,) nu este determinat.

Rezulty interpretarea geometrici a produsului zz,: dacd M;, M, sint
imaginile lui zl, Z3 81 Py, Py mterseci;nle cercului €(0, 1) cu (OM,, (OM,,

se ia arcul PQPE_API in sensul cregtem argumentelor i se determin
punctul Mz& (0P, astfel ca OMy =OM,-OM;. Atunci M, este imaginea
lui 2.z, (fig, I1I1.6).

Al'ﬁtﬂ.tvi cd AOAM1 ~ AOMzMa-

Formula (1) se poate generaliza pentru
n numere complexe: Dacid

2 23 = ry(cos &y 4 i sin #;), 25 = ry(cos f5+

J-i 8in £,), ..., 2y = Tp(cos £, +
S

+1i sin ¢,), atunci
Fig. 1IL6.

My

(4) 2132 teest Iy =
r.[eos (31 + tat .o+ 28) 4
41 sin (# + s+ ... + 2,)]
Demonstrati formula (4) prin inducfie
matematicd|

=Tlg ceeet
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Ezemplu. S8 se determine modulul gi argumentul redus al produsului
(—1 +i1/3)(2 — 2i).
Solugie. z; = —1 +il/3=2 (cos Z—” +isin2—;) gi z,=2—2i =

=2 [/E(cosE -+ i sin 7—“], deci

n
P zlzz-lg]/?.[cos( ]+131n(3 TR ; ]_
297:
—4]/2(003——-[-1 12),
Astfel Izlzﬂ-|=4l/§ §1 arg z;2s = 219—;—21':: %.

Ridicarea la putere a unui numir complex

Fie z =r(cost + 1 gin ¢) un numdr complex gi n EN*. Aplicind formula
(4) in cazul z; = z3 = ... = z, = z, obtinem _
srfeos(t+ ¢+ ... +2)+isin 4. Fi)]l=
n ori n ori n ort

=r®(cos nt 41 sin nt), adicd

iy e A

5) 2" =r"(cos nf +i sin nt) |

Se observi, cd
|2*| = |z|* si Arg 2" = {n arg z + 2kn | k € B}

Exemplu. S§ se calculeze (1 — i)

Solufie. Forma trigonometricdi a numdrului z =

=12 [cos 7{ i sin %J , deci aplicind formula (5) avem z* = 21% (cos 42m -
4 i sin 427) = 2% (cos 0 -+ i sin 0) = 272,
In cazul r = |z | = 1 formula (5) ne di

(6)

1 — i este z =

(cos ¢ } 1 sin t)" = cos nt -1 sin n#

Formula (6) valabild pentru orice n € N*, se numegte formula lui Moigre.
Aplicafie. Folosind formula lui Moivre putem afla formule pentru cos 3t
gi sin 32. Avem in virtutea lui (6):
(7) (cos t + 1 sin ¢)® = cos 3¢ + i sin 3t.
Calculind direct putem scrie
(cos t 41 sin £)® = cos® ¢ ++ 3 i cos? ¢ sin ¢ - 3i® cos ¢ sin® ¢ 4 i¥sin®t =
= cos® t — 3 cos ¢ sin® £ +i (3 cos? ¢+ sin ¢ — sin® ¢).
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Tinind seama g§i de (7) se obtine:
cos 3t = cos® ¢ — 3 cos £ sin® ¢ = 4 cos® ¢ — 3 cos ¢

sin 3t =3 cos® ¢ sin ¢ — sin® ¢ = 3 sin £ — & sin® £

Impirgirea a doud numere complexe

Fie z3=ry(cos #; +1i sin ) §i z, = r(cos £, +i sin 2,) # 0 doud
numere complexe si

(8) ;"izz:-r(cou—l—isint).
" 2
Atunci zz; = z;, dedi conform formulelor (2) §i (3")
TTe=ry §i t4t,=1 + 2kn, unde k = %.
Agadar ‘

r=lsit=(h—t)+ 2% kET

Ty

gi inlocuind aceste valori in (8) obfinem

% 3 . .
(9) ‘i = :—: [cos (ty — 1) +1i sin (4, — )l
Putem scrie:
1 2l I =, EA 3 e &
(9 2l 2] i — {arg 2, — arg 2, + 2%n |k € 7).

Astfel am ardtat ci:

Modulul citulut a doud numere complee, diferite de zero, este egal cu citul
modulelor celor doud numere, iar un argument al citului este diferenfa a cite
unut argument al numerelor date.

Din construetia imaginii produsului rezulty gi constructia imaginii citului.
Pe figura 111.7 M, M_z; Q sint respectiv imaginile lui z, S

2
gl " Exemplu. S& se determine modulul gi

argumentul redus al numérulij z= i

(V/3—ip

r Solujic.
a fif i [[/—i(cos%—kisin%):'a _
[2 (GOS il—f -+ 1 sin E.’.:_):la o

0 2 A % ’ 6 6
. s 24 (cos 2 + isin 27)
1w

Il woeae
3 ———l— —_—
Fig., 1IL7. 3 [COS 2 i 2 )
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=2 [cos'[- %] +i gin (— 72—"]] = g(cos % + i gin %) = 2i.

Astfel |z | =2 si argzzf.

Exercitil

1. S& se calculeze produsul (2)/3 + 2i) (— 1 +i)(—1—i|/3) sub form# tri-
gonometrici.
2. Si se determine modulele si argumentele reduse ale urmétoarelor numere complexe:

Liie: s =18
W 4V b i o (L) :
- Il fey i
V38— 1 (1 +1i) =1

ofe-

8. 84 se calculeze:

12

a) (~ 1 + 1V 5)%; b) (—‘/—234”@) ; ‘:
¢) (1 —cosa+isina)?, e e R, n e N*

i
|
E
1 l'
4. §$tiind ¢l z + — = 2 cos a, @ € R, s se calculeze
z

oty
F A |
5. S4 se demonstreze ¢4 formula lui Moivre este adeviiratd si in cazul cind n este un
numir intreg negativ.
6. S& se demonstreze

[1+ltgt J“='l+ftgnt’ teR—{(?k+ 1)2, kez}ﬁinEN*.
1—itgt 1—itgnt 2

e

§ 3. Ridicina de ordinul n dintr-un numir complex

Definifie. Fie z un numdr complex nenul si nEN, n > 2. Se numeste
rdddcing de ordinul n a lui z orice numir complex Z, care verifici ecuatia

1) 7=z
Teoremi#. Fie z =r (cost* 41 sin ¢*) un numiir eomplex, arg z = ¢*.
Numirul z are n riadicini distinete de ordinul »n, si anume:
%) O o t* - 2kn ;. . ¥4 2kn
(2) z, =V (vus ——== 41 sin- i—J '
n % n
¢ € {0, 1 n—1}

= 3 LKL

43




Demonstrafie. Scriind pe Z sub form# trigonometrici Z = R(cos T +
+isin T), R >0, T € R, ecuafia (1) este echivalentd cu relaiile:

(3) R = r,
(4) nl = t* | 2%mr, k € 2.
Deoarece r este un numér real pozitiv, rezultd ci ecuatia (3) are o solutie

unici: R = |/r. Din (4) rezulty od
n
Am obfinut multimea rid#cinilor de ordinul 7 ale lui z:
(6) Zh=17?['cosﬂ’—[—i sin & ”’"‘] =3
n

Se pune problema: cite dintre valorile Z, sint distincte? Pentru k € {0, 1, 2
ooy B— 1} ob’ymem argumente reduse diferite:

) S AR e iy "”r’”‘,...,
n

Th__t*+2kn: T t"+2(n—’l)1r

o P 2 o W Sl Al

n n <
deoarece pentru Yk € {0, 1, 2, — 1} 7, €10, 27), iar dlferen‘pa dintre
T; si T, nu este multiplu intreg de 27, dacd i # k.
Pentru %4 = n ob{inem
t* | 2nxw i)
n

1%
TEn + 27:1

care diferd de T, cu 2-n:, deci Z, = Z,. Daca k este un intreg oarecare, il
seriem sub forma k=¢'n-+rour, g €% i 0 <r<n s observim ci

T:

Tkzt"‘-i-ﬂ(qn-!-r T l*+2rn+2qﬂ,

n

deci Z, = Z, §i astfel am demonstrat ci printre numerele complexe (6) exista
exact » numere distincte:

Loy Zyy ooy Zy g
In particular, dac¥ z = 1, riédgcinile ecua‘gie‘i
®) Zm =1

se numesc rdddcinile de ordinul n ale unitdyii.
Deoarece 1 = cos 0 +i sin 0, riiddcinile de ordinul » ale unitifii, pe
care le notdm cu ¢, sint:

©) sh—cos%—l—l —", BE 0,1 2 e m= 13,
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-poligon regulat cu n laturi, {nscris in

Problem# rezolvatd. Imaginile rd-
ddcinilor de ordinul n(n > 3) ale unui
numdr complez z # ( sint yirfurile unui

i

cereul de centru O giderazd |z |".

Rezolpare. Fie z=r (cos I* +
+1 sin ¢*) un numdr complex scris
sub form# trigonometricd, ¢{* = arg z,
|z]| =r. Imaginea lui z . este un
punct P pe cercul €(0, r) (fig. 111.8).
Fie My, My, M, ..., M, ; imaginile lui
Z,=Vr [cos'_‘* il B 2"’—“) ;

n

n

ke{0,1,2 .., n—1}. j Fig. 1IL.8.

Deoarece OM, = | Z; | = |7, aceste puncte apartin cercului € (0, [V 7).
Pe de altd parte imaginile M,, My, ale numerelor complexe Z;, Zy sint
douy ‘puncte pe acest cerc, pentru care

t* 4 2km

arg Z, = “L2E, arg 7, — e 3 e ) L

n
Diferenta celor dou# argumente este mésura unghiului

]
MROMR-H?

deei

Ty ’, 2n
w(MOM, ) =arg Z,,, —ag Z, = =

si astfel arcele mici MoM;, M; My, MoMsy, ..., MyM, 4, ..., M,_ M, sint con-
gruente si le corespund coarde congruente:

(-MUMI)E(MJ. My) =..= (MM, )= c
Y 1
T (MnflMll)v
deci problema este rezolvatd.
Se observd cd In cazul rddgcinilor de (3] B, =)
ordinul n ale unitdfii ¢, ¢, ..., €, 4, imaginile
acestora sint virfurile unui poligon regulat - 5
cu n laturi, inscris in cercul €(0, 1), unde
virful M, are coordonate (1, 0), deoarece gp=1 :
(fig. IT11.9 in cazul n = 6). ; Fig. 1L 9.




Exemple 1, S§ ge ¢

alculeze réddcinile de ordinul é ale Iui —8;j.
Solutie. Forma trig

onometricy a numérulyj complex

— 8i egte 8(005 % + 1 sin 32’5) o

Astfel

5
|

Z;;=]3/§[cos (—’5 2 2

-f—i‘s_in(;" +23ﬁﬂ ke {0, 1, 2).

i

.! Zo=2‘(cosE +isin£)=2i, er—_2(cosz15—i—isinzE -
) 2 2 6 6

{ | =—V'§—j,Z2=2(cosié—”+isin%}:]/§-—i.
= 2. Sd se calouleze rdddcinile de ordinul ¢ ale unittii.

Solutie. Avem de rezolvat ecuatia Z° — 1. Réddcinile ecuatiei sint:
ke PR

J sk=cos—3—+lsln?",undeke{0, 1, 2, 3, 4, 5},

: adicy .

B -

‘ ‘ T ik e 1 /3

:\ go =1, € = 08+ 4] sm?=-2——]—1-l/2—,

: e b b 1, ./3

: sz=cos~3~—i—1sm-—3-=:_—2~—}-1'g~,
gt R bn Y

| €3'= €08 7 - i sin T=—1, E‘tcos?+lﬂln?=

’ el e LT S R 7

e e L be i Gas »aﬁ-f—l SmT"?*lT
Exercitii
1. 84 se calculeze rddicinile de ordinul » ale lui z in urmétoarele cazuri:
a) n=2zs=i;b)n=26 ;= ‘i;c)n:-&,z:[/_ﬁﬁ-i; ) ni =g 2 — I\M—.

1—i
‘ 2. Si se determine rdddcinile de ordinul 3
{ 8. Sise demonstreze cj rddicinile de ordi
rddécini particulare ;. (O astfel de ridicing se
unitatii.)
doe=1, e, & fiind ridicinile de o
(e2)? = ()1 = € §i (eg)? = (ea)! =g,
| 6% Stiind ci numirul complex Z verificy ecuafia Z4 = z g5 ge arate cd nume-
i1Z si se calculeze (1 — 2i)¢ si si

, & si 8 ale unitatii,
nul n ale unitagii sing egale cu puterile unej
numeste rdddcind primitiod de ordinul n g

rdinul trei ale unititii, sa se arage ci: g,

=&y

m sl n sint prime tntre ele, atunci ceuatiile
— 1'= 0 au o singury raddcing comuny.
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§ 4. Ecuatii binome |
Definigie. O ecuatie de forma
1) +e=0ceC,neN, n>2

se numeste ecuajie binomd. e : 3
Penf?ru a rezolva ecuatia (1) vom serie numérul —¢ sub formi trigono
metricd. Astfel ecuatia (1) este echivalentd cu

2" =r(cos £+ i sin ¢),

deci riidécinile ecuatiei (1) sint ridicitile de ordinl{l n ale numérului com- .
plex — ¢. Astfel, ecuatia datd are r riddcini d;fenée. ;
a ia binomy z® — 8 = (. )
Ezemple. 1. S4 se rezolve ecuatia ' e
Solu;i{;. Forma trigonometrici a numérului 8 este 8(cos 0 4-i sin 0).
Rédacinile ecuatiei sint:

7 2kr
3
n=—1+il/3; 5=—1—i]/3.

2. S4 se rezolve ecuatia
2+1—i)t—i=0.
: : S
Solupie. Ecuatia datd este-o ecuatie de gradul doi in z* Obpnem. Z =i
sau z* = —1. Solutiile acestor ecuatii binome sint:

B 14, 3(+VI- V341 v25V3).

3. Scriind r&dicinile ecuatiei 28 — 1 — 0 sub. formd ftrigonometricd si

zh=2[coszi;£+isin ].ke{O, A=)z =2

icH, si se afle cos 2 gi sin 2%
rezolvind aceastd ecuatie si pe cale algebricj, o2 &n afle cos? § .

;i i) s L in 2 L i si se calculeze
54 se deducd valorile lui sin o cos 5 Mn 5 cos o .
lungimile laturilor unui decagon regulat §i ale unui pentagon regulat, inscrise
intr-un cerc de razi R. ) P
Solujie. Riddcinile ecuatiei z° — 1 — 0 sint _

ek=cosz—§n—+i sinE:l. ke (0,4, 2 3 4

1 1 ;
Pe de altd parte 25 —1 = (; — l)zz(zz +;= +z -+ . + 1) 31 notind z 4
e ¥ (in conformitate cu metoda de rezolvare a ecuatiilor reciproce),
& "
gasim 2% ziz =y2— 2,

—1;" Vs
¥+y—1=0, yl,z=——:§—
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deci
5 1 !
zz+a|/;*+-z+1=0, unde a = 4 1.
541 . Vio—zei/E i i enr
‘ zl‘zls,Az_LLiIV__“@. b R Ly Voravs
N & A 4 “4‘
-E!“‘ ( de unde
I'. ———
f cos 2 _VE=t ot ViovaVs
"‘i V g
c0sl‘-:sin(£__£ :sin“’_"=710~21/5.
10 2 10 5 R
G €3 2% I/E'*
; sin 1o = c0s =y
I 1—(:032;
iy Bl g T TR sy
-‘l‘l\l 5 2 _'> i 3 A : . :
| - B AL 3 i
l‘°:2RsmI£0=RFZ—‘1l5:2351n€=H 1/1022ﬁ

Exerciii .

; L. S& se rezolve urmdtoarele ecuafii binome:
’ a) 2* — 27 =0, b) 2* 4 625 = 0, €)'z Sl =0, 4] (2F— 3158 45 ) i 0.
y 2. Sd se rezolve ecuatiile: :

a) 25— 9284 8—10, b) 28 - 978 4 9 0,

i c)z‘+6(1—|—i)za+5+ﬁi=0,d)z“-7iza—}-8:04
3. 54 se rezolve ecuatia 5 = s, p > 1, n €N, unde Z este conjugatul lui z.
Indicayte. |z | = |z [ si deoarece |z |=1lz|, rezultd |z| =0 sau |z = 1.

In cazul z # 0, inmultim ecuatia dati cu z si obtinem z7 = 1, |

-

§ 5. Aplicatii ale numerelor- complexe
in geometrie
‘ Probleme rezolyate. Dacd punctele My, M au afizele z;, 25, atunci mijlocul
M al segmentului | M, M,)] are afizul z‘—’;—’i
Rezolpare. Fie z; = z; + iy, 25— @5 |- iyy. Deoarece coordonatele lui
My, Mz sint (24, ¥1), (23, ¥5), M are coordonatele (m‘—';-fl. QL}&J . Rezultd
cd afixul lui M este
Eo oy ity (mdin) f (@edig) st
2 2 2 TN o
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P

M3

‘M‘
4 s
My

My (z3)

M[24)

My (z,)

Fig. IIL10. Fig. II.11.

M, (z;)

v Problema 2. Daci punctele M, M, Ms, M, sint coliniare gi segmentele
[M M), [M:M,] au acelasi mijloc, atunci M, M, MM, se numesgte parale-
logram degenerat (fig. 111.10). Si se demonstreze ci imaginile numerelor
complexe zy, 2y, z3, 24 sint pirfurile wnui paralelogram M, M, MsM, propriu
sau degenerat) dacd st numai dacd

(1) Z 4 23 = 23 + 24

Rezolpare. Dacd M, M,M;M, este un paralelogram propriu sau dege-
nerat (fig. IIT.A4) [ M, M;] si [M3M,] au acelasi mijloc. Deci afixele z; ale punc-
telor M; verifici relatia '

4+ 3 f'“ji
Z o S

§i rezultd (1). Reciproc, din (1) deducem ci [M;M,] si [MaM,] au acelasi
mijloc. Dacé punctele M; nu sint coliniare M, MyM;M, este un paralelogram
propriu-zis, iar dacd sint coliniare, atunei conform definitiei, My MMM,
este un paralelogram degenerat.

Observatie. Dacd M, M’ sint imaginile lui z, z’, atunci imaginea sumei z +- z“este cei
de-al patrulea virf P al paralelogramului (eventual degenerat) MOM'P (fig. I11. 12), iar ima-
ginea diferentei z — z' este virful Q al paralelogramului OM’'MQ (fig. 1T1.13).

Deoarece MM’ = 0Q, avem si urmétorul

Jorolar. Daca"M‘ M’ au afizele z, z', atunel =
(2) MM=|z—172|
P(z+7)
Miz)
Miz) arz-1)
ofo) Pig. 11112, Fig. 111.13.
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Exercitii

1. 84 se arate cd mijloacele laturilor unui patrulater oarecare sint virfurile unui
paralelogram,

2. Fie M\M,M M, i N,N,N;N, dousi paralelograme si P; mijloacele segmentelor
[MiN;], i< (1,2, 3, 4). Si se arate cd P, P, P, P, este un paralelogram sau un paralelogram
degenerat.

3. Fie functia f: € — C, f(z) = az + bla, b = C, a # 0). Dacd M, si M, sint de afixe
3 51z, lar M 5i M de afixe f(z) si f(z5), 54 se arate cd

(3) MM, = |a |+ MM, _ Z
Avem 3

(%) MM, = MM,, dac¥ si numafl daci |a|= 1.
(Egalitatea (3) defineste aseminarea, iar egalitatea (4) defineste izometria.)

4. Aritati cii funclia z - %, z = C delineste o izometrie. (Vezi éxercitiul 3.)

5. Fie M,, M, de afixe z, z, # 0 §i 2z, = az;. S4 se arate ci semidreptele (OM;, (OM,
coincid (respectiv sint opuse) dacil gi numai dacd « > 0 (respectiv « < 0).

6. Se considerd punctele M;, M, M, de afixe z, zs, 23, M; # M,. S# se arate:

a) M, e (MM, =5 < g
i Zy — &

b) My e MMy« 2" =R,
3 — &

Indicagie. Se construiesc imaginile lui z, — 2, §i 2; — 2 in conformitate cu problema 2
rezolvatd si se tine cont de exerc. 5. ;

7*. Demonstrati teorema lui Pompeiu: Daci punctul M din planul triunghiului echi-
lateral M,M,M, nu apartine cercului circumsecris triunghiului M, M,M,, atunci existi
un triunghi avind lungimile laturilor MM,, MM, MM,.

Indicajie. Putem presupune ci afixele lui My, M,, M, sint 1, ¢, € unde ¢* = 1. Se
foloseste egalitatea (z — 1)(e® — &) + (z — e)(1 — &%) = (z — (1 — ¢), valabili pentru
orice z e € \

Exercitli recapitulative

1. S& se reprezinte mulfimile punctelor din plan ale cédror afix satisfac relafiile
a) [z|>5b)1<|z—1[<2c) lz—i)|<1;d) 0<argz<%; o ls—z|=
= |z — z |, unde 2, §i z; sint afixele a doud puncte fixe din plan.

2. S4 se efectueze calculele:

alir = & 4

(Va—i)
b) E; =1 + 3(cost + isint) + 8(cos? + isin?)® | (cost - isin )
8. Fie expresia E(z) = 24 — 2® + 2® + 1 — i; s4 se calculeze E(1 + i).

4. Si se afle pozifia celui de al treilea virf al triunghiului echilateral, afixele a doud
virfuri fiind z; = 1; z, =2 + i.

5%, Fie z, 2, 5, trel numere complexe, nenule, distincte doud cite doui si de.modulg
egale. Si se demonstreze ci, dach z; + 2u%3; % + %% § % + 217 Sint numere reale, atunci
Z1%25 = 1.

6. Notind cu G multimea radicinilor de ordinul » ale unitifii, G = (g, &1, €3, - €n-1)s
s se demonstreze cd

a) eitej =G, Vi, j 10, 1, 2, ...,n — 1},

b)gled vielD 1, 2,...,n— 1}

7. S4 se determine numerele complexe de modul unu care satisfac relafia:

z 3 |
= ===,
3 + Zi|
8*. Fie ecuafia az® + bz 4 ¢ = 0,;:., b,eeCsiarga + arge =2argh si. la| 4+
+ |e| = |b|. Si se arate ci ecuatia datd are cel pufin o ridiicind de modul unitar.
9%, Fie z;, 2, 2, trei numere complexe nenule, astfel ca |z | = 23| = |2 |

a) 94 se demonstreze ci existd numerele complexe « gi B astfel ca zp = a2y, 33 = Bz
silel=|B]=1 ‘

b) S& se rezolve ecuafia o + B — of —a — B+ 1 = 0 in raport cu una dintre
necunoscute. ;

¢) Folosind eventual rezultatele de la punctele a) si b) si se demonstreze cd dacd
2 z% + 22 = 235+ %aBy + mT, atunci avem z, = z, = 7, sau numerele z;, % §i Z
sint afixele virfurilor unui triunghi echilateral.




Capitolul IV

Incidenta, ordonarea si paralelismul in spatiu

§ 1. Axiomele geometriei in spatiu

Nofiunile fundamentale ale geometriei in spatiu sint: punctul, dreapia,
planul, distanfa si mdsura unghiurilor, notiuni intilnite in geometria plang, la
care se mai adaugd notiunea de spafiu. In geometria pland existd un singur
plan, in geometria in spatin vom avea mai multe plane.

Axiomele de incidentd in spafiu sint urmdtoarele:

I. 1. Spatiul este o mul{ime de puncte, care se noteazd cu J.

I. 2. Dreptele si planele sint submul{imi ale lui &.

I. 8. Orice dreaptd contine cel putin doud puncte distincte. Orice
plan confine cel putin trei puncte necoliniare. Existd patru puncte nesituate
intr-un acelagi plan. i :

I. 4. Prin orice doud puncte distincte A §i B trece o.singurd dreaptd,
care se noteazd cu AB.

I. 5. Prin orice trei puncte trece cel putin un plan.

I. 6. Dacd doud plane diferite au un pungt comun, atunci intersectia
1or este o dreapti In acest caz cele doud plane se zic secante.

Daci anumite puncte sau drepte sint situate intr-un acelagi plan, spunem
cd ele sint coplanare.

Observajie. Din axiome deducem ugor ci existi cel pufin un plan, si existéd cel putin
o dreaptd. .Intr-adevar, stim cd existd patru puncte distincte 4, B, C, D (axioma 1.3). Din
1.5 respectiv I.4 rezultd c4 existd cel puin un plan continind punctele 4, B, C- si cel putin
o dreaptd ce confine punctele A si B. g ;

Axioma 1.5 aratd c# trei puncte date apartin cel putin unui plan. Teorema
ce urmeazd completeazd axioma L5, stabilind ci dacd punctele sint necoli-
niare, atunci planul este unic.

Teorema 1. Prin orice trei puncte necoliniare A, B, C trece un singur
plan. eare va fi notat eu (ABC).

Demonstragie. Tinind seama de axioma 1.5 este suficient si ardtdm ci nu
pot exista doud plane distincte continind pupctele 4, B, C. Presupunem
contrariul. Atunci existd planele distincte e 5i B astfel ca A, B,C Casi A,B,C &p.
Rezultd ci « NP este o dreaptd, in contradictie cu ipoteza.

Teorema 2. Daeil o dreapti ¢ are doudl punete distinete situate intr-un
plan «, atunei dreapta d este inclusi in planul o.
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Fig. 1V.1. Fig. 1V.2.

Demonsiragie. Fie A si B cele dou# puncte distincte ale Iui d continute in
planul «. Putem géisi un punct C' & a, cici in caz contrar intregul spajiu ar fi
inclus in «, in contradictie cu I.3. $tini din axioma 1.5 ¢ existd un plan f
care contine punctele 4, B, C si cum C & «, planele « i  sint distincte.
Dar A si B apartin i lui « i lui B, deci @ N B este o dreaptd (axioma 1.6),
iar in virtutea Iui 1.4, « N @ = AB = d, prin urmare dcC a.

Teorema 3. Dachd este o dreaptd i A un punet nesituat pe d, atunci
existii un singur plan care confine dreapta d gi punctul 4. El va fi notat eu
(dA) sau (Ad). |

Demonstratic. Pe dreapta d existd doud puncte distincte B si C (1.3),
(fig. IV.1). Planul (A4 BC) include intreaga dreaptd d, cdci contine doud puncte
ale lui d (teorema 2). Agadar, (4 BC) este un plan ce contine pe 4 si d.

Fie « un plan oarecare, care conine pe A si d. Planele « 5i (ABC) avind
in comun punctele nocoliniare 4, B, ¢, din teorema 1 rezultd cd o = (ABC).
Asadar (ABC) este unicul plan continind dreapta d i punctul 4.

Teorema 4. Dzed d sid’ sint doudt drepte distinete eu un punet co-
mun O (fig. 1V.2), atunei existd un singur plan care confine aceste drepte.
El se noteazi cu (d d').

Demonsirajie. Se ia un punct A € d’, A # O si se aplicd teorema 3
dreptei d si punctului A.

Exercitii .

¢ 1. S4 se arale cit dacd o dreaptd d'nu este continutd intr-un plan o, atunei inter-
sectia d N« este fie multimea vida, fie este formati dintr-un singur punct.
9. Si se arate ¢ oricare ar fi planul «, existd cel, putin un punct nesituat in planul c.
& 8. Bxista doud drepte fard punct comun.
4. S se arate ci fiind dati o dreapla oarccare 4, existd cel putin doud plane care
contin dreapta d. )
Indicatie. Ardtati cil existd un-punct A & d. Prin d si A trece planul « = (4d).
Txistd B & « (axioma 1.3). Planele « 5i f = (Bd) sint distincte i fiecare cor}tine dreapta d.
& b. Se considerd dreptele d, d’, d” astfel ca, luate cite doud, si se intersecteze. 53
se arate ci atunci cele trei drepte au un punct comun, sau sint agezate intr-un acelagi plan.
6. Fie A, B, C trei puncte necoliniare si D un punct nesituat in planul (ABC). S& se
arate: a) punctele D,-4, B nu sint coliniare si nici D, B, C; D, C, 4; b) intersectia plane-
lor (DAB), (DBC), (DCA) este format#i dintr-un singur punct.
7. Folosind notatiile exercifiului 6, se iau punctele E, F, G, distincte de 4, B, C, D
astilca E < AD, Fe BD, Ge CD; fie BC N FG = {P},GENCA = {Q}, EF N AB = {R}.
S se arate ci punctele P, Q, I sint coliniare (teorema lui Desargues).
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8. Se considerd dreptele d si d’, nesituate intr-un acelasi plan gi punctele distincte
A, B, Cedsi D, E e d. Cite plane diferite putem duce astfel incit fiecare si contind trei
puncte necoliniare dintre punctele date? Generalizare.

\

Demonstrafie. Este clar c& primele trei axiome de incidentd ale geometriei
in plan sint verificate. Rémine de ardtat ci dacd A, B sint puncte distincte
ale lui «, atunci existd o singurd dreaptd d situatd in «, cu proprietatea
A =d, B = d. Axioma I.4 ne asigurd ci AB este singura dreapti cu 4 € d,
B < d. Dar ca este situatd in « in virtutea teoremei 2.

Admitem azioma riglei, axiomele unghiului §i axioma de congruenjd, chiar
sub forma in care ele sint enunfate in geometria pland. Admitem azioma de
separare peniru fiecare plan.

Acestea sint axiomele geometrict absolute in spajiu.

Rezultd ¢ in fiecare plan sint valabile axiomele geometriei absolute
plane, deci sint adevirate toate teoremele demonstrate in Capitolul I al
manualului pentru clasa a IX-a. Mai mult, dou#l segmente congruente nu tre-
buie si fie asezate in acelagi plan, nici doud unghiuri congruente. Axioma de
congruentd se referd acum la doud triunghiuri ABC si A'B'C’, situate in
acelasi plan sau in plane diferite. Teoremele de congruentd ale triunghiurilor
se extind imediat la dou# triunghiuri in plane diferite.

in ceea ce priveste relatiile ,dreapta d separd punctele 4 §i B« si ,,dreaptad
nu separd punctele A si B*, ele au sens numai in cazul cind d, A si B sint
situate in acelagi plan si bineinteles A, Bg d (prima relatie inseamnd ca
[AB] N d # &, a doua inseamnd cd [AB]N d =@). De acest fapt trebuie
si tinem seama in enuntul axiomei de separare, cind ne referim la geometria
in spatiu: .

A’xioma de separare. Fie d o dreaptii inclusi in planul a §i 4, B, C' € a— d.
Dacd dreapta d separi punctele A gi B gi nu separd B si ', atunci dreapta d
separd A si C.

Definitie. Doud drepte se numesc paralele dacd sint coplanare si nu au
punct comun. Dreptele paralele d si d' se noteazd: d|| d".

Observim cd in spatiu existd perechi de drepte férd punct comun care nu
sint paralele. De exemplu, dacd 4, B, C, D sint puncte necoplanare, atunci
dreptele AB gi CD nu au punct comun §i nici nu sint paralele (fig. 1V.3).

Oricare ar i dreapta d st punctul A nesituat pe d, existd o dreaptd d' para-
leld cu d, care trece prin A. Intr-adevar, folosind cunostin{e din geometria
absolutd pland, construim in planul (Ad) o dreaptd d' care trece prin A si
nu are punct comun cu d (se duce AB L d si apoi in planul (Ad) o perpendi-
culard prin 4 pe AB) (fig. IV.4).
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Fig. 1V.3. Fig. 1V.4.

Nu putem insd demonstra cu ajutorul axiomelor enuntate pind acum, ci
dreapta d’ este singura paraleld prin 4 la d. De aceea admitem o ultima axiomd,
care impreund cu celelalte defineste geometria euclidiand in spajiu:

Axioma paralelelor. Printr-un punet A exterior unei drepte d, trece cel
mult o dreapti paraleli eu d.
Rezultd: Printr-un punct exterior unei drepte trece o singurd para]elé‘]a
dreapta daté. ’
Retinem cil doud drepte paralele d, d’ sint incluse intr-un plan unic, care
se noteazd cu (dd’).
,

Exercitiu o

9. Aratafi ca cxista o infinitate de plane, care conlin o dreaptd data d.

§ 2. Constructii fn spatiu

S& rezolvim problema urmétoare:

Fiind date dreptele d, d’' nesituate in acclagi plan, si punctul A & d U d',
sd se determine o dreaptd a, care sé lreacd prin punclul A gi sd intersecteze
drepiele d st d'. :

Presupunind problema rezolvata si notind cu P, Q punctele de intersectie
ale dreptei a cu d, d' (fig. 1V.5) se
observil ¢ punctul P apartine atit pla-
nului (Ad’) cit si dreptei d. Asadar
pentru a rezolva problema vom proceda
astfel:

1) Determinam planul (Ad').

2) Cautdm intersectia drepteid cu
planul (Ad’). Dacd punctul de inter-
sectie nu existd, problema nu are solu- p
{ie; dacd existd, il notdm cu P. Fig. 1V.5.
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3) Unim punctele 4 si P cu o dreaptd.

4) Cdéutdm interseclia dreptelor coplanare AP gi d'. Dack AP si d’ se
taie, dreapta AP este solufia problemei. Dac nu se taie, nu existd solutie.

Asadar, in functie de pozitia reciprocd a elementelor date (dreptele d, d’
si punctul 4), problema noastrd poate si aibi sau sd nu aibd solutie, si anume:
a) Dacé d taie planul (4d’) gi dacd punctul de intersectie obtinut unit cu A,
ne dd o dreaptd ce are un punct comun cu d’, atunci aceastd dreaptd este
solutia cdutatd. b) In orice alt caz problema nu are solutie.

Astfel, rdspunsul la problema propusi include un procedeu constind din
etapele 1) — 4) si o discutie. Vom vedea cd multe probleme se rezolvi prin
procedee aseméndtoare, numite construcfii in spafiu.

A construi in spaiu o figurd inseamnd a o determina.

Pentru puncte, drepte si plane avem urmitoarele situatii: Un punct
este determinai dacé este dat ca atare sau dacdl este intersectia a doud drepte
date sau intergectia unei drepte date cu un plan dat. O dreaptd se considerd
determinatd (,construiti®
puncte ale ei sau dacd rezultd din intersectia a doud plane date. Un plan este
determinat (,,construit®) dacd el este dat ca atare sau se cunosc trei puncte
necoliniare ale lui sau doud drepte concurente (sau paralele) date sau o dreapti
datd §i un punct nesituat pe ea.

In problemele de ,,constructii* sint date prin enunt, anumite figuri gi se
cere determinarea (construirea) altor figuri, satisfdcind conditii bine precizate.

Exercitii

1. Se dau planele o 5i B 5i A, B < a. S4 se construiascd un punct M e «, egal depirtat
de A si B, care si aparlind si planului f.

2. 54 se determine interseciia a trei plane distincte o, B ¥

Rezolpare. 1) Dacd « NP = @, intersectia . cerutd e mulfimea vid4. 2) Dacd « NP
‘este o dreaptd d, intersectia cﬁutatﬁ este d N vy, care poate fi un punect, mulfimea vidi sau
dreapta d.

8. Se dau: planul «, dreptele d;, d, si punctele 4, B & «Ud, Ud,. Si se afle un
punct M & « astfel ca dreptele MA, MB sa intersecteze respectiv pe dy i d.

§ 3. Semispatiu

Definitie. Fie « un plan gi A, B doud puncte nesituate in acest plan. Daca
segmentul [AB] are un punct comun cu & se spune cd planul o« separd
punctele 4 si B (fig. IV.6) sau A gi B sini de o parte gi de alta a planulutl .
In caz contrar se spune ci A si B sint de aceeagi parie a planului «.

Definifie. Fie A un punct nesituat in planul «. Mul{imea formatd din
punctul A4 si din toate punctele'situate de aceeagi parte a lui « ca gi 4, se
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) dack este datdl ca atare sau dacd se cunosc doud -

A
'3
4
/
o / % y
B
B
Fig. "1V.6. Fig., IV.7.

noteazd cu («A §i se numeste semispagiu (deschis). Spunem ci « este fron-
tiera Iui («d §i cd (ad este limifat de o.

Teorema 1. (Teorema d® separare a spafiului)
Orieare ‘ar fi planul « urmitoarele proprietifi au loe: |

1) Existd exact douk semispafii o, §i o, limitate de planul «.

2) 8 —a=0,Uqy 01N o3 = @.

3) Dacd P, Q € oy sau P, Q € og,.segmentul [ PQ] nu intersecteazi pla-
nul «. Daed P co; §i R € o, segmentul [PR] si planul « au un punct
comun. f

Demonstratie. Alegem punctele O € «, A € d — « $i punctul B pe semidreapta
opusd la (OA (fig. IV.7). Notim o, = (x4 si s = («B. Vom arita ¢ un punct oarecare
Me J — ose gdsegte in oy sau in o, dar nu in amindoudi. Considerdm in acest scop un plan
care trece prin 4, B si M. Cum planele distincte « §i 8 au punctul comun.O, ele se inter-
secteazdl dupil o dreaptd d. Folosind in cazul planului proprietitile de separare invitate in
clasa a IX-a rezultd cii numai doud situatii sint posibile: a) [AM]Nd = g i [BM]Nd # o
sau b) [AM]Nd # @ si [BM]Nd = . In primul caz M = o, 5i M & o,, iar in cazul a]
doilea M & o, 5i M & o, §i proprietatea 2) din enunf este demonstrati.

Ar&tdm acum ci
1) A € (ed = (x4 = (ed’.

Luim P = (¢4 si demonstrim ¢& P e (ad’. Presupunem contrariul, ceea ce inseamni
ci existd Q e[A’P] N a. Fie y un plan care contine punctele 4, 4’ si P. Deoarece punctul Q'
este comun planelor « si v, aceste plane se taie dupd o dreaptd e, care separd in y punctele
A’ si P. Rezultd cd [AA)Na # @ sau [AP]Na # @, deci [A4']Na # & sau [AP]N

N« # @. Dar nici una dintre aceste situatii nu este posibilii cici A’ € (A §i P = (ed.

Asadar (xd c (x4’ si analog (x4’ c (ad.

Fie (X un semispatiu oarecare limitat de planul «. Dacﬁ X 0, = (xd, atunci
din (1) rezultd ¢ («X = gy, iar daci X € oy, atunci (X = o, 5i proprietatea 1) este-de-
monstratd. X

Fie P, Q € o,. Atunci (x4 = («P i din Q = («P rezultd imediat cd [PQ] N = &.
Celelalte afirmatii de la punctul 3) se aratd in mod analog.

Semispatiile o; §i o Se zic opuse.

Reuniunea unui semispatiu deschis (x4 cu frontiera sa, se numeste semi-

spaiiu inchis si se noteazd [od.

o7




Exercitii

.
& 1. Dacd punctele A si B aparfin semispafiului deschis o, atunci [AB]c o. Pro-

prietatea este valabild si pentru un semispatiu inchis?

2. Dac# punctul 4 nu este situat in planul « §i B = «, atunci (B4 c (z4.

8. Si se arate ci intersectia unei drepte d cu un semispatiu este fie dreapta d, fie o
semidreaptd, fie mulfimea vida.

4*, Aritaficd dacd un plan o gi frontiera unui semlspat,lu a sint plane secante, atunci
intersectia o No este un semiplan.

b*. Intersectia unui plan « cu un semispafiu este fie planul «, fie un semiplan, fie
multimea vid.

6*. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare si « un plan care nu trece prin nici unul
din punctele date, dar trece printr-un punct al segmentului (4 B). Dintre segmentele (4 B),
(4C), (4D), (BC), (BD), (CD) cite pot fi intersectate de planul «?

7*. Fie d o dreapti si «, p dou# plane astfelcad NP = @ sia NP = @. S4 se arate
cd daci A edsi B = «, atunci dc (B4 §i ac (BB.

8%, Fie (x4 si (BB doud semispatii astfel ca « # B si (ed c (BB sau (a4 N (BB =
= @. Sisearateci « NP = @.

Definifie. Fie ', [5 doud semiplane inchise hmltate de o aceeasi dreaptd d

(fig. IV.8). Multimea o’ M1 B’ va fi notatd cu ap gi va fi numitd anght diedru
definit de semiplanele «’, 8’. Semiplanele o', B’ vor fi numite fefele, iar dreapta

~
d muchia unghiului diedru «'@’.

@P’ se numeste unghi diedru nal, dack o' = B gi unghi diedru plat dack

fetele lui sint semiplane opuse. In cazul din urmi, muchia d trebuie s fie

datd separat. Dac# un unghi diedru nu este nizi nul niei plat, el se numegte
propriu.

S3 notdm cu « §i B suporturile lui o’ §i B’ (plane]e ce contin semiplanele
o gi B) sifie A € « —d, BE P —d Prin interiorul unghiului diedru

A P . . - - . . . .
o'B" vom intelege intérsectia semispatiului deschis limitat de «, care contine
fata B’, cu semispatiul deschis limitat de @, care
contine o':
AN et
Int «'f’ £ («B N (BA.

Definitie. Fiea =[04,5 =‘[0B, ¢ = [0C semi-
drepte necoplanare, avind origine comuna O (fig.
IV.9). Multimea

Db = a B0 e Tt U Intboul Tntea

se numeste unghi triedru. Punctul O este girful, semi-

- ks N AN PN
Fig. 1V.8. dreptele a, b, ¢ sint muchiile, iar ab, be, ca sint un-
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. o . A . . - . A
ghiurile lui gbe. Reuniunea unui unghi al lui abe
. . gy w . A
cu interiorul sdu se numeste o fayd a lui abe. In-

terioral 16i abo se definegte astfel: Int Tho def
© (¢4 N (BB N (YC, unde a=(0BC), p= °
— (0CA), 1 = (0AB).

Exercigii Fig. 1V.9.

9. Sd se arate cd intersectia unui unghi diedru cu un plan « poate fi: un unghi, reuniu-
nea a doudl drepte, o dreaptd, mulfimea vid4 sau un semiplan inchis, si nu poate fi nici o
mulfime de alt tip.

10*, Fie d muchia unui unghi diedru prnpriu ;’B', ‘Aea’—d, Be ﬁ’ —d si
P = Int o'f’. S4 se arate c#i: 1) (Pd) N Int a = (dP. 2) Daci M ed, Int AMB =
= Int @B’ N (ABM).

11*, Se considerd notafiile exercifiului 10. Si se arate: 1) punctele A si B sint de o
parte 5i de alta a planului (Pd); 2) Segmentul (4B) si semiplanul (dP au un punct comun.

: 3 ~

12*, Daci abe este un unghi triedru, P = Int abe 5i 4, B, C sint puncte pe muchiile
a,b, ¢, diferite de O, atunci semidreapta (OP si Int ABC au un punct comun (fig. IV.9).

Indicatle. Fieo/, ", ¥ semiplanele limitate de dreapta OA4 confinind respectiv punctele

B, C, P. Deoarece P < Int u/’f}', segmentul (BC) si semiplanul ¥’ au un punct comun
Q (exerc. 11). Rezultd ci P, Q sint de aceeasi parte a lui OA4; pe de altd parte, P, A se

~~
afli de aceeasi parte a lui OQ (deoarece (AP) N (0BC) = @), agadar P < Int A0Q etc

§ 4. Multimi convexe

Definifie. Se numegte mulfime congexd orice multime de puncte . care
are proprietatea:

(1) P,Qe P #Q=(PQc A

Exercitli

& 1. Sd se arate ci orice intersectie de muljimi convexe este o mulfime convex.
2. Si se arate ci urmitoarele multimi sint convexe: planele, semiplanele, orice semi-
spaliu deschis sau inchis si interiorul unui unghi diedru.
8. Poate fi un unghi diedru o mulfime convex#?

4. Care dintre urm#toarele mulfimi sint convexe: a) un unghi triedru, b) interiorul
sdu, ¢) reuniunea fetelor sale, d) reuniunea interiorului cu toate fefele?

b. Fie o un semispatiu deschis limitat de planul « gi 9% o mulfime convexi inclusi
in planul a. 84 se arate ci mulfimea M U ¢ este convexa.
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Definifie. Se numeste sferd de centru O gi razd r(r > 0) multimea punc-
telor din gpatiu pentru care OM = r (fig. 1V.10).
Ea se noteazi (0, r). Interiorul sferei $(0, r) este mul{imea

Int $(0, r) & {M | OM < r}.
Multimea &(0, r) U Int 8(0, r) se numegte corp sferic sau bild.
Exercitii

<> ‘6, S84 se arate cd intersectia J(0, r) cu un‘plan ce trece prin O, este un cerc.
7. Demonstrafi ci Int J(0, r) este 0 mulfime convexi.

Vom defini in continuare o figurd in spatiu care generalizeazd supra-

fata triunghiulard din plan. Ddm mai intii o anumitd caracterizare a supra-
fetelor triunghiulare, care apoi va servi ca model pentru generalizare.

Lem#. Un punct X apartine suprafetei triunghiulare [A BC] daca §1 numai
dacd X apartine unui segment determinat de un virf gi de un punct al laturii
opuse; adicd X &€ [ABC] ddlﬂ §i numai dacd existd ¥ € [BC]cu X €[AY]
(fig. IV.11).

Intr-adevir, fie X =[4BC]. Deosebim cazurile: 1° X =[AB] (resp. X =[AC]),
atunci se ia ¥ = B (resp. ¥ = C); 2° X' =[BC],se ia ¥ = X; 3° X < Int ABC, atunci
din teorema transversalei rezultd cd semidreapta (AX taie latura [BC] intr-un punct ¥
deoarece X si A sint de aceeasi parte a lui BC, rezulti [AX]N BC = & si X [AY].
Reciproc, dacd X e[AY]si Y [BC], atunci t{inind seama ci [ABC] este o multime
convexd, din 4, ¥ [ABC] rezultd ci [AY]C[ABC] si astfel X = [4ABC].

- Lema poate fi formulatd mai scurt: Suprafata triunghiulard [ABC]
coincide cu reuniunea segmentelor [4Y], unde ¥ & [BC]. Luind acum in
locul segmentului [BC] o suprafatd triunghiulard [ BCD], nesituati in acelasi
plan cu 4, se ajunge la notiunea urméitoare:

Dacd A, B, C, D sint patru puncte necoplanare, reuniunea segmentelor
[AM], unde M & [BCD] se numeste tetraedru §i se noteazd cu [ABCD]
(fig. 1V.12). Punctele A, B, C, D se numesc girfurile, segmentele [4 B], [AC],
[AD], [BC], [BD], [€D] se numesc muchiile, iar suprafetele triunghiulare
[ABC], [ABD], [ACD), [ BCD] fejele tetraedrului [ABCD]. Reuniunea fetelor

4 ]
A
A :
8 o - c ¥ ey

Fig. 1vV.10. Fig. 1V.11. Fig. 1V.12,
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este numitd suprafajd tetraedrald, iar punctele A
lui [ABCD] care nu apartin nici unei fete for-
meazd interiorul tetraedrului, care se noteazd cu
Int [4ABCD].
In definitia tetraedrului virful A are un rol
deosebit fatd de B, €, D. Teorema urmatoare ne
aratd cd, totusi, mulfimea [ABCD] rdmine ne-
schimbatd daca virfurile sint luate in alta ordine.

O

Teoremi. Oricare ar fi punetele neco-
liniare A, B, C, D avem [ABCD] = [BACD]. Fig. 1V.13

Demonstrafie. Luidm P e[ABCD] si aritim cd P €[BACD]. $tim cd exists
M =[BCD] astiel ca P e[AM] (fig. 1V.13). Din lemd rezultid cd existi B’ =[CD] c¥
Me [BR‘]. Aplicind lema suprafetei triunghiulare [4 BB’] deducem mai inti cd P= [ABB’]
51 apoi ci existdi Ne[AB’] cu Pe[BN]. Folosind lema si in cazul lui [ACD], ob{inem c#
N [ACD). Asadar P =[BN] si N [ACD], ceea ce implici P €[BACD]. Analog,
Q €[BACD] = Q €[ABCD] i teorema este demonstrata.

Exercitii

8. Si se arate cd unind mijloacele muchiilor opuse ale unui tetraedru se obtin trei
drepte concurente.

Indicatie. Se formeazi irei paralelograme cu cite o diagonali comuni.

9+*, Si se arate ci dreptele care unesc virfurile unui tetraedru cu centrele de greutate
ale fetelor opuse sint concurente in acelasi punct ca si cele trei drepte din exercifiul 8.

10*. Fie [ABCD] un tetraedru. Se considerd unghiurile triedre care au ca muchii
\AB, [AC, [AD; [BA, [BC, [BD; [CA, [CB, [CD; [DA, [DB, [DC. Si se. arate cii inter-
secfia interioarelor “acestor patru unghiuri triedre coincide cu interiorul tetraedrului
[ABCD].

11*. S4 se arate cd oricare ar fi punctul M in interiorul tetraedrului [4ABCD],

- existd P = (AB) si Q = (CD) astfel incit M = (PQ).

12%, Interiorul tetraedrului [ABCD] coincide cu reuniunea segmentelor- (PQ) cu
P = (AB) si Q = (CD), iar tetraedrul [A BCD] este egal cu reuniunea segmentelor inchise
[PQ], cind P e[AB] si Q =[CD].
18*. Demonstrafi ci un tetraedru este o mulfime convexi.

14*, Fie W, i M, multimi convexe. Si se arate cd reunind segmentele [ PQ], pentru
care P = WM, 5i Q & W, se obfine o mullime convexi.

16*. 84 se arate ci interiorul unui tetraedru coincide cu intersecia semispatiilor
deschise determinate de planele fetelor si virful opus respectiv. Caracterizaji tetraedrul
ca o intersectie de semispatii. ;

§'5 Paralelism in spatiu

Definiie. O dreaptd d gi un p]an o se numesc paralele dacd nu au mcl un
punct comun, ceea ce se noteazd d || « sau a || d.
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Fig. 1V.14. ‘ Fig. 1V.15.

Rezultd imediat cd o dreaptd d gi un plan o« ce nu trece prin d sint fie
paralele, fie se intersecteazd intr-un singur punct.

, Existenta unei drepte paralele cu un plan rezult# din proprietatea urm-
oare. :

1. Daca o dr

atunci d este para

~ Demonsirajie. Putem presupune ci d ¢ « (fig. IV.14). Atunci planele «

s1 (da) sint distincte, deci « N (da) = a. Dacdl d ar avea un punct comun A
cu planul ¢« din 4 € « §i 4 € (da) ar rezulta cd A € a N (da) = a, deci
dreptele a §i d ar avea un punct comun, ceea ce este imposibil.

Pruprioiui‘m 2. Dacé o dreapti d este paraleld cu un plan , iar un plan £
trece prin d si intersecleazd planul «, atunci « N @ este o dreapta I\(ll’i!l\‘i;s
cu d (fig. IV.15).

Demonstragie. $tim cd « N B este o dreapta d’. Dreptele d si d’ sint copla-
nare §i nu au nicl un punct comun (céici un punct comun al lor ar apartine si
lui e, deci am avea d N « = @). Rezultd ci d || d'. i

Proprietatea 3. Fie d o dreaptd paraleld cu un plan « si A & &. Atunci
paralela la dreapta d, dusd prin A4, este continutd in planul o.

Demonsirafie. Fie a paralela prin A lad si b = o N (Ad) (fig. IV.16).
Conform proprietatii 2, b || d. Din axioma paralelelor rezultd a = b, deci
ac «

. Teorema 1. Daci doudt drepte distincte d’ si d” sint paralele cu o a
treia dreaptii d, atunei dreptele d' gi d” sint paralele intre ele (fig. IV.17).

d
s e i e
v d
’ (- 5
A 4 b/

TFig. 1V.16. TFig. 1V.17.
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Demonstraie. Dacd d' si d” ar avea un punct comun ‘A, prin acest punct
ar trece doud drepte paralele la d, in contradictie cu axioma paralelelor.
Agadar d’Nd” = @. Trebuie si demonstrim cd d’ i d” sint continute intr-un
acelagi plan. Fie P € d” i « = (Pd’). Cum d || d’, proprietatea 1 neé aratd ci
dc asaud || @ Dind”| d deducem i d" C « (ceea ce in cazul d C « rezultd
imediat, iar in cazul d || « in virtutea proprietdtii 3). Asadar d’ gi d” sint
continute in planul «.

Exercitii

1. Fie d, d’ doud drepte paralele. Dac¥ dreapta d este paraleld cu un plan «, si se
arate ci d’ ||« sau d’' c«.

Indicajie. Conform proprietitii 3 existit o dreaptd @ C «, paraleld cu d. Folosifi teo-
rema 1 gi proprietatea 1.

2. Se considerd o dreaptil d, paraleld cu planele « si B, care se intersecteazii dupd
dreapta a. Aritati cd d | a. : .

8. Printr-o dreapti datd d ducefi un plan paralel cu o altd dreaptd d’. Discutati
numdérul solutiilor. o

4. 84 se determine reuniunea dreptelor care intersecteazdi o dreaptd datd d si sint
paralele cu o altii dreaptdl datit @’ (¢ nu este paraleld cu d).

5. S4 se construiascil o dreaptd care intflnegte doudl drepte date si este paraleld cu o
a treia dreaptd datd. Discufie. i I

6. Daci un plan « intersecteazdl planele secante §, y dupd drepte paralele, atunci o
este paralel cu dreapta 8 y.

7. Un plan variabil taie doud drepte paralele in punctele M si V. Si se afle locul
geometric al mijlocului segmentului [MN].

8. Se dau dou# drepte. Ducefi printr-un punct dat un plan paralel cu ambele drepte.
Disculie.

9. S4 se construiascd o dreapti care trece printr-un punct dat, este paraleld cu un
plan dat si intersecteazii o dreaptd datd. Discufie.

10. Se dau dreptele dy, d;, ds, astlel ca d, || d,, d, nu este paraleld cu dy si ds & (dy, dy);
se ia pe dy un punct variabil M. S4 se arate ca dreapta de intersectie a planelor (d,M)
si (M) descrie un plan, cind M variazd pe d;. #

1 *, 83 se arate cii dacii triunghiurile ABC si A’B’C’, situate in plane diferife, au
AB || A’B’, AC || A’C’ si BC || B’C’, atunci dreptele A4’, BB’, CC’ sint concurente sau
paralele. :
Definifie. Doud plane o, 8 se numesc paralele gi se noteazd « || B, dacé ele

nu au nici un punct comun.

Exercitii
"o 12. S# se arate i daci doud. plane sint paralele, orice dreaptd continutd in unul
din ele este paraleld cu celdlalt plan (fig. 1V.18).
& 18. Dacit un plan intersecteaza doud plane paralele, inlersectiile sint drepte paralele
(fig. 1V.19).
Indicapie. Interseciiile sint coplanare si nu pot avea punct comun.
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Fig. 1V.18. Fig. 1V.19.

Teorema 2. Douid plane distincte, paralele ¢cu un al treilea plan sint

‘ paralele intre ele.

Demonstratie. Presupunind cd teorema este falsd, existd planele distincte
«' i «”, paralele cu un plan «, si care se intersecteazi dupd o dreaptd d. Ludm
punctele B € «, A € d si un plan B, care trece prin A-si B dar nu trece
prin d (fig. IV.20) si notam dy =« B,d =o' NB,ad" =a" NP Conform
exercitiului 43 : " | dy si @” || dy

Avem d' # d”, cici altfel «’ §i «” ar avea in comun dreptele d si d’ in
contradictie cu o’ # «". Deci prin punctul 4 trec doud paralele la d;, ceea
ce este absurd. Rezultd cd teorema este adevérata.

Existenta planelor paralele era asiguratd de teorema urmditoare.

Teorema 3. Fiind date un plan « gi un punet A & «, existd un singur
plan care trece prin A si este paralel cu «.

Demonstratie. Ducem prin A dreptele distincté @ si b, paralele cu planul «
(fig. IV.21). Planul B = (ab) este paralel cu « deoarece in ¢az contrar dreapta
o N B ar intersecta cel putin una din dreptele a si &, in contradictie cu a || «,
b || «. Asadar am obtinut un plan B, care trece prin A si este paralel cu «.
Dacéd ar exista incd un astfel de plan vy, din teorema 2 ar rezulta ci B | v,
ceea ce este absurd (cici A € B, A € y). Teorema este demonstrata.

=_———— _—_ _ g% G
- A - b B
A [ : )<
I—-—-——(_’;——_"_:__j
o
B
Y e e e e T
as’ dy ~
a
Fig. 1V.20. Fig. 1V.2].
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Din demonstratie, rezultd si con-
structia unicului plan B, care trece prin

punctul dat A si este paralel cu planul .
dat «. Ducind prin A4 doud drepte 2
distincte a si b, paralele cu «, se ob- P

fine planul (ab) B.

Dreapta a poate fi oricare dlm,re
paralelele prin 4 la «, deci toate aceste

paralele sint incluse in B. Reciproe,
orice dreaptd inclusd in P este paraleld
cu « (vezi exerc. 1). Rezultd cd reuni- ) ==

unea dreptelor paralele cu un plan a,
duse printr-un punct A, este un plan
paralel cu o (fig. IV.22).

Fig. 1V.22.

Exercitii

14. Ardtati cd o dreaptd, care taie unul din doud plane paralele intr-un singur punct,
taie si pe celilalt.

15. Ardtati cd dacdl doud plane sint paralele, atunci un plan care intersecteazi pe
unul din ele dupd o dreaptd, taie si pe celdlalt.

16. Dacd o dreapta este paraleld cu unul din doui plane paralele, atunm ea este sau
paralela si cu al doilea plan sau este continuti in acesta.

17. Prin dr-eptele paralele d si d’ se duc respectiv planele « §i o, distincte de (dd’).
S4 se arate cd « || o sau (« Na’) || d.

Teorema 4, Doud unghiuri eu laturile respectiy paralele sint eon-
gruente sau suplnmeumre.

Demonstrajie. Fie AOB, A{O’\B’ cele doud unghiuri (04 ||0’4A’ s
OB || O’ B’) despre care putem presupune cd sint proprii si nu sint coplanare.
Fie d = 00’'. Considerdm cazul: A’ € (d4, B’ & (dB (celelalte cazuri se
reduc ugor la acest caz). Putem admite cd (0A) = (0'4’), (OB) = (0'B’)
gi B & AA’ (fig. IV.23). Atunci 00'A’A si 00'B'B sint paralelograme, deci
(AA’') = (00') = (BB’), de unde rezultd cd si AA'B'B este un paralelo-
gram §i (AB) = (A’'B’). Teorema rezultd acum din congruenta triunghiu-
rilor OAB §i O'A'B'.

Teorema 4 permite si ddm urmétoarea

Deliniie. Prin unghiul a doud drepte d_si d’ vom intelege oricare din
A~
unghiurile MON, unde O este un punct oarecare al spatiului, OM | d, ON | d’

si m(MON) & [0°,90°] (fig. IV.24).

Unghiul a doud drepte date nu este determinat in mod unie, dar toate
aceste unghiuri sint congruente intre ele (in virtutea teoremei 4). Asadar
mdsura unghiului a doud drepte are un sens precis.
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Fig. 1V.23. : Fig. 1V.24.

Din teorema 4 rezultd de asemenea cd misura unghiului a dous drepte d
gi @’ rimine aceeasi dacd inlocuim dreptele d si d’ cu oricare drepte respectiv

‘paralele cu d i d’. Acest fapt justificd definitia urmétoare:

Delinitie. Prin direcfia unei drepte d, notata cu dir d, intelegem multimea
formatd din d gi toate dreptele paralele cu d (este o mulfime de mult,imi): Prin
unghiul a doud direefii intelegem unghiul format de cite o dreapf:ai din cele
doud directii (care nu depinde de alegerea dreptelor respective).

Sd insemndm cu @ mulfimea tuturor dreptelor si st considerim pe @D relatia
»dy || d; sau dy = d,“, care se vanota cud, ~ d,. Avem evident d; ~ d, sid; ~ dy <> dy ~ d,,
deci relatia este reflexivi gi simetrici. Dar ea este §i tranzitivi: dy ~ dy, dy ~ dy = dy ~ d‘f
Intr-adevar, daci dintre cele trei drepte doud coincid, implicatia este evidentd, iar dacz‘;i
dy, dy, dy sint distincte atunci d, || d, d, || dy, dy % d; = d, || d, in virtutea teoremei 1.

Rezultd cd am definit o relatie de echivalentd. Clasa de echivalen{i determinati de
o dreaptd d este constituitd din dreptele d’ cu d” ~ d, adicd din d si toate dreptele para-
lele cu d, deci coincide cu dir d. Asadar, clasele de echivalenii ale relafiei , paralel sau egal®
coineid cu direcjiile.

De aici rezultd ci doud directii ori sint disjuncte ori coincid. S3 ardtdm acest rezultat
féra referire la teorema generald a claselor de echivalenﬁ‘l (de fapt, vom repeta demonstra-
tia generald in cazul nostru). fn acest scop presupunem ci dir ¢, si dir d, au o dreaptd
comundi ¢ §i ardtim cd dir d, = dird,. Fie d e dird,. Atunci d ~ dy; dar din a'~ d,,
a ~dy (cici a edir dy, a edird,), rezultd cii d, ~ d,. Acum d ~ d;, dy ~ d implici
d ~ d,. Asadar d e dir d, = d € dir d, §i analog d’ e dir d, = d’ e dird,.

Exercitii

18. Se dau un plan «, un punct 4 € « §i o dreaptd dc«. a) SH se construiasci o
fireaptfi d’ astfel incit: A ed’ si d’ edird. b) S4 se construiascd o dreaptid prin A,
inclusd in e, care si formeze cu d un unghi de misuré dat# a. Cite solufii exista?

} 19*. Aritati ci relatia o || B sau « = B* definita pe mul{imea planelor este o rela-
{ie de echivalen{d. Determinati clasele de echivalenti.

20*, Se considerd pe mulfimea tuturor dreptelor si a planelor relatia .« ||y sau

z = y“, unde z §i y sint drepte sau plane. Am definit o relajie de echivalen{a?
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21. Aritali cit doudt segmente paralele cuprinse intre plane paralele, sint congruente.

22, S se arate cit prin dou# drepte, care nu sint confinute intr-un acelasi plan,
se pot duce doui plane paralele in mod unic. $& se studieze si situatia cind cele doud drepte
sint coplanare.

23. Fie « 5i B doust plane paralele, 4, Be o, iar CD o dreaptd paraleld cu o si B.

Dreptele CA, CB, DB, DA taie planul B respectiv in M, N, P, Q. Si se arate cd aceste

puncte sint virfurile unui paralelogram.
24, Aflati locul geometric al mijloacelor segmentelor care au extremititile in doud
plane paralele.

Exercitii recapitulative

1. Prin doui drepte date s# se ducd cite un plan, astfel ca dreapta lor de intersecfie
s4 fie confinutd intr-un plan dat.

2. Fie a, b, c trei drepte cu un punct comun, iar P un punct nesituat pe ele. 84 se
arate cii planele (Pa), (Pb), (Pc) contin o dreaptd comuni.

8. Fie A, B, C, D puncte necoplanare, iar « un plan care separd punctele A §i B;
AgiC;CsiD. Aritati cia N (BD) # @ §iaN(4D) = 2. =

4. Pe muchiile a, b, ¢ ale unui unghi triedru de virf O se iau punctele 4, B, C; fie

~~
apoi D < (BC) si E € (AD). Aritati ci (OE c Int abe. ’

5. Aritaji ci urmitoarele mulimi sint convexe: interiorul unui unghi triedru, un
tetraedru fird o muchie (f&rd o faé).

6. Fie 4, B, C, D patru puncte necoplanare si E, F, G, H mijloacele segmentelor
[AB], [BC], [CD], [DA]. a) S4 se arate ci EF || (ACD) si punctele E, F, G, H sint copla-
nare; b) Dacd {M} = EG N FH, s4 se afle locul geometric al punctului M cind 4, B, C
sint puncte fixe, in timp ce punctul D descrie o dreaptd datd d (sau un plan dat a).

7.* Pe dreptele d, d’ se iau punctele distincte 4, B, C respectiv 4’, B’, C’. S& se
arate: putem duce prin dreptele AA’, BB, CC’ trei plane paralele intre ele dacd §i nu-

mai dacid
AB BC

A'B' T BC

8.* Fie M, M’ cite un punct mobil pe dreptele necoplanare d, d’. Si se afle locul
geometric al punctului P care imparte segmentul (MM’) intr-un raport dat.

9.* Si se construiascd o dreaptd care s inttlneascdl trei drepte date respectiv in
M, N, P si pentru care MN / NP si fie un raport dat.

10. Se dau dreptele d, d’ care taie un plan dat « in punctele 4 si A’. 54 se con-
struiasci punctele M, M’ situate respectiv pe d, d’, astfel incit MM’ || « si segmentul
[MM*] si aibi o lungime dat I. Discufie. :

Indicatie. Duceti brin ‘A’ o dreaptd d* || d. Doud plane paralele cu «, unul fix, altul
mobil, vor intersecta d, d’, d*, in B, B’, B* respectiv in M, M’, M*. Se observd ci

MM*M’ = BB*B’. Problema revine la construirea unui triunghi cu doud laturi date gi
un unghi dat.
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11..a) 84 se afle locul geometric al virfului P al triunghiului MNP, daci laturile

. acestuia rémin paralele cu trei drepte fixe, virful M descrie o dreaptd datid, iar virful N

apar{ine unui plan dat «. b) Aceeasi problem#, cu deosebirea ci M descrie un plan
dat p.

12. Pe muchiile [0, [OB, [OC ale unui unghi triedru se considers respectiv
punctele M, N, P astfel ca OM = 7204, ON = A0B, OP = A0C, unde A este un
numir pozitiv variabil. S& se afle locul geometric al centrului de greutate al triunghiu-
lui MNP.

18.% ABCD si A,B,C,D, fiind doud paralelograme oarecare in spafiu, se iau punctele
Ay, By, Cy, Dy care impart segmentele [A4,], [BB,], [CC,], [DD,] in acelasi raport. Si se
arate cdl A,8,C,D, este tot un paralelogram.

Indicajie. Ludm pe (DyA), (C;B) punctele M, N astfel incit

T DM _GN A4,

MA  NB @ 4,4°
A,MNB, si D,MNC, sint paralelograme.

Capitolul V

Perpendicularitate in spatiu

§ 1. Drepte perpendiculare

Dreaptd perpendicularid pe un plan

Am definit unghiul a doud drepte oarecare d $i d' (nu neaparat situate
intr-un acelasi plan). Dacd acesta este un unghi drept, dreptele d si d’ se numesc

perpendiculare i se noteazd d | d’. Asadar, daca m(A?)}Z) = 90°, orice para-
leld la OA este perpendiculard pe orice paraleld la OB (fig. V.1).

Fie d o dreaptd si A & d. Putem construi drepte prin 4 perpendiculare
pe d, considerind planele continind d si trasind in ele prin punctul A cite o
perpendiculard pe d. Deoarece prin d trec o infinitate de plane, existd o infi-
nitate de perpendiculare prin A pe d (fig. V.2).

Teorema 1. Dacéi o dreapti d este perpendicularia pe doud drepte
concurente confinute inir-un plan «, atunei dreapta d este perpendiculari pe
orice dreaptd situatid in planal o.

Demonstrajie. Fied | a,d b, unde a si b sint drepte concurente, a, b C «
gico dr'éapté inclusé in «. Trebuie sd argtdm cd d L ¢. Putem admite fard a
restringe generalitatea cd cele patru drepte trec printr-un punct comun O
(fig. V.3). Alegem punctele A € a, B € b, M, M’ & d astfel incit ele si fie

!
/
r

M

Fig. V.3.
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distincte de 0, (OM) = (OM’) 5i A B sé intersecteze dreapta ¢ intr-un punct C'.

Din AOAM = NOAM' §i NOBM = AOBM’ remiltid (AM) = (AM') si

(BM) = (BM'), deci NABM = AABM’ si avem @1 = ﬁr Dar
atunei ACAM = ACAM si se deduce ci triunghiul CMM" este isoscel; cum
[CO] este mediand, este si indltime. Deci d | .

Teorema 1 ne indreptéteste si dim urmitoarea

Definifie. O dreaptd d se numeste perpendiculard pe un plan o daci ea
este perpendiculard pe orice dreapt# inclusi in planul «. In acest caz se scrie
d | asau« | dsise maispune ci « este perpendicular pe d.

Cu acest termen teorema 1 se enuntil astfel: Dacd o dreapid este perpen-
diculard pe doud drepte concurente. conyinute intr-un plan a, atunci ca este per-
pendiculard pe planul «.

Din demonstratia teoremei 1 rezultd imediat i un mod de a construi un
plan perpendicular pe o dreaptd d, printr-un punct P € d, deci rezultd si
existenja unui astfel de plan: ducind prin P dreptele distincte a, b | d, se
obtine un plan (eb) perpendicular pe d.

S5 considerdm acum dreptele prin P. Cele continute in (ab) sint perpen-
diculare pe d. Reciproc, daci d’ > P sid’ | d, atunei d’ C (a b). Intr-adevir,
planele (ab) §i (dd’) se taie dupi o dreapta ¢ (fig. V.4). Cum cc (ab), din
teorema 1 rezultd cdl ¢ L d. Dar in planul (dd’) putem duce prin P doar o
singurd perpendiculara pe d, deci d” = ¢ si d'C (a b). Am obtinut urmitorul
rezultat: orice plan prin P, perpendicular pe d, coincide cu reuniunca drepiclor
perpendiculare pe d, care trec prin P. Cum aceastd reuniune este determinati
in mod unic cind se dau P si d, rezultd c# existd un singur plan trecind prin P
st perpendicular pe d. Acest rezultat rimine valabil si in cazul cind P & d:

Teorema 2. Fiind date o dreaptd d si un punet P, existd un singur
plan trecind. prin P gi perpendicular pe d.

Demonstrajie. a) Am vazut cél teorema este adeviratd in cazul P € d.
S& presupunem acum ¢ P & d (fig. V.5). Ducem in planul (Pd) perpendicu-

lara PP’ pe d(P’ € d) si notdm cu « (unicul)
plan prin P’ perpendicular pe d. Deoarece
P'P | d, avem P'Pc a, deci P € a si exis-
tenta este demonstratid. Pentru unicitate si
observdm c¢d dacd un‘plan @ contine punctul P
gi B_Ld, atunci PP’'c B, deci P’ e B
Din d 1 B si P'cp rezultd B = « si unicita-
tea este demonstrata.

Fig. V.6.

Toeorema 3. Oricare ar fi planul o si punctul P, existd o singuri
dreaptit eare trece prin P si este perpendiculard pe «.

Demonstratie. in planul « alegem dreptele secante b si ¢, si ducem prin P
planele B, v respectiv perpendiculare pe b, ¢, care se taie dupd o dreaptd d
(fig- V.6). Avem b 1 d, ¢ I d, decid L a (in virtutea teoremei 1) si deoarece
P ¢ d, existenta este demonstratd. Dacé d’ este o dreaptd prin P si d’ | a,
atunci d’ 1 &, d' 1 ¢, de unde deducem c# d' c B si d' c y. Dar atunci
d’ cBN y =d, deci d’ = d si unicitatea este demonstratd. (Aceastd demon-
stratie este valabild pentru ambele cazuri: P & asi P € a.)

Exercitii

1. S4 se construiasci o dreapti care si treacd printr-un punct dat A si s [ie per-
pendiculari pe doud drepte date d si @. -

2. Si se arate cit existd trei drepte cu un punct comun, perpendiculare doud cite
doud.

8. Fie a, b, ¢, d patru drepte cu un punct comun, d fiind perpendicularé pe e, b, c.
S4 se arate ci dreptele a, b, c sint coplanare.

4. Aritafi cd nu existd patru drepte cu un punct comun, perpendiculare dous’
cite doud. !

5. Fie d | asid’ ||d. Aritati cidd’ | a.

6. Si se arate cii doudl drepte distincte, perpendiculare pe un plan «, sint paralele.
7. Daciid | «sid |« atunci d’ | d. 3

8. Aritati cii doud plane perpendiculare pe o dreapta sint paralele inlre ele.

& 9. S4 se arate cit locul geometric al punctelor egal depiirtate de doudl puncte distincte
A si B este un plan perpendicular pe AB, care trece prin mijlocul O al segmentului [AB],
(numit planul mediator al lui [AB]).

Indicagie. Fie « planul prim O perpendicular pe AB. Daci AM = BM, atunci
MO | AB, deci M € a. Daci M < a, atunci MO | AB, deci AM = BM.

10. S# se afle locul geometric al punctelor din spatiu egal depirtate de virfurile unui
triunghi 4ABC.
11. Aritati locul geometric al punctelor egal depirtate de toate punctele unui cerc.
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Teorema 4. (Teorema celor trei perpendiculare.)
}"10 PA o dreaptd perpendiculard pe un plan « (4 € «), @ ¢ dreapti confinuti
in planul « si AB I d, B € d. Atunei PB |_d (lig. V.7).

Demoln.s'tra,tie. Deoarece d | AP, d | AB, rezulld ci d este perpendicu-
lard pe orice dreapta continuta in (PAB) (teorema 1), decid | PB.

Teorema reciprocil. Dach PA | o, A € o, d ca, PB . d,
B € d, atunei AB 1 d (fig. V.7).

Teorema reciprocd 2. Daeki A ca. dc a AB 1L d, B ¢
PB 1.d, PA_| AB, atunei P4 | « (fig. V.7).

Demonstratiile teoremelor reciproce se lasi ca exercitiu.

S consideram un plan o« si un punct 4 & o. Daci AA’ | «, A’ € «
punctul A’ se numeste piciorul perpendicularci din A pe planul = sau proieciia
ortogonald a punciului A pe planul o, iar numirul AA’, notat cu d(4, a),
se numeste distanta de la punctul A la planul o (fig. V.8). Daci A € «
d(A4, «) 20, - 3

Teoremab. Fieun plan «, un punet 4 & «si ¥ =
de la 4 Ia « este mai micd sau egald cu distanfa A M.

1
‘?-L

o. Atunei distanfa

Demonstrafte. A' fiind piciorul perpendicularei din A pe planul «, daci
A" # M in triunghiul dreptunghic AA'M segmentul [AA’] este o catetd, iar
[A M] ipotenuza.

) .Obsxrva,li& .Disian{a de la un punet A la o dreaptd a (care nu trece prin A) se defineste
ca si in genme%na pland: ducind in planul (A4a) perpendiculara din 4 pe a si notind cu A’
piciorul acesteia, distanta de la A la a este datd de d(4, a) = 44’. Se stie ca d(4, a)
este cea mai micA dintre distantele AM, unde M = a. :

Exercitii

12: Fie ABC un triunghi isoscel ((4B) = (AC)), M mijlocul laturii [BC] si AN
perpendiculard pe (4BC); ardtati cA MN | BC.

. 18. Fie A", B'-, 54 [{icic.arele perpendicularelor duse dintr-un punct oarecare P din

spaliu pe laturile triunghiului ABC. Ardtafi ¢i ducind in planul (4 BC) perpendicularele
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pe laturile lui ABC in A’, B’, C’, se obtin trei drepte concurente. Generalizare pentru un
poligon. :

14. Pe planul paralelogramului ABCD se ridicd perpendiculara AE. 84 se calculeze
distanfele de la punctul E la dreptele BC si CD, stiind o AB = 2a, AD =AE=a si

N
m(BAD) = 60°.

16. Se dau: planul o si punctele A € «, B & a. O dreapta variabili d trece prin A4 gi
este continuta in planul «. Si se afie locul geometric al picioarelor perpendicularelor din
B pe d. i

16. Se dau: dreapta @ si punctul A g a. Se cere locul geometric al picioarelor per-
pendicularelor din A pe planele care trec prin a.

17. Se considerd un plan « care trece prin mijlocul unui segment [4B]. Si se arate
i punctele 4 si B sint egal depirtate de planul .

18. Determinafi un plan care s treaci printr-o dreaptd datd, sd fie echidistant de
doud puncte 4 si B date i si separe punctele 4 si B.

Indicagie. Planul va trece prin mijlocul segmentului [AB].

19. Printr-un punct dat si se ducil o dreaptd care sd intersecteze o dreaptd datd si
s4 fie perpendiculari pe o altd dreaptd data.

C

20. Fie « si B doudt plane distincte, a céror
intersectie este dreapta d si fie M un punct nesituat
in oUB. Se duc dreptele MM, si MM,, perpendicu-
lare respectiv pe a, B. S se arate cd dreapta d este
perpendiculard pe planul (MM;M,).

21. Fie « un plan, d o dreaptd in « si 4 un
punct exterior lui «. Din A se duce perpendiculara AB
pe d(B €d), iar prin B perpendiculara d' pe d,

situati in «. Se ia pe d’ punctul C astfel ca A/B\C A Fig. V.9.
si fie un unghi ascufit si (BC) = (4B). Din C se

duce perpendiculara CC’ pe AB (C’ € AB) si se ia pe (CB) punctul D astfel ca
(CD) = (AC’). 84 se arate ci dreapta AD este perpendiculard pe planul o.

29%, Se dau un plan « i un punct A @ o. S& se afle locul geometric al punctelor
M < « astiel ca segmentul (AM) si aibd o lungime datd.

28. Fie O punctul de intersectie al mediatoarelor unui triunghi 4ABC si M un punct
nesituat tn planul (ABC). S4 se arate ¢i OM | (ABC) daci si numai daci (AM) =
= (BM) = (CM).

24, Fie 0, A, B, C patru puncte astfel ca 04 | OB | OC | 0A gi se noteazd o =
=04, b = OB, ¢ = OC. 1) S4 se calculeze lungimile laturilor triunghiului ABC in funcie
de a, b, ¢. 2) S se calculeze aria.o A BC] si si se demonstreze relafia o[ ABC]* = o[OAB]* +
+ o{OBCP + o[OCAJ®. 3) Si se arate ci proiectia ortogonald a punctului O pe planul
(ABC) este ortocentrul H al triunghiului ABC. 4) Si se calculeze distanta OH.

Indicajie. 3) Se va arita ci AB | CO, AB | OH, din care se deduce ci AB | CH
(fig. V.9). ;
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95, Se considerd punctele necoplanare 4, B, C, D i dreptele AA’, BB, CC’, DD’
perpendiculare respectiv pe planele (BCD), (ACD), (ABD), (ABC). S4 se arate cd dacd
dreptele AA’ si BB’ sint concurente, atunci dreptele CC’, DD’ sint coplanare.

Indicajie. Din CD | AA’, BB’ se va deduce cd CD | AB. fn continuare se va folosi
faptul ¢ prin CD putem duce un plan perpendicular pe 4B. ‘

26*, Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. 93 searateci AB | CDstAC | BD
implicd AD | BC.

27*, Pe muchiile unui unghi triedru cu virful O se iau punctele 4, B, C, astfel ca
(0A) = (0B) = (OC). 84 se arate cd piciorul perpendicularei din O pe planul (ABC)
coincide cu punctul de intersectie al mediatoarelor triunghiului ABC.

.

§ 2. Inegalititi geometrice.
Unghiul unei semidrepte cu,un plan

Lemd. Dacd triunghiurile ABC si A'B'C’ au (AB) = (A'B’), (AC) =
= (A'C’), A > A’, atunci (BC) > (B'C).

Demonstm;ie. Construim punctul D in semiplanul lui C, fatd de AB,
astfel ca ANABD = AA'B'C, (fig. V.10). Atunci trianghiul ADC este isoscel
gi (AD c Int L{A\C, deci gi bisectoarea unghiului C,,:i\D va fi situatd in inte-

AN
riorul lyi BAC, prin urmare aceasta va intersecta segmentul (BC) intr-un
punct E. Rezultd (EC) = (ED) si BC = BE + EC = BE { ED > BD =
=B

Corolar. Dacd triunghiurile ABC §i A'B'C’ au (AB)= (A'B'), (AC) =

= (AC"), (BC) > (B'C"), atanci A > 4"
Demonstrati corolarul prin reducere la absurd! ]
S& considersm un plap dat @ si o semidreaptd datd [AB cu A € a,
B & « Vom studia unghiurile formate de [AB cu diferitele semidrepte de
origine A, situate in planul «. Dacd AB L a, toate aceste unghiuri sint con-

c

A A -
Fig. V.10.

74

; : S
gruente. Daci AB nu este perpendicular pe &, unul dintre ele este mal mi¢

decit celelalte; teorema armitoare precizeazd acest unghi.

) e i 1 lan A & .0 & o. 1ar B’ y[‘ql‘{'(’ii;} ()1‘[1[‘_’&7"3]1‘
Teorem & le Fl(’\ o UN pial, A T o, B & o, 1ar I i l o
ap [ i o !ll o 1g ' | Qricare ar fi M,ﬂﬁ‘lll Mc a - AD,
a l\ln ,rtullhli B pe ﬂllﬂl o (l g . ) TiCa ar 11 pw 1

avem

3

N A
B'AB < MAB

Demonstrajie. Determinam punctul N € (AM astf?l c; (AIL)B’ESEA;PS‘]::
Deoarece BB’ este distanta de la B la planul e rezultd B. > ; A{A\B
cind corolarul de mai sus triunghiurilor ABN st ABB', obtinem ¢a >

P
> B'AB.

Definifie. Unghiul B{A\B se numeste unghiul semi@reptci [:AB cu I.ch.mul ;.
El este cel mai mic unghi format de [AB cu 0 semidreapti de origine A,

inclusd in . Unghiul B/’zh? se mai numeste unghiul dreptei AB cu planul o

Exercitii

1. Cu notatiile figurii V.11 avem de

T N
asemenea: MAB’ < MAB. ;
Indicatie. Fie MM’ | AB', M’ € AB".
Cum MM’ | BB, dreapta MM’ este per-
pendiculard pe planul (ABB’). Apl.ic:m te,o-
rema 1 semidreptei [AM si planulul (ABB').

rig. V.1l

) se proiecteazi ortogonal

9. Virful A al triunghiului isoscel ABC ((AB/)\E (AC)/\
fn A’ pe un plan o caré trece prin BC. Aratati cit BA'C > BAC (fig. V-12).

P .
H ’ = d hl
Indicagie. Fie D mijlocul lui [BC)si E € (DA, (DE) = (DA). DA'C este un ung
exterior al triunghiului A’CE.




~
Teorema 2. Intr-un unghi triedru abe avem
N ”~ N
m(ab) + m(be) > m(ac).
N . .
Demonstratie. Fie O virful lui abe, A, B, C cite un punct pe a, b, ¢, distincte de O,
iar B’ piciorul perpendicularei din B pe planul (0AC) (fig. V.13). Conform exercifiului 1
o N AN SN
m(ab) > m(A0B’), m(be) > m(B'OC).
—~ -~ —~ N it
Daci B’e Int AOC sau B’ e A0C, suma m(A0B’) + m(B’OC) este egald cu m(ac), iar
A\

—~ ;
dacd B’ este in exteriorul unghiului AOC, atunci aceasti sumi este mai mare decit m(ac).
fn orice caz :

N N A\
m(AOB’) + m(B’GC) = mfac)

$i teorema rezultd din inegalitﬁﬁiie stabilite.

Exercitii

8. Cu notatiile teoremei 1, fie [4B” semidreapta opusd lui [AB’. Sa se arate c pentru

5 TN N
orice punct M € o — [AB” avem B”AR > MAB.

4%, Ardtali cd pentru orice unghi triedru abe avem: mab) + m(be) 4 m(ca) < 360°.

5* Fie « un plan, A eq, iar B gi-C doud puncte de aceeasi parte a lui o astfel

g N
ca AC | o. Ardtati ca CAB este un complement al unghiului format de [AB cu «.
A
6*. Fie /8’ un unghi diedru cu muchia m i A e m. Si-se arate ci dintre toate semi-
dreptele cu originea 4 i continute in semiplanul B, aceea formeazd unghiul cel mai mare
posibil cu planul «, care este perpendiculari pe m (suportul ei se numeste dreapta de cea
mai mare pantd a ui B fatd de o).

. § 3. Misura unui unghi diedru. Plane perpendiculare

ey

AN
Fie o'’ un unghi diedru propriu si 0, 0’ doui puncte oarecare pe muchia
lui. Se duc in semiplanul «’ semidreptele (04, (0'4’, iar in B’ semidreptele

-

(OB, (0'B’ toate perpendiculare pe 00’ (fig. V.14). Unghiuri]e.Aﬁ?? si

bt

A'0’B’ au laturile paralele; mai mult, ele se gésesc in situatia de pe figura
V.23 si din demonstratia teoremei 4 de Ia Cap. IV. §5 rezulti ci

7 Py N
(1) : 40B = A'0'B".
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P
Definifie. Prin mdsura unghiunlui diedri proprin of’ intelegem
numérul m(of’\ﬂ‘) det m(A?)}). ‘ y
Relatia (1) ne aratd cd acest numér nu depfnde de ale.gerea. lu{l1 ? e_z_e,
deci el este determinat unic pentru fiecare unghi d1edr11 propriu. Prlin8 ()? initie,
un unghi diedru nul (respectiv plat) are ca masurd 0° (respectiv )

o O

Definifie. Semiplanele« gip’sezic perpendiculare dacd m(«'R’) =90

In acest caz si planele o, B, care confin semiplanele o, B', se numesc perpen-
diculare si se noteazd « | B. Evident « L p = f L «

Exercitii
1. Fie « un plan, ¢ un semispatiu inchis limitat de o, o/ un s?miplan c?n]tlnut’ix; ‘;:(;
@ un numdr real, cuprins fntre 0 i 180. S& se arate cd existd un singur semipian B,
S
frontiersi comuni cu o, astfel incit B’ c o 5i m(e'B’) = a. = ;
Indicatie. Problema revine la construirea unui unghi intr-un plan perpendicular p
frontiera lui o'. (”\1)
A s : 5 e 5
& 2. Fie :f[?" un unghi diedru propriu. Construiti un semiplan y as?fel ca m(a’y =
= m(;;f!'). Ardtafi cd problema are doui solutii dintre care una este situatd in Int «'B

~
i o isector al lui &/B).
(numit semiplanul bisector al lui «’p’; suportul sdu se numegte planul bisector B

8. Si se arate ¢ locul geometric al punctelolj egal depalrtate dfa doud Ipll?:]«; 's‘eglr;z?
o, B este format din doudl plane pe.rpenqicular‘?, si anume din reumuneg planelor
tt')are ale unghiurilor diedre determinate de « §i B. ‘
Teorema 1. Dacit d este o dreapti perpm?dicvlarﬁ pe unlplar;‘i, {:/t[:_?;;l
orice plan B eare conjine dreapta d, esto perpendicular pe. planul « (fig. V.15).

Demonstragie. Daci a = NP, {4} =dN« si .a', B’ sint semiplanet d;
suport e respectiv B, limitate de a, atunci ducind prin 4, in planul «, dreapta

Ry . /,\/ o
perpendicularé pe a, avem d _L b, deci m(«'f’) = 90°.

o Fig. V.14. Fig. V.15.
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Exercitii

© 4. Daci « si B sint dou#l plane perpendiculare, Q = B si d perpendiculara prin Q pe o,
sd se arate 24 d c B. '

5. Se considerd o dreapt# 4 inclusi in planul «. Aritati cil reuniunea dreptelor per-
pendiculare pe «, care intersecteazd dreapta d, este un plan perpendicular pe a.

. 6. SH se afle locul geometric al punctelor la egald distant4 de dou# drepte concu-
rente. : :

7. Ardtafi cd un plan « perpendicular pe dou# plane secante este perpendicular pe
intersectia lor. :

8%, Fie 4 un punct nesituat in planul o. 84 se afle intersectia tuturor planelor care
contin punctul A4 si sint perpendiculare pe planul c. '

9*. Ducefi printr-o dreapt4 datd un plan perpendicular pe un plan dat.
10*. Duceti printr-un punct dat un plan perpendicular pe doud piane date.
11%, lﬁtersecta;i un unghi diedru cu un plan astfel ca unghiul de sectiune s fie drept.

12. Aritati ci o dreaptd 4 si un plan o, perpendiculare pe un alt plan, sint paralele
intre ele sau dreapta d este continuti in planul a.

18. Fie a si B doud plane perpendiculare, A< «, iar d o dreapt# perpendiculari pe 8.
Si se arate ci paralela prin 4 la d este confinut# in planul a.

14. Daci trei plane perpendiculare pe un plan se intersecteazi doui cite dous dupi
dreptele a, b, ¢ ardtati ci a |5 | c.

16*. Dintr-un punct 4 se duc perpendicularele 4B 3i AC pe planele fefelor unui
T AN v N Py N P
unghi diedru of’. S se arate: m(BAC) = m(a’f’) sau m(BAC) = 180° — m(«'’).

§ 4. Proiectii ortogonale

Froiectia (ortogonald) a unui punct P pe un plan « a fost definitd in §1

ca intersectia cu planul « a perpendicularei pe «, dusi prin punctul P. Ea se
noteazd: P* = pr, P,

Prin proiecfia unei muliimi M pe un plan « se infelege mul{imea
pro M = {pr.P | P € J},

formatd din proiectiile tuturor punctelor din M.

Teorema 1. Proiecfia unei drepté d pe un plan « este o dreapti sau
un punef,

Demonsiratie. Dacd d_1 a, este clar ¢4 pr.d este un punct. S& presupunem
in continuare c¢i dreapta d = AB nu este perpendiculard pe planul «
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(fig. V.16) si A & «. Fic A*, B* pro-
iectiile lui A,B pe a si B = (AA* B).
Deoarece B contine o dreaptd perpen-
diculard pe « rezultd cd B L a. Fie M
un punct oarecare de pe dreapta d
§i M* = pr, M. Atunci MM* | A4*
si MM* C B, deci M* € aNB = A*B*.
Astfel am ariitat cd prod C A*B*.
Pentru a demonstra incluziunea e
a a unct oarecare
?\?nga;i’Bl*u{;?arétgmpcé N € prod. Paralela la AA*. dusa Qrin N, est(?
continutd in planul B, deci va intersecta dreapta d intr-un punct P. Atunci
N = pr P, deci NV € pry d. ' -
Planul g, determinat prin L a§i D d, se numeste plamld prc-;rwctfn; d
‘dreptei d. Retinem cd proiectia dreptei d pe pla}mﬂ « poate fi obtinutd prin
intersectia planului « cu planul proiectant al lui d.

7

Exercitii

1. Sa se arate: dacit dreptele d si d” sint paralele atunci pr:adn prod’ sau prod = pred’.
Ce pulem spune despre planele proiectante ale lui d i d’?

2. Aritati ¢ proiectia unui paralelogram pe un plan este un paralelogram sau un
segment.

N 1ratd
3. Stiind cd latura [0A4 a unghiului drept AOR este paraleld cu un plan o, sii se arale

3 Y )

c#t proiectia pe planul « a unghiului AOB este un unghi drept. i

4, Fie A’B’C’ proiectia triunghiului ABC pe un plan o. Al‘i"lla.f,l cit f'ent.r'u] :ie'g‘l:euéa:e
al triunghiului ABC se proiecteazd in centrul de greutate al triunghiului A’B’C’. Esle
valabil un rezultat analog peniru orlocentru?

5. Si se afle locul geometric al punctelor din spatiu care se proiecteazii pe un plan
dupit o dreapta dati. .

6*. Fiind date punctele necoplanare 4. B, C, D, si se determine un plan pe care
punctele A, B, C, D se proiecteazil in virfurile unui paralelogram. 7

7%. Se consideri toate triunghiurile din spaliu care se proiecteazi pe un plan a dupd
acelasi triunghi. Sit se afle locul geometric al centrelor lor de greutate. i ‘

8*. Fie A un punct nesituat pe dreapta d. Determinati un plan « astfel incit pryd sd
treacd prin pred. : :

9*, Determinafi un plan pe care trei drepte date sa se proiecteze dupd drepte con-
curente. ! g

10*. Fie «, B doud plane care se taie dupi o dreapta e si fie d o dreapta perpendiculari
pe a. Si se arate ci proiectiile-dreptei d pe planele o, p sint concurente." ;

11*, Se considerd un triunghi triedru astfel ca nici una din muchii sd nu fie perpen-
dicularit pe fata opusi. Aritali cd proiectind muchiile pe fetele opuse, se obfin trei plane
‘proiectante care conlin o dreaptd comuni.
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Prin unghiul a doud plane o si B, care
se intersecteazd dupd dreapta d, vom intelege

g N
oricare unghi MON,unde O € d, M € «, N & B,

OM 1 d, ON L d si m(MON) < 90° (fig. V.17).
Dacd o || B sau « = B, prin unghiul lui « §i B
intelegem un unghi nul. Ca si unghiul a doua
drepte, nici acestd notiune nu este determinata
unic, dar toate unghiurile a doud plane « si B sint
congruente intre ele. Asadar, mdsura unghiului
a doud plane secante este un numdr unic, egal cu cea mai micd dintre mésu-
rile unghiurilor diedre determinate de planele « si 8.

Teorema 2. Daci triunghiul ABC, situat in planul «, are aria S,
proiecfia lui A BC pe planul § are aria S’ §i misura unghiului celor doud plane
este ¢, atunei
(1) 8’ =8 cos o.

Demonstragia se face in trei etape.

1) Fie latura [BC] a triunghiului ABC situatd in planul B (fig. V.18),
A’ = prgA si D = prpgA. Conform teoremei celor trei perpendiculare

TN 3 .4
A'D | BC, deci o — u(ADA'). Din egalitatile s — 2C-4D g _BC AL
A'D = AD - cos ¢ deducem imediat relatia (1). ;

2) Latura [ BC] este paralela cu planul g (fig. V.19). Fie 4', B, " proiec-
tiile punctelor 4, B, C pe planul . Putem duce prin dreapta BC un plan p*
paralel cu B, care taie dreapta AA’in A*. Se observé cd patrulaterele BCC'B',
CA*A'C’', A*BB'A" sint dreptunghiuri, deci AA*BC = AA'B'C’ s1 aceste

Fig. V.18,

80

- planul g tn 4°, B, €', D’ (fig. V.20).

triunghiuri au arii egale. Tinind seama Fig. V.20.

si de faptul c¢& planul « determind cu

planele B si B* unghiuri de aceeasi

masurd, formula (1) este valabild si in

acest caz. : B
3) Considerind  cazul  general

putem presupune ci (CC’) < (BB') <

< (AA’). Intersectdim planul paralel

cu 8, dus prin B, cu planul « dupd
dreapta BD (unde D & (AC)). Punc-

tele A, B, C, D se proiegteazd pe 4 g

Notind cu Sy, Sz, S, Sz ariile triunghiurilor ABD, CBD, A'B'D’ respectiv
C' B’ D', putem scrie conform cazului 2):

(2) 8;.= 81 cos g, 3 = S5 cos q.

DarS; + 85 = 8, 8 + 85 = &, deci adunind membru cu membru egalitdtile
(2), se obtine relatia (1).

Exercitii*

12. Aritati ci formula (1) este valabild si in cazul in care S reprezintd aria unei supra-
fete poligonale situate in planul o, iar S’ aria proiectiei ei pe planul .

Indicatie. Descompunefi suprafata poligonald in triunghiuri.

13. Fie ABC un triunghi, 4B =19, BC = 10, AC = 17. Proiectia triunghiu-
lui ABC pe un plan B are aria egald cu 18. S se afle misura unghiului planelor
(ABC) si B.

14. Se di triunghiul A BC culaturile BC = &, CA = 6, AB = 3. Seridiciin 4, B, C
perpendiculare pe planul triunghiului si se iau pe ele, de aceeasi parte a planului (4 BC),
punctele A’, B’, C* astfel ca A4A” = 2, BB* = 6,CC’ = 9. 84 se calculeze misura unghiului
planelor (ABC) si (A’B’C’). '

15. Triunghiul ABC, avind laturile AB = 5, AC = 12, BC = 13, se proiecteazi
pe un plan paralel cu latura [AC] dupi triunghiul 4’B’C’. $tiind cd A’B’ = &, s se cal-
culeze B’C’ si misura unghiului planelor (4BC) si (A'B’C).

16. Se considerdi dreptele O4, OB, OC, perpendiculare doud cite doud. Stiind ca
0A = a, OB’ = b, OC = c, s4 se calculeze mdsura unghiului planelor (ABC) si (OAB).

17. Si se arate ci pitratul lungimii unui segment este egal cu semisuma pétratelor
lungimilor proiectiilor acelui segment pe trei plane perpendiculare doud cite doud.

18, () dreaptd taie doud plane perpendiculare & §i B in 4 si B. fie A’, B’ proiectiile
punctelor 4, B pe dreapta «Np. 1) Aritati ci AB®= AA” + A'B’® + B’B% 2) Dacd
a,-b, ¢ sint misurile unghiurilor dreptei 4B cu planele «, sl cu « N B, atunci

’ 3
cosc = ——-— gl sin%e + sin®b = sin?e.
AB

81

G — Geometrie §i trigonometrie, cl. a X-a
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19. Fie ABC an triunghi situat intr-un plan o, A’B’C” proiectia lui pe un plan B,
iar A”B”C" proiecfia triunghiului 4’B’C’ pe planul «. Notind cu S, §/, §“ ariile triunghiu-
rilor ABC, A’B’C’, A”B"C” sa se arate c S’ este medie proportionald intre S i §”.

/

Exercitii recapitulative

1. Un tetraedru [ABCD] are (AC) = (AD) = (BC
loacele muchiilor [4B], [CD], si se arate:

a) MN | AB, MN | CD, AB | CD.

b) Dacid A’, B’, G/, D’ sint picioarele perpendicularelor duse din virfurile 4, B, C D
pe fetele opuse ale tetraedrului, punctele B, 4’, N sint coliniare, si la fel 4, B, N; D, C’,
M; C, D', M.

c) AA’, BB’, MN si ¢C’, DD’, MN sint cite trei drepte concurente.

2, Daci semidreptele [OA si [OB au originea lor in planul «, OA | « 5i OB | «
atunci cele doud semidrepte formeaz# un unghi ascutit sau obtuz, dup# cum sint sau nu
de aceeasi parte a planului o ;

8. a) Aritati cd cele sase plane mediatoare ale muchiilor unui tetraedru au un punct
comun. b) Prin acest punct trec si perpendicularele pe fefele tetraedrului, duse prin cen-
trele cercurilor circumscrise acestor fete.

4. 84 se afle locul geometric al punctelor din spatiu care au diferenta patratelor dis-
tantelor lor la doul puncte date egald cu un numir dat. 8

= (BD). M si N fiind mij-

~
6. Se dau un plan «, un punct 4 € a, un punct B & o i un unghi kk. Si se constru-
iascdl o semidreaptd [AM, inclusd in planul «, care sd formeze cu[4B un unghi congruent

~
cu kk. Discutie.

O 6. Fie d gi d’ doudl drepte necoplanare. Si se arate ci existd punctele unice 4 e d,
A’ e d’ astfel ca AA’ | dsi AA’ | d’. (Dreapta AA’ se numeste perpendiculara comund
a dreptelor d si d’.)

Indicatie. Bxistd un plan unic « care trece prin d gi este paralel cu d’. Cum A’A tre-

. buie s# fie continut in planul proiectant al lui d” pe «, punctul 4 coincide cu @ N prud’,

iar A’ cu intersectia lui d’ cu perpendiculara pe «, ridicatd in punctul 4 (fig. V.21).
¢ 7. Cu notatiile exercitiului 6 fie M ed, M’ e d’. Si se arateci 44’ < MM, ega-
litatea fiind posibili numai daci M = A i M’ = 4"

8%, Fie AA’ perpendiculara comuni
a dreptelor necoplanare d, d’ si M =d,
M’ ed’ astfel ca (AM) = (A’M’). Sa se
afle locul geometric al mijlocului segmen-
tului [MM].

9. fntr-un plan « se dau dou drepte
perpendiculare d,, d, care se intersecteazii
in punctul O. Distantele unui punct M
din spatiu, nesituat in planul «, la drep-
tele d; si d, sint egale respectiv cu 3a si
ta, iar MO — 3a|/2. Si se calculeze
distanta de la M la planul <.

10. Se considerd un tetraedru
: [V ABC] cu urmétoarele proprietiti: ABC
Fig. V.21. este un triunghi echilateral de laturd a

(4BC) | (VBC), iar planele (VAC) si (VAR) formeazi cu planul (ABC) unghiuri de mi-
surd 60°. & se calculeze distanta de la punctul ¥ Ia planul (4 BC).

11. Se d& dreptunghiul ABCD cu AB — 4 si BC = 2. Pe planul dreptunghiului
se ridicd perpendicularele AAl, BB,, CC, si DD, punctele 4, By, C;, D, fiind de aceeasi
parte a planului (ABC) si 44, =8, BB, =8, CC, =1, DD, =2, M si N fiind mij-
][10;;?]16 segmentelor [4,C;] respectiv [ByD;], sd se calculeze lungimea segmentului

12. Toate muchiile unui tetraedru au lungimea . S4 se arate cii un virf se proiecteaz
pe fata opusi in centrul de greutate al acesteia. S4 se afle misura unghiurilor diedre deter-
minate de cite doud fete.

18. Se considerd un tetraedru [ABCD] astfel ca AB — AC — a, m(BAC) = a §i
semidreptele [AD, [BD, [CD formeazi cu planul (4 BC) unghiuri congruente, de mésura p.
S4 se-calculeze distanta de la punctul .D la planul (4.BC).

14. Fie DE o dreaptd perpendiculard pe planul pitratului 4 BCD. Stiind ci BE =
= I gi miisura unghiului format de [BE si (4 BC) este B, s# se determine lungimea segmen-
tului [AE] §i unghiul lui [AE cu planul (4BGC).

, 15, Dreapta CD este perpendiculard pe planul triunghiului echilateral ABC de la-
tm‘ﬁ @, iar [AD si [BD formeazé cu planul- (4 BC) unghiuri de misurd B. Sa se giseasci
unghiul planelor (ABC) si (ABD).

6%, Intmm tetraedru [ABCD] avem DA =DB = DC = [, m(A/D}) = m(A?C)

=a s m(BDC) = . S84 se afle distanta punctului D la planul (ABC) si distanta
punctului 4 la planul (BCD).

17*. Se dau: un plan «, punctele necoliniare 4, B, C, exterioare acestui plan si un
triunghi DEF C «. 84 se determine un punct P astfel incit, notind cu 4’, B’, C’ punctele de
intersectie ale dreptelor P4, PB, PC cu planul o, triunghiurile 4’B‘C’ si DEF si aibd
laturile respective paralele.

18*, Fiind date planul « gi triunghiurile ABC, A’B’C’ nesituate in acest plan, si se
determine un triunghi DEF, agezat in planul e, astfel inct, pe de o parte dreptele AD, BE,
CF si pe de altii parte dreptele A’D, B'E, C'F si fie concurente.

6*




Capitolul VI

Poliedre

In capitolele VI gi VII se vor studia unele multimi de puncte din spatiul
euclidian numite adesea corpuri geomelrice. Pentru ele se vor defini notiuri
gi se vor demonstra proprietiti analoage cu cele stabilite in cazul geometriei

* plane ‘pentru suprafetele poligonale.

* Spatiul euclidian este un model matematic al spatiului fmc, el reflectind
proprietitile privind forma corpurilor din spatiul fizic gi pozitia lor reciproca.

* Corpurile geometrice pe care le vom studia sint imagini matematice ale unor

corpuri bine cunoscute din spatiul fizic. Aceastd circumstantd speciald, intil-
nitd in cazul geometriei euclidiene, ne permite ca in studiul ce-1 vom intre-
prinde (cap. VI si cap. VII) si acorddm un rol important intuitiei spatiale,
cunogtintelor noastre obtinute din contemplarea gi studierea spatiului fizic.
Unele teoreme vor fi date fard demonstratie, continutul lor fiind justifieat doar
in mod intuitiv. Mentiondm c& teoremele respective pot fi demonstrate riguros
in cadrul sistemului axiomatic din manual, dar acest lucru ar mari prea mult
volumul expunerii.

Facem observatia c¢i notiunile de congruentd si aseménare a doud mul-
timi de puncte din plan se extind in spatiu gi pistreazd aceleasi proprietiti.
Muttimile A, ' C & se numese congruente dacd existd o functie bijectivd
f: M — M’ pentru care PQ = f(P)(Q) oricare ar fi punctele P,Q & M,
iar functia f se numeste izometrie. Multimile 4, /' se numesc asemenea
daci existd o functie bijectivd f: M — A’ si o constantd & > 0, astfel incit
PQ = Kf(P)f(Q) oricare ar fi punctele P, Q € L, iar functia [ se numeste
asemdnare.

Daca [L] gi [L'] sint doua suprafefe poligonale incluse respectiv in planele
wsi B gi[L] = [L’] atunci ariile lor sint egale, iar dacs [L] §i [L] sint asemenea,
J fiind raportul de aseménare, atunci raportul ariilor lor este k2.

§ 1. Prisma

Definifie FieS o suprafatd poligonald cu frontiera poligon, inclusi
intr-un plan «, d 0 dreapta care nu este paraleld cu planul « §i nici continutd in
acesta gi o' un plan paralel cu planul e. Pentru fiecare punct M & S se con-

siderd dreapta care trece prin M, paraleld cu dreapta d i care intersecteazd
l

84

planul ¢’ intr-un punct M’. Multimea
formatd din reuniunea tuturor seg-
mentelor [MM'] se numeste prismd
(fig. VI.1).

Proprietatea 1. Locul geo-
metrie al punetelor M' = o' din defi-
nijia precedentd este o suprafafi poli-
gonald §' 5i § = §".

Demonstragie. Se va arita cd legea

" M — M’ defineste o izometrie. Intr-a- Fig. VIL.1.

devir, daca M, N € S, M + Nsi M - M', N — N’, rezulti MNN'M’ este
un paralelogram (fig. VI.1), (planul (MNM’) taie planele paralele a, o dupd
doud drepte paralele). Rezultd cd §' = §.

Obserpatie. Dacd § =[A1Ay... A, 51 A; = A{, (1 =1, 2, ..., n) atunci
din demonstratia precedentd rezultd ¢i S* = [Aj4; ... A,] si au lo¢ urméitoa-
rele relatii: A;A;|| A;45, [A;A;] =[4;A4;] pentru i £ j, (i, j =1, 2, ..., n),
Al AL, (i) = (A din] (=1, 2, oy 1 = 1), 5i AA, || AL4,
[4;4,] =[4}4,] (fig. VI.1). Pentru prescurtare, se va nota prisma cu
P =[AA;... A, 4145 ... A;]. Prisma este determinata dacd se dau virfurile ei.

Suprafetele poligonale §, §', [4;4,..4; 4], (i =1, 2, ..., n — 1),
[4:4,4,41] se numesc fefele prismei, segmentele [A.A.,], [4id;,],
(t=1,2....,n—1),[A;4,],[A14,],[4;4;:], (¢ =1, 2, ..., n), se numesc muchiile

prismet, iar punctele 4;, A; (i =1, 2, ..., n) se numesc ¢irfurile prismei.
Dintre acestea, S §i S’ se mai numesc §i bagele prismei iar celelalte fefe se
numesc fee laterale, muchiile [ 4;41], ({ =1, 2 ,..., n) se numesc muchit

laterale. Distanta dintre planele bazelor unei prisme se numeste indltimea
prismet i se va nota cu I. Prin inél{imea unei prisme se va mai intelége s
segmentul determinat de bazele prismei pe perpendiculara comun#. O diego-
nald a wnei prisme este un segment determinat de doud virfuri ale prismei
care nu apartin aceleiasi fete laterale.

- Din demonstratia proprietdtii 1 rezultd cd poligoanele care determini
fetele laterale ale unei prisme sint paralelograme. Reuniunea fetelor unei
prisme formeazd suprafaja sau frontiera prismei. Multimea punctelor unei
prisme care nu aparlin suprafetei sale formeazd interiorul prismei.

Aria prismei

Suma ariilor fetelor-unei prisme se numegte aria totald a prismet, iar suma
ariilor fetelor laterale se numeste aria laterald a prismei; ele se vor nota res-
pectiv cu o,(P) si 6/(P). Dacd B = o(S), evident,

o(P) = o(P) + 2B
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Prisma cu muchiile laterale perpendiculare pe planele bazelor se numeste
prismd dreaptd. Prisma cu poligoanele bazei paralelograme se numeste para-
lelipiped. Paralelipipedul drept cu baza dreptunghi se numeste paralelipiped
dreptunghic. Daci toate fetele unei prisme sint suprafete patrate, prisma se
numeste ¢zb. Prisma dreaptd cu baza poligon regulat se numesgte prismd
regulatd.

Exercitii

1. 54 se demonstreze ci proiectiile unui punct din spag,m pe muchiile laterale ale
unei prisme sint coplanare

2. Se dd o pmsmi triunghiulard cu bazele [ABC] si [A’B’C’] Fie D, E, F centrele de
simetrie respectiv ale fefelor [BCC’B’], [ACC’A’), [ABB'A’]. S& se arate ci dreptele AD,
BE si CF sint concurente.

#*. Baza unei prisme este un triunghi echilateral cu latura 6 |/3. Un viref al unei
baze se proiecteazil pe cealaltd bazd, in mijlocul unei muchii ale acesteia. fnalfimea prismei

fiind 12, si se afle aria laterald a prismei.

4. Baza unei prisme este un pitrat cu latura ¢. Una din fetele laterale este pitrat,
alta este un romb cu un unghi de mésurd 60°. S4 se afle aria totala a prismei,

. ©. Baza unei prisme este un triunghi echilateral cu latura a. Muchiile laterale formeaza
cu planul bazei un unghi de masurd 60°. Unul din virfurile bazei se proiecteazii pe cealaltd
bazd in centrul cercului circumscris acesteia. Si se afle iniltimea prismei si aria totald.

6. tntr-o prisma triunghiulard distantele dintre muchiile laterale sint 3, 4 gi 5, iar
lungimea muchiilor laterale este 6. Si se afle aria laterald a prismei.

7. Baza unei prisme este triunghi echilateral cu latura a: lungimea muchiilor laterale
este b. Una din muchiile laterale formeazd cu muchiile adiacente ale bazei-unghiuri cu
mésura 60°. Sa se afle aria laterald a prismei.

8. Intr-o prismi triunghiulardi, doud fefe laterale sint perpendiculare intre ele si au
ariile respectiv de 60 si 80. Si se afle aria lateralé a prlsmel dacél lungimea muchiilor late-
rale este 10.

9*, Si se demonstreze ci diagonalele unui paralelipiped sint concurente, punctul de
intersectie al acestora fiind i centrul de simetrie al paralelipipedului.

10*. 54 se arate cd intr-un paralelipiped oarecare, suma pétratelor celor patru diago-
nale este egald cu suma pédtratelor celor 12 muchii. ;

11*. Fie O un virf al unui paralelipiped oarecare iar 4, B, C virfurile situate pe
muchiile care confin punctul O. Si se demonstreze ci punctul G, in care diagonala parale-
lipipedului ce trece prm O intersecteazd (4BC), este centrul de greutate al triunghiului

ABC i ci OG este E din lungimea diagonalei respective.

fac cu fefele laterale unghiuri cu misura 30°. Si se calculeze lungimile muchiilor paralelipi-
pedului si aria sa. ;

12. Intr-un paralelipiped dreptunghic cu baza patrat diagonalele au lungimea d si-

13*. Se dd un cub de laturd 20. Si se afle distanfa dintre o diagonald a cubului si o
muchie laterald pe care nu o intersecteazi.
14. Si se calculeze sinusul unui unghi format de doua diagonale ale unui cub.

15. Lungimea muchiei bazei unei prisme hexagonale regulate este a, iar indltimea 2a.
34 se caleuleze lungimile diagonalelor si misurile unghiurilor pe care le formeazi acestea
cu baza.

16. tntr-un paralelipiped drepl. muchiile bazei au lungimile @ si b si formeaza un
unghi de misurd 60°. Cea mai mare dingonal(n a bazei are lungimea egald cu lungimea celei
mai mici diagonale a paralelipipedului. 8a se afle lungimile diagonalelor paralelipipedului,

Sectiuni in prisma

Se considerd o prisma P = [A4;4y... 4,414, ... A,] si un plan B. Daca
intersectia dintre prisma si plan nu este vidd, atunci multimea g N P se nu-
meste seciiunca prismei din planul 8. Se foloseste in acest caz si exprimarea:
planul @ sectioneazd prisma (fig. VI.2). Dintre diversele sectiuni ale unei
prisme, un rol mai important il au sectiunile prin plane paralele cu bazele.

Fie o prisma P de baze S si S” gi indltime 7. Un plan B paralel cu bazele,
la distanta I, de baza §, I;, < I si situat in acelasi semispatiu cu baza §’
fatd de S, sectioneaza prisma P, deoarece, de exemplu, pe fiecare muchie
laterald a prismei existd un punct al planului B. Aceastd sectiune se numeste
secjiunea prismei printr-un plan situat la distanja I, de baza S. Se poate con-
sidera cd intersectia prismei cu planul unei baze este sectiunea printr-un
plan situat la distanta /; = 0 sau [, = I de baza .

Proprietatea 2. Secjiunca unei prisme de indltime I printr-un
plan situat la distanja Iy, < I de una din baze cste o suprafard poligonald con-
gruentd cu bazele piramidei (fig. VI.3).

Demonstratie. Se aplica pmpue tatea 1 in care planul o' se inlocuieste
prin planul 8.

Fig. VL2, Fig. VL3.
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“ Observatie. Prin sectiunea unei prisme printr-un plan paralel cu planele bazelor, dis- g S 2. Piramida
| tinct de acestea, se obhtin doud prisme P’ si P* care au o bazia comuna S, au interioarele g
} aisjncig gl UL B = B 1 TR s iy Definigie Fiel —[4,45..4.]
Dintre celelalte sectiuni ale unei prisme printr-un plan se mai definese sectiunile dia- ¥ . 2 i
: K ] 5 B ; o suprafatd poligonald cu frontiera
gonale, care sint sec{iunile prin plane paralele cu muchiile laterale ce contin cite o diagonali o . o 7 3 2
| it 4 poligon apartinind unui plan « si un
' % punct V' & a. Se numeste piramidd de
: \l oirf V gi bazd S. reuniunea tuturor

segmentelor [VA], unde 4 € S.
Exercitii : Se observa ca piramida este o ge-
neralizare a tetraedrului.
Vom nota piramida de virf V si
bazd § prin P =[VA;4,... A,]. Dupa

17. Sd se arate ca intr-o prisma triunghiulard oblicd distanta dintre o muchie laterald
si fata opusid este egald cu iniilfimea triunghiului obtinut prin sectionarea prismei cu un
plan perpendicular pe muchiile laterale.

5 numdrul laturilor, poligonului de baza, Fig. VI.4.
1 ! 18*. Baza unui paralelipiped oblic este un romb ABCD si muchia laterali [447] - 1 piramidele se vof numi: triunghiulare, :
formeazit cu muchiile adiacente ale bazei unghiuri congruente. A” fiind proiectia lui A4’ " patrulatere etc. (fig. VL.4). Suprafetele triunghiulare [VA1A4,), [VAlds], ...,

pe planul bazel, 54 se arate ¢a punctele A, O, A slnt colinfare. [VA,A;] si suprafata poligonala S se numesc fefele piramidei. Reuniunea

19*. Baza unui paralelipiped este un romb si planul uneia dintre sectiunile diagonale fetelor unei piramide formeaza suprafafa sau frontiera piramidei. Multimea

! } : este Perpendicu]z{r pe baze. Sd se demonstreze ci cealaltid sectiune diagonald este drept- punctelor piramidei care nu apartin frontierei sale formeazi interiorul pira-
| MRl | midei. Fetele [VA14,), [VAyds), ...y [VA,A;] se mai numesc si feje late-
I 20. In prisma patrulaterd regulati [ABCDA’B'C'D’] diagonalele [AC’] si [BD’] .l,‘ rale. Segmentele [V A,], [V A3),..., [VA,], [4145], [4:43], ..., [4,4,] se numesc
| determind un unghi de misura 60°. Si se demonstreze ¢ sectiunea diagonald a prismei este ) muchit, iar dintre acestea, [VA], [VAs], ..., [VA,] sint muchii laterale.

’

il un pitrat. i 5 e . ‘
: ke Punctele V, A, 4,, ..., A, se numesc virfuri, iar A;, 4,, ..., A, se mai numesc

21*, Se da cubul [ABCDA’B'C'D’). S se demonstreze ci mijloacele muchiilor
cubului care nu contin nici unul din virfurile 4 g C” sint coplanare si sint virfurile unui
hexagon regulat.

gi virfurile bazei. Distanta de la virful unei piramide la baza acesteia se numeste
indlgimea piramidei. Prin ,indltime" se va mai intelege si segmentul determi-
nat de virf §i bazd pe dreapta perpendiculara pe planul bazei, dusd prin V,

22%, Se da cubul [ABCDA’B’C"D’] de laturd a si se considerdi punctele: M mijlocul b 1ar in acest caz, intersectia acestei drepte cu planul bazei se numeste pictorul
11]1;t_[b‘ct‘2, P' ml_]l(l);;ul lui LA,;i) ]1 $i 0 clentr]Lnlﬂf;ggl[A;’B‘Cp 7k Sf .cet'e:.a).forma sectiunii }E tndlgimii; sensul atribuit cuvintului ,inéltime® va rezulta din context. Pira-
GRyRut Hrn fectionatea cubuil ox plasily i ot acertel Sechiuye ?\\ mida este determinata daca sint date virfurile ei.
?3. intr-.o.pnsmé trnmghlulgrﬁ regulati se C—(?HSICIBI‘E\ usecgmnea .dete.:rn}matéi ‘de 0] I Aria unei piramidc este suma ariilor feg.elor piramidei, iar aria laterald a
{1 muchie a bazei si virful opus al celeilalte baze. Si se afle: 1) misura unghiului diedru dintre i i g id b sopitatelon laterale el i . D
! | planul de secfiune si planul bazei daca lungimea muchiei bazei este egald cu tnillimea tri- uner puramiae este suma arilor letelor laterale ale acestela. Dect:
1 unghiului de secliune; 2) lungimea diagonalei fefei laterale dacd lungimea muchiei bazei ‘
l I este a si sectiunea face cu baza un unghi de misurd 60°, & neel :
1 : : . . o(P) =2 olV A A ] + olVA4, 4] | si
24. Se da cubul [ABCDA’B’C’D’] de laturd . Pe semidreptele [CB, [CD, [CC’ se i=1
iau respectiv punctele P, Q, R astfel ca (CP) = (CQ) = (CR) si CP = z. Si se calculeze v
| aria i perimetrul sectiunii cubului prin planul (PQR). (Discutie.) b
o
25. Fie cubul [ABCDA'B'CL] de lalurd a. Sd se construiascd poligonul obinut E 6 )(P) =6(P)+ B |, B=a(S).
prin sectionarea cubului cu planul determinat de virful € gi mijloacele segmentelor (A%D’) ;
; si (BC) si sd se afle aria si perimetrul acestei secliuni. i il

Piramida de vief V, si bazd § =[A;4,... 4,] se numeste piramidd
regulatd dacd A4, . .. A, este poligon regulat gi piciorul inédltimii piramidei
coincide cu centrul poligonului 4;4;. .. A,. Iniltimea unei fete laterale a
unei piramide regulate se numeste apotema piramidei (fig. VI.5). Tetraedrul

26, Si se construiaseit secliunea unei prisme tr'iunéhiu]are regulate [ABCA'B’C’]
printr-un plan ce trece prin virful A, mijlocul M al muchiei laterale [BB’] si este paralel
cu BC. Sd se calculeze aria sectiunii daca muchia bazei are lungimea a si muchia
laterala 2a.

e

i
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cu toate muchiile congruente se numesgte tetraedru
regulat.

Dacd P este o piramidd regulatd, fetele
laterale sint triunghiuri isoscele si

i A . |
erimetrul bazei - apotema
o, (P) =P e

Exercitii

1. E posibil ca intr-o piramidd cu muchiile laterale
Fig. VL6, congruente, baza sd fie: a) triunghi; b) dreptunghi;
c) romb; d) trapez isoscel; e) trapez oarecare?

2. S4 se arate cii dac# muchiile laterale ale unei piramide sint congruente, atunci poli-
gonul de baz¥ poate fi fnscris intr-un cerc cu centrul in piciorul in#lfimii piramidei.

|

8. 84 se formuleze §i sd se demonstreze reciproca proprietitii precedente.

4*, 34 ge arate ci dacl fefele laterale ale unei piramide formeazi cu planul bazei
unghiuri diedre congruente atunci poligonul de la bazi poate fi circumscris unui cerc cu
centrul in piciorul fn#l{imii. >

5. O piramidd are ca bazii un dreptunghi cu dimensiunile @ si b, indltimea fiind
iar piciorul tn&l{imii fiind centrul bazei. S4 se calculeze aria laterald a piramidei.

6*. Fie [SABCD] o piramid# cu baza [ABCD], dreptunghi. Se proiecteazi A si D
pe muchiile [SC] si [SB] respectiv in A’ gi D’. 84 se demonstreze.cd triunghiurile SBC si
SA’D’ sint asemenea. :

7. Baza unei piramide este un romb si in#l{imea piramidei trece prin punctul de
intersectie al diagonalelor bazei. S# se arate ci fefels laterale ale piramidei sinf con-
gruente.

8. Baza unei piramide este un triunghi dreptunghic si muchiile laterale sint con-
gruente. 84 se arate ci planul uneia dintre fetele laterale este perpendicular pe planul
bazei.

9%, Muchiile laterale ale unei piramide au lungimea 52. Baza este un triunghi
cu laturile 201/2, 20/ 3 si 101/2 (/3 +1). S4 se afle: a) iniljimea piramidei;
b) unghiul dintre muchiile laterale gi planul bazei; ¢) miisura unghiurilor diedre determi-
nate de baz# si fefele laterale.

10*. Se ridic fntr-un punct al bazei unei piramide triunghiulare regulate o perpendi-
cular3 pe planul bazei ce intersecteazd planele fetelor laterale in trei puncte. Si se demon-
_ streze c#i suma distanfelor acestor puncte la piciorul perpendicularei este constanti.

11. 84 se afle muchia laterald si aria laterald a unei piramide regulate cu lungimea
laturii bazei a gi indl{imea k, dacd baza este: a) triunghiulard; b) patrulaterd; c) hexagonald.

12, 84 se afle tn#ltimea si muchia laterald a unei piramide regulate cu lungimea
laturii bazel @, si apotema m, daci baza este: a) triunghiulard; b) patrulaterd; ¢) hexa-
gonald. ”
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18*. Se considerd piramidi hexagonald regulatd [FABCDEF] in care VA = 10
gi in#il{imea este 8. S4 se afle:a) o(VAC); b) misura unghiului format de o muchie late-
rald cu planul bazei; ¢) mésura unghiului diedru dintre doud fete laterale al&turate.

14, fntr-o piramidd patrulaters regulati [FABCD] aria unei fefe laterale este q
Unghiul diedru dintre doud fefe laterale aliturate are misura 120°. S& se afle o[ VAC].

15. Se consider# piramida triunghiular# regulatd [FABC] in care latura bazei are
lungimea a si muchiile laterale au lungimea &. Se considerd punctul D e (VA4) astfel ca

DA = % + VA, punctul E mijlocul lui (VB) iar punctul Fe (VC) astfel ca PF = A VC.

Si se determine A in funefie de a i b astfel ca’ triunéhiu] DEF si fie dreptunghic in E.

16*. 84-se calculeze mdsura unghiului diedru dintre planele determinate de dou#
fete ale unui tetraedru regulat.

17*. Se considerd tetraedrul [ABCD] in care (AB) = (AC) = (AD). 34 se arate ci

* perpendiculara din A pe planul (BCD) trece prin centrul cercului circumscris triunghiului
. BCD.

18*, In tetraedrul [ABCD], AB | (RCD), AB =a, BC=5b, BD=¢, DC=d.
S4 se afle miisura unghiului diedru dintre planele (ADC) si (BDC).

19. S4 se arate cd intr-un tetraedru regulat suma distanfelor de la centrul bazei la
fetele laterale este egali cu indliimea tetraedrului.

20. S4 se afle distanta dintre centrele a doud fete ale unui tetraedru regulat de
muchie a. 3

21. S4 se calculeze misura unghiului format de o muchie a unui tetraedru regulat
cu una din fefele care nu o contine.

22. Se considerd tetraedrul [SARC] ale cdrei muchii [SA], [SB] si [SC] sint perpen-

diculare dou cite doud. S4 se calculeze lungimile muchiilor [SA4], [§B), [SC] in functie de
lungimile a, &, ¢ ale laturilor triunghiului ABC. Ce conditii satisfac lungimile e, b, ¢?

Sectiuni in piramidi

\

Se considerd o piramidi P =[VA4;4,...4,] §i un plan B. Dacd

intersectia dintre piramidd gi plan nu este vidd, atunci multimea B NP se
numeste secfiunea piramidei prin planul B (fig. VI.6). Si in acest caz, un rol

mai important il au sectiunile prin plane ‘

paralele cu baza.
Pig. VL6,

Proprietate 1. Dacd indlfimea unei
piramide P este I, atunci un plan paralel cu
baza, situat in acelagi semispajin cu virful V fapd
de planal bazei, la distanta I' de virf, I' < I,
secfioneazd piramida dupd o suprafaji poligo-
nald asemenea cu baza, raportul de asemdnare

A% i i
fiind =
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Demonstragie. Determindm pe
indltimea [VO] punctul O’ astfel
cd VO' = I' (tig. VI.7). Atunci
0’ € B si punctele V, O sint de
o parte si de alta a planului B.
Fie § baza piramidei P si
§'" = PNP. Dacd M este un
punct oarecare a lui S, V si M
fiind de o parte si de alta a lui B,
segmentul [VM] intersecteazd
; planul @ intr-un punct M’ si
Fig. VL7. M & PNpB=_§. Vomarita cd
funcfia f:8 = &', fM) =M

% 7 : EOME S e OB ok s
este o asemdnare de raport it Evident, [ este injectiva si din definitia

lui 8’ rezultd cd e si surjectivd. Luind punctele M, N £ §, avem
AVMN ~ AVM'N' si AVOM ~ AV'O'M' (cdci MN || M'N', OM || O'M’),
deei

NS M A
Asadar MN :% < f(M)f(N) si f este o aseméanare.
Observagii. 1) Multimea punclelor piramidei P situati in acelasi semispaliu cu V
fatd de planul B, reuniti cu S’ determind o piramida P’ de virl V gi bazi S
9)Dacii I’ = 0, atunci intersectia dintre planul B si piramida P este un punct, virful ¥.
Dacd I’ = I, atunci intersectia este chiar baza S.

Exercitii

28, Intr-o piramidd triunghiulard regulal;;‘l se cunose lungimile muchiilor bazei gi a

" ‘muchiilor laterale, respectiv e si b. Si se delermine aria secliunii duse printr-o muchie

laterald si in&l{imea piramidei.
24. Si se ducd un plan paralel cu baza unei piramide astfel ca aria laterald a piramidei
formate si fie intr-un raport dat, g, cu aria laterald a piramidei date.

25. Lungimea muchiilor unei piramide patrulatere regulate este a. Si se afle aria
sectiunii prin planul determinat de mijloacele a doud muchii aliturate ale bazei si mijlocul
indltimii.

26. fniltimea unei piramide triunghiulare regulate este 8 si lungimea muchiei bazei
este 2: Sd se calculeze aria sectiunii cu un plan ce trece printr-o muchie a bazel gi este
perpendiculard pe muchia laterald opusi. :

27. Un tetraedru regulat [ABCD] este sectionat cu planul paralel cu BD, care trece

‘prin A gi prin centrul fefei [BCD]. S& se afle aria secfiunii daci lungimea muchiei teirae-

drului este 9.
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~cu o muchie laterald si si se calculeze aria

28. fnir-o piramidid patrulaterd  re-’
gulatd, lungimea Jaturii bazei este a, iar
a muchiei laterale 6. Sd se construiasci
sectiunea ficuti printr-un plan care trece
prin una din diagonalele bazei si este paralel

acestei sectiuni.’

§ 3. Trunchiul de piramidid

Prin sectionarea unei piramide P
de virf V si bazda § cu un plan f, pa- A, A
ralel cu baza, se obtin doud multimi Fig. VI.8.
situate in semispatii opuse fatd de
acest plan. Evident, una din aceste multimi este tot o piramidd, iar cealalti
se va numi trunchi de piramidd (fig. V1.8). '

Suprafetele poligonale asemenea § i §” = P N 8 se numesc bazele’ trun-
chiului de piramida si mai exact baza mare respectiv baza micd. Analog cu
notiunile corespunzitoare de la prisma si piramida se definese fetele trun-
chiului de piramida, fetele laterale, muchiile, muchiile laterale, virfurile,
frontiera si interiorul, aria laterala i aria totala. Indlimea unui trunchi de
piramida este distanta dintre planele bazelor sau segmentul determinat de
baze pe perpendiculara comund acestora. Se va utiliza notatia 7' =[4,4,...
..A,A}A;... A,] pentru trunchiul de piramidd de baze § =[4:4,... 4,]
gi 8" =[A;A] ... A}], punctele 4, A; apartinind aceleiasi muchii laterale.

6)(T) = suma ariilor fetelor laterale

oT) = o(T) + B +b |, unde B —=o(8) §i b =o(S).

Prin trunchi de piramidd triunghiulard, patrulaterd etc., sau trunchi de
piramida regulati se intelege un trunchi de piramida obtinut dintr-o piramidd
corespunzitoare.

Indltimea unei fete laterale a unui trunchi de piramidd regulatid se
numeste apotema trunchiului de piramidéd. In cazul unui trunchi de piramida
regulata, :

(perimetrul bazei mari - perimetrul bazei mici) - apotema
2

o(T) =

93




Exercitii
1. Sa se arate ca cele patru diagonale ale unui trunchi de piramidi, ale cirui baze

sint paralelograme, sint concurente.
2. Muchiile laterale ale unui trunchi de piramid3 patrulaterd regulati formeazd cu

planul bazei unghiuri de misurd « = arctg ~—-— V . 54 se arate ci dou# fefe laterale opuse

sint perpendiculare.

3. Intr-un trunchi de piramidd patrulaterd regulats, diagonalele sint perpendiculare
doud cite doud. Lungimile muchiilor bazelor sint 20 respectiv 10. S# se determine. inil-
timea, lungimile diagonalelor, ale muchiilor laterale si ale diagonalelor fetelor laterale.

4. Muchiile bazelor unui trunchi de piramidi triunghiulard regulatd sint 2 si 5 iar
inallimea de 1. Printr-un viref al bazei mici se duce un plan paralel cu fafa opusi. Si se
afle aria secfiunii.

5. Un trunchi de piramidé regulata are ca baze doui hexagoane regulate cu lungimile
laturilor @ i b; lungimea muchiei laterale este c. S4 se calculeze aria laterald a trunchiului.

6. Un trunchi de piramida are ca baze doud romburi cu lungimile laturilor 8 respectiv
6 si cu cite un unghi cu misura 120°. Iniltimea trunchiului este egald cu triplul lungimii
diagonalei mari a bazei mici. Si se calculeze inil{imea piramidei din care provine trunchiul.

§ 4. Multimi poliedrale

Mulﬁimile poliedrale constituie in spatiu analogul suprafetelor poligonale
din plan, cu deosebirea cé in acest caz suprafetele poligonale convexe sint inlo-
cuite cu prisme, piramide gi trunchiuri de piramida.

Detinitie. Se numeste muljime poliedrald, o multime de puncte din
gpatiu care este reuniunea unui numar finit de prisme, piramide gi trunchiuri
de piramida, acestea avind doud cite doud interioarele disjuncte. ,

91 in acest caz, dacd P este o multime poliedrald, iar Py, Py, ..., P,
sint prismele, piramidele gi trunchiurile de piramidd respective, adici
P =P,UPyU..UP,silInt P,N Int P; = @, i # j, atunci se va spune
cd mul,tbmea P se descompune in mulfimile Py, Py, ..., P,.

Un punct 0 al multimii poliedrale P se numegte punct interior al lui P
dacd existd un corp sferic cu centrul in O inclus in P. Punctele multimii P
ce nu sint interioare acesteia se numesc puncie de frontierd.

Ezemple:
1) Punctele din interiorul unei prisme, piramide sau trunchi de piramida
sint puncte interioare pentru aceste mulfimi. Intr-adeviir, pentru un punct O
din interiorul unei astfel de multimi se noteazi cu r numdrul strict pozitiv
mai mic decit toate distantele de la O la fetele prismei, piramidei sau trunchiu-
lui de piramidd din care face parte. Atunci corpul sferic de centru O si razi r
este inclus in multimea respectivi.
2) Se considerd cubul [ABCDA'B'C'D'] si piramida [VBCC'] unde
B € (AV) (fig. V1.9). Pentru multimea poliedrald formatd din reuniunea
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cubului cu piramida, punctele in- o' c
terioare sint punctele interioare ale
cubului si piramidei, plus punctele Al -
din Int BCC".

In baza exemplului 1) putem
defini interiorul unei muljimi polie-
drale oarecare P ca fiind multimea

punctelor interioare ale lui P. Mul- /D P C\
timea  punctelor de frontierd ale | 7 e ~~
. 0 0 A v
lui P se numeste frontiera lui P. B
In continuare se va stabili o pro- Fig. VLY.

prietate de descompunere a mul{imi-
lor poliedrale. In plan, s-a ardtat ¢i orice suprafats poligonali se descompune
in suprafete triunghiulare. In mod analog, in spatiu este adeviiratd urmatoarea

Teorema 1. Orice mulfime poliedrali se poate descompune in tetraedre.
Demonstratia rezultd din urmétoarele proprietdfi de descompunere a
prismelor, piramidelor si trunchiurilor de piramidi.

Proprietatea 1. Orice prismd sedescompune in prismetriunghiulare.

Demonstratie. Se considerd prisma P de baze § si §'. $tim cd suprafata
poligonala § se descompune in suprafetele triunghiulare Ty, T4, .., T (vezi
cap. I. § 1). Prismele determinate de bazele T4, Ty, ..., Tp, p]anul ‘bazei §'
si avind muchiile laterale paralele cu muchiile laterale ale prismei P, au mte—
rioarele disjuncte si reuniunea lor coincide cu P (fig. VI.10).

Proprietatea 2. Orice prismd iriunghiulard se descompune in tret
tetraedre.

Demonstratie. Se considerd prisma P = [ABCA'B'C'] si piramidele Py =
= [A'ABC]). P, =[BB'CA'] si Ps = [B'C'A'C]. Cele trei piramide au inte-
rioarele disjuncte deoarece oricare doua au ca intersectie o fatd sau o muchie,
iar reuniunea lor este P (fig. VI.41), deci P se descompune in Py, P, P;,.

Fig. VI.10.

Fig. VL11. B
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Proprietatea 3. Orice piramidd se
descompune in piramide triunghiulare.

Demonstrajie. Proprietatea rezultd din
faptul cd baza piramicdei se descompune in
suprafete triunghiulare care impreuni cu virful
piramidei determind piramidele ce realizeazi
descompunerea (fig. VI.12). ot

Proprietatea 4. Orice trunchi.de
piramidd se descompune in trunchiuri de pira-
midd triunghiulard.

Proprietatea este o-consecintd imediata
Fig. VI.12. - a proprietitii 3 (fig. VI.13).
Proprietatea 5. Orice trunchi de piramidd triunghiulard se descom-
pune in trei tetraedre.

Descompunerea este analoagi celei din proprietatea 2 (fig. VI.14).

Vom admite urmétoarea proprietate: daci dous multimi poliedrale sint
congruente gi una din ele este descompusi in tetraedrele 74, 75, ..., T, atunci
§i cealaltd poate fi descompusi in tetraedrele 7, 7%, ..., T astfel ca T'; =
=T,i=1,2 ..,n )

Un corespondent in spatiu al suprafetelor poligonale cu frontiera poligon
il constituie poliedrele.

Definifie. O multime poliedrald P se numeste poliedru daci are
urmdtoarele proprietéti:

Fig. VI.13, Fig. VI.14.
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7 e[ Eon
O A
Fig. VIL.15. : " Pig. VI.16.

1) pentru oricare doud puncte interioare ale lui P existd o linie poligonala
cu extremitdtile in cele ‘doud puncte, formatd numai din puncte interioare;’

2) pentru oricare doud puncte care nu apartin lui P existd o linie poligo-
nald cu extremititile in cele dousl puncte, formatd numai din puncte care nu
apartin lui P, i i

Ezemple:

1) Reuniunea a doud prisme care au ca intersectie o muchie nu este
poliedru (fig. VI.15).

2) Reuniunea dintre o prismd si o piramidd care au ca intersectie
o suprafatd poligonald este un poliedru (fig. VI.16).

3) Se considerd cubul [ABCDA’B'C'D'] de laturd a si O centrul siu
(intersectia diagonalelor). Piramidele cu virful in O si baze fetele cubului se

sectioneazd cu plane paralele cu bazele situate la distanta % de baze. Reu-

niunea trunchiurilor de piramid4 astfel formate nu este poliedru (fig. VI.17).
Se numeste ¢irf al unui poliedru, un punct care apartine frontierei polie-
drului si nu apartine nici unui segment deschis inclus in frontierd. Se numeste
muchie a unui poliedru un segment deter- D ¢
minat de doud virfuri ale poliedrului, inclus V4
in frontierd si ale cirui puncte nu apartin \ VA
interiorului nici unei suprafete poligonale “[~_ z &
inclusd in frontieri. ‘ \Hé:—\—

i

|

Un poliedru se numeste conver dacd
este 0 multime convexd. Acceptdm, in mod
intuitiv, e in cazul unui poliedru convex,
frontiera este o reuniune de suprafete po- = \
ligonale convexe a ciror laturi sint muchii A
ale poliedrului. O astfel de suprafatd poligo- 4 e

nald convexd se numeste fajd a poliedrului. Fig. VI.17.

97

1 — Geometrie i trigonometrie, cl, a X-a




In continuare, vom demonstra o relatie importantd care existd intre numarul vir-
furilor, muchiilor i fefelor unui poliedru convex oarecare. Ca pregiitire, dm un rezultat
din geometria pland.

Definitie. Se numeste rejea poligonald simpld o suprafad poligonald [P] cu fron-
tiera poligon impreund cu o descompunere a ei in suprafefe poligonale convexe,
[P]=[P;]U ... U[Py]. Cele f suprafete [P;] se numesc fejele refelei, iar virfurile si laturile
acestora se numesc virfurile si muchiile retelei, numirul lor fiind notat-cu v respectiv m.
Pe fig. VI.18 v = 11, m = 16, f = 6.

Teorema 1. In oriee refea poligonald simpli avem
-+ f=1.

Demonstragie. Dacit P; are 4 laturi sau mai multe, ducind o diagonald a lui P;, se
objine o refea noud, in care numérul virfurilor este tot v, existi o muchie in plus si o fat4
in plus, deci numérul v — m + f nu s-a modificat. Agadar, daci descompunem ficcare
[Pi] fn suprafefe triunghiulare (in conformitate cu teorema de descompunere de la
Cap. I, § 1), se obfine o refea pentru care v — m - f rdmine acelasi. Prin urmare este
suficient s& demonstrdm teorema pentru cazul cind fiecare P; este triunghi.

‘Proceddm prin inductie matematicd in raport cu f. Dacd f= 1, avem un singur
triunghi, v =8, m = 8 §i v — m + f= 1. Presupunem c# teorema este adevirati pen-
tru fiecare refea in care numdrul fetelor este mai mic decit f. Considerim o suprafaji
triunghiulard [ABC] a refelei avind latura [4B] fn comun cu P gi deosebim doud cazuri:
a) C este un punct interior al lui [P] (fig. VI.18); scofind din refea Int ABC U (4B),
se obtine o refea simpld cu f — 1 fefe, v virfuri $i m — 1 muchii; in virtutea ipotezei de
inductie v — (m — 1) + f—1 =1, deci v—m+f=1. b) € € P (fig. VI.19), atunci
[AC] (sau [BC]) descompune refeaua [P] in refelele poligonale simple [P] si [P"] cu v/, m’,
{* respectiv v”, m”, f” virfuri, muchii §i fefe, pentru care v' — m’ 4+ f* = 1,9 — m” + =10
Deocarece v' 4+ v"=v+42, m' +m"=m+1, /4" =f, rezultd v+ 2 — (m + 1) +

+ f =2, deci iardgi v — m + f= 1.

Teorema 2. (Relatia lui. Euler.) Daed v, m, f reprezinti
respectiv numdirul ' virfurilor, mmuechiilor si fefelor unui poliedru convex,

atunei

v—m -+ f=2.

Fig. VL18, Fig. VL19,
o8
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Fig. VL20.

Demonstraie. Fie P = [A;4,...A] un poliedru convex oarecare, L= [A}Aa.'..Ah]
o faf# a lui P, « planul lui L, iar «’ un plan paralel cu « astfel ca poliedrul P si fie 311:|.1af.
intre « gi o (fig. VI1.20). Luim un punct M < int Lgio dreaptd MN | a,'N‘ si Irzt P fiind
de o parte si de alta a lui «. Notind A; = o' NNA;, i € {1,...,v} A1dg... 4k este un
poligon convex asemenea cu A;4,...Ap (§ 2, proprietatea 2) si da;ﬂﬁ’N es’te su.flclent de
aproape de M, punctele A;H.l, ..., Ay se afld in interiorul lui_ AqAz ... Ap 1_’rm urmarf
punctele Aj ..., Ay sint virfurile unei retele poligonale simple _avlnd_u virfuri, m muchii
gl f— 1 fete. Din teorema 1 rezulti cA v —m+f—1=13i 'relatfa este demonstratd.

Observatie. Dacd se suprimd fafa L, se objine o ,refea spath}ﬁ- 51131pl§“ R, agezatd pe
suprafata poliedrului P. Acesteia i-am asociat, prin ,proiectare din N* o refea poligonald
simpld in planul «’. Bazindu-ne pe intuitie (sau pe experienfd), putem sd olht,mem asocierea
respectivd si in alt mod. S& ne imagindm ci refeaua R este realizatd dintr-o mer.nbranﬁ
| elasticdl, pe care o intindem pind ce devine pland. Ea se deformeazd si muc}.mle devin arce
de curbe, dar acestea pot fi inlocuite cu segmente de drepte, fard a schimba numerele
v, m i f — 1 i teorema 2 rezultd din teorema 1. i . !

Acest procedeu poate fi aplicat ori de cite ori refeaua spat.lqlé. (presupusé ela§tlca)l
poate fi intinsd astfel incit si devind plan&. Rezultd cd relafia lui Buler este valab1]§ si
pentru alte tipuri de poliedre, nu numai pentru cele convexe, de exemplu in cazul figu-
rii VI.24, unde v =9, m =16, f=9 si v—m+f=2. Dacd Indepirtim o fatd
a poliedrului de pe fig. VI1.22, de formi inelard, ret.eau_a fetelor réimase nu se mai
poate intinde pe un plan; aici v = 16, m = 32, f=16 si v —m + f? q:/:2. Dac# un
corp este stripuns de p ori, zicem ci suprafaja lui este de‘ »gen pt si fn acest caz
v —m +f= 2 — 2p. Numirul v — m + fse numegte caracierisica eulenqm’? a ,suprafetel
respective. Suprafata unui poliedru convex este de gen 0 si are caracteristica enlgriand
. egald cu 2. y

! [}
[ i
A= i
| / \\\ f":‘ _______ T
| / y’_.'.L _______
| 7 L
7 s Es s
' & A Jee e
/L'_"_\—_"__ i (," _______ I
A\ /
7 /
\ 2/
L /s
Fig. vi2l. Fig. VL22,

20
L 13




' D 0!in§tie. Un poliedru convex P se numeste poliedru regulat dacd

fiecare virf al lui P aparfine aceluiagi numir de muchii, toate fetele sint
suprafete poligonale regulate congruente si toate unghiurile diedre, deter-
minate de fefe cu muchie comund, sint congruente.

Teorema 3. Existd numai einci tipuri de poliedre rezulate §i-anume:
tetraedrul, hexaedrul (cubul), oectaedrul, dodecaedrul si icosaedrul regulat
(fig. VI.23—VI1.27).

care pleacd dintr-un virf. Cum fiecare muchie este inclusi in exact doua fete si are doud
extremitdfi rezultd ci ; =

2SS g T,

adica
1) hpmse LR
P
Tinind cont de relafia lui Euler, £
2
Ll D b
P q i
sau
(2) m(l+i_i]=1.
_ =gt
- Rezultd cd
(3) Sl Loy
P g T2
de unde i ko

2 ‘ Eeltiee s St i

deci p < 6 i analog ¢ < 6; iar dacil p > 4, atunci ¢ < 4. Deci singurele perechi (p, q)
care verificd inegalitatea (3) sint

() (3,3), (3,4), (3,5), (4,3), (5,3).

l?ezulté c# existd cel pufin 5 tipuri de poliedre regulate. Vom arita in continuare ci pentru
fiecare pereche din’girul (&) existi un poliedru regulat. §

1) Cazulp = 8,g = 3. Atunci din (2) obfinem m = 6 si din (1) aflim.v = 3, f = 3.
Poliedrul este un tetraedru regulat (fig. VI.23).

@) Cazulp = 8, ¢ = &; atuncim = 12, v = 8, f = 6 5i se obtine un eub (sau hezaedru
regulat) (fig. VI.24).
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Demonstrajie: Notéim prin ¢ numdrul muchiilor de pe o fafi si cu p numérul muchiilor

Fig. VI.28. Fig. VL.24. Fig. VIL.25.

3) Cazul p = 4, ¢ = 3; atuncim = 12,v =6, f = 8. Acest poliedru poate fi realizat
Tuind ca virfuri centrele fetelor unui cub (fig. VI.25). El se numeste octaedru-regulal..

&) Cazul p = 5, ¢ = 3; atunci m = 80, v = 12, f = 20. Se construieste un poliedru
regulat in modul urmitor: se considerd intr-un plan « un pentagon regulat ABCDE, de
centru O si laturd a (fig. V1.26). Pe dreapta dusi prin O, perpendicular pe «, se ia un punct ¥
astfel ca AF = a. Atunei triunghiurile FAB, FBC, FCD, FDE i FEA sint echilaterale.
Se ia un punct O’ pe semidreapta opusd lui (OF, se duce planul o’ prin O, paralel cu «
si se proiecteazdl punctele A4, B pe « in A’, B’. inscriem in cercul €0, 0A), situal in o,

un pentagon regulat GHIJE astfel incit G sd fie mijlocul arcului mic AB (fig. V.26, a).
Determindm distanfa @ = 00’ in asa fel incit AG = a; notdm in acest scop cu M

mijlocul segmentului [AB] si cu N mijlocul arcului mic AB al cercului circumscris
lui ABCDE: rezultd z®= NG* = MG* — MN* = STa" _ MN?. Atunci, intre planele
i o se formeaz#i zece triunghiuri echilaterale: ABG, BCH, CDI DEJ, EAK, GHB,
HIC, 1JD, JKE, KGA. fn slirsit, luind pe semidreapta opusd lui (O’F punctul L pentru
care O’L — OF se obtin alte cinci triunghiuri echilaterale de laturd a: GHE,. HIL;
IJL, JKL, KGL si [FABCDEGHIJKL] este un poliedru regulat cu 20 fete, numit
icosaedru regulat. o

5) Cazul p = 3, ¢ = 5; atunci m = 30, v=20, f= 12. Se vede ugor cd centrele
fetelor unui icosaedru regulat formeaza virfurile unui poliedru regulat cu 12 fefe, numit
dodecaedru regulat (fig. V1.27).

F'
A D
e
Fig. V1.26. i Fig. VL.27.
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Exercitii '

1. Descompuneti 0 prism# pentagonald tn tetraedre.
2. Descompunefi un trunchi de piramidi hexagonals in piramide.

8: .f&rﬁtati cd un cub poate fi descompus prin plane paralele cu fetele lui fn trei
paralelipipede congruente si dou# cuburi.

4%, I'ntF-un Roliedru convex se noteazd cu m numirul muchiilor, cu £;, f,, fs, ... nUMA-
l‘l‘ll fefelor triunghiulare, patrulatere, pentagonal,... i cu vy, vy, ;... numirul virfurilor
din care pleacy 3, &, 5,... muchii. Si se arate:

2m = 3fy + &4fy + 5f5 + ... = 8v; + v, + 5y + ...
§%. S se arate cil in oricz poliedru convex avem
m 6 << 3f < 2m,
m+ 6 << 3v< 2m.

6*. Dacd din fiecare virf al unui poliedru convex pleacdt cel pufin patru muchii
atunci poliedrul are fete triunghiulare. . '

7%, Ad.unind misurile unghiurilor tuturor fefelor unui poliedru convex, se obfine
dublul sumei mﬁsm-ilmj\ unghiurilor unui poligon convex avind acelagi numar de virfuri,

8%. Ariitafi ci dac un punct variazi in interiorul unui poliedru regulat, suma dis-
tantelor sale la planele fefelor rimine constanti.

9*, 84 se arate cii centrele fetelor [ABCD], [ABB’A’], [CBB’C’] ale unui cub
[ABQD4’B’C'D’] g1 punctul 4 se afld intr-un acelasi plan. Si se deduci de aici ci un
unghi diedru al octaedrului regulat si cel al tetraedrului regulat sint suplementare.

§ 5. Volumul multimilor poliedrale

Problema comparirii anumitor multimi de puncte din spatiu, care uneori
vor fi numite si corpuri, face necesari introducerea nofiunii de volum. Se va
defini, deci, o functie prin care anumitor corpuri li se atageazi un numér realv
pozitiv, numit volumul corpurilor respective. Definirea unei astfel de functii
este analoagd celei de arie. In acest paragraf se va defini functia volum pe
muljimea (P, ale cdrei elemente sint muljimile poliedrale din spajiu. Deoarece
§i In acest caz se face de fapt o ,misurare” a acestor mul{imi este necesari
introducerea unei unitdti. :

Un cub de laturd 1 se numeste unitate de polum. O mulime poliedrals
care poate fi descompusd in n unititi de volum va avea volumul n. Pentru
multimile poliedrale care nu se pot descompune in unititi de volum, calculul
volumului nu se poate face direct gi se va baza pe urmitoarele dous teoreme,
pe care le vom admite fird demonstratie. :

Teorema 1. (Teorema de existenfi a funetiei vo-
lum.) Existdi o funcfie » /@ - R, care verifici urmitoarele proprietifi:
(1) daci tetraedrele T, si T, sint congruente, atunci T =0 Ty); :
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Fig. VI.28.

(2) daed P, si P, sint mulfimi poliedrale cu. interioarele disjuncte, atunei
o(Py U Py) = 9(Py) + v(Py);
(3) daeck U este o unitate de yolum, atunei »(U) = 1.

Teorema 2. (Principiul lui Cavalieri) FieP, s5i P,
dous mulfimi poliedrale si oo un plan. Dacil pentru orice plan « || ap, mulfi-
mile « N Py si @ N P, au arii egale atunei v(P,) = v(Py) (fig. VI.28).

Observatii:

1) Din proprietifile exprimate in teoremele 1 gi 2 vom deduce formula pentru calculul
volumului unui tetraedru gi deoarece orice multime poliedralé se descompune in tetraedre,
va rezulta cii functia v este determinatd fn mod unic prin teoremele 1 gi 2. De asemenea,
rezultd cd doud mulfimi poliedrale congruente au volumele egale.

2) n conditia (3) din teorema 1 intervine cubul de laturd 1 considerat ca unitate de

- volum. Acesta este determinat deoarece distanta 1 este fixatd. in practics, existd insd dife-

rite unititi de misurare a distanfelor: 1 cm, 1 dm, 1 m etc. si acestora le vor corespunde

* uniti{i de volum de dimensiuni corespunzitoare: 1 cm?, 1 dm? 1 m® etc. Se obfin in acest

fel mai multe functii volum si in acest caz, ca si in cazul ariilor, se va indica functia res-
pectivil printe-un indice, de ex: vy $i in loc de vy,(P) = a se va serie u(P) = a cm®.

3) In ipoteza teoremei 2 se poate admite i cd ambele mulfimi « N Py §i « N P, se
reduc la un segment, la un punct sau la mulfimea vid (,,au arie nula*).

Teoremele care urmeazd vor determina modul de calcul al valorilor
functiei volum (sau a volumelor) pentru anumite poliedre.

Teorema 3. Dacl P este un cub cu latura ¢ atunei »(P) = a®.

Demonstratia parcurge aceleasi etape si este analoagd cu aceea a teore-
mei 2 din Cap. I. § 3, pentru demonstrarea formulei de calcul a ariei unui
pitrat. :

de dimensiuni: AA’=a, AB=10, BC = “J atunci v(P) = a.

2
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Consecing. Daci P = [ABCDA'B'C'D’] este un paralelipiped dreptunghic’
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Flg. VI.29,

Demonsirapie. Se construiegte cubul P’ de laturd a, cu una din baze situate

in planul (ABCD) si situat in acelasi semispatiu cu paralelipipedul fati de

acest plan (fig. VI.29).> Sectiunile paralelipipedului i cubului prin plane
paralele cu planul (4BCD) sint respectiv un dreptunghi si un pitrat care
au aceeasi arie (egald cu a®). Deci, conform teoremei 2, o(P) = o(P’) = a?,

Observagie. v(P) = a® = a-b- “; = AA'- AB- BC.

Teorema 4. Fie P o prismi cu aria bazei B si de inilfime 7; atunei

S : 1
! vol. prismei = B.J |
|

Demonstrajie. Se  construiegte paralelipipedul dreptunghic P' =
= [ABCDA'B'C'D'] cu una din baze in planul bazei prismei P, situat in
acelasi semispm;iu_cu P fatd de acest plan (fig. VI.30) si avind dimensiunile:

2 L0 Mar
AL'=1I, AB=1uw BC = x? ,unde © = 13/B- I; aria bazei lui P’ este egald
2 3 i

cu z% = %-—--B. Sectiunile prismei P gi paralelipipedului P’ prin plane
paralele cu planul bazei au arii' egale cu B, deoarece ele sint. suprafete
poligonale congruente respectiv cu baza fiecdrei prisme. Din consecinta
teoremei 3 rezultd cd u(P’) = 2® = B- I, iar din teorema 2 rezulti ci
U — =R T :

In cazul particular al unui paralelipiped dreptunghic P de dimensiuni
@, b e V(B =a sl

Teorema 5. Doud piramide triunghiulare cu bazele de arii egale si
inslfimile egale au volume egale.

c D’

o N e

7 #

5%

1

1

A | T

c

LD 4

X B

Fig. V1.30.
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Fig. VI.31.

Demonstragie. Fie piramidele P = [VABC] si P'=[V'A'B'C'],
a= (ABC), «’=(A'B'C’), a[ABC]=0o[A'B'C']= Bgid(V, a) =d(V', «') = L.
In semispatiul limitat de o si care contine punctul ¥ se construieste pira-
mida P” = [V"A"B“C"] cu baza in planul « si astfel incit P’ = P" (fig.
VI1.31). Se va arita cd pentru piramidele P si P sint verificate conditiile
din teorema 2. Deoarece cele doud piramide au aceeasi indltime gi ariile baze-
lor egale, rezultd cd aria sectiunii printr-un plan paralel cu baza, la distanta

I’ de virf este acecasi in ambele piramide §i egald cu B+ [%]a(vezi § 2, pro-
prietatea 1). Deci 9(P) = o(P") = v(P’).

Teorema 6. Volumul unei piramide triunghiulare P — [VABC] de
in#lfime 7, bazd [ABC]si B = o[ABC] este

v(P)=%B-I

Demonstrajie. Se completeazé piramida P la prisma P’ = [ABCA'V C']
construind 4’, C’ in acelasi semispatiu cu V fatd de planul (ABC) si astfel
incit AA’ || BV || CC', (AA'y = (BV)=(CC’) (fig. VI.32). Prisma P’ se
descompune in tetraedrele: [VABC], [CAVC'], 6.
[ACVA’]. Tetraedrele [VABC] si [CA'VC'] au baze
congruente gi indl{imi egale, deci au acelagi volum:
la fel tetraedrele [CAVB]=[VABC] i [CVAA'] =
=[ACVA'] au bazele [AVB]=[V¥AA'] si deoarece
au virful gomun C au g§i aceeagi inaltime; deci

WPy = B+ I =23u(P) adici v(P)=%B-I.

Consecinfi. Volumul piramidei P = [VA4,...4,]
este

fis

vol. piramidei = % B-1

unde B = o[A;4,...A,), tar I este indljimea piramidel.

Fig. VI.32.
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Fig. V1.33.
Demonstrajie. Se construiegte tetraedrul P’ = [V ABC] de indl{ime

VA =1 i bazd triunghiul dreptunghic isoscel (m(A) = 90°) de eatetd

I = |/ 2B, triunghiul ABC fiind in acelasi plan cu baza piramidei P, iar
V' in acelagi semispatiu cu V fatd de planul bazei piramidei (fig. VI.33).
Piramidele P gi P’ verificd conditiile teoremei 2, deci w(P) = v(P’) =

=ic[ABC]-I=i.E-]=i.B.]
3 Ja 3

'\

leorema 7. Volumul trunchiunlui de piramidi 7'=[A;4,...4,44,...4,]

1 3
n S

| vol. tr. {in'sjmi(ii . (B -+ b+ I B-b)|

piramidd, iar B = o

unde / este inilfimea truncl

" L R
b =0[AdAq....4,)

Demonsiratie. Fie V virful pira-
midei P =[VA;4;... 4,] din care s-a
obtinut trunchiul 7 si piramida P’ =
=[VAi4d;... 4;], 2« fiind indl{imea

p + = Py
' () oT) = o(P) — o(P).
Dar o(P) = %B(I + ), o(P) =

A‘
1
—Lp.z 4 ~b—=( L ]2- de " unde
3 A S z+ I
Py rezultd ca
2 A
? () PR (U] I(b+|/B b

Fig. VI.34. P

Ag piramidei P’ (fig. VI.34). Atunci P =.

Inlocuind expresia lui & din formula (2) in formula (1) se obtine:

(T =%‘(B-I+B-:c-—b-.x) =i[3-1+x(B—b)]=

=%[B I+1I(b+ /B b)] I(B+b+1/Bb).

In stabilirea formulelor de calcul a volumelor se poate observa o oarecare
analogie cu ariile, dar se constatd totusi ¢4 pentru volume s-a folosit in plus
§i teorema lui Cavalieri. Se pune in mod firesc intrebarea dacd nu s-ar putea
renunta la aceastd teoremd gi sd se procedeze la fel ca la arii, utilizind nu-
mai teorema 1 si proprietifile de descompunere. In cazul plan, trecerea de la
dreptunghi la triunghi se face simplu, observind cé o suprafati dreptunghiu-
lard se descompune in douil suprafete triunghiulare congruente, pe cind in
spafiu, o prismé triunghiulard dreaptd nu se poate descompune in trei tetra-
edre congruente. Mentiondm c¢& formulele pentru volumul cubului, para-
lelipipedulni dreptunghic si a prismei drepte se pot obtine fird a utiliza
teorema lui Cavalieri (aceasta poate constitui un exercitiu facultativ), insg
formulele pentru tetraedru gi prisma oblici nu. Stabilirea riguroasd a for-
mulelor respective nu este posibild cu cunostintele clasei a X-a, iar utiliza-
rea teoremei lui Cavalieri are avantajul c# permite obtinerea cu ugurin{d
a acestor formule, precum si a altora care vor fi intilnite in capitolul VII.

Exercitii

1. Baza unui paralelipiped drept este un romb cu latura de lungime @ si un unghi
de mésurd 60°. Aria laterali a paralelipipedului este 842 Sa se afle volumul paralelipipe-
dului.

2. Baza unui paralelipiped drept este un paralelogram cu laturile de lungime a si
4a, iar unghiul ascufit al paralelogramului are misura 60°. S4 se afle volumul paralelipipe-
dului gtiind ¢4 cea mai lung# diagonal¥ a lui are lungimea 5a.

8* Un plan «, perpendicular pe muchiile prismei P — [4,4, ... ApA1 .. A,] inter-
secteazd suporturile muchiilor in By, By, ..., Bn. Dacdi S = o[By, B, ..., Bs] gi 1 este
lungimea unei muchii, si se arate ci v(P) = S -

4. Intr-un paralelipiped dou# fefe laterale au ariile Sy si 8, i formeazidi un unghi de
misurd 150°. S84 se afle volumul paralelipipedului dacd muchia laterala este de lungime L.

5. Se considerd o piramidd patrulaterd regulatd cu latura bazei de 1unu-|ma 10 si
inaltimea 12. S se calculeze:

a) aria laterald si volumul piramidei; .

b) distantele de la centrul bazei la muchia laterald, respectiv la fefele laterale ale
piramidei.

6, Un trunchi de piramidi patrulateri regulati arve latura bazei mari AB = 3a,
latura bazei mici 4’B’ = « si muchia laterali 44’ = 2a. Si se calculeze volumul si aria

trunchiului.
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7%, S4 se demonstreze cd volumul unui tetraedru [ABCD] este a sasea parte din
volumul unei prisme a c#irei bazd este un paralelogram cu laturile congruente si paralele
cu dou# muchii opuse (4 B) si (CD) si a cirui indlfime este egald cu cea mai scurt¥ distanta
dintre cele doui muchii.

8. Se construieste un cos de moard de forma unui trunchi de piramidd patrulatera
regulatd continuati cu o prismé patrulaterd avind baza comun# cu baza mic# a trunchiului
de piramidd. Se stie cd diagonala bazei mari este 180 cm, diagonala bazei mici 72 cm,
iar indlfimea cosului este 160 cm. S& se calculeze volumul cosului stiind c& raportul dintre
volumul trunchiului si cel al prismei este 8.

9. Un tetraedru [FABC] are iniltimea h. La distantele de— si i de virful ¥

se duc plane paralele cu baza tetraedrului obfinindu-se secl;lumIe A’B’C’ respectiv
A”B”C”. S se determine raportul volumelor trunchiurilor de piramidi [ABCA”B”C”]
si [A“B“C"A’B'C"].

~ 10*, Piramida [V ABCD] de indltime % are ca bazd un dreptunghi de laturi AB =
= @, BC = b, iar piciorul indl{imii este centrul bazei piramidei. Prin BC si mijlocul M
al muchiei laterale (VA) se duce planul «. Se cere:

a) Sd se calculeze raportul dintre volumele piramidelor [VHMUN] si [HABCD] unde
{N}=VDNa si~{H} = BMNCN;

b) misura unghiului diedru dintre fetele [FAD] si [HAD] in cazul particular

(1],

11*. Un paralelipiped are ca bazd dreptunghiul ABCD, iar muchiile [A8], [4D]
si [AA’] au respectiv lungimile a, b, c. Unghlurlle A’AB §i A’AD sint congruente §i au
misura z (in radiani). -

a) Si se aratecézc—-_—'(:,in].

b) S4 se arate cd volumul paralelipipedului este ¥ = abc |/ —cos 2z.
¢) Dac#i o este misura unghiului fetei [ABB’A’] cu baza [ABCD] si o & (0, El
2
sd se arate cd cos a = cig =.
12%, O piramida triunghiulard regulati [SABC] are latura bazei de lungime a si
fefele laterale triunghiuri dreptunghice in S.

a) S4 se calculeze volumul piramidei.”
b) Fie D si E mijloacele muchiilor (45) si (BC). Sa se calculeze DE gi mdsurile « gi 8
2N N

ale unghiurilor DEC si SDE.

§ 6. Multimi m3surabile in spatiu

In paragraful precedent s-a definit functia volum pentru multimi polie-
drale. Existd, insa, i alte multimi pentru care se poate defini volumul. Aceste
~ multimi se vor numi multimi méasurabile.

Definifie. O multime M de puncte din spafiu se numeste maulfime
mdsurabild dacd existd un numdr real unic »(M) cu proprietijile: o(M) este
egal sau mai mare decit volumul oricirei multimi poliedrale inclusi in M si
este egal sau mai mic decit volumul oricérei multimi poliedrale care include
" pe M. In acest caz numirul (M) se numeste columul muljimii M.
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Este evident cd multimile poliedrale sint méasurabile. Dacd se noteaza
cu N multimea multimilor mésurabile atunci » : A — R.. Problema de a
decide dacd o multime care nu este poliedrald este sau nu mésurabild este o
problemd a cérei rezolvare necesitd cunogtinfe superioare de matematica si
va fi rezolvatd in clasa-a XII-a. Totusi, in capitolul urmétor vor fi studiate
citeva astfel de multimi pentru care se va admite cd sint misurabile.' Notiu-
nile de punet interior al unei multimi misurabile si de descompunere a unei
multimi mésurabile se introduc ca si in cazul multimilor poliedrale.

Atunci, teoremele 1 si 2 din paragraful precedent pot fi extinse.,

Teoremsa 1.(Teorema de existenf{d a funefiei volum,)
Existi o funcfie »: M — R, eare are proprietifile (1)—(3) din teorema 1, § 5

Teorema 2. (Principiul lui Cavalieri.) Fie M;, M, & M
gi un plan «,. Daci pentru orice plan o || ay, mulfimile aNM; si «NM; an
arii gi acestea sint egale atunei v(M;) = v(M,).

Observalit

1) Numiirul o(M) se numeste golumul mulfimii M.

2) Restrictia funciiei » la mulfimea ? este funcfia volum definitd in _paragralul
precedent. )
3) Menfiondm cd si in acest caz in formularea principiului lui Cavalieri consideram
o multimea vida gi multimea formati dintr-un punct au arie nuli. %

Caleulul volumelor mul{imilor care vor fi studiate in capitolul urmitor va fi ficut pe

baza acestor teoreme, admitindu-se c& acele mulfimi (cilindru, con, corp sferic si pirfile
lor) sint mé#surabile.

Exercitii recapitulative

1. Se considerd piramida patrulaterd [OABCD] cu baza dreptunghi (AB — iy
BC = b) gi muchia [0A] perpendiculard pe planul bazei (OA = k). Se noteazi cu E gi F!
respectiv mijloacele segmentelor [OC], [0D]. Se cere:

a) aria totald a piramidei;

b) si se precizeze ce fel de patrulater este ABEF si s i se calculeze aria;

¢) volumul piramidei [OABEF].

2%, O piramid4 are ca baz#i triunghiul dreptunghic isoscel ABC cu AB — AC = ¢
si muchia (SA) perpendiculard pe haz#i, SA = b. Si se calculeze:

a) aria totald a piramidei;

b) mésura unghiului diedru format de fe’gele [SBC] si [ABC] in cazul a = b}/ 2;

¢) aria, in functie de a si b, a secfiunii determinate in aceastd piramidi de un plan
ce trece prin A, este perpendicular pe fata [S BC]si o intersecteazi pe aceasta dupd o dreaptd
MN paraleld cu BC.

8*. Se considerd tetraedrul [SABC] in care S$4 =2, 8B =S8C=al/3,
AB = AC = a, iar unghiul dreptei S4 cu planul 4ABC are misura 45°. Fie M si N
respectiv mijloacele muchiilor [.SA], [BC] si .D proiectia lui § pe planul (4BC).

a) S se arate ¢ BC | MN si BC | S4. §

b) Si se arate ci ABDC este pdtrat.

c) S# se calculeze aria laterald a tetraedrului, considerind ca bazd triunghiul A BC.
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4. Se consider# prisma [ABCDA’B'C’D’]. Pe dreapla AD se considerd punctul E,
astfel incit A = (ED), AE = @, iar pe CB se consideri punctul F astfel incit B < (FC),
iar BF = b. Un plan ce trece prin dreapta EF intersecteazi muchiile laterale (44°), (BB’),
(CC’), (DD’), respectiv in punctele 4;, B,, C;, D,. S4& se demonstreze ci A,B,C,D,

: o AA BB,
este un paralelogram gi cd —— = 7
a

6. O cutie de tabld are forma de paralelipiped dreptunghic [4ABCDA’B’'C’D’] cu
dimensiunile a, b, ¢ gi este plind cu ulei. Cutia fiind asezatd cu baza [ABCD] pe un plan
orizontal se ridicd de la un capit rotind-o in‘jurul muchiei [4D] (4D = e) astfel cd muchia
opusd se afld la distantd « fatd de planul orizontal. Ce cantitate de lichid poate rdmine
in cutie? Discutie.

6*. O piramida patrulaterd regulatd are muchiile laterale de lungime a.

a) Notind cu = indljimea piramidei, s se calculeze volumul acesteia.

b) Dacd « este mésura unghiului diedru format de doud fefe laterale aliturate si B
mésura unghiului pe care muchiile laterale {1 formeazi cu laturile bazei, si se arate g4
cosa 4 ctg®B = 0.

c) Se secfioneazd piramida cu un plan paralel cu baza. Si se demonstreze cii conditia
necesard si suficientd ca s existe un punct egal depirtat de cele sase fete ale trunchiului
de piramidd format este ca inil{imea trunchiului si fie medie proporfionald intre laturile
bazelor. -

7*. Lungimea muchiilor unui cub este e. S& se afle distant{a dintre o diagonald a
cubului si o diagonald a fetelor laterale cu care nu se intersecteazi.

8. Se considerd tetraedrul [ABCD], punctele M = (AC) si N  (AD) si se duce
prin- € paralela la BM care taie pe AB in Q si prin D paralela la MN care taie pe AC
in P. S& se arate cd volumele tetraedrelor [A BCD] si [ANPQ] sint egale.

9%, Fie [VABCDERF] o piramidi hexagonald regulati cu muchia bazei de lungime a
si indlfimea piramidei VO = a. Pe muchia [FC] se considerd un punct oarecare M.
Planul (4BM) intersecteazdi muchiile [FD], [FE] si [VF] respectiv in N, P si Q. Si
se arate ci:

a) Dreptele AN, BP, MQ si VO sint concurente.

b) Patrulaterele ABMQ si MNPQ sint trapeze isoscele.

¢) 54 se aflelocul geometric al punctului de intersectie al dreptelor AM gi BP cind M
descrie muchia [V C].

d) fn cazulcind M este mijlocul segmentului[¥C]s# se afle raportul ariilor supra-
fefelor [M.N.PQ] si [ABMQ]. .

10. Se considerd cubul [4A BCDA’B’C’D’] cu latura de lungime 3a. Se imparte fiecare
latur4 a cubului in cite trei segmente congruente. Fie M, N, P punctele de diviziune cele mai.
apropiate de A, aflate respectiv pe muchiile (AB), (4D), (44’). Se sectioneazi cubul
cu planul (MNP) si se indepérteazi piramida (AMNP). Se procedeazi la fel cu toate
celelalte 8 virfuri ale cubului. Se cere:

a) Sd se verifice relatia: f+ v=m + 2 (f, v, m — reprezinti respectiv numdrul
fetelor, virfurilor gi muchiilor) poliedrului rimas.

b) 84 se calculeze aria poliedrului obfinut.

c¢) 84 se afle miisura unghiului plan corespunzitor unghiului diedru format de planul
(MNP) cu planul bazei cubului.

d) 84 se determine distanfa de la virful 4 la planul (MNP).
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Capitolul VII

|

Corpuri rotund

D

€

L

Dup cum s-a ariitat in introducerea la Capitolul VI, corpurile geometrice
sint imagini matematice ale unor corpuri bine cunoscute din spatiul fizic.
in afard de poliedre, corpurile mirginite de suprafete plane, existd gi corpuri
care, partial sau total, sint mirginite de suprafeje neplane.

In tehnic# pot fi intilnite multe astfel de corpuri ca de exemplu: reci-
pienti pentru gaze, cazane de presiune, cisterne, containere pentru ciment,
gilozuri de ciment, ventile conice, pahare, abajururi, rulmen{i etc., numite
»corpuri rotunde®.

Acordind un rol special intuitiei spatiale, vom studia in acest capitol
cilindrul, conul, sfera gi pértile lor.

§ 1. Cilindrul

Intr-un mod analog cu definirea prismei se defineste si cilindrul. 54 con-
siderim dou# plane paralele « si o', un dise D = [€(0, 1_'1‘, )] (notind un cerc
sau un disc din spatiu, se pune in evidentd gi planul in care se afld) in « i o
dreaptd d care intersecteazi planul « intr-un singur punel (et AD)S
Prin fiecare punct P€ D = [€(0, R, a)]
construim un segment [PP’] paralel
cud, unde P’ ca’. Reuniunea C a tutu-
ror segmentelor [ PP'], astfel incit PP' ||d,
Pé D si P'E o, se numeste cilindru
circulardebaze Dgi D'=C Na'. Distanta
dintre planele « i o’ se numeste indl-

timea cilindrului. 5
Proprietatea 1. In orice cilindru
cele doud baze sint discuri cu aceeagi razd.
Demonstratia este yanaloagﬁ cu cea
de la prism& (Cap. VI § 1, proprie-
tatea 1). ; Fig. VILL.
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Dac# dreapta d este perpendiculard pe «,

] atunci C se numeste cilindru circular drept.
d Reuniunea tuturor segmentelor [PP] cu P&
€6@(0, R, a), P'c o' si PP'|d, formeazd supra-
8 faja laterald a cilindrului (fig. VII.2). Multimea
' punctelor cilindrului, care nu aparfin nici supra-
S C fetei laterale si nici bazelor, se numeste intervorul

cilindrului. Segmentele [PP'] cu P& €(0, R, o)

de bazd, raze cilindrului. In cazul cilindrului
circular drept, inaliimea este egald cu lungimea
oricarei generatoare.

Proprietatea 2. Intersecfia nevidd a unul
cilindru circular prinir-un plan paralel cu bazele
lui este un disc de aceeasi razd cu raza bazel.

Aceastd proprietate rezultd imediat din pro-
Fig. VIL2. prietatea 1.

Corp de rotagie si suprafatd de rotatie

S& considerim un corp care se migc in spatiu, astfel incit fiecare punct

al siu rimine 14 distantd constantd de o dreaptd fixd. Exemple: placa de pate-

fon, roata olarului, roata tocilarului etc. Miscérile de acest fel se numese mig-
ciri de rotatie. Fiecare punct al corpului deserie un cerc situat intr-un plan
perpendicular pe o dreaptd fixd d numitd axd de rotatie, avind centrul situat
pe d. Miscérile de rotatie ne conduc la urmitoarele consideratii geometrice:

. S% considerdm o dreaptd fixd d si un punct oarecare P din spatiu. Notdm
cu P* proiectia lui P ped sicuap planul perpendicular pe d, care trece prin P.
Dacs S este o suprafatd (o suprafatd poligonald simpl¥, disc ete.) situatd in
acelasi plan cu d, care nu are nici un punct inte-
rior pe d, atunci reuniunea tuturor cercurilor Cp =
— @(P*, P*P, ap) cu P € S, se numegte corp de
rotajie (fig. VIL3). Daci L este o curbd (linie
poligonald, arc de cerc etc.) situatd in acelagi plan
cu d, reuniunea cercurilor Cp cu P & L se nu-
meste suprafajd de rolajie.

Cilindrul circular drept il putem defini si ca
fiind corpul care se obtine prin rotatia unei supra-
fete dreptunghiulare in jurul suportului unei laturi.
Atunci suprafata lui laterald este generatd prin
rotatia unui segment [AB] in jurul unei drepte d,
paralel cu el (fig. VIL4& gi VIL5). Dreapta d se
numeste aza cilindrulut circular drept  (sau de
rotajie). Orice plan dus prin axa lui este un plan de
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sint generatoarele cilindrului, iar raza cercurilor

Fig. VII.4. Flg. VILG. Fig. VILS.

simetrie pentru cilindrul circular drept, iar secfiunea unui cilindru printr-un
asemenea plan se numeste secjiune aviald (fig. VIL.6).

Aria |ateral¥ i totali a unui cilindru de rotagie

Fiind dat un cilindru de rotatie C se numeste prismd tnscrisd in acest
cilindru o prismé ale cirei baze sint poligoane inscrise in cercurile de bazé ale
lui € si avind muchiile laterale generatoare ale cilindrului (fig. VII.7). Ariile
laterale ale tuturor acestor prisme aproximeazi prin lipsi un numdr unie,
numit aria laterald a cilindrului si notat cu oy(C). o,(C) este cel mai mic dintre
numerele mai mari decit ariile laterale ale prismelor inscrise in C.

La aria laterald a unui cilindru de rotatie cu raza R si lungimea genera-
toarei G, putem ajunge intuitiv astfel: dacd tdiem suprafata laterald a cilin-
drului de-a lungul unei generatoare [4 B] si o asternem pe un plan, spunem ci
desfaguram suprafata cilindrului pe plan, suprafata cilindricd luind forma
unui dreptunghi 4 A’B’B (fig. VI1.8), a cdrui arie este aria laterald a cilindru-
lui. Se constatd cd AA’ este eégal cu lungimea cercului de bazd a cilindrului
deci AA’ = 2nR. Asadar, arialaterald a cilindrului se exprimi prin ¢,(C) a2
= AA’+ AB = 2rRG. Astfel am ob{inut pe cale intuitivd (demonstratia
completd se omite):

Fig. VIL7. Fig. VILS8.
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Fig. VIL10.

Aria latereld a cilindrului de rotajie se calculeazd cu formula:

aria lat. cil. = 2nRG

- unde R esie raza, iar G generatoarea cilindrului.

Aria totald a cilindrului de rotagie C, notatd cu a,(C), este suma dintre
aria sa laterald si ariile celor dou# baze.

Cum cele doud baze sint congruente, ariile lor vor fi egale. Deci o;(C) =
= 2nRG - 2nR?, de unde

| aria totald cil. = 2xR(R +G) |

Volumul cilindrului circular

Volumul unui cilindru circular este dat de formula :

| vol. eil. =mR?- I }

unde R este raza, tar I indlfimea cilindrului.

Pentru a demonstra aceastd formuld, sd considerim o prismé cu bazele
in aceleagi plane cu bazele cilindrului, avind aria bazei B egald cu aria bazei
cilindrului, adici B = wR? si indl{imea prismei este egald cu I (fig. VIL.9).
~ Aplicind principiul lui Cavahen cilindrul si prlsma au acelagi volum, adici

wWCy =u(P) =B I =mnhk*

Aplicafii

1) S4 se afle aria laterald si volumul cilindrului €' circumseris unei prisme
triunghiulare regulate care are latura bazei egald cu a §i muchia laterald b.

Rezolpare. Fie prisma [ABCA'B'C’] inscrisd in. cilindrul de rotatie
(fig. VII.10). Avem G = Ipismei = b §1 AB = R |/ 3, de unde obtinem
R="Y2 deci oC) = 2m-242 b= 2BVE oo yo) _npeg - ©

.

'i
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Exercigii

1. Sectlunea axiald a unui cilindru este un pitrat de arie a. S& se afle volumul cilin-
drului.

2. fnaltimea unui cilindru circular drept este de 8, iar raza 5. La ce distantd de axa
cilindrului trebuie dus un plan paralel cu ea, astfel incit sectiunea obtinutd sa fie un patrat?

8, Secliunea axiald a unui cilindru de rotaie este o suprafad pétraticd cu diagonala
egald cu 4. S84 se afle aria totald gi volumul cilindrului.

4, Intr-un cilindru circular drept cu raza 7 si indltimea 2 este inscris un p#trat oblic
fatd de axa cilindrului, astfel incit dou# virfuri ale sale sint pe cercul unei baze, iar celelalte
doud pe cercul celeilalte baze. Si se afle: a) latura patratului, b) aria laterald a cilindrului.

5. Un cilindru circular-drept are raza bazei a i indl{imea egald cu ]unglmea cercului
de baz#i. 5S4 se afle aria totald si volumul cilindrului.

6. Aria totald a unui cilindru de rotatie este de 90 m, iar indl{imea de 4. 84 se calculeze
volumul prismei hexagonale regulate inscrise in cilindru.

7. S4 se arate cd oricare ar fi cilindrul de rotafie, raportul dinfre aria laterali a

cilindrului gi aria laterald a prismei triunghiulare regulate inscrise in cilindru este 5 12/1}.'
. b
iar raportul volumelor este ——.
P 3/3

8. Si se calculeze aria totald si-volumul eilindrului circular drept circumscris unui
cub cu muchia a.

9. Aria laterald a unui cilindru circular drept este egali cu suma ariilor bazelor.
Stiind ¢ volumul cilindrului este 1 000 7, si se calculeze raza i generatoarea cilindrului.

. 10. Aria laterald a unui cilindru de rotatie este 160 =, iar volumul 640 7. S# se calcu-
leze aria sectiunii axiale.

11. Dintr-o piesd de otel avind forma unei prisme paftrulatere regulate drepte cu
latura bazei de 10 cm si indltimea de 12 cm se strun]e$te 0 pies# cilindricd cu minimum
de material pierdut. 34 se afle aria laterald si volumul piesei objinute.

12. S4 se afle masa unei tevi de plumb lungd de 5 m, cu grosimea de & cm si dia-
metrul interior de 3 cm, densitatea plumbului fiind de 11,3.

18. Dintr-un trunchi de arbore lung de 6 m, de formi cilindrici avind lungimea
cercului de bazd 125,6 cm, se ciopleste o grindd cu secfiunea pitratd. Si se calculeze masa
acestei grinzi, stiind ci densitatea lemnului este 0,8.

§ 2. Conul

Fie discul D =[€(0, R, «)] intr-un
plan « si fie ¥ un punct care nu apar- -
tine lui «. Se numegste con circular cu
baza D gi virf V retniunea tuiuror seg-
mentelor [VP], unde P& D (fig. VIL.11).
Segmentul [VA], unde 4 = pr,V se
numeste {rndlfimea conului. Fard perizol
de confuzie, numérul I = VA4 poate fi
numit de asemenea indltimea conului. fos
Reuniunea tuturor segmentelor
[V P] pentru care P & €(0, R, «) for- Flg: VIL11.
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Fig. VII.12. Fig. VII.18.

meazd suprafata laterald a conului. Orice segment [VP]cu P € €(0, R, «) se
numegte generatoare a conului. Multimea punctelor conului care nu apartin
nici suprafetei laterale si nici bazei se numsgte interiorul conulut.

Spunem ¢# un con circular este drept dacd proiectia lui pe planul discului
este centrul discului O (fig. VII.12).

Intr-un con circular drept generatoarele sint congruente. Intr-adevir, dacs
[ V4] si [VB] sint doud generatoare, triunghiurile dreptunghice V0A si VOB
sint congruente (fig. VIL. 12).

Dacd notdm cu R raza bazei unui con circular drept, iar cu f inélfimea
si G generatoarea sa, atunci exjsté relatia:

Rz _]__ IZ
dedusd din tmunghml VOA dreptunghlc in O (fig. 11.12).
Tinind cont de definifiile date corpului de rotatie si suprafetei de rotag.le
in § 1 conul circular drept il putem defini gi ca fiind corpul care se obfine prin.

rotai;ia unei suprafete triunghiulare dreptunghice in jurul suportului unei
catete d (fig. VII.13). Atunci ipotenuza descrie suprafata laterald a conului.

Sectiuni transversale prin conurd

Sa consideram un con circular €, cu baza discul [€(0, R, «)] si indltimea
VA = I gi un plan § paralel cu «, de aceeasi parte a lui « ca §i V s la dis-

tanta b < I de'la planul «. Intersectia C'N{ se numeste secftune iransversald
prin con la innl;unea h (fxg VII.14). Intersectia Cﬂ(BV se numeste conul
format prin secjionarea lui C' cu planul 3. Vom demonstra ci acesta este un con
circular.
Proprietatea 1. Secjiunca transeersald prin conyl circular C la
listanja b de la bazd este un dm de razd

(1) O R'=— 1R, unde 1'=1 —Ph.

Demonstrajie. Baza conulm C fiind discul D = [@(0, R, «)], asociind lie-
cérui punct M € D punctul {M'} = VM NGB, se obtine o bijectie g : D — D',
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unde D’ = C NP (fig. VIL.14).
Trebuie sd ardtdm ca D' este
tot un disc. Ca si in cazul
piramidei, aplicatia g - este
aseménare, deoarece planul
(VOM) taie planele paralele
a, B dupd doud drepte para-
lele, deci OM || O'M’ si analog
0A || O'A’. Prin urmare,
AVOM ~ AVO'M' st AVOA ~
~ AVO'A’. Rezulta ca:
(2) O PO’ VA’_ :
oM VO VA

deci

(B)L QM = 17 -OM . Fig. VIL14.

Este evident c& o aseménare aplicd un disc intr-un disc, deci D’ este un disc

de razi Ay R.
1

Aplicatii.

1. Raportul dintre aria bazei unut con circular si aria secjiunii transeersale
prin con la distanja h de la planul bazei, este egal cu pdiratul raportului dintre
indlfimea conului dat st indl{imea conulut formal prin seciionare.

Rezolvare: vom folosi datele si notatiile de la demonstratia precedenté
(fig. VII.14).

Fie R si R’ respectiv razele hazelor conului dat &;1 a conului format prin
sectionare si § si §' ariile lor. Avem:

) S_EHZZ(R 1

S nR? I)
Dar din relatia (2) avem:
Rig OM & RA o]

R oM va T
Inlocuind in relatia (4) obtinem:

S, (I
s=lz)"
ceea ce trebuia demonstrat.

2. Prin sectionarea unui con circular drept cu un. plan paralel cu planul
bazei se formeazd un con avind indlfimea, generatoarea st raza bazei proporfio-
nale cu indlfimea, generatoarea §i raza bazei conulut dat (fig. VIL.15).

. Demonstratia se lasé ca exercitiu.
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Fig. VIL.17.

Fig, VIL15. Fig. VIL16.

Aria lateral¥ si total¥ a conului circular drept

Fiind dat un con circular drept C' se numegte piramidd inscrisd in acest

con, piramida a cérei bazd este un poligon inscris in cercul de bazi a lui €
si al cérei virf coincide cu virful conului (fig. VII.16). Muchiile laterale ale
piramidei inserise in conul circular drept sint generatoare ale conului, iar
indltimea piramidei este indl{imea conului. Ariile laterale ale tuturor acestor
piramide aproximeaza prin lipsd un numdr unic, numit aria laterald o conului
si notat cu o)(C). o;(C) este cel mai mic dintre numerele mai mari decit ariile

“laterale ale piramidelor inscrise in C.

La aria laterald a unui con circular drept C de razi R si generatoare G
putem ajunge tot pe cale intuitivd astfel: dacd tdiem suprafata laterald a
conului circular drept dupd o generatoare [FA] si o asternem pe un plan «,
spunem c8 desfdsurdm suprafata laterald a conului pe plan, aceasta luind

forma unui sector de cerc determinat de arcul AA’ al cercului ev, G, a),
unde l4, = 2R (fig. VIL.17). Aria laterali a conului fiind egald cu aria

sectorulul de cere, obtinem: o,(C) :% :2nR- G. Cu ajutorul intuitiei am

ajuns la urmétorul rezultat (a cérui demonstratie se omite):
Aria laterald a conului circular drept se caleuleazd cu formula:

| aria lat. con = wRG ]

unde R esle raza, iar G generatoarea conului.
Arta totald a conului circular drept este suma dintre aria sa laterald si

aria bazei. Deci
6i(C) = ay(C) + o, = TRG 4 wR?,
de unde

‘ aria tot. con = nR(R + G) ‘

Fig. VIL18,

Volumul conului circular

Fie C un con circular (nu neapérat drept) cu aria bazei 7 R? gi indl{imea I.
Volumul unui con circular este dat de formula:

nR2 0
vol. con = : o

Pentru a demonstra aceastd formuld s& considerm o piramida P cu baza
in acelagi plan « cu baza conului, avind aria bazei egald cu aria bazei conului si
aceeagl indlfime (fig. VII.18). Aplicind principiul lui Cavalieri, objinem ci
piramida gi conul au acelagi volum, adica

9(C) = v(P) =% (R ] = T

3

Aplicafii. :

1. Intr-un con echilateral C este inscrisi o piramid& patrulaterd regu-
latd P. Care este raportul ariilor laterale ale conului si piramidei?

Rezolvare. Conul echilateral are sectiunea axiald un triunghi echilateral

Deci VA = CV = AC = G (fig. 'VIL19). Atunci R :g. Deci o,(C) =

=BG =n S . oyp) = LBVEVVM 4o b este mijlocul lui (AB).
Aplicind teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic VAM, obfinem:
\4

vM = VA=A = e - (V2] -
: GV/1% '
4

_ Deci
1% G
b |/§G_'{__ 4 f :
gi
GICh= am V= ¢
o, (B)ISh [ D Fig, VIL19.
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Exercigii

1. Un con circular drept cu raza bazei R si inidl{imea k este intersectat cu un plan
paralel cu baza. La ce distan{d de virf trebuie dus planul astfel fncit aria sectiunii si fie
egald cu jumitatea ariei bazei?

2. Un con circular drept are generatoarea de lunglme 13 si raza bazei 5. 34 se calcu-
leze aria sec{iunii duse prin virful conului, care determing pe bazi o coardd egali cu latura
unui hexagon regulat inscris in cercul bazei.

8. Sectiunea axiald a unui con de rotafie este un triunghi dreptunghic isoscel a cirui
arie este 9. Si se afle aria totald gi volumul conului.

4. Aria bazei unui con de rotafie este egalii cu 36, iar aria totald cu 96x. S4 se afle
volumul conului.
5. Aria laterald a unui con de rotatie este 320x, iar raza conului este % din gene-

ratoare. Sd se caleculeze volumul conului.

6. Iniltimea unui con de rotatie este egali cu 15, iar suma dintre generatoare si raz
este 25. S& se calculeze aria laterald si volumul conului.

7. Sd se calculeze volumul conului inscris intr-un tetraedru regulat de muchie a.

8. Un cort conic are indl{imea de 8 m si diametrul bazei de 8 m. Citi metri pﬁtrat.l
de pinzd au fost folosifi pentru confectionarea cortului?

9. Intr-un con circular drept se di raza bazei R gi in:!lt.lmea h. 54 se determlne mu-
chia cubului inscris in con.

10. Intr-un con circular drept cu raza R si indltimea k se inscrie o prismi triunghiu-
lari regulatd ale ciirei fefe laterale sint pitrate. S4 se determine muchia laterald a prismei.

11. S se afle vclamul si aria corpului obfinut prin rotatia unei suprafete triunghiu-
lare isoscele [ABC] in jurul lui 4B, stiind ¢i AB = AC = 25 si BC = 30.

12. Dintr-o piesd de ofel avind forma unei piramide regulate cu baza un pitrat de
latura 10 cm si indlfimea 12 cm, se strunjeste o piesi conicii cu minimum de material pierdut.
Sd se afle aria laterald si volumul piesei ob{inute.

§ 3. Trunchiul de con

Trunchiul de con se definegte in mod aseménitor cu trunchiul de piramid.
Fie C un con circular avind virful V gi baza discul [€(0, R, «)]. Consideram un
plan «' paralel cu planul bazei o de abeeagi parte a lui « ca §i V, care determind
in conul C o secfiune transversald gi un nou con C’ avind virful ¥ si baza discul
[e(0’, r,a')]. Corpul obfinut prin inldturarea din conul Ca conului C’, fird
bazi, se numegte:trunchi de con. Deci mulfimea 7 = (€ — ¢') U[€(0", r, a')]
este trunchi de con (fig.VI1.20). Discurile [@(0, R, )] si [C(O', r, «')] se numesc

‘bazele trunchivlui de con.

Daca planul o’ taie generatoarea [V.M] a conualui € in punctul M’ seg-
mentul [MM'] se numeste generatoare a trunchiului de con 7. Segmentele
[AA'], [BB'] sint generatoare ale lui T (fig. VII.20). Partea din suprafata
laterald a conului €' cuprinsi intre planele « i o este suprafaja laterald a
trunchiulut de con.

120

—

e

2 i

b

e PP

Fig. VIL20. Fig. VIL21.
Indltimea & a trunchiului de con este d1stun§,a dintre planele « §i & si
este egald cu diferenta dintre indltimile 7 gi I’ ale conurilor CsiC", decl.
h=1—1%
Un trunchi de con circular este drept dacd el rezultd dintr-un con circular
drept (fig. VIL.21).

Exercitii

1. Aviitati c& un trunchi de con circilar este drept dach si numai dacd dreapta ce
uneste centrele bazelor este perpendiculard pe planele bazelor.

9, Si se arate cii fntr-un trunchi de con circular drept, avind centrele bazelor O, 0’,
dacd [4A’] este o generatoare atunci patrulaterul 044’0’ este trapez dreptunghic cu
bazele [0A], [0’A’] si cu indl{imea [00] (fig. VII.21).

8, fntr-un trunchi de con circular drept, generatoarels sint congruenie

Trunchiul de con circular drept este un corp de
rotatie. Orice trunchi de con circular drept se obfine 7
prin rotatia unei suprafete trapezoidale dreptunghice
[OMM'0"] in jurul suportului d a laturii perpendiculare
pe baze (fig. VII.22). Dreapta d = 00’ se numeste
aza de rotatie a trunchiului de con. Suprafafa laterald
a trunchiului de con se obtine prin rotatia lui [M "]
in‘ jurul lui d.

Sd considerdim trunchiul de con T = (C — C) U
ureo’, r, «')]. Ariile laterale ale tuturor trunchiuri-
lor de piramid¥ inscrise in 7 aproximeazd prin lipsa
un numér unic, numit'aria laterald a trunchiului de con
gi notat cu oy(T). oy(7T) este cel mai mic dinire nume-
rele mai mari decit ariile laterale ale trunchiurilor de
piramidd inscrise in T

Fig. V1122,




Folosind notatiile din figura VII.24 se observ ci aria laterald a trunchiu- Fie h = I — I’ inél{imea trunchiului de con. Folosind aceeasi aplicatie

‘ Tui de con este egali cu diferenta ariilor laterale a conurilor C gi € avind 2. §2 putem scrie of
I aceeasi axd de rotatie VQ si acelasi virf V. Deci 6/(T) = 6,(C) — o,(C"). 06 Ll e
il Cum' e,(C? = 7RG §i 0)(C') = nrG’, unde prin R, r am notat razele TTY I-TTR-r
| bazelor, iar prin G, G’ respectiv generatoarele conurilor ¢ si C', rezultd oo
| (1) a(T) = nRG — nrG’ = n(RG — rG). (5) ="
Conform aplicatiei 2 din § 2 putem scrie: : :
Analog obtinem

R G h

—_— = .,—,; Y = —r 3 .

F = (6) v Tasy:

I Notind cu g generatoarea trunchiului de con T, g = G — G, obtinem: Tnlocuind pe I si I’ din relatiile (5) si (6) in re‘la‘gia (4) obfinem:

Demonstrati formula volumului trunchiului de con fologind formula
volumului pentru trunchiul de piramid gi principiul lui Cavalieril

R e e e e S i e, T = o= ) : L R3h réh 7 _.___T:h R rs = ﬂ R2 ; rg + H")-
| T l(T)_E(R—.F_B—r)—3(1ft—r)( e
I de unde rezulti
h ] Am demonstrat:
l @) G =2, Volumaul unui trunchi de con circular este dat de formula:
=T
4 ! ~ Analog sé deduce ca (7) vol. tr. con = ’»;—h (R?* 4 r* + Rr)
| 0 o . ]
\‘ R—r unde R, r st h sint respectio razele bazelor §i indljimea tranchiulut de con.

Inlocuind pe G si G’ din relatiile (2), respectiv (3) in relatia (1) obtinem:

\: ’ = Ri-g rieg =) .R”—r“
( I GJ(T)—"T(R i — o [t Ml bl 0 R Aplicatie.
‘ :f Deci ' 1. 'S4 se demonstreze c& volumul trunchiului de con se calculeazd si prin
I \ Aria laterald a trunchiului de con circular drept se calculeazd cu formula: S n h ‘
t i ) o(T) == (B 1% + rh) = (B + b + 45n),

J aria lat. tr. con = ng(R 4 r) ‘

; unde r,,, Sy, reprezintd raza, respectiv aria sectiunii in 7' la distanta = de la
unde R, r, g sint respectiv razele bazelor trunchiulut de con §i generatoarea sa.

A > Aarg " i ; fig. VIL.23).
I Aria totald a trunchiului de con circular drept este suma dintre aria sa “\ bazegmara i )
Il laterald gi ariile celor doud baze. k Rezolvare. Deoarece (2r,,)% = (R--r)? = R*-+r*+2Rr,

‘ Deci
| avem Rr = % (4r2, — R?* —r?); inlocuind in formula (7)

se obtine formula (8).

I Tinind cont.cd C = T U €’, volumul trunchiului de con oarecare il putem

‘i; obtine facind diferenta volumelor celor doud conuri €, C’, deci - Exercigii
I ()= e 2. 1
i (4) U T) = 5 e (e lia=ade i) . ; 4. Aria laterald a unui trunchi de con circular drept este
il 5 el : E, egald cu 225m, generatoarea 25, iar inilfimea 24. S& se calculeze
; unde 7, I’ sint indl{imile counurilor C, C’. volumul trunchiului de con. Fig. VIL23.
f

|
l
1
aria totald tr. con = wg(R + r) + ©R® + xr? [
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6. Un trunchi de con circular drept are razele bazelor 9 si 15, iar generatoarea 10.
S84 se afle aria laterals si volumul conului din care provine trunchiul de con.

6. Intr-un trunchi de con circular drept, raportul ariilor bazelor este egal cu 4. Ciene-
ratoarea are lungimea egald cu a 5l este Inclinati fafd de planul bazei cu un unghi de 45°,
84 se calculeze volumul trunchiului de con.

7. Un trunchi de con circular drept are indlimea egald cu 10, iar razele bazelor 8 si
18. La ce distantii de baza micH trebuie fcuts o sectiune printr-un plan paralel cu bazele
astfel incit secfiunea. ficutd si aibi aria media proporfionald intre ariile bazelor?

8. Intr-un con de rotafie cu raza R = 5 si infl{imea I — 12 so face o sectiune para-
leld cu baza avind aria egald cu &r. S3 se calculeze aria laterald si volumul trunchiului
de con format.

9. Razele bazelor unui trunchi de con sint R si r; generatoarea formeazi cu planul
bazei mari un unghi de 45°. S4 se afle aria laterald gi volumul trunchiului de con.

10. Se di un hexagon regulat cu latura 4. Sd se caleuleze aria si volumul corpului

rezultat prin rotirea suprafetei hexagonale in jurul axei de simetrie ce trece prin mijlocul
unei laturi,. ¢

11. O suprafatd trapezoidals dreptunghici 4BCD (BC | AB) se roteste in jurul
unei axe paralele cu BC, la distanfa 3 de la BC, axa fiind in afara trapezului. Daci
AB =5, AD = 551 CD = 2, 54 se afle aria $1 volumul corpului de rotatie. :

§ 4. Sfera

In capitolul IV § 4 am definit sfera
HO, 1) = {M |OM = r},
interiorul sferei
' Int 80, r) = (M |OM < r}
gi corpul sferic
[£(0, r)] = 8(0, r) U Int S0, r) = {M |OM < r}.
Se defineste si exteriorul unei sfere §i anume:
Ext 8(0,r) = {Q | 0Q > r}.

Dacd M & 8(0, r), atunci prin raza sierei
vom intelege atit segmentul [OM] cit si numdrul
OM =r (fig. VIL.24). Daci P §i Q sint doui
puncte pe sfera $(0, r), atunci segmentul [PQ] se
numegte coardd a sferei. O coardd care confine

centrul sferei se numeste diametru. Evident cf lun-
gimea fiecdrui diametru este egala cu 2r.

Fig. ViL24,

124

‘secteazd sfera dupd un cerc al cdrui

Fig. VIL.25. Fig. VIL.26,

Pozigiile unui plan fagd de o sferd

Teorema 1.Fie £(0,r)osferdsicun plan, M =pr0§ih=d(0,x)=0M.
a) Dacit 1 >r, atunci planul %« si sfera $(0, r) nu au puncte eomune.
b) Decd k = r, atunei planul « si stera $(0, r) au exact un punet eomun.

i i in comun un eere.
4 0 < h < r, atunci planul « si sfera (0, r) an
:l)) ]1)):23 h = 0, adied O € «, atunei planul o intersecteazd sfera dupid un

} r, numit cerc mare al sferet.
e g)z;ztﬁtr;;ie. a) Fie h >r; pentru orice punct P c o avem:
OP > d(0, M) >r, deci P € Ext 8(0,r) (fig. VIL.25) i

Oy = gD

1 = r, atunci M € (0, r). Dacd P €a, P # M, atunci S
unghlijl)ﬂF(;:e}}l)tungliic OMP(OM L MP) (fig. VIL.26) avem: OP >0M =r
§i deci P € Ext &9, r). Asadar 8(0, r)Na = {M}. et
¢) Fieh <r;notim a = |/r* —h%. Dacd PEe(M,a, «), atunci ]_

= VI Fa =]k +r2—h =r, deci PES(O, 7). Awdag, tantEe p;:g.leg
cercului @(M, a, «) apartin intersec’?iei S0, r)Ne (flg. VHb 7);~ rlei o
un punct comun planului « si sferei &(0, ). Atunci avem 0Q =7 § e
= /0P —0M? = |/1% — h? = q, deci Q S€(M, a, «). Asadar $(0,7) N =
= @(M, a, x). Cercul €(M, a, a)
se numesgte secfiunea fdcutd de plan
in sfera $(0, ). :
d) Daca &= d(0, «) =0 atunci

M = 0, deci O Ea, si planul « inter-

centru este centrul sferei O si a
cirui razi este, deci, raza sferei
(fig. VIIL.28). .

Un plan « se numesgte respectw.
secant,” tangent sau eaterior sferei

Fig. VIL27.
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Fig. VIL28,

Fig. VIL29,

dupd cum pianul « intersecteazd sfera intr-un cerc, intr-un singur punct
sau in nici un punct. 5
Din demonstratia punctului b) a teoremei 1 rezults ci:

Obseroafie. Orice plan tangent la o sferd este perpendicular pe razd in punctul de
langenjd. ¥

Pozitiile unei drepte fati de o sferd

Teorema 2. Fiind date sfera 0, r) i dreapta a, se noteazi
M= pr0si h =d(0, a) =0M."

a) Daed h > r, atunei dreapta a si sfera £(0, r) nu au ptmdte comune
(dreapta a este exzterioard sferei).

b) Daed h = r, atunei dreapta « si sfera $(0, r) au exact un punet comun
(dreapta a este tangentd sferei). :

¢) Daedl 0 < k < r atunei dreapta a i sfera (0, r) au exaet dousi puncte
comune (dreapta a este secanid).

Demonstratie. Intersectia planului (Oa) cu sfera (0, r) fiind un cerc de
razé r, teorema 2 revine la teorema analoagd invitatd la cerc (manual cl. a IX-a
»Pozitia unei drepte fatd de un cerc®) (fig. VII.29). Din teorema 2 rezultd
cd dreapta a este tangentd la sfera &(0, r) dacéd gi numai dacd d(0, a) = 7.
Punctul comun tangentei i sferei se numeste punct de tangenjd sau punct de
contact. Din teorema 2 rezultéd de asemenea:

Observafie. Fiecare tangentd la sferd este perpendiculard pe raza dusd in punciul de
tangenjd M, deci acesle tangenie sint tncluse in planul tangent in punctul M (fig. VII.26).

Corpul sferic il putem defini i prin rotatia unui semidisc in jurul diame-
trului care 1l mirgineste, iar sfera se obtine prin rotafia unui semicerc.

Exercitii

1. 84 se arate ci un corp sferic este 0 mulfime convexd, iar exteriorul unei sfere nu
este o mulfime convexi.

2. S4 se arate cii simetricul oricarui punct al sferei (0, r) fafa de centrul O apartine
de asemenea sferei” £(0, 7). :
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3. S4 se arate cd suportul oricirui diametru al sferei este axd de simetrie a sferii.

4. Dacit doud cercuri din spatiu neasezate in acelagl plan au doud puncte comune
existh o sferd si numai una care confine cele doud cercuri. )

. Prin dou# puncte distincte de pe sferd, care nu sint coliniare cu centrul sferei,
trece un singur cerc mare al sferei.

Calota si zona sfericd

S# considersim sfera §(0, r) si un plan o, situat la distanta & dela centrul. O
(k < r). Atunci aV&(0, r) este un cerc de_ centru M = pro0 si razd ry. Sd
‘ notdm prin S’ si §” semispatiile inchise limitate de planul &.

Intersectiile &(0, r)NS’" si S3(0, r)NS” se numesc calote .sferice. Cercul
@(M, ry, @) este baza calotelor (fig. VI11.30). Notind ou [P1P;] dlametru{ sferei
perpendicular pe «, distantele MP, =r —k MP;=r + Fk sint indlyimile
calotelor. Daci O € «, cele doud calote se numese semisfere.

Fie «, B doud plane paralele care intersecteazd sfera 8(0,r) dupd cercu-
| vile @(My, 4, a) si €(Mj, 72, B)- Multimea $(0, r) ﬂu[aM gﬂ[ﬁM ; (portiunea din
3 sferdl cuprinsi intre planele o i B) se numeste zond sfericd de baze @(My, T4, o)
5i @(Ma, 12, B) S indljime b = MM, (fig. VIL.31). :

Observafii. a) Calota si zona sfericd sint de asemenea suprafete de rotafie. Rotind un

sswenl

arc mic de cerc AB in jurul suportului d al unui diametru, se obtine o calotd sferied, dacd

Aedsiozoni sferic, daca ABNd = (3 (fig. VI1.32 §i VIT.33).

Fig. VIL30.

ascigs

Fig. VIL32. Fig. VIL33.
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b) Calota sferick poate fi consideraty ca un caz particular de zoni sferici (una din
baze se reduce la un punct). :

Aria zonei gl calotei sferice. Aria sferei

S# considerfim o zon¥ a sferei (0, r) si un trunchi de con circular di-epl: T inscris
in zond (bazele trunchiului de con sint bazele zonei) (fig. VII.8%). Secfionind sfera cu un
plan « ce trece prin cele dou# centre M si N ale bazelor trunchiului de con, deci gi prin
punctul O, se obfine un cerc cu centrul in O; fie [AB] o generatoare a trunchiului de
con in planul «. Atunci i

(1) oiT) = m+ AB + (AM - BN). )
P si Q fiind mijloacele laturilor [AB] si [MN] ale trapezului dreptungh-ic ABNM, rezulti ci
(2) AM + BN = 2 PQ.
fnlocuind relatia (1) obfinem: \
(3) o(T) = 2n+AB - PQ.
Fie € = pryyA. Din asemiinarea triunghiurilor ABC si POQ rezultd ci:
AB _ 40
opP PQ
de unde

AB+PQ = 0P+ AC.
Cum AC = MN, rezulti ci AB - PQ = OP « MN. fnlocuind aceasta in relatia (3)
obfinem:
(4) o(T) = 2n*OP - MN.
sa considerdm acum sfera (O, r) si zona sferici Z de inilfime h = MN, cu bazele
cercurile @(M, AM, o) 5si (N, BN, B). Zona Z intersecteazd un cerc mare al sferei d(0, r),

situat intr-un plan perpendicular pe «, in arcele ;179 gi ap (tig. VIL. 35). Impirtim

— =~ ——
arcul AB in arcele congruente Ad,, 4,4,, ..., An_B si ducem prin punctele 4,, A,, ..., A, 1
plane paralele cu «, care taie segmentul (/) in punctele M,, My, ..., Mn_ si impart zona Z
in zonele Z,, Z,, ..., Zn de indlfimi MM,, M,M,, ..., M,_,B. Inscriem in aceste zone
trunchiurile de con T, Ty, ..., Th; reuniunea Sy, a suprafetelor laterale ale Iui Prlvinn iy
aproximeazd zona Z. Vom arita cd ariile o(Sy), » = 1, 2, 3, ..., aproximeazi prin lipsi
un numir unic, numit aria zonei sferice si notat cu o(Z).

Fig. VIL34, Fig. V11.35,
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Notind cu Pp mijlocul lui [Ap_,A4x] si folosind formula (4), aria laterald a lui T
se scrie oy(Th) = 2m*OPg* My My (My= M, M, = B). Suma tuturor acestor arii

laterale este aria lui Sp:
mn

: n
alSn) = E 01(Th) = 2n Z OPp+ Mp_My.
== k=1

A :
Deoarece arcele Ay Ay sint congruente, coardele (Ap_,Ap) $i de asemenea segmentele
(OPy) sint congruente intre ele. Asadar

n
(5) o(Sn) = 2m- 0Py« 3> My My = 2+ OPy - MN.
R=1

Dacil n cregte, distanta O.P; aproximeazi prin lipsd raza r a sferei $(0, ) cu orice
precizie doritd, deci, tinind cont de (5), o(Sn) aproximeazd prin lipsd numirul 2zr-
« MN — 2xrh, de asemenea cu orice precizie doritd. Cu alte euvinte: 2mrh este cel mai
mic numdr mai mare decit toate ariile aproximative o(Sy). Asadar ¢(Z) = 2nrh.

Aria zonei sferice se calculeazd cu formula:

aria zonei = 2nrh

unde r este raza sferet, iar h tndljimea zonet sferice. _

Tinind cont ¢i 0 zond sfericd la” care una dintre baze se reduce la un
punct devine o calotd sfericd, atunci aria calotei se va calcula tot dupd
aceeasi formuld, adied: . £

aria calotei = 2nrh ‘

unde r este raza sferei, iar & este inéltimea calotei.
Aria sferei se obtine imediat considerind sfera ca o zond cu indltimea

h = 2r. Deci

1 aria_sferei = 4nr? l

Yolumul corpului sferie
Teorema 3. Dacd raza corpului este r, atunci

=5 i A
. AT

‘ vol. corp sferic = - ‘
3

Demonstragie. Considerim corpul sferic ¢(0, r), cilindrul de rotatie C de razd r si
indl{imea 2r, precum’si corpul C; U C,, unde C; si C, sint conuri de rotatie congruente,
cu aceeagi axd, cu generatoarele in prelungire, de razd r si indlfime r. Cele trei corpari sint
disjuncte si asezate pe acelasi plan o (fig. VII.36). Sectionindu-le cu un plan B || 2, la
distanta = de O, se obtin trei discurl avind razele respectiv MN pentru sferdi, PQ
pentru con i UV pentru cilindru. Deoarece MN*=r? — a?, PQ =, UV =r, re-
zultd e =MN? 4 nPQ?* = =UV?, adicd aria sectiunii prin § in S U (C, U C,), este egald,
cu aria secfiunii in €. Aplicind principiul lui Cavalieri obtinem: v(S) + v(C; U C;) = v(C)
de unde '

mr? Lmr®

v(S) = »(C) — v(C, U Cy) = 2nr® — 2+ = = 5
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Fig. VIL36.

Aplieafii. 1. Se observd cd 2[8(0, D= % o(8(0, r)) « r. Acest rezultat

este fo]ah?'l mai general: dacdl 3 este o suprafata inclusi in sfera $(0, r), care
are arie, gi § reuniunea segmentelor [0P].cu P & 3 (fig. VII.37), atunei

(6) o) = A7

3

Formula (6) poate fi demonstrati aproximind pe S din interior cu o

reuniune de piramide avind ca virf comun punctul @, iar ca baze triunghiuri
cu virfuri pe 3. :

In cazul cind 3 este caloti sfericd, S se numeste sector sferic (fig.. VII.38)
pentru care se obtine din (6):

?)

tl

vol. sector sferjc — >

. 2. Doud plane paralele « si B, care intersecteazi sfera &0, r) dupd cercu-
rllg @My, 1y, @), €( My, 1oy B), (ry > 13), descompun corpul sferic [$(0, r)] in
trei corpuri, numite segmente sferice (fig. VI11.39 si VII.40). Vom arita c& volu-

Fig. VIL.87. Flg. V1L38, Fig. VIL.39.
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mul V al segmentului sferic se calculeazd cu
aceeagi formuld (8) de la § 3, pe care am
stabilit-o pentru trunchiul de con. Tratim cazul
segmentului sferic Se, p, cuprins intre Pla_nele'a
‘si B (pentru cele in exteriorul lui « st @ se 1a
r, =0), si M; € (0M,).

Considerim pértile corpurilor §, €U Cs
§i C din demonstratia teoremei 3 cuprinse intre
planele « si p: segmentul sf eric Su, o trunchiul de
con Ty, psicilindrul Co, g (fig. VII.!;fi). IthI"e vo%/u-
mele lor ¥, V', V" existd relatia: ¥V = " — . .
Fie h = M, M, M mijlocul lui [MMs), 'y = d( M, M, My) si @ =1—MOM3.
Sectionind pe S, g L 6 Cy p cu un plan y || o, care trece prin My sze
obtin trei discuri de arii rd, s’ = na? § = xr® si avem: 5 B’ = rd,
s = nrd, s — s’ = nry, unde B, b’ sint ariile bazelor lui Tt g.

—

Pig. VIL40.

Tinind cont de formula (8), § 3, rezultd® V= V"' — V' = hs — % (B +b&" +
+4) = %[(s _BY) + (s — b") + 4ls — )], dec
g v ="ht 4+ arh)
Putem giisi o expresie pentru V' in functie de ry, 7y §i b Din

2 k2
oA (oo b (et 5]

7 . . . i :
se deduce ¢l 4re = ﬂrf + 2r§ + h? si avem in final pentru volumul segmentului sf_err c

(9)

= (ard + o + 1.

YV =




Dacit segmentul sferic se obtine din cor i i
) ul i i
(fig. VIL.40) ry = 0 si pul sterio prin seciionare cu un singur plan

(o) V=2t (3 ).

Deduceti formula (10) prin d
“ . ; .
i (10) p scompunerea sectorului sferic tntr-un segment sferic

formiiaf?s)ca::ul aito;' corlpu;'i de rotatie (de exemplu butoaie, cisterne ete.)
rvegte la calcularea aprozimativd a volumel i ;
matii bune, dacé corpul se desco ne ici i
nat : : mpune in suficiente parti prin pl

§i formula (8) se aplic separat pentru fiecare parte. U

Exercitii

6. Un corp sferic de razd 6 e n o Hllt, centru
g se SEthOfl azi cu un pl 4 de cent
pla . La ce dist )
sferei trebuie dus Plalllﬂ o pentru ca aria discului de sectlune sd fie egalé cu 9 ?

7. S se afle raza unei-sfere

tiin i i i i
i S stiind cd aria sa si volumul corpului sferic se exprim3 prin

o ZONA i a a S .
on azelor 15 si 8, i I raza sferei este 17 Sd se afle ria zonel
8( 0) sferic re razele b , lar raza s st le aria

9. 84 se afle muchia unui tetraedru regulat inscris in sfera de razi R

g aza bazel Ll‘Illll con cire I dre este egali cu 1 infiltimea 3. se afle volu-
" 10. R za b ircular d pt
S g 4 5 a Si arle volu

11. Si se afle muchia unui cub inscris in sfera de razi R.

12. fntr-o sfertt de razi 10 se inscri o
5 nscrie un cili i 4 s .
elifons i Tateralk oF ol ol it ndru circular de in¥lfime 12. 83 se cal-

= Daza u Prism d e eu TIun; >u laturile 10, 1ar in: t]me 7
13. Baz 1€l 1sme Pept. est n triu g}l urile 6, 8 si a pPris
, 6§ , 1ar fndl p
mel este Egalii cu 24, Si se afle aria $1 volumul s €rel circumscrise prismel

14. U . . . . b
nei sfere de razi R i se circumsecrie un trunchi de con. $tiind cA raza bazei mici

este de patru ori mai micd decit r i mari i i
Sl aza bazei mari, si se afle aria totali $1 volumul trunchiu-

15. Dintr-un cilindru de metal in care Ihéltimea §i lungimea diametrului bazei sint

egale cu 20 cm, se strunjeste un corp sferi i 1
i b jes p sferic de volum‘ma‘xlm. 54 se afle volumul materia-

= 11;6'5.)[]!; ;on circular drept are .inﬁltimea egald cu & si este Inscris intr-o sferd o de
: se calculeze in funcie de R si & volumul ¥ si aria laterald S a conului
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b) S4 se arate cd ggnu depinde de A. c) Seconsiderd calota sferei d, care are acecasi

bazii ca gi eonul si nu contine virful conului. Si se calculeze aria calotei gi sd se deter-
mine apoi k astfel incit aria laterald a conului sd fie egald cu aria calotei.

Exercitii recapitulative

1. Diagonala secfiunii axiale a unui cilindru echilater (sectiunea axialdl este un pitrat)
este egald cu a. Si se afle volumul prismei octogonale regulate inscrise in acest cilindru.

2. intr-un cilindru cireular drept de razi a si generatoare b este inscrisd o prismé tri-
unghiulard regulatd, iar in prismd este inscris un cilindru. Sa se afle raportul volumelor
celor doi cilindri.

8. S4 se calculeze raza cercului de hazi si generatoarea cilindrului circular drept a
cirui arie totald este jumitate din aria sferei in care poate fi inscris.

4, S se afle la ce distanfi de virful unui con, cu raza bazei & i indl{imea 5, -trebuie
s4 ducem un plan paralel cu baza pentru ca acest con si fie impértit in doud parfi de ace-
lagi volum. ;

5. Se di un con circular drept in care « este misura unghiului format de iniljime cu

generatoarea, iar r este raza sferei inscrise in gon. a) Si se exprime in funcfie de o si r aria
laterald a conului. b) S se determine « astfel incit aceastd arie sa fie egald cu 3mr® (sin a)~1.

6. intr-un vas in forma de con circular drept, cu indltimea de 6 dm, cu virful in jos,
se toarni 150,72 1 de apd. Apa se urcd in vas pini la 4 dm. Si se afle capacitatea vasului
intreg.

7. Un con circular drept, care are raza bazei R si indlfimea I = 2R, se taie cu un
plan paralel cu planul bazei delerminind astfel un trunchi de con de inilfime d. a) Sa se
calculeze volumul trunchiului de con in funciie de R si d. b) Si se determine d in functie
de R astfel ca in acest trunchi de con s se poatd inscrie o sferd. ;

8. Si se afle aria totald si volumul corpului obfinut prin rotajia unei suprafete
hexagonale regulate in jurul suportului unei laturi, stiind cid latura hexagonului este
egald cu a.

9. S4 se calculeze aria laterald si volumul unui trunchi de con stiind ci raza bazel
mari este egald cu R/ 3 si cd in trunchiul respectiv se poate inscrie o sferd de razd R.

10. in trapezul ABCD, cu bazele [4 5] si [DC], diagonalele [AC] §i [BD] se intersec-
teazd in 0. a) Cunoscind AB = a, DC = b(a > b) §i inidllimea % a trapezului, sd se cal-

culeze distantele de la punctul O la cele doud baze. b) Fie ¥y si ¥, volumele corpurilor
oblinute prin rotajia suprafetei trapezoidale ABCD in jurul bazelor DC respectiv AB.

- Care dintre cele doudl volume este mai mare?

11*. O sferd de centru O si de razii R este sectionatil de doud plane paralele « si B
situate la distanta 2 unul de altul. Si se afle distanfa de la centrul sferei la planul e astfel
incit aria zomei sferice dintre cele doud.plane sd fie egald eu suma ariilor secfiunilor plane.

Discutie.
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’

.12. a) La c_e_distanta de centrul unei sfere § de razd R trebuie dus un plan astfel
ca aria calotei mici, ce se formeazi, sil fie egald cu aria laterald a conului éircular drept,
avind ca bazii cercul de intersectie al planului cu sfera si virful pe calota mare? b) S& sn:
afle raportul dintre volumul conului si volumul corpului sferic [§].

18. Intr-un trapez isoscel ABCD un i i i
unghi ascutit este de 45°, 1 i
congruentd cu baza micd [CD]. ’ S
a) Dacil AD = 10, s& se afle lungimea diagonalei [BD].

b} Si se afle volumul corpului obfinut prin rotatia suprafetei i
pasih el i prafefei trapezoidale [4A BCD)

14. Un con de rotatie are raza bazei R si i i ili
‘ 1 gl Indl{imea h. S& se inscrie in e
de arie fotald maximai. : s ol

Probleme recapitulative

1. S4 se arate cd un poligon convex nu poate avea mai mult de trei unghiuri ascufite.

9, Fie ABC un triunghi. S4 se giiseascdl locul geometric al punctelor M e (ABC).
pentru care ofABM] = o[ACM].
3. Se di un patrulater convex 4BCD. Si se afle locul geometric al punctelor M
e Int ABCD pentru care o[ MBCD] = o[ MBAD].
© 4..84 se determine o dreapti MN, paraleld cu bazele unui trapez ABCD (M = (4D),
N & (BC)), astfel ineit diferenta ariilor lui [4BNM] si [MNCD] s¥ fie egald cu un numdr
dat. - ;

5. Pe laturile trihnghiului ABC se iau punctele D, E, F astfel ca%:-_-

= e = AF — 2. 84 se afle raportul ariilor triunghiurilor DEF si ABC.
EA FB : - >

6. Laturile neparalele ale unui trapez circumscris unui cere formeazil cu baza mare
unghiuri de misurd « respectiv §. Si se afle raza cercului, stiind ci aria trapezului este §.

7. Se considerdi un triunghi echilateral ABC si disc.‘ul[e [0,E , unde O este

ortocentrul {riunghiului si a=AB. Si se determine aria suprafefei [ABC] —
_[e(o,ﬁ ] Sk
g
8. S4 se arvate cit in orice triunghi ABC:

s e
wRr '

a) 1+ cos A cos (B — C) =

BY (8% +o* — af) tg A = 4S; p(d) #2

- sin(i + C]
b+ e 2

) ey
2¢ cos A; ilidi )

A B iy
d) p=rfletg = + élg— + ctg—1|;
P ( 7 ng 82)

2
ol

¢) ('lg‘% clg E_’ clg H(’:




9%, Sd se arate cd in orice trinnghi ABC avem:
a) actg A +betg B+ cctgC = 2(R + r);
b sind +sinB + sinC _ p

cos A + cos B +cos C R +r.

10. Se dau dreptele de ecualiiy =+ b—a, y =22+ b —2a sy =3z +b—
— 3a — 2, unde a, b =R. Si se determine masurile unghiurilor triunghiului determinat de
punctele lor de interseciie.

11. Dac# H este ortocentrul triunghiului A BC, si se arate ci:

a) AH = 2R cos 4,

b) a AH + b BH 4 ¢ CH = 48§.

12*, Dac# O este centrul cercului circumseris triunghiului A BC, iar I centrul cercului
fnscris, sd se arate cd

OI* = R(R — 2r).
18%, Si se arate c& in orice triunghi 4 BC,

cos”B_(";&', o

i 2 R

14. S3i se calculeze z" + l , stiind cé z 4+ l = 2 sin a.
. Zn z

15. S4 se rezolve ecuatia 2" + 271 + ... 241 = 0.
16. S4 se rezolve ecuatia: (z + 1)? — (z — 1)t = 0.

17. Sa se demonstreze ci dacll |z | < L , atunci
2

\(1+i)z“+iz\<—2—.

18*, Se dau dreptele d si d’. SA se arate cd prin fiecare punct al spafiului trece o
dreaptd perpendiculard pe d si pe d’. :

19*. Se dau dreptele d, d’ nesituate in acelasi plan si punctele A d, B =d’. 81 se
afle locul geometric al punctelor M pentru care pr,M = A4 i pr;, M = B.

20*, S se giseascll locul geometric al punctelor din interiorul unui unghi triedru

A~
abe egal depdrtate de muchiile lui e, b, e.

21* FA N . . N N 0 . .
i s abe un unghi triedru cu ab = ae. Si se arate cd planul bisector al unghiului
diedru determinat de fefele care confin muchia e, este perpendicular pe planul fefei opuse.

22%, S se construiascd o dreaptd care s intersecteze doud drepte date si si fie
perpendiculard pe o altd dreaptd dati. :

28*, Fiind date punciele 4, B, situate de aceeasi parte a unui plan, si se afle in
acest plan punctul pentru care suma distantelor sale la A si B este minimi.

24*, Pe una din muchiile unui unghi triedru se di punctul 4. S& se construiasci pe
celelalte muchii cite un punct M, N astfel incit suma AM + MN 1 NA si fie minimd.

25%, Cite muchii ale unei piramide pentagonale pot fi intersectate de un plan?
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* 26%, Printr-o dreapt# datd s se ducé un plan pe care proiectiile a doud drepte date
sd fie paralele. ; :

97. Se considerd un tetraedru [A BCD] si centrele de greutate L, M, N ale triunghiu-
rilor BCD, CAD, ABD. a) 54 se arate ci (ABC) || (LMN). b) S se afle raportul dintre
o[ ABC] si o LMN). i )

98, Se consideri un cub [ABCDA'B’C’'D’]. Punctul 4 se proiecteazii pe A'B, AC,

" A’D respectiv in A;, A,, As. S& se arate: a) A'C L (A34,45); b) Ad; | 4,4y, Ad; |

| Agdy; c) AA;A4,44 este un patrulater inseriptibil.
4

. : e SN
29. Se considerd triunghiurile dreptunghice BAC si ABD (m(ACB) = m(ADB) =
= 90°), situate in plane perpendiculare. M, N fiind mijloacele segmentelor [AB], [CD],
si se arate ¢t MN | CD.

30*. i se demonstreze ci semiplanul bisector al unui unghi diedru intr-un tetraedru

" imparte muchia opusd in segmente proportionale cu ariile fetelor aldturate.

81. Fie 4 un virel al unui tetraedru regulat si P, Q doud puncte pe suprafata lui.

N
Sit se arate ci m(PAQ) < 60°

89%. Si se arate ¢ suma misurilor unghiurilor diedre ale unui tetraedru este mal mare
decit 360°

33+, Se considerd dreptele paralele d,, dy, confinute intr-un plai « si o dreaptd AB
care intersecteazd planul o in punctul €. O dreaptd variabild, inclusi in « si trecind prin C,
taie dy, d, respectiv in M, . 84 se afle locul geometric al intersectiei AM N BN. In ce caz
locul geometric este muliimea vida? =

34. Un plan o intersecteazd laturile [AB], [BC], [CD], [DA] ale unui tetraedru
[ABCD] in punctele L, M, N, P. Si se demonstreze ca AL-BM-CN-DP = BL"
+CM+*DN+AP. :

85%, Dintr-un punct A exterior unui plan « se duce perpendiculara A0, 0 € o si se
iau B, C = o Fie H, H, respectiv ortocentrelé triunghiurilor ABC, OBC, AD si BE indl-
fimi in triunghiul ABC, iar BE; indlfime in triunghiul OBC. Si se arate:

GADH; BE _

o ABC); bl 2=
a] HH, | [ABC); b) 20 o,

4%

86*. Se da uh tetraedru [ABCD] in care AB | CD si AC | BD. Sa se arate:
a) AB? + CD?* = BC® + AD®*= CA® + BD?; .b) mijloacele celor sase muchii se afla
pe o sferd. ;

37. Se d4 o prismi triunghiulari [ABCA’B’C’] care are fetele laterale pitrate. Fie

M un punct mobil pe [4B], N. proiec}ia lui M pe (BCC’) i A” mijlocul lui [B/C’]. S% se
arate o A’V si MA” se intersecteaza intr-un punct P sisise afle locul geometric al lui P.

8. Fie tetraedrul [A BCD] si G centrul-de greutate al triunghiului BCD. S4 se arate
ci dacd M e AG atunci fMGBC] = [ MGCD] = W MGDB]. \

89. Se considerd punctul M aparfinind interiorului unui triedru tridreptunghic de
virf 0. Si se duc# prin M un plan care si intersecteze muchiile triedmlui respectiy in
puncte A4, B, € astfel ca M sd fie ortocentrul triunghiului 4 BC.
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40. O grimadd de nisip are drept baze doudl dreptunghiuri situate in plane paralele
5i fetele laterale trapeze. S4 se giiseascd volumul grémezii cunoscind dimensiunile a, b ale
bazei mari, a’, b” ale bazei mici si & distanta dintre cele dou# baze.

41. Se d& un trunchi de piramidi de inil{ime % si ariile bazelor B si . Se unegte un
punct oarecare O al bazei mari cu virfurile 4, B, 4%, B’ ale unei fee laterale. a) Si se arate

cdl yfOA'B’'A] = I[;-—_b_ *(OABE’]. S4 se determine cu ajutorul relatiei de mai sus formula
B : ; »
volumului trunchiului de piramidi.

42*, Bd se demonstreze ¢ dacd intr-un tetraedru ariile fetelor sint egale, atunci
fiecare muchie este congruentd cu muchia opus.

48. O prism# triunghiulardi regulaty este circumscrisi unei sfere de razi R. Si se
afle aria §i volumul prismei. :

44. Un triunghi dreptunghic cu catetele respective b si ¢, iaripotenuza o se roteste
pe rind in jurul ipotenuzei gi al celor doudl catete. ¥y, Va, Vg; Sy, Sy, S5 fiind volumele
respectiv ariile laterale ale celor trei corpuri formate, sk se arate:

i Sy _Sat S,

il
o SR

Vi

1 1 S,
=75 ) b =
ﬁ+ﬁ )&+

45, Un cos de fabricd are forma unui trunchi de con cu indltimea de 10 m, bazele
trunchiului de con au lungimile exterioare de 3,14 m si 1,57 m, grosimea zidului fiind de
18 c¢cm. Sid se calculeze volumul cogului.

46. tntr-o sferd de razd R se inscrie o piramid# regulatd cu baza un pitrat si cu unghiul
«de la virful unei fefe laterale de miisur o. Si se afle: a) volumul piramidei inscrise, b) aria
laterald gi totald a piramidei, ¢) valoarea «, cind indl{imea piramidei este egald cu. raza
sferei.

47, Un trunchi de con are aria lateralii egalil cu 4na® si iniiltimea a, iar generatoarea
sa este egald cu suma razelor bazelor. 34 se calculeze in funcfie de ¢ razele bazelor si aria
laterald a conului din care face parte trunchiul de con.

48. Fiind date punctele distincte 4 gi B,.sd se afle locul geometric al punctelor M
din spafiu pentru care AM | BM. i

49. S# se arate cd daci trei sfere au un cerc comun, atunci centrele lor sint coliniare.

50. Sd se giiseasch locul geometric al centrelor sferelor care trec prin: a) dou#t puncte
date, b) trei puncte date.

51, S4 se afle iocui geometric al centrelor sferelor dé razi datd tangente la o dreaptd
datd.

62, Fie C un cerc situat pe sfera S si A & €. Sd se arate cil tangenta la cercul C in
punctul 4 este inclusd in planul tangent la sfera .S in'A4. £

58. Un plan paralel cu baza piramidei [ VABC] taie muchiile laterale in 4, B’, ¢’
54 se arate ci sferele circumscrise tetraedrelor [FPABC] si [P A’B’C’] sint tangente.
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Sl

G4 SH se arate ci raza sferei inscrise tntr-un tetraedru se calculeazi cu formula
3V : §
r=— g
R s

unde Sy, Sa, Sy, S, sint ariile fetelor, iar ¥ volumul tetraedrului. -

55. Se roteste un triunghi ABC in jurul tangentei in 4 la cercul circumseris. Sa se
exprime aria suprafefei descrise de [BC] in funciie de @ = BC,b = CA,c = AB.

56. Un con circular drept cu generatoarea a; are trei generatoare perpendiculare
douticite doust. 84 se afle: a) volumul conului, b) aria sferei inscrisd in acest con, ¢) raportul
ariilor calotelor determinate de cercul de tangenfi al sferei cu conul.

57. Doud sfere de centre O s O, si raze R 5i By (By < R) sint tangente exterior. S&
se afle aria laterald a trunchinlui de con ce are ca baze cercurile de tangentd cu cele dogi\
sfere ale conului circumseris sferelor.

B8*, Patru sfere de aceeasi raziir, sint tangente doud cite doud. 84 se afle indl{imea &
a conului de rotafie circumseris celor patru sfere.

59*, O mirgea se obtine dintr-un corp sferic prin perforare cu un burghiu al cdrui ax
trece prin centrul sferei. Si se afle volumul mérgelel, stiind cft gaura obfinutd are lun-
gimea h. g




Indicatii si réspunsuri

Capitolul |
§ 1.

2. (n—2)+180° = n-135° n = 8. 8. n+180° — (n — 2) - 180° — 360°. 4. 10. b. 3.
§ 8,

2. Triunghiul dreptunghic. 4. a) o{A0D]+- o[ AOB]— o[ BOC]+ o[ AOB]. b) of{A0D] =
= MO *h = o[BOC]=ON *h, unde % este indltimea trapezului. 6. Paralela prin D la
laturile unghiului BAC taie AB in E si AC in F'; MN va fi paraleld cu EF. 7. P este
centrul de greutate al triunghiului ABC. 8. Se considerd punctele M, N e (AB) astfel
ci Me(AN). Paralelele prin M si N la BC intersecteazi latura (AC) in M’ si N’

AM AN

Se noteazéﬁ =2 Sl y i se pune condifia ca cele doud paralele si
descompuni suprafata triunghiulard [ABC] in trei suprafete de arii egale; deci
ofdMM] 1, 7 o o

- =—=ux* z=-—— gl analog, y= — . 9. Fie trapezul ABCD, AB
o{ABC] 5 /5 g Y o B pezu II.oc,

{0} =AD N BC, D= (04), a=0D, b=0A4 si MM’, NN’ dreptele cerute. OM?2 =
£ % (2a* + ), ON® =% (a® + 20%).

§ 4. 2

3 — — Sy ” 5 » — 1 pr2
6. Daci C € AD, u(AC) = p(DB) = « i OA = r, atunci o{ EFDC] = Chay (m —

ai 1 & i 3 - 2
— 2¢ - sin 2a) — o %'(20: 4+ sin 2a) = TE (% = _2«] :% p.(é-\) = aria sectoru-
r—
lui [oCD].
Exercitii recapitulative
2 21/ 2r% 5. o[ BCN] = o[DCM] + o[ABM). 6. %.

=
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Capitolul 11
Al
s g 3
1. a) lio, 2r — aresin %), b) (5, m -} arctg %} s c){sj -;]. d) (2, %}
‘ = 25 7 71/3
¢) [Vs;n—arctg %] f) (3, =), 2. a)(1,1/3), b) (% % i'.'-z)’ “’(‘ ]

3
d) (=35, 0) 3.[2, arcsin —2—). (2, m™ + arctgz].
5.2,

1. b) Membrul sting al egalititii se scrie sub forma m; . (sin 2B + sin 2C), unde

2 4SS Lo a) Se exprimi cos B si cos C din teorema cosinusului. 4. Aplicind teorema

sin
i : B A—C__ B A O e b
sinusurilor se ajunge la cos .= 08 — = = .sau e i
b. ctg A = gosd b ho o, pilbihot s 2 unde m = e
sin A 2be sin A 2abe sin A4
§8,

3 33 5 i
Wi ey = arccos = ; b) B = = — arccos a="%, c:—13;
1. a) b= 15, C = arccos o A = arccos i ) T )

3 ¥ — T
c)A=w~—arccosi,B=arccos§§,C=arccosm; d) b=4+3|/3,A=;.
13 65 5 ;

B:i+apccos—g—-;e)aq:.‘l/ﬁ;bl:'z,t‘lzvg—«i—i‘, az=l/2_;bz=2,cz=l/3_‘1;
3 .
1) 6 5, b, = BT s = 5 By =7, ¢; = 21/10 — 4; g) Proklema nu
) ; o s 2p sin 4 o B:ZE C=1.
are solutie. 2. a) C=n — 4 — B, T A L ane 12 ° 12
' ~~ 5 Py ' = Im = i
5.DB=11:,cosCDB='1—é,y(ADB)=~Z£,AB=M(V3—1), A=Z.B=%4
3
arccos — .
i ) -
§ 4.
7 = - ™
1. a) sin 4 :%, §=204; b) S =1+V/5 o) S=6/F ) 4= 2. Se
3

! : 5—1 z
observd cA sin 24 = cos 34, de unde sin 4 = —]/—T—- 1 §=38(/5 —1). 2.0, =15,

- Ba@c e om
=t =13 @=15 5 =2/193 =13 B cs— — = (/6+12)
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Capitolul 1l

\ T A 2 fal 1 » =
| de unde B — C = & » deci m(B) = 75° si m(C) = 45°. Se gliseste S = 5 (3 +1/3).
. X _ e 15
1 4,35 +49)/3. 5. 8, = %Rﬂ/s, Sy = 2R?, S,:%Rﬂ[/:-}, Sa= 2R*)/2, 8, = 3R?, § ;
| . i ' 1 111 si pe semiaxa negativd a
: o i —~ : 0, 1). b) Mulfimea punctelor situate in cadranu : § : o
' 8,0 = 10 R® sin i%‘ = ; R*()/'5 — 1) (vezi exercitiul 1.d). 6. Daca u(A0B) — 2, O fiind . mOn;te‘;lreE[M(i y)) L% i 0, ¥ < 0}. ¢) Multimea punctelor din interiorul unghiului for-
2 i 2
. ; ST i = 0,3 > 0}.d) {P(z,y) [=* +
ici i i i i i 1 1 mat de semidreptele {P(z,y) | y = /32, = < 0}si {P(I_’ vy =0 ;
. ‘ centrul cereului circumseris poligonului, egalitatea datdi se scrie e P (g + 1)? < &), disoul cu centrul in punctul {0, —1) si de razi 2. 2.z — 5(cos 0 + sin 0),
| 3 - i 57 S O N sy i sin «), unde
S transforma in sin 3« = sin 4x. Se obfine « = %, iar aria ceruti z =2 lcos% -+ i sin %) ) g =12 (cas % et I] Bl Moloe ol ) g
sin 3o o .
1
: o g 2 1 - Tl iraee cos(a + m)+
il este_si____;_ﬂa sm%. 1=2“ﬁmctg§’z8:cosa (cosa+151na),qaca ae[f), 2J$1.za |cosu|[ (

+isin(a + )], daci @ = (% "]' 8 |5|=1, Arg 5 = {—a + 2n| ke I} |m| =1,

§5. Arng:{%#a-yMﬂkeZ}.

1. a) Dacd A’ e BC, B’ e AC,C’ = AB sint punctele de tangentd ale cercului inscris

\

’ s el g : § 2.
respectiv cu laturile triunghiului si daci = = AB’, y = BC’, z= CA’, atunci z + - 3
+y=c ytzs=0a z+x=0> Seobfin:za=p—a,y=p—b,z=p—ec. Relajia
rezultd din triunghiul dreptunghic AB’J unde I este centrul cercului inscris. ¢) Se caleu-

I

1 sl/i(cosl+isin£]:s(1 +i). 2. a) lz|=4f agz=0; D) |s]=2,
: . ;

leazd cns%cos % cos-c2— cu formulele (3), § 3si se tine cont de (4). d) p —a= —_

— T
tgi argz=— ; c) |a| =2 argz= 2—;:4‘1) |a| =21, argz=10; ¢|z|= 2“1/20051—2..
4 9 2
. ; .0 . : | ale—da) . . nlr—a)
conform cu a). e) Se utilizeazi relatia medianei 4m> — 2(b% + ¢®) — a® si teorema sinu- argz—=mit)|z] = 1,808 2= 8,260: h) —1;¢) 27 sin® % [cos nfm T - isin = ]
surilor. 2. Se aplicd teorema sinusurilor in triunghiul A7B. 8. Se alege un reper ca in ;

: . o = ; 3 et Y = isina
figura IL.4. Mediatoarele segmentelor [AB] si [AC] au ecuatiile 20 =¢, 2ysin A + -4, Relatia datd se scrie 22 =2cosa sz 1=0, de unde z =cosa -+ )

“I \ ‘ T &Rl bt el i el R T Ot 75 = €08’y — isina = cos(—a) + 1 sin (—a), gl — ¢osa — 1sin a,f— = cos a1 sin a,
| { = 2y 2
Sl |
| “ | z;‘+‘.l_:z’§+%:2cosna‘
(! . @ 3
| i\ | Exercitil racapitulative
|| |
\ | l i § 3'
il | ' a sind : A < A B
i 1. Dacda > b, din — =" —— > 1, rezulti sin4 —sin B > 0, sin ~——— = 0 o 9 1 .
i : 7 b sin B , 2 ¢ . ) L _2“ 4 i); b) cos %ﬂ & #sin (..k%)f, ke {0;1, 2,8, & 5}
k A > B. 2. a) Se eliminii @, b in membrul sting cu ajutorul teoremei sinusurilor gi se obtine ! i 2 6 V3 { V3o
i oy . e o ™ ke : ‘ 1 _’_ y.2 e S —
| WATA 51“3_2)2 + 05 C = cos(4 + B) + cos-C = 0. ¢) Se scric membrul sting sub o) ¥ 2 [CDS (2% i ‘%"] iRl (ﬁ e _2_)] R g g o8 g =0 s
2:sin (A — :
‘ o .
. 2 e 2k | Lo 2Tk . Radicinile celor douit ecuafii
‘ | forma ¢ cosﬂ o= ﬂ.cos(B — "E] + b cos (A -+ 3—? . 3. Se caleuleazi BC cu ajufo- s — cosZE 4 isin :" , Ep = COS ——nn 4+ isin s g1 . 6. Radic
& 4 < n : " X .
| E rul teoremei cosinusului, apoi cos B si sin B. 4. Daci 4’ BC, B'e AC, C = AB e 2kw i ising L@ = c0s 2k'm - isin Ejf_ RédAcinile comune corespund
| % gin 4 3 ; : . de A bl 3 E m n n y
(1 se calculeazi a[B'C’I]='ﬂ— = , apol ofA'BI] i ofA'C'I]. b, sin?Z= = | L B ! ) 2% 2k’ ail kn'= k'm. Deoarace
! { . s 5 ‘ valorilor lui k si K, care salisfac - egalitatea e sau fn = ¢
{ 2 il s A 8L (b —e)? a® g : A ; 3 . 2 . 7
| - ;05 = ‘tLﬁ é(bc : <4_bc' Pl = A ol = o < gi toarema cosinu- | (m, n)-= 1 egalitatea are loc numai daci k este un multiplu al lui m, deci numai %, = 1
Al * ] 2
il * sului se obfine & + ¢ = 41 si be = 420. ! este riiddcind comuni.
ef | - 143
il 142 i
|
|
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-

bl e il

§ 4.
1. a) 3,%(—1+iV3); - -g—(1+il/’3); b) J/f( 1 i); 5—@(—%“-
2, a)iz= 2, zz=—1+i|/_3_? e S T R e 2~|—1[/23, Zy =
A e g ;
TP i T

§ 5.

4, Dacd M,, M, au afixele z, z,, atunci imaginile Mj, My au afixele z,, z, si
MiMs= | % — 5 | = | & — & |= |2 — 5 |= MM, b. Avem arg z, — argz, +

.+ arg o« — 2kn(k =0 sau k=1). a) (OM,= (OM, < arg z, = arg z, < arg « = 0;

b) (OM; opus lui (OM; <+ arg s = arg s, + m <> arg « = m. 6. Se considerd imaginile lui
Z, — 7 Sl 23 — z; sl se foloseste exerc. 5. 7. Fie z afixul Iui M; atunci |z| # 1.
Luind modulele celor doi membri ai egalitéii indicate si {inind cont de |e® —¢|=
= |1 —e?=|1—¢|=|/3, seobtine: (a)|z—1 |+ |z—¢|>|z—¢*, (b) |z—1|—
—|z—e|<|z—¢€?| §i (c) [z—e|—|z2z—1]|<|z—€?|, oegalitate putind s aiba
loc numai dacd imaginile lui (z — 1)(e* — €) si (z —¢)(1 —e*) sint coliniare cu O.
Dar atunci ameavea in virtutea exerc. 5, (z — 1)(e? — ) = a(z—¢)(1 —€?), cu @ =R.
Cum %=1, e®= g, ar rezulta z(e —e —a« + ag) =& —e — ae } «, deci —z ar fi
citul a dou# numere complexe conjugate in contradictie cu |z | # 1.

Exercitii recapitulative

2. b) 8 Cos“—;- (cos + isin 3;!) 8. —1 —i. 4. Afixul z= z + iy al celui de-al

treilea virf satisface: |z —1|=[24+1 —1|=1/2, |2— 2 —i|=|/2, adicd (2 — 1)>+ .

4y =2, (x—2)¥+ (y—1)2= 2. b. Notind zp = r(costy + isintp), k=1, 2, 3 si
t + 1, + t, = 1, din ipotezd rezultd sin t; - rsin(t, - t,) = 0, adicdsin ¢ + rsin(t — t,) =
= (1 — rcost)sinty — rsintcost; = 0 si doud relatii analoage cu ¢y, {; in loc de 4. Aceste
relatii pot exista simultan numai daci1 — rcos¢ = 0, rsint = 0, decisinz = 0, cos t = 1.
fe— s

Capitolul IV

g 15

1. Dacd d N « ar confine doud punc?te, atunci am avea d c « (teorema 2). 8. Existd

" puncte 4, B, C, D, nesituate intr-un acelasi plan. Aritati prin reducere la absurd céd drep-

tele AB si CD nu au punet comun! Daci d = d’, concluzia este evidentd. Putem presu-
pune, deci, ci dreptele d, d’, d” sint distinete si fied" Nd” = {4}, dNd”" = {B},d Nd' =
= {C}. Daci A = d, atunci cele trei drepte au in comunspunctul 4. Daci 4 & d, atunci,
B # A, C# A ceea ce impreund cu d’ # d” = A, B, C sint trei puncte necoliniare
si din teorema 2 rezultd cid d, d°, d"c (4BC). 6. b) Fie E e (DAB) n (DBC) N
N (DCA); cum aceste plane sint distincte, ele se taie doudl cite dousi dupd . dreptele
DA, DB, DC. Rezulti E e DA, E  DB. Din E # D arrezulta A, B e ED in contradictie
cu a). 7. Ardtati mai intii c4 punctele E, F, G nu sin coliniare gi apoi ci punctele P, Q, R
apartin planelor (ABC) gi (EFG). 8, Cinci. 9. Alege{i o dreaptd d” astfel cad si d’ s nu fie
confinute intr-un plan. Considerati planele (diM) cu M e d'. '
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1. Construim fn planul « mediatoarea segmentului [4 B), pe care o intersectim cu
planul 8. 8. Punctul M trebuie si fie situat tn planele , (Ad,), (Bd,). Problema revine-la
exerc. 2.

53

1. Fie 6 = (¢4 = (@B si M e (AB). Trebuie si aritim ci M = o, ceea ce revine
la [AM]Ne& = @. Presupunind contrariul, existd P e [AM] N« Dar atunci P e [AB],
deci P €[AB]N«, ceea ce nu este posibil. 4. Fie de exemplu ¢ un semispatiu deschis,
Birontieraluiogid = « NB. Alegem punctele A, B & « — d de o partesi de alta a dreptei d.
Atunci [AB]NB # o, deci A si B sint de o parte i de alta a planului B, adici unul din
aceste puncte, si zicem 4, se ghiseste in o. Se va demonstra ci o N o = (dA. In acest scop
se ia M e alo sise deduce ci [AM]Nd = @, ceea ce implici M < (d4; se ia apoi
N & (dA ete. 6. Trei sau patru. 8. Se va proceda prin reducere la absurd. 9. d fiind muchia
unghiului diedru,. se vor distinge cazurile: d Na este punct, dNa= @ sidNa—d.
10. 1) Se aplici exerc. 4. 2) Folositi definitiile interioarelor unui unghi si unui unghi di-

edru, 11. Se va aréta cit (MP c Int. AMB, dm care se va deduce ci' (4B) si (MP au un
punct comun.

§ 4,

8. Numai in cazul unghiului diedru nul sau plat. 4. b), d), e). 5. Se iau punctéle
P, Q. MU o(P # Q) si se disting cazurile: 1) P,Q e U; 2) P = M, Q = 0. 3) P, Qeo.
Veii ardta cil in fiecare caz (PQ)c WM. 9. Fie tetraedrul [ABCD] si' E mijlocul lui [CD].
Centrele de greutate G, G’ ale triunghiurilor ACD, BCD sint situate respectiv pe AFE, BE.
Arétati cd AG’, BG, EF sint concurente, unde I este mijlocul lui [4B]. 11. C si D se afli
de o parte si de alta a planului (ABM) (exerc. 11, § 3), deci acest plan intersecteazi

segmentul (CD) intr-un punct Q. Aritafi ci M = Int A/Q} ceea ce implicd (QM N (AB) =

= {P}. 14. Fie WM reuniunea considerati si X, X’ = M, adick X = [PQ], X’ = [P'Q"],
unde P, P’ & M, $1 Q, Q' = Ni,. Trebuie si ardtim ci (XX’)c W Se aplu & exere. 12
segmentelor [PP’] si [QQ'].

§ 6.

2. Duceti printr-un punct al dreptei a paralela la dreapta d si aritafi ci aceasta
coincide cu a. 8. Daci 4 4. d’, solufia este unicii: planul determinat de d $1 paralela la d’,
dusi printr-un punct al lui d. Daci & || &, existi o infinitate de solutii: orice plan ce trece
prin d, cu exceplia lui (dd’). 4. Un plan. 5.. Se duce prin dreapta intii un plan paralel cu
a treia (vezi exerc. 3), care se intersecteazd cu dreapta a doua. 6. Se foloseste proprie-
tatea 1, apoi proprietatea 2. 9. Fie 4 punctul, & dreapta si « planul dat. Daci
d ¥ «, solutia problemei este paralela prin A4 la dreapta (Ad) N «. Dac# d||«, problema are
o infinitate de solufii sau nici una. 11. Dreptele AA’si BB’ fiind coplanare, douii cazuri sint
posibile: a) A4’ gi BB’ au un punct comun S; b) 44’ || BB’. In cazul a) veti ariita ci
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§ e €7, iar in cazul b) exercifiul 6 implica 44 || CC’. 14, in caz contrar, dreapta
dat# ar fi inclusd in primul plan. 15. Presupuneti contrariul si folositi teorema 3. 17. In
cazul « Y «/, ducem printr-un punct al dreptei « N o’ o paraleld cu d si ardtim cd aceasta
este inclusi atit in «, cit siin ¢’. 18. b) Douil solufii cu exceptia cazurilor ¢ = 0°saua = 90°,
cind solutia este unicd. 19. O clasd de echivalen{d este formatd dintr-un plan « i planele
paralele cu . 20. nu. 2L. Notind cu (4B) si (4’B’) cele doud segmente, din exercifiul 13
rezultd ci AA’ || BB, deci AA’B’B este un paralelogram. 22. Prin cite un punct al
fieciirei drepte ducefi paralele la cealaltd dreapté datd. 24. Un plan paralel cu planele
date.

Exercitii recapitulative

6. a) EF || AC,‘HG || AC; b) 0 dreaptd paraleld cu d (respectiv un plan paralel cu o).
7. Duceli prin.4’ o dreaptd paraleld cu d. 8. Folositi exercitiul precedent. Locul geometric
este un plan paralel cu d si d’. 11. a) o dreaptd care trece prin punctul d N «, dacd acest
punct exist#, respectiv o dreaptd paraleld cu d, daci d || . b) Un plan care trece prin « N §,
dacit o NP # @ ; un plan paralel cu «, dacd o B.

Capitolul Vv

81

1. Prin 4 se duc planele «, e’, perpendiculare respectiv ped, d’. Dacd « # o, problema
are o solufie unicii: dreapta « N’ Dacd « = o', orice dreaptd confinutd in « si trecind prin
A reprezinti o solutie. 4. Folosind. exercitiul 3, objinem trei drepte coplanare cu un punct
comun, perpendiculare doud cite doud, ceea ce este in contradicfie cu unicitatea in
plan a perpendicularei pe o dreaptd, printr-un punct dat. 6. Fie d, " 1 «, Al =saihid’
iar d” paralela prin A’ la d. Aritati ci d’ = d”. 10. Perpendiculara pe (ABC) care trece
prin centrul cercului circumscris triunghiului ABC. 18. Se va ardta cd piciorul per-
pendicularei din .P pe (ABC) aparfine fiecdreia din perpendicularele considerate.
14. 2a, L al/7. 15, Un cerc in planul @ cu diametrul [4B], unde B’ este proieciia
Jui B pe2m. 16. Un cerc situat in planul prin 4 perpendicular pe a, de diametru [4A4"],
unde A’ este piciorul perpendicularei in 4 pe a. 19. A fiind punctul si d, d’ dreptele date,
notind cu o planul prin 4 perpendicular pe @', daci ¢ N « este un punct B, dreapta AB
intersecteazi d si AB | d’. 22. Dupd cum distanta de la A la planul « > 1 sau
— | sau < I, locul geometric este respectiv un cerc, un punct sau mulfimea vidd. 27, O
fiind piciorul perpendicularei din O pe (ABC), avem AOO'A = AOO’'B = NOO'C, deci
(0'4) = (0'B) = (0°C). ;

§ 2,

JIUAEN N
3. Luind un punct M" astfelca 4  (MM’), avem conform teoremei 1 B’AB<M’AB.

. ~
4. Proiectafi un punct A & a pe planul fetei (5, ¢) in 4’, deosebifi cazurile: 1) A’=Int be,
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o~ 4 ; .
2) A’ € be, 8) A’ & Int fe b ba si folositi in fiecare caz exercifiul 3. 6, Ducefi o semi-
dreapti [AB, perpendiculard pe o, de aceeasi parte fatd de « ca si p’

§ 8.

2. Se intersecteazdt unghiul diedru m/;[ﬁ" cu un plan perpendicular pe muchia lui c{’{\i’,
se construieste bisectoarea unghiului format ete. 4. In planul g, ducem prin Q o perpendicu-
lard d” pe dreapta « N @ si demonstrim cd d” | « Din unicitatea perpendicularei prin-
tr-un punct pe un plan va rezulta ci d = d’, deci dc B. 6. Fie a s5i b dreptele date si
« = (ab). Locul cerut se compune din doud plane perpendiculare pe o care trec prin bisec-
toarele unghiurilor determinate de dreptele @ si b. 7. Ducefi prin punctul de intersectio
al celor trei plane o dreaptd perpendiculard pe « si ardtali ci aceasta este inclusd in cele-
lalte doud plane. K

§ 4.

8, Fie A* = pr4, O* = pr,0; se va ariita ¢ci 04 | (00*B) si 0*4* | (00*B).
4. Se va observa cil raportul, in care un punct imparte un segment, se pistreaza prin pro-
iectie. 7. Se va folosi exerc. 4. 9. Construiti o dreaptd d care intersecteaza cele trei drepte
date si luati un plan perpendicular pe d. 10. Existd un plan perpendicular pe a care
confine dreapta d. 11. Fie [0A4, [OB, [OC muchiile unghiului triedru si o, B, y cele trei
plan'e proiectante. Putem admite ci A/O} gi ATDB nu sint unghiuri drepte. Perpendicu-
larele din .4 pe planele, v, B vor fi continute in (OAB) respectiv (0.1C) si vor intersecta
OB, OC in cite un punct B’, C’. Folositi concurenfa indlfimilor in triunghiul 4B'C”.
16. Daca D = pr, 50, unghiul planelor (ABC) si (OAB) are misura ¢ = m(O/\DC) sitg o=
e, 2 I/ @ F b®

oD ab

Exercitii recapitulative

1. a) Deoarece AN este mediand in triunghiul igoscel ACD, AN | CD si analog
BN | CD. Rezulti ¢& CD | (ABN) si CD | MN, CD | AB. b) Din reciproca 1 a teo-
rémei celor trei perpendiculare deducem c¢ii D'M | 4B, de unde rezulti ci D' & CM.
¢) Dreptele DD’, CC’ si MN se intiinesc in ortocentrul triunghiului MCD. 2. Considerati
dreapta « N (A0B). b. 1) i este un unghi ascutit; presupunind problema rezolvatd, fie
C = pryy B si B’ = pr,B. Putem construi un triunghi dreptunghic congruent cu 4 BC (cici

~
cunoagtem misura lui CAB §i AB) si apoi unul congruent cu BB’C. Trasdm in planul «
cercul (B’, B’C) si construim tangentele la acest cerc care trec prir punctul 4. 2) Daci ik

este obtuz, construim semidreapta opusi lui (4AM. 3) Dacd ﬁ\k este un unghi drept, inter-
sectdm planul « cu planul perpendicular pe 4B, dus prin A. Problema are solutie
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e i

dacd m(E{A\B) < m(fﬁ) < 180° — m(B’/A}). 8. Reuniunea a dou# drepte perpendiculare
ce trec prin mijlocul lui [4A’], situate in planul mediator « al acestui segment (bisec-
toarele unghiurilor formate de proiectiile lui d si &’ pe «). 9. Dacd N = proM,
A = prd,M, B = prd,M, din teorema celor trei perpendiculare rezulti ci OANRE
este un dreptunghi. Se aplicd teorema lui Pitagora. 10. Ardtati cd triunghiul VBC
este isoscel si considerafi triunghiul V.DE, unde D = pryoV si E = pr V. 13, Dacil
- d(D, (ABC)) = DO =

. ‘a
0 = pri gD, (40) = (BO) = (CO), deci A0 = 7
: 2 cos ;

=atgﬁ/(2cosf). 14. AE:lv1+:1an tgp = 1/ T tgh. 16 tgp = 2 g BI/T.

sin? & — sin? —E- I : e
16. ! 2 i o \/cos=— — cos?ea. 17. Cazul a). Dreptele BC,
2

4 sin? < — sin? = ]
2 2

- 2.

CA, AB taie planul « respectiv in L, M, N. Se duc prin L, M, N drepte paralele
cu EF, FD, DE, care determind un ﬁiunghi A’B’C’. Dreptele AA’, BB’, CC’ fiind copla-
nare doud cite doud, sint fie concurente intr-un punct P, fie paralele. in primul caz
P este solufia problemei, in al doilea caz problema nu are solufie. Cazul b). Una din
dreptele BC, CA, AB este paraleli cu planul «; problema are solufie numai dacé dreapta
aceea este paraleld cu latura respectivd a triunghiului DEF, iar atunci existd o infinitate
de solutii. 18, Se intersecteazd BC,CA, AB, B’€’, C'A’, A’B’ cu planul « respectiv in L,
M, N, L', M’, N’. Laturile triunghiului DEF vor {i situate pe dreptele LL', MM’, NN'.

Capitolul VI

§.1.0,

1. Punctul M din spatiu si proiectiile sale pe muchii aparfin planului perpendicular
pe muchiile prismei, care trece prin M. 2. ABDE este un trapez, deci AD N BE # ©. Se

TR = 21/3 =
aplics ex. 5, de la Cap. IV, § 1. 8.18 V3(/73 + 5). 4ea?(& + |/ 3). b. a; % l{ (1 + 1/13).-
6.72. 7. ab (1 + [/E) 8.240. 11. Fie[0M] diagonala prin O si IV mijlocul segmentului[4 B];
d d2’ il
AGON ~ AGMC, k = . 5 (1+21/2).

13. Fie cubul [ABCDA’ B’C’D’]. Distanta dintre dreptele BD’ si B'C’ este distanta dintre
dreapta B’C’ si planul (BA’D’). Perpendiculara din B’ pe planul (BA’D’) intersecteazd

GV ETS
. 12, mbazei = Mlat = _—Ig , aria paralel. =
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dreapla A’B si deci distanfa de la B’ la (BA’D’) este Inﬁl;.imea din B’ a triunghiulﬁi BB’A’
2 |/ 2

si este de 10}/ 2. 14, 36, /T, Juy/ 3, avceln 27 45, 1601/ @ T Fab,

|/ @ + b% + 3ab. 17, Se al‘atﬁ.‘ pe baza teoremei celor trei perpendiculare ed inalfimea
triunghiului de secfiune corespunzitor unei laturi, este perpen‘dicularé pe planul fefei
laterale care contine aceastd laturd. 18. AA’AB = AA’AD si deci indl{imea din A’
a triunghiului isoscel A’RD trece prin punciul O de intersecfie a diagonalelor cubului.
Deoarece BD | AC rezultd BD | (AA’C) etc. 19. Fie paralelipipedul [ABCDA’'B’C’D’]
in care planul (ACC’) este perpendicular pe planul bazelor. Se aratd cd BD este per-
pendiculari pe planul (ACC’) si deci si pe dreapta ce unegte centrele romburilor de
la baze, de unde rezultdi cfl paralelogramul BB’D’D este dreptunghi. 20. Se exprimi
cosinasul unghiului in funcfie de lungimea muchiei bazei gi a diagonalei si in conti-
nuare diagonala in funciie de muchia bazei si muchia laterald. 21. Fie M;, i =1, 2, ...,6,

‘cele sase puncte si G mijlocul lui [AC’]. Ardtali cd GM; | AC i AGM; M; =

= AGM;M;,. 22. a) Daci se noteazd {E} = O’P N AC, rezultd cd E e (ABC) N (MO’P)

{F}=EMN (AB) = (MO’P). G fiind intersecfia dintre dreapta O’M si dreapta
ce trece prin mijloacele muchiilor [AD] si [A’D’], rezultd c¢d G e (ADD’)N (MO'P) si
cd {N}= PGN (4’D’) si {Q} =0O'NN(B‘C’) apartin sectiunii care este deci penta-
gonul MQNPF; FM | NQ si NP || MQ. b) [AP] fiind linie mijlocie in OO'E, [AF)

fiind linie mijlocie in OEM, avem AF:% (O centrul bhazei ABCD); GM = a,

NH = E A'N = QC’——G-, unde H este mijlocul muchiei [A’D’]. Proiecfia poligo-

nului FMQN P pe planul (ABC) este poligonul AFMTS, o[ AFMTS] =
5a*

o[ABC] —
- u[FBN] . Se determinid mdsura unghiului planelor (MO’P) si (ABC). Fie R

piciorul perpendicularei din O pe FM. OR se determind scriind in doud moduri o{OFM]

o 1|/“‘ 23. a) 30.

14 . A
5i OR — 7‘% O'R = “ll//ii; . cos DRO" = 1/1—1— o FMQNP] =
) al/13
)

. 24. z e (0, 2a), pentru ca secliunea s fie -diferiti de multimea vida. 25. Se

noteazé cu M mijlocul lui [A’B”] i N mijlocul lui [BC]; éect.iunea este rombul ANC'M’

de laturd %‘2 si diagonala a|/3, al/ 2; F—JLE L 2g /a5 26. il l/ e

§ 2,

1. a) da, b) da, ¢ nu, d) da, e nu B %(a:/zﬁr &R 4 b/ a? T 4RA) -
6. Aplicind teorema lui Pitagora generalizatd in ‘triunghiurile SAC si  SBED
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il e - e

e

SA® | 8§C2 — AC* LoSDECEISBY =B DA

rezulti SA'= SD" si aplicind formula lungimii
ol SB
o ) .84’ SB : .
medianei rezultl SA2 4 SC* = SB? | SD? deci e 8. Se arati c¢i indl{imea

piramidei trece prin mijlocul ipotenuzei bazei (vezi exerc. 2). 9. a) 48, b) cosa = 123 ,

it il = e i S
/601’ 1/ 626" V e =1/ |
[VABC], M un punct al bazei, 4, B’, C’ punctele in care perpendiculara prin M
pe (ABC) intersecteazii respectiv planele fefelor [VBC], [VAC], [VAB] si A",

B”*, C” proiectiile lui M respectiv pé BC, AC, AB: j‘;ﬁ = M = A =

¢) 8in B; = sin B, = sin B, 10. Fie piramida

= M MBS tg o unde « este misura unghiului diedru format de o fafd
MA” + MB” + MC” :

laterald cu planul bazei, Deoarece MA” + MB” 4 MC” este constantd, rezultd ci

MA’ 4 MB' + MC’ este constant. 18. a) 3|/ 218 , b) sin « = % ¢) Fie M proieefia

lui B pe AV care coincide cu proiectia lui F' pe 4¥. Misura unghiului diedru al feelor

TN
[VAB] si [VAF] este egald cu m(BMF); aplicind teorema cosinusului in triunghiul BME"

P i
se obtine cos (BMF) = — % . 14. Fie O centrul bazei. M#sura unghiului diedru
dintre planele (VAB) gi (VAC) este 60° gi deci o V.AO) = o VAR] cos 60° = % o[ VAC]=g¢.
1 v : ; oo e 3a% — 2b°
15. Se aplicd teorema cosinusului in triunghiurile VDE, VEF, VDF; X = 5(—”—2112) .
at —
16. arccos% . 18. arctg 2;—“; , unde S = o[BCD]. 20. ‘g“' 21. arcsin _V3_5 22, SA? =
—_— 2 2 __ p2 2 2 __ p2
=, bi_’{’.”_z,._“_ SB?— ‘ﬁ_c_’a, Sor GEbi =gt e conditiile a? < b® 4 ¢?,
2 2 2
: ; ; ; : al/8b® — a*
b2 < a® 4 ¢%, ¢® < a® + b2 deci ABC triunghi ascutitunghic. 28. e
24, Distanta de la virful piramidei la planul de sectiune = |/ ¢ I, unde I este inil{imea
2 e =% = pi
piramidei. 25, ?ii'{i. 26. 1;" . o2n. % 28. “”,!V_Q.

§ 8.

3 = : 2
8. 151/ 2, 30, 10/ 5, 101/ 7. 4 3'{7 N 3(a+b)\/cz = (“_b). 6.721/3.

2
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§ 4

5. Din exerc. & resulti 3f << 2m, 3v < 2m; se {ine cont de relatia lul Buler. 6.m > 2v,
dacd am avea si 2m > 2f, din relafia lui Euler s-ar putea deduce o conditie. 7. Se pro-
iecteazd poliedrul pe un plan.

§ b.

1. a®)/ 3. 2. 4a®)/ 3. 8. Putem admite c& a NP = {4,}; atunci 4, = B,. Fie

P’ = [AB;B, ... ByA,A, ... Ay], iar P” poliedrul congruent cu P’ care se obfine prin

deplasarea muchiilor lui P’ de-a lungul suporturilor lor astfel ca 4, s& ajungd in Aj . Re-

zalts: o(P) = v (P'UP) —v(P”) =u(P'UP — P¥ si P'U(P — P”) este o prismé

dreaptd cu aria bazei § si inil{imea l. 4. Secfionali paralelipipedul cu un plan per-
60

pendicular pe muchii si folositi exerc. 3. 5. o = 260, ¥ = 400, dy, = |/ 19 , dy = =
T RAme SR gy T v o .
YA . : .
6. s G o (10 + 8)/3). 7. Prin € se duce o paraleld la AB pe care se ia

punctul A’ in acelasi semispatiu cu A fatd de planul (BCD) astfel ca (AC) = (4B).
Analog, prin B se duce o paraleli la CD si se ia punctul D’ in acelasi semispafiu cu .D
fatd de planul (ABC) astfel ca (BD’) = (CD). Distanfa dintre’planele (ABD’) si (A’CD)
este cea mai scurtd distan{i dintre muchiile [AB] si [CD] si este infltimea prismei

[AB'D‘A’CD]. Volumul acestei prisme este % din vo]umul.pl‘ismei patrulatere cu baza

paralelogram, pentru care [A’D] este diagonald i [A’C], [CD], laturi. Pe de altd parte,

aceastd prismd se descompune in tetraedrele de volume egale: [ABCD], [ACDA’]

§i [DBAD. 8. 7 — 219.31+13 omd ~¢ 1,078 m?. 9. if;

~ 9,95. 10. a) Se considerd
piramidele cu bazele [HMV], [HAB] si virfurile NV, C'; comparind ariile bazelor si fnal-
timile, se obtine: L NHMV] = % :U[CHAB] = —;— [HABCD]; b) 30. 11. a) Fie H pro-
iectia lui A’ pe planul (ABC) si M proiectia lui A" pe AB. AM = HM = cos z, A’'M =

aﬂ

121/ 2

= ¢ sin z; b) cosa#ffM. 12, 8) V= b)) DE — :V;,mzﬂ=90“.'

Exercigii recapitulative

1. a) ab + —;— [a[/ﬁ—hf’ + b/ a® + k2 4+ h(a + b)]; b) trapez dreptunghic,

3 1B ol ! a? B Y B2 B
SOV ) abh 2ia) 5+ ab + L":ﬂ”— . b} 45° <) a%® |/ Tf(a* 4 2632
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8. a) Searatd cd BC | (SAN); b) AD = % = al/ 25 BD = a, deci ABD dreptunghic
al/ 5

2

si isoscel; analog ACD, deci ABDC este pitrat; e) SN = si se aratd od tri-

unghiurile ABS si ACS sint dreptuﬁghice;’ aria sectiunii este a? (ZE +|/§]-

abts

5. Fie h=be[)/ b F& V =abe — — [./bT'I*" dacd e[, h); V= -m: ]/[; — a2
2x(a? — 91/ a? — z° FHIEEE

dacd z = (h, b].G.a)V=ﬂ~m) b)cos[ﬂ—l/m/a_—x,cosa:f” G
2a z? + a*

7. [/;‘Ti‘ 9, Dreptele AN, BP, VO sint concurente doud cite dou#, deci au un punct
comun S (Cap, IV, § 1, ex. 5) si la fel rezultd cd S e MQ. b) AB || MQ | FC,
(MC) = (QF), ABMC = AAQF, (BM) = (AQ). ¢) M este dreapta de intersectie
a planelor (VBE) si (VAC), adicd locul geometric este [F'7T7], unde 7' este mijlocul
Iui [AC]. d) [QM] este linie mijlocie in triunghiul CVF, deci QM = a s5i ABMQ este
dreptunghi. Dacd se noteazi cu hy respectiv h, indl{imile lui ABMQ si QMNP, atunci

U[OMNP} il (1 e == L2 by = SL = L% — i (Vo este bisectoare

G[ABMQ] 9 hy AT hy SB VB a

“in triunghiul VBP). Notind {F} = ABN CD, avem CF = a; ducind prin C o

paraleld la MN, se observd cd L e , deci JE = it = 4 sl -h—“ = i.
VD 3 VB VE 3 hy 3

Rezultd ci raportul cerut este egal cu %%— [1 + %] = % . 10. b) 42a® + 4a* V3

¢) arcctg |/ 2; d) a—lg»g.

Capitolul VI

§ 1.

L% 9 3 8 t2m 4/ w 4 a) 10; b) 28n. B. 2ma*(1 + 2m); 2mal.

A

AL i} 3.
6. 1501/ 3. 8. ar(1 + 1/ 2) m; “T" 9. 10. 10. 160. 11. 120w cm? 300 m cm?

12. V ~ 43,96 dm?, m = 496,75 kg. 13. 384 kg.
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§ Z

1. ’ﬂ# .2, %[/Fﬁ 3. VAB fiind secfiunea axiald si [VQ] indl{imea conului,

P = E e =
m(AVB) = 90° 5i VO =04 =0B, deci [=R; G= 31/2, R=1I1=3 4 9%m
B. 1024w 6. 1367; 320%. 7. Tetraedrul fiind [VABC], conul are ca baz# discul inscris

21/6
A 4 w. 8. = 62,80 m% 9. Ficind o sectiune

108
axiald in con care contine o diagonald a cubului, pentru muchia z a cubului se obtine:
‘”l/_ﬂ = e , de unde z = il 10. ﬁiﬂh—— 11. Se obfine un corp
2R h SRR 3R + h|)/3

format din dou# conuri, care au aceeasi bazdi; & 800m; 1320 . 12. 657 cm?, 100w em?.

§ 8.
; ‘ LD
4. 5847 B. 1500w, 6. R=2r, R—r= “—'f—z 528 1'2/ 2 . 7. Raza discului de
- . 3 . n3
sectiune = 12, distanfa cerutd = 4. 8. 54,6m; 93,6m. 9. /2 (R*— r¥)m; i 5 i
10. 48r; -112—;/311:-. 11. 160r; 136m.

§ 4.

1. Fie M, N = [8(0, rl; deoarece discul [8(0, r)]N (OMN) este o mulfime convexd,
rezult¥ ci [M V] este inclus in acest disc, deci si tn corpul sferic [$(0, r)]. 2. Simetricul A’
al unui punct 4  8(0, r) fati de O satisface conditia r = 04 = 0A’. 8. Fie d un
diametru al sferei, M < 8(0, r) si IV simetricul lui M fald de d; se va arita ci ON = r.
4, Fie cele dou¥ cercuri C(Oy, ry, «) §i C(Oy, ry @), avind punctele P, Q comune.
Atunci @ Nx; = PQ. Ardtali cii perpendicularele ridicate in 0, si O, respectiv pe o
§i @, au un punct comun gi acesta este egal depirtat de punctele celor doud cercuri.
5. Fie 4, B = 8(0, r) care nu sint coliniare cu O. Prin punctele A4, B, O trece un singur
(plan OAB), deci un cerc mare prin 4, B coincide cu (ABC) N 8(0, r) si astiel el ester

LE) 256
doterminat tn mod unic. 6. 3)/3. 7. 3; 8. 238r; 782 9. VG R 1022 o

2 3
“/3 R; 12. 192n; 768w, 18.6767; & 2 902,7x. 14, 2317:; ”; =R, 3 O !

11.

x|/ IR(2R — k) ; o) k= R/ 5—1).

16. a) "———h ‘2}; N 5
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Exercigli recapitulative

a® RY2 5 5% -
lo=s 800 8. RV2 SRV T L 5. a) Notind cu 2p perimetrul secfiunii
A 2 2

axiale a conului C si exprimind aria acestel secfiuni in dou# moduri obfinem:

p'r = Gsine G cos «. Tinind cont de p = g(1 + sina), se afli generatoarea

A : 4
1. + sin o = Yyae o (O or fi + sin a)ﬂ‘
sin o Ccos & sin « cos? o

G=r b) Rezultd ecuafia trigonometrici

(1 + sin«)? = 3cos?«, de unde sina = —1, care nu corespunde, sau’ sina = £ ;
. 2

‘deci @ = =, 6.162xl. 7. a) r fiind raza bazei mici a trunchiului de con T, ihad RO
6 2R R
de unde » = R — — ; o(7T) = 7 (12R’ — 6Rd + d?). b) Conditia este indeplinitd daci

§= R | r (g este generatoarea trunchiului de con). Dar g*=d? + (R — r)* deci

dl/ 5
g = ;d=R (/B — 1). 8. gfcorp) = ayfcil) + 2a;(tr. con) + 20y(con) = 6ra? |/ 3;

3 2 3
v(corp) = v(cil) + 2wv(tr. con) — 2v(con) = 9—7:1— 9. HW;R ; 261;3 10. a) Notind cu k,

|

si hy distantele de la O la bazele [AB]si [DC], din A4AOB ~ A COD avem iy w9
. 7 hy b

h : 2
P s = e b)) B= EC (a0

si cum k= hy + b, rezultd .k, =
a+b +b

wh? .
Vg == T (a 4 2b) si cum @ >b rezultd V, > ¥V, 11. Fie z = d(0, «) > d(0, B).
Atunci d(0, B) este k — x sau & — A ‘dupd cum O se afli intre planele «, B sau in
exteriorul lor; in primul caz A—zx < z adicd =z > % , asadar, in orice caz z = [i g R) s
2
Din 2nRh = n(r} +13), ri— R®*— 2 si 13 = R* — (h — 2)* rezultd flz) — 22° —

— 2hx 4 h? 4+ 2Rh — 2R* = 0. Deoarece minimul lui f se obfine pentru z =

o | >

Ry
i f(;] = (# 4Rk — GRY), {(R) = }* > 0, problema admile o solufie unica

daci f( ] < 0 sau k<< 2R (/2— 1); dacd k> 2R (1/2— 1) problema nu are solutie.
(AT 1 2 C B N Wi A o
Solufia unici este = e (@ + /4R —tRh— ). 12. R (Y 5—2); 7 — 31/

e 500! 2+ 3
13.a) 10/ 2+/2; b) %*) 14. Notind cu = distanta de la virful conului
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la baza superioari a cilindrului C gi cu y raza cilindrului, putem " scrie -;- = -% , de unde
y = .l-:— z; inditimea cilindrului este h — z, deci o(C) = ?E'E (R — h)a® + 2nRe;

studiem aceastd funciie la intervalul (0, A).

Probleme recapitulative

8. Intersectia lui [ABCD] cu paralela la BD care trece prin mijlocul lui [AC]. 5. % ’

1 1 2 =
Grany o Bl eI B ‘ 7.S=%(3V3—n). 8. a) Se observd ot
2 o+ [3_ o ) o — [3 i
cos A = —cos (B + C), se scrie membrul sting sub forma sin® B + sin®C si se aplicd
2 2 __ g2
i e ete.; d) dacd punctul

teorema sinusurilor; b) sin A = i, , oS A=
2R 2be
< (BC) este unul din punctele de tangen{i ale cercului inscris in triunghi, atunci

BA’ =r-* ctg 1—;— 9. a) Membrul sting al egalitifii se scrie succesiv: 2R (cos 4 +

4 cos B + cos C) = 2R (1+45in%sin%sing] = 2R(1+§). b) se aratd

cd sinAd +sinB 4 sinC = 4 cos % cos% cos si cos A + cos B 4-cosC =

=144 sing sin % sin % =1 -+ }% 10. Prin rezolviri de sisteme de ecuatii se

obfin A4 (a, b), Bla+ 1, b+ 1) 5i Cla + 2, b+ 4);‘deci triunghiul are laturile” de Iun-

e e : 10 21785
gimi |/ 2, 2/ 5,1/ 10. Se calculeaz apoi: A = arccos E-If—of , B = m — arccos Ig -

C = arccos ud%% 11, a) Dacit B’ este piciorul in&ljimii din B, din triunghiul ABB’,
3 . . . /\

se obline 4B’ = ccos A. Relatia rezultd din triunghiul AHB’ in care p(HAB’) =

= % —C. b) Membrul sting se scrie succesiv:-4R2(sin A cos A + sin B cos B-+sin Ccos C)=

= 2R’(.sin 24 + sin 2B + sin 2€) = 8R%in 4 sin B sin C. 12, Daci A1 N (0, R) = {4, D}
$i0I N E(0, R) = {F, G}, atunci IG - IF = I4 * ID si IG * IF=(R+OI)(R—O0I)=R*~OI*
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A+ B

: N N
Apoi se observd cid I4 = e , w(DIB) = - = w(DBI), DI = BD =

sin —
2

I

= 2R sin ‘:12— (triunghiul OBI fiind isoscel). Asadar IA - ID = 2Rr. 18. Din r

B G B+
2]'

= 4R sin o sin —gsin g, se obtine succesiv: r = 2R sinA; (cos -——— — €08 ———
2 B 2

. 2 —2Rr]20.

2R sin’% — 2R cos sin % + r = 0. Rezultd ci 4 (R’ cos?

14. 2 cos [n (g — a}]. 15. Se foloseste: (z— 1)(z7 + z7=1 4 ... 4 1) = zn#d — 4,
A~
16. ¢ = z_—i;}' tn =1, z = —ictg e , ke Z. 24. Fie abc unghiul triedru 4 = a
z—1 n
si O virful siu. Se construiesc intr-un plan unghiurile adiacente «’b’, b’¢’, ¢‘a” cu
i O AR A
virful comun O, congruente respectiv cu ab, be, ca si punctele A’ ea/, A” e a”

pentru care (04) = (0’4’) = (0’A”). 1) Dacd m(‘/zz) + m(@) + m(ea) < 180°, se
consideri M’ e b N (A’A"), N’ =c’N(A’A"] 5i punctele cerute M, N se determini

Py ra N
astfel ca (OM) = (0'M’), (ON) = (O’N'). 2) Daci m(ab) ++m(be) + m(ca) > 180°,

M = N = 0. 25. Cel mult 6. 80, ‘Fie AB muchia unghiului diedru, iar C, D celelalte
virfuri ale tetraedrului. Proiectali € si D pe APB si pe semiplanul bisector.
83. Dreptele AM, BN descriu respectiv planele (4d,), (Bd,) a ciror intersectie este
locul cerut. Deoarece planul « taie (Ad,), (Bd,) dupd dreptele paralele d,, d,, se
deduce cd (Ad,) N (Bd,) este o dreapti paraleli cu d; sau mullimea vidi. 84. Se
L AL o oA’

proiecteazi A4, B, C, D in A’, B’, ¢’, D’ bpe o« si se observd el — = ‘T,
BL BB’

86. Se va arita cit piciorul H al perpendicularei din D pe (ABC) este ortocentrul
triunghiului ABC. Notind cu C; punctul diametral opus lui € in cercul circumscris

Tui ABC’, se observil ¢t AHBC, este un paralelogram deci AH?* | BC? — BC} + BC? =

—Cc?. 89. (ABC) | OM. 40. %[ab + @b + (@ + a) (b + b)) 48. Sfera este

tangentd bazelor in centrele lor de greutate; 18R® /3, 6R[/ 3. 45. 1,026m m®.
46. a) “i:— R3gin? % cos? w; b) 4R?%sin 2u; ¢) 60. 47. % (oS CirAn) % (2= 43);

il (12 4- 71/ 3) . 48. Sfera de diametru AB, firi 4 si B. 53. Perechile de cercuri
6
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circumscrise triunghiurilor VAB, VA‘B’; VBC’, VB'C’; VCA, V€A’ sint tan-
gente, Din exerc. 52 rezulti ci cele doud sfere au acelagi plan tangent tn 0.

56, %‘5 (b2 + ¢?), unde S = o[ ABC]. B6. a) 27"«1“1/_3; b) %wa"(s—?lﬁ); ¢) 5—21/6.
[

B7. 4nRR,. 58. Centrele sferelor sint virfurile unui tetraedru regulat; h=r 4

o 1,-[/5_4- r|/ 3. 59. Si se arate cd se aplici formula (8) de la Cap. VII,
3 i X

R ]
54;"—6-.
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