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Capitolul I

Unghiuri si arce

§ 1. Sisterne de misurd pentru unghinri gi arce

1, Miasura unghiurifor. A misura un unghi inseamni a-l compara cu
alt unghi, ales ca unitate.

Fiocirui are §i corespunde un unghi la centru’ unie determinat, Mdsura
arcului de cerc este egald cu mdsura unghiulut la centru corespunzdlor.

In trigonometrie se intrebuinteazi trei unititi de unghiuri diferite, cirora
le corespund trei sisteme de masurd:

a. Miisura in grade sexagesimale. in acest sistem unitatea de unghi
este gradul sewagesimal (1°) definit ca a 90-a parte din unghiul drept. Sub-
unititile sale sint minutul sezagesimal (1'), egal cu a 60-a parte din gradul sexa-
pesimal, si secunda semagesimald (1"), egald cu a 60-a parte din minutul
sexagesimal,

Pentrn a nota, de exemplu, unghiul de 15 grade sexagesimale 8 minute
sexagesimale 28 secunde sexagesimale, scriem

15°8’28".
Din definitiile precedente rezulthi relafiile:
1 1° = 60’; 1’ = 60",

Acest sistem se foloseste in aplicatiile practice ale trigonomelriel, in
astronomie s.a.

b, Misura in grade centesimale. Unitatea de unghi in acest sistem este
gradul centesimal (18) definit ca a 100-a parte din unghiul drept.

Subunititile sale sint minutul centesimal (1¢) egal cu a 100-a parte din
oradul centesimal si secunda centesimala (1¢¢), egald cu 100-a parte din minu-
tul  centesimal.

Pentru a nota, de exemplu, unghiul de 25 grade centesimale 76 minule

centesimale 60 secunde centesimale, scriem:
252 76¢ B0ce
Relatiile:

1z — 100¢; 1o = 100ce

Redactor: prof. Pantelimen Eugsnia

gint consecinte imediate ale definitiilor precedente.

ehnoredactor: Mirea (o . : = i ;
Tshransie ot ees on Sisternul centesimal este folosit in topografie, astronomie §.0.
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Observatie. In sistemul eentesimal se simplificd atit notafia un-
hivcilor it mai ales transformirile. De pilda, 822 4¢ 18ce — 82,04185 = |
1 ; E
— 8204,18¢ — 820 418ce,

Lxemplu, Unghiul la centru, corespunzdtor unui semicerc este egal cu 2002,

c. Masura fn radiani. Masura in radiani a unghiurvilor, folositd in meca-

nic, ih analiza matematici s.a., se defineste pe baza urmitoarei teoreme: "
raportul dintre Iungimea arcului de cere, corespunzator unui unghi la cen- '
tru, gi lungimea razei cercului nu depinde de razd, ci depinde numai de acest a
unghi. Prin urmare, daci intr-un cere lungimea arcului este [ si lungimea ‘i

. . ; i & . ‘. i
razei r, pentru fiecare unghi raportul — este un numaér real unic determi- :

% .,

nat. Insemnind acest raport cu a, obinem:
l
L= (1) ’
r

Definitie. Numdrul a, egal cu raportul dintre lungimea arcului de ecere,
corespunzdator unui unght la centru, si lungumea razer cercului
se numesle mdsura in radiani a unghiulur respectiv.

Daca in relatia (1) facem @ = 1, objinem [ = r. Prin urmare, unitalea de
unght tn acest sistem, numitd radian, este unghiul la centru corespunzdtor arcului
de cerc de lungime egald cu lungimea razei cercului (fig. 1).

Ezemple. 1) Daci lungimea arcului | este egald cu doud raze, unghiul la
At v 3 . 3
ceniru este egal cu 2 radiani; dacd | = =T, unghiul la centru este egal cu —ra-
i £
diani,
2) Mdsura in radiani a unghiului la centru, corespunzitor unui semicerc
L . . . 1 ‘
este w. Intr-adeviir lungimea semicercului este = — « 2nr = 7r, de unde
2
. l
obtinem — ==,
5

2. Trecerea de la o misurd la alta. Tolosirea celor trei sisteme de
B unitili de masura in diferite domenii

stiintifice necesitdi transformarea misurii

unghiurilor dintr-un  sistem  intr-altul,

'<\ Sé considerim un unghi a ecirui mi-
S surii este o in grade sexagesimale, o
\ " in grade centesimale si.e in radiani. Un-

ghiul la centru, corespunziator unui semi-
cerc, are misurile 180° 2002, = radiani.

Rapoartele corespunziitoare ale mi-
surilor acestor unghiuri sint:

o o’

a
Fig. 1. 180 200 7 .

1 De aici inainte, cuvintul radian se va subinfelege. De exemplu, vom scrie @ = 2,5
in loc de a = 2,6 radian,

4

Sk ey L e
Fiindea raportul a doud mérimi, mésurate cu aceeasi unitate, nu depinds
de unitatea aleasd, rezulta ca aceste rapoarie sint egale:

[+ 4 o

~
=

—_
)

L

180 200 =

o

Cu ajulorul acestor formule se trece de la o mdasurd lo alla.

i I ii tr nare (2) inlervin numerele
Observatie. In relatile de transformare (2) inler

irationale 7 1  pentru o mai bund aproximatie este necesara cunoaslerea
3 ,—. Pent
T

1 afao
2 z L AR = = 0. 9189
valorilor aproxzimalive uw = 3,1416, ‘ 0,3183.

Aplicatii

;s : ; 0op!
1° S se eaprime in grade centesimale unghiul egal cu 18 N()I.- A )
Solutie. Din proporfia formati cu primele ‘doud rapoarte ale relatulor {2)

obtinem:

, 200 10
l e S0 e
180 Y
i i 3 i 18 9 1 ‘ASim
Tnlocuind in aceastd relafie pe o cu - % - T

o ~ 20,3725. Prin urmare,

18°20'7" ~ 20237c25¢0,

; g — S T

2° Doud din unghiurile unui triunghi sint de 15° gi 60°. Sa se exprume

tn radiani al treilea unghi al triunghiului. L S s
Solutie. Unghiul al treilea al triunghiului este egal cu s | o e

— 105°, Pentru a trausforma masura sa din grade suxugusni}ale 1111 1”.1( iant,
e i mraté ix i ulei aport din relajiie (&)
considerim proportia formatd cu primul g ultimul rapor i (2)

adici
o 105
180 12

3° Sii se exprime fn grade sexagesimale unghiul de 1 radian.
> i £ o =

relatiile (2), tinind seama ca a = 1, obl :
Solugie. Din relatiile (2), tinind seama ca a = 1, obtinem

180
a=-—

gau:

Deci:
1 radian & 57°17'44",8.
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!o - l' b 5 = . . A "
o ln. ea_pn[p]e]e urmiloare vom maiasura unghiurile in grade sexacesimale
°el ‘ifn‘rn(h.'.u‘.:_ e asemenea, masurile unor anumite unzhinei sint  lrecvent
inttinite in-aplicatii. De aceea esle necesari memorarea tabelului de mai
Jos, Intoemit cu ajutorul relatiei a = —%- .
180

270° | 360°

J
'30° | 45° | 60° | 90° | 180°
|

0 : if T T 37
i i = T T — o1
6 4 3 2 9

5% Din rvelatia (1) obtinems
I =ar,

o {irm ‘urm:m:’,‘hfu,gz.mea arcului de cere este egald cu produsul dintre misura
n radioni a unghiviut la centru corespunzdlor su lungimea razei cerculul.
IS i v T T e el R i : : ;

: 1_)_?.1715 erva t1 e._l entru r = 1, relatia precedentd devine ! = a: lungimea
arculw de cere de razi 1 este egala cu misura in radiani a unghiului la centru
. : Yoo el - i e g - & ST . 3 :
corespunzitor. Sunplitatea acestei relatii face ca misura in radiani a unghiu-
rilor si fie preferata celorlalte, in special in cercetarile cu caracter teorelic.

§ 2. Generalizarea wnotiunii de unghi si de arc

3. Unghinri orientate. Pind acum am considerat unghiul definit in geo-
metrie: figura formatd de doua semidrepte care au aceeasi origine. ?Jn-
ghiul astfel definit se dovedeste insa necorespunzitor studiuiui unor miscari
€a: stringerea piulitei, rotatia cheii, rotatia elicei s.a., unde trebuie si se
find seama si de sensul rotatiilor, si de numirul lor.

n.cele ce urmeazi vom da o noud definitie unghiului care o va
generaliza pe cea datd in geomotrie.

Intr-un plan se disting douii sensuri pentrn rotatia unei semidrepte:
sensul invers rotatiel acelor ceasornicului, numit posilie, si sensul de rotatie a
acelor ceasornicului, numit negativ'. Sensul de rotatic Jpoziri\f (;‘.cwati\:) se
Inseamna cu sigeata (fig. 2). 4 3

{3.’(.'7?'141 in care s-a stabilit sensul pozitiv peniru rolalii se numesle orientat,

Consideram ci unghivl orientat AOB este generat (descris) de o semidreaptd

din planul orientat care se rotesie in Jurul ori-
gain sale, din pozitia OA pind in pozitia OB,
+ Semidreapta 04 se nuneste latura ini-

Go—u el o :
T P rrvorlving N ; 1 [
A fracd a unghivlut AOB, jar senidreapta OB
= latwra finald.
4. Unghiuoxi zili i i :
. Unghiuri  pozitive si negative. Con-
Eigs 2. venim sa numim unghiul AOB? pozitiv sau

I : e
Sensul de rotatie pozilly se mai

; numesle direct sau Lriconomelric. inr sens
negaliv, — retrograd. : e b dat senshl

In ulic ce urmeazi, unde nu exista posibilitatea de conluzie, nu se mai specilica
¢i unghiul este orientat. 7

6

b
.J}}g
2 +90° //'
/ \ //— )
! P
SO £ 5 W _
/ / A

i i, &
Fig. 3. Tig. 4.
$=]

negatip, dupii cum sensul rotafiel semidreptei care il genereazi este pozillv

sau megabiv. ‘ _ _ e R Ta
Presupunem, deocamdatdi, cit rotalia selljidiepim nu depiseste o rotalie
completd. Dacd mdsura unghiului geometric AOB este o, spunem i(? nniru.nnrn
unghiului AOB este egald cu o saw —&, dupd cum rotafia este pozuiya salt negd:
tivd si scriem respectiv AOB = a sau AOB = S 4 LM
Lzemplu. Infigura 3 sint reprezentate doud unghiuri cu latura mifiala o
si latura finala OB. Marimea unghiului pozitiv. AOB este egala cu 907,
jar marimea unghiului negativ AUB este egald cu —270°. . e
5. Unghiuri mai mari in valoare absoluta decit 3(20". Iiv}gahtatea gi suma
unghiurilor. Fie unghiul A0B =« (—360° < o 360°). Sa presuﬁpunani f"{
semidreapta care il genercazd, dupi ce descrie unghiul <, efectueazi (rlz._ o a.’}i
complete (in figura 4, o % 1(3)), n = 2). Evident, semidreapta s-a rotit din pozl
i ind in pozifia ’ ; ;
R %iugem cit .simifireapta a descris unghiul AOB ‘lf mdrime vegala cu %ﬁ-{J!J_"
4 1~ 360° dacd rotaiile sint pozitive si unghiul AOB de mdrime egald cu o—mn 3
dacd rotatitle sint negative.® : o iy
Prin urmare ezistd o multime infinitd de unghiuri B cu latura initiald OA
si latura finald OB. Ele se exprimi prin formula:

B=a- n-360° (=0 1 2)
gan . -
= a4 k- 360° ()

(kh = 0, 41, 42, el

bil, B > 360°, sau B < —360°. De aici rezultd
a initiald 0A si latura finali O5. existi
ari in valoarea absolutd decit 3607

Evident, pentru [ ales convena
¢it, in multimea unghiurilor cu 1:1;.1;1-
o mullime infinitd de unghiuri mair m decit .
1° fn formula (3) unghiul ¢ poate fi ericare dintre

Observatii, : :
) si latura finali OB. In particular putemn con-
$

unghiurile cu latura initiala OA

sidera ¢ 0° < a << 360°

itivd sau negativi.

; ¢ T 35 5 o
L Masu ohi esto un numir pozitiv, marimea lui putind {i | i
Misuraunuiunghi este un I s A G

2 In cele ce urmeazi, in loc de ,unghiul de marime egala eu...”,
egal cu...”
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2° Folosind misura in radiani, f

iani, formula (3) se scrie:

B ==l 0p -I— ]i‘ v+ 4TC

unde prin Z s-¢ t C
Ell'wnp;us ;) HoLk n_"}—‘l?llnca numerelor iniregi {0, -1, -2 o Y
@ . Dace semidreapla se rotegle { it ol i Sy, ey L Ty
(Lreapia feste tn sensul pO'i’.’r' ; . ]
¥ SEltalLy sthie el wn un 1 20°
ghi de 120°,

5
in raport cu lalura inifiald : .
e latura inifiald OA, fiecdrei vozitii i
8 ] WG TR ebueL L ecdret pozitii fir L i
unul din unghivrile: s f pozitii finale a semidreptel it corespunde

’rl],‘l pozitive: 120°, 480°, §40°
:[,\1 negative: —240°, —600°, —960°
T'oate aceste unghiuri sl toinme. b
ste 1urt  sind prinse i
- ,I-” il nt cuprinse in formula:
‘ 2 v 360° (k & Z) (pentru b =
pentru o= —1, —2 —3 :
2 —

0,4, 2 ae obti uri

R it = U, 15 8yec SRO0 I unghiurile pozitiv

| o , + o unghiurile necative) san in f i B oy 80P
L. 860° (ke Z): LN RS negative) sau In formulele f = 480°
(heZ); P==240°4+F% - 360° (k€ Z) ete. A R

Ibe[ nilie. 1)0 a1 ]'Iﬁ’}i unr are (. aceeast moarime se n e8 e
1 i 2 i
k: care C
ure 3 numesc
5 gale.

Conaecinta Ari
Conapcinti, Marin i rhi fii i
. nea unui unghi  fiind independenti

laturii initia fala de pozitia

]f‘ re Il“.:‘ a ori i

: C, 37 A cd orice semid reap L& I i O

S danats SN 3 apta am JIH]]UI orient r e

tha ca l-fl tiura llut Jﬂ]ﬁ a unul Lll]“’]l]' : e p 4 {1 e
D .

Definig )
de. Sume { LU,
o m!”f( a doud unghiurt se numeste unghiul a cdrui mért
1y L A T L AL BT
egald cu suina mérimilor celor douwd unghivri S
Laemple il
1) In fig 5 = ==
gura 9 a suma unghiurilor L
R ghiurilor AOB = 90° gi BOC=45° este unghiul
9} ;"‘.t’ f. - i (=] 2
) In figura 6 b suma hiuwri = — =
\OC 5 a unghiurilor AOB 270° si
5 '
o Ll - 70 st BOC = 90° este unghiul
. ; fo gt i, oo
(. Corespondenta bluniveed Inire multimea

mea unghiurilor erientate. Fie p, un i o i e
5 ro un numér real arbilrar. Nunierel ’ i
. AU

g oy =80 2m, —2. %%, —9m, 0, 2%, 2. 2w, 3. 2r
o o . ;
ermind pe axa reald mulfimea de intervale disjuncte

con[=8:2m, —2.2m), [—2: 2
! T S P
it gy e S L el 4t e

§y e em

a ciror reuniun : ala i

e px;qme este egali cu multimea numerelor reale. Rezulta ci

o s (,’A- sl 11111 interval, §i numai unul, care contine il 4t
0" 27, (kg4 1) 27] acest interval. Atunci e PR A

ko 2m g < (g4 1) 27

=#s°
o
: 90°
s0° i
\ ¢ R {
0 A \‘Z—r'ﬂi/ rj
\'JS /
3 b
Fig. 5.
- e o " — . - - — — -

(]i? & Z), (3:)

I ey o

ol A |

-

¥ ¥

__. .
A R

2o

= |

g

o -

i

Bau

0 < ry— ko+ 27 < 2m,

adici

ro — Ko+ 27 = oy,

un numir determinat. Cu alte cuvinte, oricare ar fi

unde 0 < o, < 2= este
< 2w, unic determinate,

numiarul real r,, existd
astfel incit

pumarul intreg ko $1 0 < %

ro = l* 2 + %

fnsa numarul k, - 2w -+ o, este egal cu unghiul descris de o semidreaptd care,
dupa ce descrie unghiul &, efectucaza Jty rotatii complete (pozitive sau nega-
tive, dupit cum o => 0 sau fy < 0). Prin urmare fiecarui numir real putem face
gi-i corespundi un unghi orientat, si numai upul, anume unghiul egal cu
gcest mumar, In aceastd corespondenta fiecare unghi orientat este corespui-
zator numirului real, unic determinat, egal cu unghiul respectiv. Corespon-
denta stabiliti se numegte biunivocd. In acest fel intre muljimea nuwmerelor

reale si multimea unghiurilor orientate cwistd o corespondentd biunivocd.

Observatie. in aceastd corespondenti sumei
§i corespunde suma unghiurilor respective. Se poale ardta ca, in acest caz,
jetate a sumei numerelor reale este valabila i pentru suma unghiu-
§ 26, cu ocazia introducerii operafiei

a doud numere reale

orice propr
vilor. Unele preciziri vor i facute in
de adunare a numerelor complexe.
7. Corespondenta intre multimea numerelor re
a unui unghi din planul orientat. Vom arita ci
face si-i corespunda, printr-un anumit procedeu,
unghi unie determinat. Pentru aceasta considerim
planul orientat a caror laturd initiald este semidreapta OA. Iie r = foo 2 -
4o (0 L & < 2r) un oumar real. El este egal cu unghiul pentru care 0A este
latura initiala si a carui latura finald coincide cu latura linald a unghialu a.
De aici rezultd ca fiecirui numar real r = o 2% + « (0 < @ << 27) putem face
si-i corespundd, in mod unie, pozitia laturii finale a unghiulu o.
Observatie. Corespondenta stabilita nu este biunivocd. intr-ade-
B este pozilia laturii finale a unui unghi, existd o multime infi-
A si latura finala OB, ale caror marimi
laturii finale a unui unghi

ale si pozitia laturii finale
fiecirni numar real putem
pozitia laturii finale a unui
multimea unghiurilor din

vir, daca O
nita de unghiur
eint numere reale dist

i cu latura initiald O
incte. Agadar, fiecare pozijie a
este corespunzatoare unei mulfimi infinite de numere reale distincte.

8. Generalizarea notiunii de ave. Si considerim o semidreapta din pla-
nul orientat care se roteste in jurul originii sale, din pozitia OA pini in pozi-
fia OB. Un punct al semidreptei, diferit de origine, descrie un drum numit
arc. Pozilia punctului 0A se numeste originea arculut, 1ar pozitia sa pe OB
catremitatea arculut.

Arcul cu origine

g Pl .
teaza MN. Convenim sa numim arcul poz

a si extremitatea, respectiv, in punctele M si IV se no-

itip sau negatiy, dupd cum rotatia

9




lornwla :

e g A
4 M

Fig. 6.

semidreptel este pozitivi sau negativi. Tn acest fel, arcului i se atribuje sen-

sul rotaliei §i se inseamni cu sigeald (fig. 6).
Ficearni are JIN i corespunde un un

latura initiala 0N si latura finalya ON,
Prin mdrinmea

Asadar, ficciirui

ghi unic determinat: unghiul cu

arcului. MN tnjelegem mdrimea unghivlui corespunzdtor,
arc de mirime « ii corespunde unghiul de mirime « §1 Te-
ciproc. De aici rezulta o3 tot ce s-a spus despre mirimea unghiului este vala-
bil gi pentru marimea arcului. De aceea putem spune arc in loc de unghi
i invers,

Aplicatie. Fie B, B, ... » By, (n > 3) virfurile unui poligon regulat §i A
un punet arbitrar aparfinind cercului circumseris poligonutui (in figura 7,
n==4). Evident, existi o multime infinitd de arce en originea in punctul A

g1 extremititile in virfurile poligonului dat. Daci B si o sint douii din aceste

o 5 360°
arce, diferenta lor este un multiplu de —-.
h
A
360°
B — li‘ ’ ._]_ y
n
de unde:
360°
f=a+ k. 2,
I

Presupunind  areul « fixat, rezulti

€A mullimea arcelor cu originea
tn A g0 eatremiidtile in

virfurile policonului considerat se exprima  prin

360°
n

B=a+k 2L (k e 2) (4)

Observatie. Se constata usor ci formula este valabila si pentru
arcele ale earor extremiliti sint simelrice fata de centrul cercului cores-
punsitor (in acest caz n == 2)

10

' i fig. 8, a
tn A si eatremitatea in By sau B, (hg. 8, a)

o 360° . ano k- 180° (k € Z).
este B = 60 —I—k--—2—_60+ (

1 1— 2 g . 8, b
ety t?”’!.LuTitetI L 1336(013 A) Satd 1 ; r( I)l )
= _t_ b o . E .

emitatea intr-unul din punctele By, By, By, .])4
extrem % 860% 1. 45° - k. 90°
(lig. 8, ¢) este p= 45 + k- = =T

e 2Z).

' or cu origines
Exemple 1) Multimea arcel

- . a7
2) Multimea arcelor cu originea in A s

gl in A s
3) Multimea arcelor cu originea in s

4

f = 0° 4 k- e
4) In figura S, d, [3 0° + & 7 i
( € Z).

Exercifii
1. €2 se exprime !n grade centesimale si {n radiani
5 ”l;nghiurile urmateire:
a) 18°%; b) 72°; ¢) 140°24°,
2. 53 se misoare in radiani arcul de cerc egal ocut

a)%em;b)1,2cm; c) 0,6 cm; d) 2,4 dm; ¢) 0,66 m
dach raza cercului este egald cu 12 cm.

8, Si so ocalculeze in radiani unghiul decagonuluf
regulat comnvex.

iuri i i sl Topor-
4. Misurile unghiurilor unui tnung!n ] smi;n ];J‘ad};aui
{ionale cu numerele 3, 4, 5 54 se exprime
masurile acestor unghiuri.

B. Sa se calculeze §i sd construiascd unghiul
B =a- k-360°
pentru urmitoarele valori ale lui « gi ks

a) o=2380°% k=2; b) a=210° k=1;
c) w=—380° k =3;
d) o = —4d, k=2.

6. Si se misoare in grade sexagesimale gi in radiani
‘ unghiul rotatiei unui volant, daed executa:

5 4 .
i J p ii 5 = rotafii complete.
@) 2 rotafii complete; b) 2,3 rotatii complete; c) 5 rotaj

7. 5S4 se exprime in grade sexagesimale unghiul egallcua

b 5 ™ ) 13w
. —_—D —; c) —.
a) H ) % 6

7
)

3 In exercitiile 6, 11, 12 sensul rotatiei se considerd pozitiv.

1




54 se exprime in grade sexagesimale unghiul egal cu: | F
. Capitolul 1T

a) 0,6; b) 1,7; ¢) —4; d) —2,6.

Functii trigonometrice

5S4 se afle lungimes arcului d J
daci arcul este egal eu ‘117":3 e o cgieal

Lungimea arcului de eerc, a cirui raza este egali 2.4
este de &4 m, 54 sc exprime in gade spiscald
outh i & grade  sexagesimale

O roata dintatd are 90 de dinti. Si :
: 1 . Sd se e tani
- ux)]ghlul de rotatie al rofii, daca ea se !:‘I;?:;Zi:‘l:.aﬂmm
ig. 9. a) 30 de dinti; b) 25 de din{i; |
) 200 do dini, ) o dinti; ¢) 40 deo dini;

Un dise exeeuti intr-un minut 300 d ii
Jith Y racinis o ssoiid. e rotafii complete. Si se calculeze viteza sa unghiu- s 5 F 1 \ hinlu <
; § 3. Functiile trigonometrice ale unghinim ascufit

Vit ; = :
SR Ve T vl ovicds 437 redie A5 e e
' Fie « un unghi ascutit al unui

O roatd de transmisie se roteste cu viteza unghiulari o = i radfs. In i ; 9. Definitia functiilor trigonometrice.
P = 5 i ¢ ; P Sk ? : : : S
9 n ol : triunghi dreptunghic §1 @ lungimea ipotenuzei, b lungimea catetei alaturale
. unghiului o, ¢ lungimea catetel opuse unghiului e (fig. 10).

executii o rotatie completd?
Doufi mohile i - . 5 D e e ; i ; i 20 B
" L??nfmfmﬂl.ﬂ iir:ﬁ?‘pl!nd dfn.ﬂa.mlelagl moment se deplaseazii in acelasi sens pe : ; Reamintim ca functiile trigonometrice smus, cosilius, tangentd gi cotan-
¥ panat 1a oz1tl 4 i v : i - o . . . . . .
fiecare minut un arc de 30°, iarpmoéi]:l ﬁruf:n:rg?;nz;‘oﬂl ﬁ)puf‘g'.MObﬂul A deserie in ) gentd ale unghiului « se definesc ca rapoarte intre laturile triunghivlui, f
s : ; : . Dupa ecit ti i = ‘
tul migeirii se produce prima, a patra si a n-a intilnire a mgbilelor?lmp de laincepu anume:l
Douid mobile A si B, si e 1 spsge s . c
i b cef Bl%:uateAm extrernitdtile a doi diametri perpendiculari (fig. 9) S0 == =2
et ha dg e l;;n];’l.ile%n;dd dln_ acelagi moment. Mobilul 4 descrie in i'ii.cart; &
2 ; mobilu escrie in fiecare minut un arc de —10° S
minute se produce prima, a treia, a m-a intilnire a mobilelor? Pl Duphet

adica sinusul unghiului ascujit se numegle raportul dintre cateta opusd unghiu-
lui s1 ipotenuzd;

b
cos &= —»

a

adici cosinusul unghiului escufit se numegle raportul dintre cateta aldturatd

unghivlui gt ipotenuzd;
. ¢
tg o= —1

b

adic _tangenia unghiului ascufit se numegle raportul dintre catela opusd unghiu-

lui §i cateta aldturatd;
ctg a = —»
c |

adica cotangenta unghiului ascufit se nu-

meste raportul dintre catela aldluratd un- 2 C
ghiului i catela opusd.
10. Valorile funetiilor irigonemetrice 0
pentru unghiunrile de 30°, 45°, 60° i
Unghiul de 30°. 52 considerdm  iri- b
Fig. 10.

unchiul dreptunghic cu un unchi de 30° ‘
& 2 2 )

{ Pentru prescurlare, in loc de lungimea laturii, spunem latura.




;

Fig. 11. Fie. 12
g 12,

51 l}]o[el_ o u o t [ cateta Opusd utn hlu 11 de 00
1uza e 1.11 1 C (¢4
5 - 115‘ 11). .[l:l dces aZ, g ]i

este egald cu jumi i i 2
g Jumatatea ipotenuzei: ¢ = —. Mai departe, din teorema luj

2

Pitagora (b = a2 — ¢! e 2
g B s 22l b 5 o 3 .
) gasim ¢& b= a'~. Prin urmare:

al/ ¥

(<}

=

= E

I
SHIES
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Unghiul de 60°. Observam c#:

A S B
sin 60° = — = cos 309 cos 60° = £ = sin 30°:

e b :
tg 60° = —=clg Ui elo Bl —

st {olosim rezultatele precedente

L”Qfl“fﬂ dc f.hJ . D 1l R2, (e IuI tllullc‘lll dleptun"[]lﬂ ﬂﬁte
daca 1 un I” scutfit ll u
= a = =
ae <o ) lllln 1 es 180SC .], (1] 1...4) D Llag T U] d
e . m orema hll I 1 or
16 £ l!‘l Ul iu te si1 sSce a ) I:e T B o ezult

4 s .
¢ b=¢c= BEe Prin urmare:

sin 45° = cos 45° — 2 ,/ !

oy

se pol memora din tabelul urmator:

Valorile functiilor trigenometrice penira unghiucile

e = 30°, 45°, 60°

30° 45° 60°
o
ERCRRG
6 & ) ( 3
3 9 1
tg o ]’i; 1 |/§
clg @ 74E] 1 l%-?l

11. Relatiile dintre functiile trigonometrice ale unghiurilor ascutite com=

plementare.
Daca unghiul « est

unghiurile o §i 90° — « se numesc complementare.
fntre functiile trigonometrice ale unghiurilor complementare existd rela-

giile:

sin (90° — «) = cos a; cos (90° — o) = sin @;

tg (90° — o) = ctg a; otg (90° — a) = tg «.

intr-adevir,
(fig. 10), celalalt unghi ascufit al siu este

90° — o, este alituratd unghiului «; cateta ¢, a

este opusit unghiului e

Deei:

sin (00° — ) = Y oy cos (90° —«) = Z == sin «;
a (13

tg (90° — &) = — = cig «; ctg (80° —a) -_—_--:—: tg a.

Exemple
sin 20° = cos 70%;

te ascuiit, unghiul 90° — « este, de asemenea, ascutit;

notind eu « un unghi asculit al triunghiului dreptunghic

90° — o. Cateta b, opusi unghiulul
laturatd unghiului 90° — ¢,

cos 45° = ¢in 45°%;




§ 4. Elemente de algehrii vectoriald

12. Scalari si vectori. Mirimile care se intilnese in mecanica, fizicd si
in alte stiinte aplicate sint de doud feluri. Pe de o parte, mirimi ca timpul,
lemperatura, masa, densitatea, lungimea, aria, volumul g.a. care sint carac-
lerizate printr-o anumiti valoare numerici. Pe de alti parte, mirimi ca
forta, viteza, acceleratia g.a. care sint determinate numai atunci cind Ii
se cunosc valoarea numericid si sensul. Marimile de primul fel se numese
scalare sau, pe scurt, scalari gi se reprezintd prin numere reale. Marimile de
al doilea fel se numesc vectoriale. Orice mirime vectoriali poate fi repre-
zentatd printr-un segment de lungime si sens determinate. Anume, lungi-
mea segmentului se ia egald cu valoarea numerici a marimii vectoriale, iar
sensul segmentului coincizind cu sensul ei. Pentru a caracteriza sensul unui
segment unul din cele doudi puncte care il marginesc se ia ca origine a seg-
mentului, iar celdlalt ca extremitate; sensul segmentului se consideri sensul
de la origine la extremitate. Segmentul ciruia i s-a precizat sensul (adica s-a
spus care dintre cele doudi extremitali se considers origine §i care extre-
mitale) se numeste vector. In acest fel vectorul serveste la reprezentarea geo-
metricd a mirimilor vectoriale. De obicei, vectorul se fnseamni prin doua
litere cu sigeatd deasupra, plasind, pe primul loc litera care indica originea
segmentului. De exemplu, vectorul pentru care punctul 4 este origine si B

extremitate il insemnim AP, In desen, vectorul se reprezintd printr-un seg-
ment de lungime egald cu modulul vectorului si al cirui sens se indici
prin sageata (lig. 13).

Vectorul a ciirui origine coincide cu extremitatea sa se numeste pectorul

. - . o . . i
nul si se noteazi cu simbolul @, Sensul vectorului nul se consideri nedeter-
minat,

e - -
Modulul sau misura vectorului AB se numegte lungimea segmentului A B
—
§1 se noteazd |AB|.

Vectorul al cirui modul este egal cu unitatea de misura se numeste eector
unitar.

13. Egalitatea vectorilor. Pe o dreapti se pot defini doud sensuri. Con-
ventional, unul dintre ele se numeste pozitiv, iar celalalt negativ. Dreapta
pe care s-a ales sensul pozitiv se numeste aad. Sensul pozitiv pe o axii se
inseamné prin sigeats.

Se considerd ca doi vectori au acelasi sens dacé sint situafi:

1) ori pe acecasi dreapti gi sensurile lor coineid cu unul dintre cele doud
sensurt ale dreptei (fig. 14);

D
B
= i e
B A g i
A ? a
Fig. 15. Fig. 16.

2) ori pe drepte paralele gi de aceeasi parte a dreptei care uneste originile
lor (fig. 15). |

Dacd doi vectori sint situati pe aceeasi dreaptd, sau pe drepte para-
lele, si nu au acelasi sens, se spune ca au sensuri opuse (fig. 16).

. '% . — . - -
Dot vectori AB si CD care aw acelagi sens gi modulele egale se numese egali

S Dallesiuiy . oLy e o : ; ;
gt scriem AB = CD. Se verifici imediat ci egalitatea vectorilor astfel defi-
nitd este reflexicd, simelricd §i tranzitivd, adicd satisface axiomele unei rela-

. tii de echivalenta.

Din definitia egalititii vectorilor rezulti ci un vector se poate dep]asa_
paralel cu el insusi. Nefiind legat de originea sa, vectorul poate fi notat si
printr-o singurd literd cu siigeatd deasupra. In afara de aceasta, orice punct O
poate fi ales ca origine a unui vector. Fixind punctul O, multimea vecto-

2. . w5 s
rilor egali cu un vector @ (clasa de echivalenti a vectorului ) este reprezen-
taid printr-un vector unic cu originea in O.
Ezxemple
- s 5
1) Vectorii a, b, c, (fig. 17) sint egali.

2) Vectorii 04, OB, OC (fig. 18) au modulele egale, dar nu au acelasi
sens; prin urmare nu sint, doi cite doi, egali. :

> -
14. Adunarea vectorilor. Tie dati vectorii o si b (fig. 19). Alegem un

(23 AT — . e L - - .
punct arbitrar O gi construim vectorii OA = a 5i AB = b (originea celui de-al

-
b
0
T
a
8 0 A
Fig. 17 Fig. 18.




doilea vector coincide cu extremita-

@ 4 tea primului). Prin definitie, vectorul
Fn 3" — —
i e OB = ¢ se numeste suma vecto—
b - c=0+h 4

Fig. 19. H rilor E:, 3 g1 se noteazi c = a -+ b tn

particular, dacdt cei doi vectori au

acelasi sens, suma lor este vectorul avind sensul vectorilor dati si modulul
egal en suma modulelor lor, Daci fnsit veclorii au sensurt opuse, suma aces-
tora este vectorul avind sensul vectorului ew modulul mai mare si modulul
exal cu diferenta dintre modulul primului vector i modulul eelui de-al doilea.
In cazul egalitatii modulelor celor doi veelori care au sensuri opuse, suma

lor este vectornl nul,

Observatie Delinitia sumei a doi vectori arc drept suport regula
paralelogramului folositi in mecanicd pentru determinarea rezultantei a doud
forle concurente. Ea poarti denumirea de regula triunghiulue,

Adunarea vectorilor, definiti mai sus, se bucura de doud proprietil

importante, intilnite si la adunarea numerelor:

- 5 > - .
a - b= b -+ a: comulativilatea (1)

o (b4 &) = (@ b) + e asociativitatea. @)

Demonstratiile acestor proprietiti se fac cu usurinjd urmdrind figura 20
si figura 21, respectiv. De aici rezultd urmitoarea reguld de adunare a vec-
torilor, numitd regula poligonului:

Pentru @ construi suma oricdrui numdr de vectori se construiesc vectori
egali cu cei dufi, astfel incit originea unuia sd coincidd cu extremitatea celui
precedent din sumd. Vectorul a cdrui origine coincide cu originea primulut
termen, tar extremilatea cu o wltimulut, reprezintd suma vector ilor considerafi.

E.z‘ﬁmjr.'lr.&
- = - =
In fivura 22 esle veprezentat vectorul a -+ b - ¢ d.

Fig.

—r

15. Seciderea vectorilor. Pentru ovice vector @ se poate delini in mod

=
unic vectorul care are sensul opus =i moduiul egal cu modulul vectornlui a.

o -+
Vectorul astfel delinit se numeste opusul vectorului e si se noteazi —a.

> > - -
Fie @ 1 b doi vectori arbitravi. Prin diferenfa dintre vectorul ¢ si vectorul b,
- - R 2 o L
notatai @ — b, se inlelege suma dintre vectorul o gi opusul vectorului 0,
= = » == + - -p . . -
adicd @ — b = a - (—0). In particular, diferenta a doi vectori egali este vee-
torul nul.

. : et ] . -+
16. Inmultivea vectorului cu wn nuwmitr, Prin produsul dintre un vector a

gL un numdr real A se infelege vectorul care are modulul eg at ou pron’usul dintre

modulul numdrulut A gi modulul vectorului a .}‘i sensul lui o sau —a, dupd cum
A> 0 sau A << 0 (pentru A = 0 produsul respectiv este vectorul nul), Produsul

- ->

dintre @ §i A se noteazi Aa. Numirul A se mai numeste §i scalar. In particular,
- -, - -

lea=a si 0-a=0.

Produsul astfel definit este distributiv in raport cu adunarea vectorilor:

A- (a4 b) = ra + 2D, ®)

I\e convingem usor de justctea acestei c"ahh dacid observam ci vectorii

b si @ + b formeaza laturile unui triunghi si deei, dupi inmuliivea fieci-
ruia dintre ei cu 2, obtinem din nou un triunghi (asemenca cu primul).,
Observiim, de asemenea, ¢ produsul dintre un vector si un numir este
distributiv  tn raport cu  adunarea scalarilor:

(M + Xa= 7.1;-|— 7&3; ' (4)

§i asoclativ in raport cw inmulitreq scalarilor

— - >
M(hoa) = 2o(Me) = (A A5)a.

Aplicatie. 53 demonstrim cu ajutorul algebrei vectoriale urmitoarea
teoremi, cunoscutd din geomelrie:

Medianele unui  triunghi se intersecteazd intr-un punct gi sint Lmpdrfite
de acest punct in raportul 2 : 1,

19
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Demonstratie. Tie A;B; mediana
corespunzitonre laturii A4, in triun-
ghiul A;4,4, (fig. 23). Notdm cu C
punctul care imparte aceasti mediand in
vaportul A;Cy : C1By =211, Alegem un
punct arbitrar O (poate si nu aparlind
planului triunghiului) st introducem no-=
tatule:
- - >  — -
0A, = ry, O0A, =1, OAz=r,.
4 A
Fip 23. _Aduuind, membru cu membru, ega-
litatile evidente

e S — i =
A]_I)]1 == J"i 1442 + f!.:}El, 141131 L= 441A:] “1— A;}Bl

. . T ST T =t g .
si tinind seama ci A,B, + AyBy = 4,5, —:BiAy = 0, obtlinén:

—_— 4, == T
A4,B, = 5 (Ady -+ A1 4y).

si decl

In sfivsit
—= — —_—
0C, = 04, + AC,y

sau, tinind seama de (6):

— -

OC'_1 = — (ry + 3+ 73

Simetria acestei relatii ne aratd o vectorii cn originea in O si extremitifile
in punetele Cy, Cy, care impart celelalte doui mediane 4,8, A3B, in raportul
3 : 14, au aceeasi expresie, De aici rezultd ci punctele €}, Cy i Cy coincid.

17. Proieciia vectornfui pe o axi. Pentru vectorul situat pe o axi intro-
ducem o nofiune importantd, care il caracierizeaza: marimea vectorului.
Prin mdrimea unui veclor situat pe o awd se injelege modulul vectorulus luat

20

g

F >

W &y @
Fig. 25. Yig. 26.
cu semnul plus, saw cu semnul minus, dupd cum sensul pectorului coincide, sau

0 s . — o
nu, cu sensul pozitiy al axei. Mirimea veetorului AB se noteazi AB.

Ezemplu
. e ) —
fn figura 24, AB = |AB|=2; CD = — |CD| = —3.
>
Tie acum vectorul @ situat pe o axit a (fig. 25). Se numeste persor al
=
axei 2 vectorul unitar i care ave acelagl sens cu axa. Tinind seama de cele

. - —_
spuse mai sus, rezulti relatia « = a adici un veclor situat pe o axd este egal
cu produsul dinire mdrumea sa §i versorul awei,

Reamintim ¢d proiectia unui punct pe o dreapld se numegte piciorul
perpendicularei construite din acel punct pe dreapta datd.

— —_—
Fie un vector AB si o axi = (fig. 26). S& notim cu 4,0, vectorul ale
carui origine §i extremitate sint, respectiv, proiectia originii §i extremitalii

T . . T v -
vectorului AB pe axa . Proieclia vectorului AB pe axa ® se numegte mari-

T el s _ —3> ’
mea vectorului A B, si se noteazd pryAB. Tn acest fel pryAB = A, B,. Evident,
dach vectorul este situat pe axa de proieclie, atunci miarimea §i proiectia

‘" sa pe axd coineid.

. Exemplu

Proiectiile vectorilor AB, CD si EI" pe axa (fig. 27) sint egale, res-
pectiv, eu A;B; = 2, CiD; = —3, gi By =0, .

(]

Ni\
. e e

e

Ly

=1

~
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Si consideram vectorii A,B;, 4,8, ..., 4,5, (n>1) care au acelasi
sens si A{ By, A3BS, ..., A, B, — proicetiile lor pe o axi & (in figura 23 sint
reprezentali trei vectori).

Teorema I

Proiectitle unor vectori care au acelasi sens, pe aceeagt axd, sint pro-
porftonale cu modulele lor.

Demonstraie. Paralcle la dreptele (A,B,), (4,B),..., (4,B,), duse
prin punctele Ajdj, ..., A,, intersecteazii dreptele (BiB,), (B3Bs), ...,
..., (B,B,) in punctele Cy, Cy, ..., C, respectiv. Conform definifiei ega-
Litatii vectorilor, avem:

Alcl = AIBI’ A2C2 == Asz es ey AHC’R = Aan. (7)

Din asemiinarea triunghiurilor dreptunghice AiBiC,, A:B.Cs; . ..
A, B, C, rezulla egalitiitile:

— — —

|iB1| _ 4583 _ _ [AnBal (8)
Seacie el

{AIC1 I | AgC,y | IAnCnl

Tinind seama de (7), deducem c# numitorii rapoartelor din relatiile (8)
— — >

pot fi inlocuiti prin |4, B[, [4,B,l, ..., |A,B,| respectiv. Pe de altd parte,

proiectiile vectorilor dali pe axa @ au acelasi semn §i deci numiratorii ace-

lorasi rvapoarte pot fi inlocuiti vespectiv prin A{Bi, 4B, ..., A.B,.

In acest fel sirul de rapoarte egale (8) capati forma:

A1 By A'B; ARy
S = .=
| A By | | AgBy | | ApBa|

ceca ce demonstreazii teorema enunfati. ’
Consecintd. Prolecliile unor veetori egali, pe acccasi axd, sint egale.
O alla teoremi importauti, relativi la proieciiile vectorilor pe o axi,
va [i datid la punctul 19.

22

18, Descompunerea vectorilor din plan, 7k
Consideram sistemul ortogonal de axe de coor-

(L%
donate 20Oy si un vector arbitrar o situat in

: IR e
planul 20y (fig. 29). Existd un vector unic, cu A et

3

Qf

5
originea in O, egal cu a (v. pet. 13); fie A(z, y)
extremitatea sa. Numind razd vectoare a punctu- -
lui A vectorul cu originea in originea axelor de JA
coordonate §i cu extremitatea in punctul A,
putem spune ci coordonatele » siy ale punctu-

SY

e
lui A sint proieciile razei vectoare OA (sau ale : Fie. 99
L —
ectorulut a = OA ) pe awele de coordonate.
—
Si notim cu A, si A, proiectiile extremititiii vectornlui OA pe axele
de coordonate. Evident, are loc egalitatea
- —ne — .
a =04+ 04,, (9)
care arati ci orice veelor se poate descompune in doi termeni situaii pe axele
e o=
de coordonate. Vectorii termeni OA; si 04, se numese componentele vecto-
|
-
rului @ fatd de sistemul de coordonate 20y.
= = . - - e ->
Dacid ¢ gi j sint versorii axelor Ox §i Oy respectiv, atunci Oy = wi,

-

6:12= yj (v. pet. 17) si deci egalitatea (9) capitd forma:
Zm m?—]— y."jr?.

Aceastd egalitate dd descompunerea vectorului dupd versorii azelor prin
proiectiile sale pe axel. Astlel se stabilegle legdtura intre teoria geometrici a
vectorilor §i cea algebrici.

19, Operatii cu vectori dati prin proiectiile lor. Fie vectorii
F > >
b= 2y -+ Y.

Si calculim mai intii suma lor. Tinind seama cd operatia de adunare a vec-
torilor este comutativii gi asociativd (formulele (1) §i (2), pet. 14), avem:

- > =+
a = @t -+ ],

> = o *
a-b= (20 + 251) + (17 -+ %))
sau incd, deoarece produsul dinire un vector si un numir este distributiv
fatd de adunavea scalarilor (formula (4), pet. 16):

;-{- —g = (-'111 + xz)‘;"}" (o + y?.)ﬁ

Aceasld egalitate arati cit proiecjiile vectorului sumd pe awele de coordonate
sint egale cu sumele proiecfiilor de acelusi nume ale vectorilor terment. Observam
¢ proprietatea stabiliti este adeviirald independent de axa de proieclic,
Pentru aceasta este sulicient si se aleagh un sistem orlogonal de axe de coor-

-
' Proisctiile o, i ale veelorului  pe axcle de coordenate se mai numese 5t coordonatele
veclorului dat fata de sistemul aCy.

23




Fig. 30.

donate a carui axi a absciselor si coincidd cu axa consideratd gi si se repete
rationamentul ficut mai sus. De asemenea, ea se poate extinde ugor la un
numir oarecare de vectori., In acest fel este valabila.

Teerema I

Proiectia vectorului sumd pe o ozd este egald cu suma proectiilor
vectorilor termeni pe acceasi axd.
Ezemplu
. A - = oy e -+ - Tl
in figura 30 sint reprezentati vectorii a,, ay, @3, @y, §i @ = a3+ag+a3104;
- - - - ->
Pratq + prygy + preag + prea; =2+ 6 - (—2) + (—3) = 3 = prya.
- - -> - W " "
Pentru a calcula diferenta @ — b = a - (—b) este suficient s observim
. Er =k S .
i —b= —ayi — ysj s1 deci
->

a— b= (z — @i + (¥ — Yall,

adica proiectiile vectorului diferentd sint egale  cu diferentele corespunzdtoare
ale proieclitlor vectorilor termeni.
Regula de inmultire a unui vector cu un numar se obtine prin inmuliirea

- - - = ol o 3 |
ambilor membri ai egalitatii a = a1 4 yj cu A, Folosind proprietitile de distri-
butivitate in raport cu adunarea vectorilor §i de asociativitate in raport cu
inmultirea scalarilor, obtinem: '

AR e I

fn acest fel proiectiile produsului dintre un vector gi un numdr sint egale
cu produsul dintre numdrul dal i proiecjiile respective ale vectorulue.”

§ 5. Functiile trigonometrice ale unghiulni orientat

920. Unghiul format de doi vectori gi de un vector cu o axi. Dindu-se

> =% . * .. o ot 5 .

vectorii a si b, dintr-un punct arbitrar O se construlesc vectoril O0A =a 51
) Lo 3 . .. - . . . k4 L

OB = b (fig. 31). Prin definitie, oricare dintre unghiurile cu latura initiald OA

24

Q¢

Fig. 84, .

- Y
gi latura finald OB se numegte unghiul formatl de veclorul b cu pectorul a si se
N ' N
s > . . o . . 5 . =% e
noteazé (a, b). Prin urmare, trebuie si se facd distincfie intre unghiul (a, )
N i
= - 5 v e i
si (b, a). Daci dreptele (0A) si (OB) sint perpendiculare, atunci vectorii a §i b
- - - -
se numese perpendiculari sau ortogonali, notindu-se a | b (sau b | a).

[
=

Unghiul format de un vector a cu o axd x se definesle ca unghiul format
N

de vector cu versorul axei si se noteazd (z, ;)

21. Definitia fonctiilor trigonometrice. Fie 20y un sistemn ortogonal de
axe de coordonate in planul orientat si o un unghi situat in acest pian.
Fira sa restringem generalitatea, putem presupune ¢a latura initiali a unghiu-
Ini « este semidreapta Oz (v. consecinta de la pet. 5). S5i notam cu OM
latura sa finali. In acest fel se poate considera cd o este unghiul format de

—
raza vectoare OM cu axa Oz (fig. 32). Daci a §i b reprezintd proiecliile razei
vecloare pe axa absciselor si axa ordonatelor respectiv, iar r modulul siu
atunci este valabila urmaitoarea

\

Teoremi. Rapoartele:

dacd existd, nu depind de modulul razei vectoare, ci depind numai
de unghiul «.
Demonstratie. Fiindea r=£ 0, rapoar- v
b o« G . ; :
tele —, — existd pentru orice unghi «. In @
r L e T e T = T e T AT e e T
schimb, dach raza vectoare este situata
pe una din axcle de coordonate, ort a =0,
ori b = 0, si prin urmare, unul din ra-

A
s
=
__‘_______%

[/ , 5
poartele —', % nu existi.
a

Presupunem, deocamdatd, cit toate

. “ Ly
cele patru rapoarte existd. I'ie 00’ o alta
razi vectoare care formeaza unghiul @ cu Fig. 32
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axa absciselor si @/, " proiectiile sale, respectiv, pe axa absciselor si axa or-

donatelor!, iar r’ modulul siu. Deoarece razele vectoare OM’ si OM au
- e . : ;
acelasi sens, proiectiile b’, b sint proportionale cu modulele 7/, r (teorema I,

pet. 47): )

b’ b
g
¥ r
Analog:
a’ a
_—= T a N
i r

Impirtind membru cu memhrn aceste egalitdti, obtinem, de asemenea,
proportiile:

b b a a

a a’ b b

éeen ce dt‘,mD]'!Stl'EE\Zé ‘T.D()I‘Bﬂlfl.
-

Daci raza vectoare OM este situatd pe una din axele de coordonate,
de exemplu pe axa abscisclor, {iinded b = 0, existai numai rapoartele:

b a b ¥ ooa W

Cu aceasta, teorema este complet demonstrata,

: ; ‘ ; b a a
Observafie. Dach unghiul a este asculit rapoartele —» —, —> v
r r @&
sint, respectiv, sinusul, cosinusul, tangenta si cotangenta unghiului e,
Aceasti observatie ne di posibilitatea st definim funcjiile trigonometrice
ale unui unghi orientat. Fie o unghiul format de o razii veetoare eu axa absei-

selor.
Definitie.

1) Sinusul unghiviui o se numeste raporiul dintre proiectia

razei vectoare pe axa ordonatelor si modulul sdu:

sin o:=£. (1)
r

2) Cosinusul unghivlui @ se numeste raporiul dintre proiecfia
razet vectoare pe axa absciselor gi modulul siw:

oS0 = . (2)
r

L De aicl inainte vom nola cu Ox axa abseisclor gi eu Oy axa ordenatelor,

3) Tangenta unghiulii « se numegte raportul dintre proieclia
razei vecloare pe ava ordonatelor §i prolectia sa pe uva abseiselur:

Il
tg o =2, (3)
iL

4) Cotungenla unghivlul o se numegte vaportul dintre proiectia
razei vectoare pe axa abseiselor i profeciic sa pe ara ordonatzlor:

otg o = L. \ (4)
b

Observatii

1° In mod analog se delinese fned doud functil trigoncmetrvice, mat
putin [olosite:

o o r
secanta wnghivlui «: sec o= —
it

cosecanta unghiulud 2 cosee o =

c-.l <

—

2° @ gi b sint coordonatele extremitiitii razei vectoare OM [atd de sis-
temul de axe considerat. De aceea, in loc de profectia razel vectoare pe axa
absciselor s1 protectia razet vectoare pe axa ordonatelor putem spune, respectiv,
abscisa extremitdfii razet vectoare si ordonala extremildfii razel vectouare.

A b e b @ . :
3° Fiinded rapoartele —, —, —, - nu depind de modulul razer vee-
r r a

toare, ci depind numai de unghiul «, notatiile sin o, cos &, tg o, ctg « sint
justificate.

o p : X b sl 2 ra = S

4° Pentru fiecare unghi o, rapoartele —, —, —, e dacii existit, sint

r r a@

numere reale unic determinate. De aceea, aceste rapoarte sint functit de un-

ghiul . Se spune ¢t sin @, cos «, tg o, ctg a sint functic (rigonometrice ale
unghivlui «. Unghiul @ se numeste argu-
mentul functiei trigonometrice, iar wvalorile 3
: b a b
rapoartelor —, —, —, — se numesc, res-
o e b

pectiv, valorile functiilor trigonometries
sinus, cosinus, tangentd si colangenti ale
unghiulul «. :

Ezemplu. Si se caleuleze valorile [unctii-
lor trigonometrice pentru o = —G0°,

Solutie. In figura 33 unghiul dintre raza

—

vectoare ONM si axa absciselor este egal cu
—G0°, Proieclind raza vectoare pe axele de
coordonate, obtinem: |

"
a = — b=

2




Prin urmare?

Siﬂ (-—BDG) — E;.: ""—.—)‘3; eod (_BUQ) :_C% et - :
‘ tg (—60°) =—i’;: — 1/ 3; otg (—60°) = 4 - _1/33 ]

Aplicatie. 53 aritim ci proiecfia unui veclor pe o0 axd este egald cu pro-
dusul dintre modulul vectorului si cosinusul unghivlui format de gector cu aza.

Fard si restringem generalitatea,
axa Oz si originea vectorului situatd in origin
vectorul dat @ formeazi cu axa Ox unghiul «
nigiei cosinusului unui unghi, avem:

putem considera drept axit de proieciie
ea axelor de coordonate. Dacit
(tig. 34) atunci, conform defi-

"
Proadt ;

la|

Cc0S & —

de unde

- >
Prox¢ = la| cos o,

ceea ce demonstreazi propozitia enunfati.

| 92, Semuele functiilor trigonomeirice. Sigternul rectangular de axe de
coordonate z0y imparte planul orientat in patru pirti, numite cadrane §i

numerotate ca in figura 35. Se considera cd semiaxele de coordonate nu
hiul cu latura finald, de exemplu, in

apartin nici unui cadran. Despre ung
cadranul 11 spunem ca este unghi din cadranui 1L

Ezemplu. In figurile 36, a, b, ¢, d, unghiurile ¢ sint, respectiv, unghiuri
din cadranele I, II, III, IV.

Prin semnul unei functii trigonometrice se
fn cele ce urmeazi vom arita cad, pentru
o funciie trigonometrica nu-si schimba semnul

inteloge semnul valorilor sale.

gi, totodati, vom de-

termina semnul respectiv.

unghiurile din acelagi cadrany

M

e T

&

|

| A

l w
i

< \

==y

"o
L
Q
<

5 b b A
i AR |
P Q M
S d
Fig. 36.

~ Din delinitia functiilor trigonometrice rezultd ¢i semnele lor depind
de semnele proiectiilor @ si b, date de tabelul urmitor (v. fig. 36):

" Cadranul| Cadranul | Cadranul | Cadranul
1 11 111 v

G5 pao b h
Semnul funcg!wa sinus. Conform definitiei, sin ¢ = —. Deoarece 7 >0
r

. b esh c Y :
semnul raportului — coincide cu semnul lui b. Deci, funcfia sinus este pozitivd d
r :

tn cadrantle 1 gi 11 §i negativd in cadranele 111 si IV.
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) . s e a a =
Semnul funciiei cosinus. Conform definitiei, cos o = = . Semnul acestui

raport coincide cu semnul lui a. Prin urmare, funclia cosinus este pozitivd in
cadranele 1 gi IV gi negativd in cadranele 11 gi 111.

Semnele funcfiilor tangentd si cotangentd. Conform definifici tg ¢ = —,
a

a A g - . -
(e s Tinind seama de semnele proieciiilor @ si b gi de faptul ci rapoar-
4

b a . i A i e, s Ve
tele —, - au acelasi semn, rezultit ¢ funciiile tangentd si cotangentd sint pozilive
o ? . ,

in cadranele 1 3i 111 g negative tn cadranele 11 gi TV1.

Observatie Semnele functiilor trigonometrice se retin usor din
schema urmatoare:

- | + — | + — | +
== o =
sinusg cosinus tangentd §i cotangentii

23. Valorile fanctiilor trigonemetrice pentrn unele unghiuri particulare.
Vom ealeula valorile tunctiilor trigonometrice pentru unghiurile a ciror latura
finald este una din semiaxele de coordonate (fig. 37).

s} Y

- Unghiul de 0° (lig. 37, a). In acest caz, a = r, b = 0. Deci, tn 0° = 2 — 0
r

cos 0°=L =1; tg 0° = g 0; ctg 0° nu eaistd.
r r
Unghiul de 90° (fig. 37, b). In acest caz, a = 0, b = r. Deei, sin 90° = L —
r

= 1; cos 90° = B 0; ctg 90° = O 0; tg 90° nu existd.
r T

Unghiul de 180° (fig. 37, ¢). In acest caz, a = —r, b= 0, Deci, sin 180° =

-y 0; cos 180° = —— = —1; tg 180° = R 0; ctg 180° nu existd.
r r —r
Unghiul de 270° (fig. 37, d). In acest caz, a = 0, b = —r, Deci, sin 270° =
=" = —1; cos 270° = -€—= 0; ctg 270° = L 0; tg 270° nu existd.
r =

Tinind seama si de valorile functiilor trigonometrice pentru 30°, 45°, 60°
(v. tabelul de la pet. 10) alcituim tabelul urmitor: ‘

Lp

entru preseurtare, de exemplu, in loc de funclia sinus este pozitiva pentru unghiu-

rile din cadranele I §i II* spunem ,funcfia sinus este pozitiva in cadranele I g I1%,

30

0° 30 45 GO 90 180° 270°
( I i @ 5 3.2
(0) 6) [!] (3) [2) (=) [ 2)
o 1 V2| |3
sin o 0 —2- —2' —2—‘ 1 0 —_1
Vi3] oa
cos & i o | A 0 — 0
3 =
tg o 0 L—-/a— i /3 | nu existi 0 nu existi
otg o nu existd | /3 i !/33 0 nu existd 0

24. Constructia valorilor functiilor trigonometrice. Fie o unghiul format

e g
de raza vectoare OM cu axa absciselor. Valorile functiilor trigonomelrice
ale acestui unghi nu depind de modulul razei vectoare (teorema de la pet. 21)

. Y e .
In particular putem presupunc ci raza vecloare OM este un vector unitar
(10M| = 1). In acest caz extremitatea sa apartine cercului cu centrul in ori-
ginea axclor si de razi egald cu unitatea — cercul unitale — si formulele (1),

(2), (3), (4) capatd o forma mai simpla.

00

—
Functia sinus. Dacd |OM | = 1, atunci sin 2 =

= 00 (fig. 38):

sinusul unui unghi este egal cu proiectia razei vecloare unilard pe aza
ordonatelor,
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. . oP
Funcfia cosinus, cos o = o

= OP (fig. 38):

cosinusul unui unghi este egal cu
protectia razei vectoare unitard pe
axa absciselor,

Functia igngenid. Fie A puncs
tul de interseclie a semiaxei pozi-
tive Ox eu cercul unitate (fig. 39).
Axa AT, tangentd cercului unitate
si al cirei sens pozitiv este acelasi
cu sensul pozitiv al axei ordona-
telor, se numeste axa tangenielor.
Sa motdm cu R punctul de inter-
sectie a laturii finale a unghiului e
(sau a prelungirii ei) cu axa tangen-
telor. Distingem urmitoarele cazuri:

simet = \ ‘~<;__

—=
Tig. 38. a) Raza vectoare OM apariine
semiplanului din dreapta (fig. 39, a).

Tinind seama cit vectoril oM si OR au acelasi sens, si de definijia tangentei
unui unghi, deducem: tgo = boﬁ . Inst OS = AR 51 OA = 1.
Prin urmare,
tgoa = AR.
b) Raza vectoare oM apartine semiplanului din stinga (fig. 39, ). In
acest caz, vectorii Wl gl RO au acelasi sens. Conform definijiei, tg o =

Insia SO = —AR § A0 = —04 = —1.

Prin urmare,

A0

— = X

c¢) Daci raza vectoare OM este situati pe axa ordonatelor, ea este paras

leld cu axa tangentelor, deci punetul A nu existid. Cu alte cuvinte, in acest
caz tg « nu existi.

¥ f
5 é yi (i

-\M

7
(i
., - A!_ oy A i,
R
a b

Fig. 39,

In concluzie, tangenta unui unght, dacd ezistd, este egald cu protecia razei
=% .
vecioare OR pe axa langentelor.

Functia cotangentd. Fie B punctul de intersectic a semiaxei pozitive Oy
cu cercul umitate (fig. 40). Axa BC, tangenti cercului unitate si al cirel
sens pozitiv este acelagi cu sensul pozitiv al axei absciselor, se numeste azu
cotangentelor. Daca D este punctul de intersectie a laturii finale a unghiului «
(sau a prelungirii ei) cu axa cotangentelor, urmind o cale anal.gii celei folosite
la constructia tangentei unghiurilor @, se obtin urmatoarele rezultate:

ctg a= BD: cotangenia unui unghi, dacd ewistd, este egald cu proieciia
! —_—
razer vectoare OD pe aza colangentelor;

—
dacd raza vectoare OM aparfine axci ahsciselor, efg « nu existd,
Aplicatii

: o . o
12 Muliimea unghiurilor § formate de raza vectoare unitari OM cu axa
Oz (fig. 38) este datd de formula (v. relajia (3) de la pet. 5):

f=oa-4 k- 360°(k < Z).

Pe de alta parte, aceste unghiuri au acelasi sinus: 00, Prin urmare,

sin (z 4 k- 360°) = sin a (k & Z). . (5)
Analog (fig. 38):
cas (o k- 360%) = cos x (k = Z). {6)

) — P

2° Fie razele vectoare unitare OM si ON’, ale caror extreniiball sint
simetrice fatd de originea axelor (fig. 41). Conlorm relatiei (4) de la NGl E
multimea unghiurilor B, [ormate de acdste raze vectoare cu axa Oz, este
data de formula:

f=a+ k- 180°k € 2).
Pe de alta parte, acesie unghiuri au aceeasi tangenta: AR. Deeci:
tg (a4 k- 180°) = tg « (k € Z).

¥yl i

i

—

o,
: yd
\
\

i
x =X
oo ) ;
A
\. ;
\‘\N‘____//
Fig. 40,

8 — Trigonometris anul IT Heen




Fig. 42, Fig. 43.

| | |
14

Analog (fig. 42):

ctg (@ + k- 180°) = ctg a (k € Z). ' (8)

§ 6. Relatii intre funciiile trigonometrice

. 25. Functiile trigonometrice ale unghiurilor care au mirimi opuse.
1 qe . & . W - . « 4
i Fie unghiurile « si —« care au marimi opuse (fig. 43).

il | —_— —

{11 - Razele vectoare unitare OM’ si OM formind, respectiv, unghiurile —a

il $i @ cu axa absciselor sint simetrice fata de aceastd axad. Deci, proiectiile
’ . lor pe axa Ox sint egale: 0P’ = OP. Tinind seama ca OP’ = cos (—ea), OP=

][] = cos «, oblinem: :
J

i . i cos (—a) = cos . (1)

Analog:

0Q' = —0Q; AR'= —AR; BD'= —BD,

|I ‘i" ; de unde:
|

sin (—a) = —sin «; tg (—«) = —tg @; ctg (—a) = —ctg . (2)

Ezemple

i | cos (—45°) = cos 45° =2 ; sin (—270°) = —sin 270° = — (—1) = 1;
i

I tg (—180°) = —tg 180° = 0.
| 1 ]

H | ‘ 26. Functiile trigonometrice ale unghiurilor complementare. Unghiurile

. | complementul unghiului « este unghiul 90° — o

s = e <2 - . .
Dacd raza vectoare unitara OM formeazi cu axa absciselor unghiul e,
ou axa ordonatelor ea formeazi unghiul « — 90° (fig. 44). Conform delinitiilor

a4

a caror sumé este egald cu 90° se numesc complementare (v. pet. 11). Asadar,

functnlor sinus $1 cosinus, proiectia

L —r
veciorulut OM pe axa ordonatelor p
se poate exprima in doud moduri; <

0Q = sin a; 0OQ = cos (« — 90°).

De atel deducem:

cos (o — 90°) = sin «,
Insa cos (& — 90°) = cos (—a-90°),
Prin urmare, relalia precedenta de-
vine:

cos (90° — &) = sin . (3)

Inlocuind in aceasti relatie un-
ghiul & prin unghiul 90°—«, oblinem:

Fig. 44,

cos & = sin (90° — «), (4)
Din definitiile functiilor tangentd si cotangenta, obtinem (fig. 44)s
BD = ctg a3 —BD = tg (a — 90°)
de unde:

—tg (& — 90°) = ctg a.

'insé —tg (¢ — 90°) = tg (—=a -+ 90%) i, prin urmare, relatia precedenti
devine:

tg (90° — &) = cig a. ‘ (5)
Inlocuind in aceasta relatie unghiul o prin unghiul 90° — @, -ohtinem:
tg @ = etg (90° — a). (6)

Y

Observatie Daci functia cosinus o numim, cofunctia functiei sinus,
gi invers, iar funciia cotangenla o numim cofunctia functiel tangenti, si
invers, formulele (3), (4), (5), (6) se enunii astfel: funclia triconometrici a
wnui unght este egald cu cofunclia unghivlui complementar. Aceasla proprietate
justifica denumirile funcfiflor cosinus si catangenta.

Aplicatie. Valorile funciiilor trigonometrice pentru unghiurile de 120°, 135°,

150°.

Unghiul de 120°, Observind ca unghiurile de 120° st —a07 sint com-
plementare, obtinem:

sin 120° = cos(—30°) = cos 30° = [—/{?

cos 120° = sin (—30°) = sin 30° = — %,
tg 120° = ctg(—30°) = —etg 30° = — |/3;
e ctg 120° = tg (—30°) = —ig 30° = — li:_s;“*
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Unghiul de 135°. Complementul siu este unghiul de —45° Procedind
ca gl in exemplul precedent, obfinem:

: . 7] )
gInEtanE— %—2 s cas 1db = — lé_
tg 135° = ctg 135° = —1.

Unghiul de 150°. Complementul siu este unghiul de —60°, Prin urmare:

sin 160° = & ; cos 150° = — !/_5;
2 2
= = LY
tg 150° = — l/f . ctg 150° = — /3,

§ 7. Funetii trigonometrice de argument numeric

27. Definitia funetiilor trigonometrice de argument numerie. Dependenta
dintre diverse marimi se studiazi in malematicd cu ajutorul funetiilor de
argument numeric. De  exemplu, vileza in migcarea uniform accelerali:
9 = t, 4 al, spatiul in migcare uniformé: s = s, 4 v¢, lungimea unei bare
metalice in dilatarea liniara: [ = [, -~ 219, ale ciror argumente sint timpul sau
temperatura, se studiazi cu ajutorul funciiei lhniare y = az + b, al carel
argument este numirul @,

Pina acum am considerat ca argumentul functilor trigonometrice este
unghi sau arc. In diverse domenii insa se folosese funeiii trigonometrice al
caror argument esle Hmpul, temperatura, lungimea s.a. De aiei rezulti nece-
sitatea definirii funcinlor trigonometrice de argument numeric.

Am arilal ca intre multiméa numerelor reale si multimea unghiurilor
din planul ovientat exista o corespondentd biunivoea (pet. 6). In aceastd cores-
pondentd,” fiecarui numir real @ ii corespunde unghiul egal cu 2 radiani.

Delinitie. Funcfia trigonometricd de argument numeric x se numesle funcjia
trigonometricd de acelasi nume a unghiului exprimat in @ radioni.

28. Domeniile de definitiec ale funciiilor trigonometrice

Prin domeniul de definitic! al unei funciii trigonometrice se intelege
multimea valorilor argumentului pentru care aceasta funciie existd (ave sens).

a

Fie o unghiul format de raza vectoare unitara OM cu axa absciselor
§1 & marimea sa in radiam.

sin o gt cos . La punctul 24 s-a ardtat cd

gin @ = 0Q; cos « =0P, _
. —

00 si OP fiind, respectiv, proiectiile vectorului OM pe axele Oy si Oz. Evi-

dent, oricare ar i unghiul @, aceste proiecyil existd. Prin urmare, domeniul

de definitic al funciiilor sin x §i cos @ este mulfimea numerelor reale (axa reald).

tg . Tangenta unui unghi nu existd dacd raza vecloare este situala pe

axa Oy, si numai in acest caz (pet. 24), ceea co revine la a spune ca exire-

i — - - A . .
mititile razelor vectoare unitare OM gi OM’ apartin axei Oy g1 sint simetrice
fatd de originea coordonatelor, Prin urmare (v. aplicajia de la pet. 8), functia

I Tgte mai indicat si se spund mulfimea de definifie. Totugi, prin tradifis, se folo-
segte denumirea din text,

36

tangentd nu existd peniru woghiurile 90° o k- 180° (k & Z) sau: domeniul de
‘definitie al functiei tg a este uaa reald, mai pufin punclele —;:-—I— kx(k € Z).

clg . Cotangenta unui unghi nu existd dach raza vectoarc este siluald
pe axa O, si numai in acest caz (pct. 24). Rationind ca mai sus, oblinem:
domeniul de definitie al funcjiei ctg @ este aza reald, mai pujin punctele h=(k€ Z).

Observatie. Daci se noteazd cu M muliimea numerelor reale,
domeniile de definific ale functiilor tg 2 i clg @ se pot scrie, respectiv, sub
forma:

B {-;f- = Im} 3 R — {knhez

heZ

Aplicatie, Si se determine domeniile de definific ale funcfuilors

a) sin”; b) tg3a.

2

| . : . " " &
Solutie. a) Oricare ar fi numirul real az, — este, de asemenea, numar

. . s s-a .. « o
wreal. Deci, domeniul de definitie al functiei sin'— este [i.

b) Functia tr Sa nu existi pentru acele valori ale argumentului pentru
2 54 |

care este indeplinitd egalitatea 3a = l;— - kw (k € £). Deci, domeniul sau de

definitie este R — {= ki}
efinifie es B_ {6—1— T

‘8§ 8, Functii periodice

29. Definitia si frasarea graficului functiei periodice
Definitie. Functia f(z) se numesle periodicd dacd existd un numdr T, diferit
de zero, astfel incit pentru orvice x aparfinind domeniuluy siu de
definitie, valorile funcpiei in punctele x4 T si @ s fie egale:,
Flo-t Ty = flm):
Numarul T se cheami perioodd a functiel f(z).

Teoremi. Docé numdrul T este perioadd a functier f(z), atunci §i rume-
rele kT (k= —1, 42, 43,...) sint pericade ale funcfier date.
intr-adevir, tinind seama de definitia functiei periodice 51 ralionind
din aproape in aproape, obtinem:
Y flo4-20) =flle+ T) + T ={(z+ T) = f(2);
flz+ 3T)=flz+ 2T) 4+ T]=f(z+ 2T) = () ete.
i flz—T)=fllz— T)+ Tl=f(a); fle —2T) = fl{e— T) — T]=
= f(z — T) = f(a) ote.
Teorema demonstrath aratd cd, odati cu pericada T, functia admits
si pericadele —T, +27, +3T, ..., +nT,... Concentrat, putem scrie

flo+ k1) =f(e) (k€ 2).

(

8




Fig. 46.

Cea mai fmcﬁ perioadd pozitiva a unei funciii periodice se numegte perioado
principald’., : '

Fie f(2) o functie periodica, cu perioada T. In figura 45 este trasét gra-

flculNauesL‘elr functii in intervalul [0, T7, ‘(IP ltiugi.me egald cu perioada sa.®
e propunem si construim graficul siu in intervalul [T, 277, de ase-
menea, de lungu}]e T. Observam ca intervalul [T, 2T se obfine prin depla-
sarea intervalului [0, T'] de-a lungul semiaxei pozitive Ox. In acest fel, punc-

5 il 5 = a . .
tul qau e [0, 7 se depla‘seaza in punctul @y 4 7, apartinind intervalului
7% ...Tl Deoavece f(2y -+ 1) = f(2), deducem ca punctul graficului de abscisa
o+ T esle - E

< - )

M'(zg + T, f(2g))-

Prin urmare, punctul M’ se obfine prin deplasarea punctului M(z,, f(zy)) pe
un segment paraler] cu axa absciselor, De aici rezultda ca graficul functiei
in mTtervalul [T, 2T] se obtine prin deplasarea graficului sau din intervalul
[0, 7], paralel cu axa absciselor (fig. 46). :
P rSle spune ca gralicul functiei din intervalul [0, 7] se repetd in intervalul
fE T,

' (juusecm;a. Pentru a construi graficul unei functii periodice, este sufi-
cientd trasarea sa intr-un interval de lungime egala cu perioada, de exemplu

. i 0 al - - e A . - 1 ', el o

in intervalul [0, 7], dupé earve se repetd graficul in intervalele [T, 27T, [2T, 371,

B AT LT, =T e T
‘y 3

/

e A

N ——
~
1

a .

Fig. 47.

: Ade&fea inlop de perioada principald se spune, pe seurt, perivada.
# Dacé funcjia nu are scns in extremitiafile intervalului, se considerd ivtervalul
deschis (0, 7). ‘ it

90. Periodicitatea funciiilor trigonometrice, Periodicitatea funcfiilor sin
si cos a. Relatiile (5) si (6) din § 5 dovedesc ci functiile sin @ si cos @ sint
periodice. In afara de perioada principald 2w, ele admit si perioadele —2w,
4wy 8w, . .., B0 2T =

Periodicitatea functitlor tg @ si ctg . Relatiile (7) s (8) din § b arata
ci funetiile tg @ si ctg @ sint periodice. in afari de perioada principald w, cle

admit §i perioadele —=, 42w, 4-dm,..., T e

[ L
Exemple. 1) Si se verifice cd functiile f(x) = sin a+-cos @ si g(z) = | sin @ |
admit perioada 2.
Intr-adevar:

f(z + 2%) = sin' (z -+ 2x) 4~ cos(z 4 2m) = sin & + cos @ = [(2)
g(x + 2m) = | sin(z + 2m) | = | gin z | = g(a).
2) Functia f(z) =@ I’r.g 22(a q‘: 0) admite per'ioadﬂf%-

Intr-adevar:

f[a: + %) = atgz[a: 4 4) = atg(2e 4 ) =a tg 2o = f(a).

3) Sd se determine perioada principald @ functiei f(2) = a sin (wr + @),
unde a i w sint constante nenule.”

Solutie. Dacit numirul 1" este perioadd a functiei, atunei:

f(# 4 T) = f(a)
sauy :
a sinfw(z + T) + ¢] = a sin(wz + @)
Notind wz -+ ¢ = @, relajia precedenti devine:
sin(s’ 4 oT) = sin .
Deoarece funciia sin &’ admite numat perioadele
o (k= -1, 42, 43,...) deducem:

ol = k. 2m,

unde:

Perioada principala se obtine din ultima relatie pentru k = 1 si este egald
‘)‘
i
(&)
4) Sé se determine perioada principald a funcfiel sin 202 + cos 30z,

1 Se poate arita céa functiile sin @ si cos 2 admit numai perioadele k ¢ 2w, iar func-
tiile tg x si ctg @ admil numai pericadele km (b = 1, £2, 43, .. o)

% Aceasta funciie defineste migcarea cunoscutd in fizica sub numele de oscila/ia
armonicd simpld. Constantele |a |, @ si @ se numese, respectiv, amplitudinea, pulsatia

gi diferenta de faza a oscilatiel.
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Solutie. Periondele fuuctiilor sin 20 g1 cos 30z sint, respectiv, nuamerele

L 2w 2 \ ;
k- o si -‘r'--i,, unde ko osi &' sint nnmere intvegi nenule,

Pericadele funcliei date se afla printre acele numere care satisfac egali:
Latea:

de undej

3k == 2K,

. = 5 . i G ey E
Deci, pentru k = 2 (sau k' = Jd) se obline pericada principala 7' = =
5

§ 9. Funetii pare i impare

31. Definitiile si graficul functici pare s impare

Definitii:

L) Functia f(2) se numeste pard dacd pentru fiecare ®, apar-
pnind, domenivlui sdaw de definijie, esie satisfacutd egalitatea.:

[(—2) = [(x).

) Functia f(z) se numeste impard dacd pentru fiecare z, apare
finind  domenaului siuv de definitie, este satisfacutd  egalitatea

fl—) = —[(s).

Construetia gralicelor functulor pare si impare se simplificd daca se tine
seama de urmatoares ‘

Teorvewd. Graficul unei functii pare este sumetric fatd de aza ordonatelor ;
graficul unei funclii impare este simetric futd de originea coordonatelor,

Demonstrafie. Daca [(2) este Tunetie pard, atung fl—a,) = flag). Prin
urmare, odatd cu punctul M(z), (), 81 punctul M’ (—ay), f(x)) apariine
gralicului funétier (fig. 48).
¥ insi  punctele M s
fiind  simelrice  fajd  de
axa Oy, inseammni ea punclele
graficulnn  apartinind  semi-
planului din stinga sint si-
metricele fala de axa Oy
ale  punctelor corespunza-
toare aparlinind semipla-
nului din dreapta,

o Daca functia este im-
pard, odata cu punctul
M(zy), flzy), si punctul
I'(~20), —f(ay) aparyine

Fig. 48,

graficului sfu (fig. 49). Tnsa v
punctele A si M" fiind sime-
trice faji de originea coordo-
natelor, rezultd ca punciele Y
graficului apartinind semipla- P
nului din stinga sint simetricele o
fata de originea coordonatelor A
ale punctelor corespunzitoare ~@,
aparfinind semiplanului  din
dreapta. ~fia)

32. Paritatea si imparitatea
funetiilor trigonometrice

Teorems. Functia cosinus
este pard; functitle sinus, tan-
genida §i cotangentd sint impare : 2

cos (—a) = cos a; '
sin (—a) = —sin a;
tg (—a) = —tg a;
ctg (—x) = —ctg .

Demonstralia este imediatd dacd se tine seama de relatiile (1), (2) din
§ 6 5i de definigia functiei pare si impare,

Exemple

1) Functia f(z) = 2® - cos @ esle pari.

l‘ul.rladevﬁr,
f(—=) = (=) + cos (—a) = a2 - cos & = f(a).

2) Functia f(z) = —sin a este impara.

in tr-adevir,

f(—=z) = —sin (—a) = —(—sin a) = — il

3) Funciia f(@) = cos @ — tg @ nu este nici pard, nici impari,’
Inrr-adevz‘ir,
f{—?:) = ¢o8 (—a) — tg (—a) = cos a4 ‘1'2 z
Bl
—[(2) = —cos 2 + tg z.
Prin urmare
f(—=) == [(¥) (functia nu este pard)

7 ;
f(—#) 5= —[(2) (funcfia nu este impara).
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§ 10. Funcfii strict monotone
| |
| 33. Definitia functiei strict monotoni. Fie functia f(2). definiit pe Inter a
valul [a, b] si 2y, @, doud puncte arbitrare apartinind acestui interval, . ety : ey
| - . 1) Daci f(z,) <f“(:u2), ?r;m[;re g]r fi punctele @, < w,, functia se numegte ' ) ' A —=/ 51
\ u strict crescdaloare pe intervalul [a . Ea
[\u l' f y . - L __/ '
i 2) Dacd f(x)) > f(a,), oricare ar fi punclele x; << @, funcjia se numegle

. strict descrescdtoare pe intervalul [a, b].

| Asadar, daci = creste, valorile corespunziitoare ale functiei erese sau 3 Fib' 52 :
‘ descrese, dupi cum functia este strict crescitoare sau strict descresciitoare E ek
! i : R R Funefia sin 2, Cind @ creste de la zero la % (lig. 52, @), OQ, proiectia
”| i 8) O functie strict crescitoare saw strict descrescitoare pe un infterval se X u . iy
”' il numegle strict monolond pe acel intersal, _ razei vecloare unitardi OM pe axa ordonatelor cregte (de la zero la +1):
"II‘ .l!ii Intervalele pe care o functie ‘este strict monotoni se cheami intersale
|

pe intervalul [0, i] functia @ este stvict cresciitoare; cind a creste de la
de monotonie ale funeclier, . 2 ' _
w
la

5

la

: . i o
(fig. 52, b), OQ descreste (de la 41 la —1): pe intervalul [?' —2—J
; 3 : = v 3 ‘ :
functia sin @ este strict descresciitoare; cind a creste de Ia—; la 27 (fig. 52, ¢),

&

Eaemple

n—'——-—.....-—'___ -
o
= : ==

v

ISHE

ra I ca

‘ 1) Funcgia f(z) (fig. 50) este sirict crescdtoare pe intercalul [a, b], strict
I’ii descrescdtoare  pe intervalul [b, €], dar nu este strict monotond pe intervalul :

lizsc):

—

37 : . 2
00 creste (de la —1 la zero); pe intervalul [-2! 21::[ funetia sin @ este strict

- crescilloare,
2) Functia f(x) (tig. 51) este strict crescéitoare pe fiecare din intervalele

‘. il : : . - ; : ! Funclia cos . Cind creste de la zero la n (fig. 53, a), OP, proiectia razei
I i [a, 0], [0, b], dar nu este strict monotond pe intervalul [a, b). i . ¥
Hi . il . . . ' vectoare unitard ONM pe axa absciselor, descreste (de la -1 la —1): pe inter-
| i 34, Intervalele de monotonie ale functiilor trigonometrice. Functiilor : s e v O ) BT ste (de 1a 5 1P ‘
i i - it odi " ‘f.'-. b osq I tudi : = ! valul {0, =] functia cos @ este strict descresciitoare; eind =z creste de la = la
fl ! BLe (8 € C A ;o (s B - . 4 3
gt QL RIOmEINIEs, | oR RSl pemogice, eun sLGLeN oh 1L (60 Bhy N A 2z (fig. 53, b) OP creste de la —1 la +4-1: pe intervalul [, 2=] funclia cos a
| pe un interval de lungime egali cu perioada. Pentru alegere, functiile sin a '

' e i este strict crescitoare.
§1 cos 2 le studiem in intervalul [0, 27], iar funetiile tg @, ctg  in intervalul

i 1 [0, =].
188 ; .Yr-

—+=X

Fig. 53.
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| Fig. 54, .
- ' 4 Prin wrmare, mulfimea valovilor funcjiei sinus este intervalul inchis [—1, 1].
| ‘ 1 1 T T = » - . ; . f . . . . . . : . iy -
| Ftrnc;m tg z. Cind 2 creste in intervalul [0, —LJ (fig. 54, a), AR, pro- Funetia cosinus. Din variatia functiei cos 2 deducem cia valorile sale
| L e : —> i 2 apartin intervalului inchis [—1, 1] (—1 & cos @ L 1). Sa ardtim acum cé funf:-
a i lectia razei vectoare OR pe axa tangentelor, creste: pe intervalul [0, —-) ‘ tia cos @ ia orice valoare @ & [—1, 1]. Intr-adevar, numirul a € [—1, 1]
o % se repreziia pe axa absciselor (fig. 57) printr-un punct P situat intre pune-
' functia tg @ este strict crescitoare; cind x creste in intervalul (-—, 77] tele O si A sau intre O si A" dupi cum a = 0 sau a < 0. Paralela prin P la
b - ¢ axa ordonatelor intersecteazi semicercul unitate, situat in semiplanul superior,
I fig. 54, b), AR creste: i N ; et o e ) ; A .
i L iR jiRer wiiepre vl 2 ) | funcyia tangentd este St,nCt in punctul A7, Daca unul dintre unghiurile formate de raza vectoare OM cu
} 1" cresciitoare. . axa Ouw este egal cu @, atunci
’ l Funcpia ctg «. Cind = creste in intervalul (0, ) (fig. 55), BD, proiectia j a= 0P = cos, z.
lif . = .
| razei vectoare 0D pe axa cotangentelor descreste: pe intervalul 0, =) : S : ; -
i ;S i Stan ; ¢ HE Pri har imea calorilor funct cosinus este interealul inchis
‘ .‘!:‘ funcfia cotangenta este sirict descrescitoare. - Prin urmare, mulfimea calorilor funetie

- ; ; i , [—=1, 1].
i , 39, Multimea valorilor functiilor frigonometrice. Funcfia sinus. Din va- i ’

|
i riatia funcliei sin @ a rezultat c# valorile sale apartin intervalului tnchis [—1, 1]

% (=1 sin a1). S4 ardtim acum,
cd funclia sin = ia orice valoare
b € [—1, 1]. Intr-adevir numarul
b & [—1, 1] se reprezinti pe axa
ordonatelor (fig. 56) printr-un
punct @ situat intre punctele O
si B sau inire O si B, dupd cum ‘ A ‘
b> 0 sau b < 0. Paralela prin Q : e T A e e A S
la axa absciselor intersecteazi A / e 4=
semicercul unitate, situat in semi- : \ ,
planul din dreapta, in punctul M. : _ )
Daca unul dintre unghiurile for- e

—_ = ==

Ny

—-—\‘r’
mate de raza vectoare ONM cu ; ;
axa Oz este egal cu =, atunci : a ‘ :

Fig. 57.

Fig. 55, b= 0Q = sin a.




-

Fig. 58: 3
Funetia tangentd. Sa aritim o

i funeciia tg « ia orice valoare » dati,
Intr-adevir, numiralui r 3 corespunde pe axa tangentelor (fig. 58), punctul R

s ]
Raza vectoare Of mlersecleazd  semicercul unitate, situat in semiplanul : B
din dreapta, in punctul M. Daca unul dintre unghiurile formate de raza vec-

— L .
toare OM cu axa Ox este egal cu 2, atunei . :

r=AR=tg a.

Prin urmare, multimea valorilor funcliei tangentd este aza reald.

Observatia 1 1

Functia tg x este pozitiva -

! ; v ; ™
§1 strict. crescdtoare pe intervalul [0, ﬁ),

o . T ¥ 5 . 3 -
negativi pe intervalul {T,‘s WJ, 1ar mulfimea valorilor sale este axa reali,

Deci, daca = E{O, %], valorile funetiei apartin intervalului [0, +oc0). In

~ . s . T . ™ .
afara de aceasta, pentru 2 suficient de apropiat de = $1 & << —, valorile
9 9

sale sint mai mari decit orice numér pozitiv dat (v. fig, 54, a). Se spunc ci '

functia tg @ tinde citre too cind @ tinde prin valori crescitoare citre

o | A

Analog, dacit 2 este suficient de apropiat de —% 8i > — g'-, atunci valo-

rile functiei tg @ sint mai mici decit or
¢i funetia tg @ tinde citre —oo
1

T

ice numir negativ dat §1 vom spune ?
ciid @ tinde prin valori descresciitoare ciifre

9 . 8

Functia cotangentd, Functia ctg @ ia orice valoare r dati. Intr-adevir,

numaralui r i corespunde pe axa cotangentelor (fig. 59) punctul D, Raza

1 Studiul com
de [funetii.

plet al acestei chestiuni ‘se face la analiza matematied, in cap. ,,Limite

46
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Fig. 59.

= . [ . 5 B . : .
vectoare Jf) infersecteazi semicercul unitate, sifuat in semiplanul superior,

e
in punetul M. Daca unul din unghiurile formate de raza vectoare (VA cu axa
Oz este cpal cu @, atunci

r= BD = clg a.

Prin wemare, mulfimea valorilor funefiei cotangentd este awa reald.

Observatia 2

I Nl i ¥ = " T
Funetia ctg @ este pozilivit 81 sirict descresciitoare pe intervalul (ﬂ, :],
&

)
b

negativi pe inLer\‘alui{ ,r:, , iar multimea valorilor sale este axa reala.

Deci, daca z (0, %J . funclia ia valori in intervalul [0, +co]. In afara

de aceasta, pentru @ suficient de apropiat de zero si @ > 0, valorile sale sint
mal mari decit orice numir pozitiv dat (v. fig. 55). Se spune ca functia clg @
tinde catre +co ¢ind  tinde prin valori descrescitoare cilre zero.

Analog, daci « este suficient de apropiat de @ si @ << w, atunci valorile
functiei ctg @ sint mai mici decit orice numir negativ dat §i vom spune ci
functia ctg 'z tinde citre —oo cind @ tinde prin valori crescitoare catre .,

§ 11. Varviatia si graficul functiilor trigonometrice

36. Variatia functiilor trigonometrice. La punctul 34 s-au determinat
intervalele de monotonie ale functiilor trigonometrice, Variatia functiilor
trigonometrice pe aceste intervale se studiaza cu ajutorul unor valori par-
ticulare dispuse intr-un tabel, numit tabelul de valori al functiei respectivel,
s, - -

! Intabele urmitoare, sigelile 7, s indics, respectiv, cii functia este strict crescitoare
sau strict descroscitoare pe intervalul corespunzitor, In punctele in dreptul cirora s-a

fras bard verticald funetiile nu au sens., Pentru aleituirea tabelelor s-au folosit rezultatele
de la punctele 28 si 26,
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37. Graficnl functiilor trigonometrice. Daci tabelul de valori al unei funetii
contine un numér suficient de puncte, judicios alese, se considerd ci gralicul
sau este curba care uneste aceste puncte.

Lol ot 5 Roogr ot = - - 1

Graficul funciiei sin x. Tabelul de valori contine punctele (0, 0); |-~ ]

y —
v 9

3
(27, 0) cu ajutorul cirora i se construieste graficul pe intervalul TO 27)
(fig. 60, a). Prin repetarea acestui grafic in intervalele [2m, 4m]; [4mw, ﬁ.u],. o

Ji

e e Ch!g;?

si [—2m, 0]; [—4m, —2=]; ... se ohtine graficul functiei sin @ pe domeniul

sin de delinitie (Em GO, b).

Graficul functiel cos @, Folosind punelele ale ciror coordonate sinl inserise
in tabelul de valori, se obtine graficul siu pe intervalul {0, 2=] (hig. 61, a).
Graficul functier cos @ pe domeniul de definitie se obtine prin repetarea gra-
fieului pl‘-"(_b(lbllt in intervalele [2m, 4%]; [4=, 6%]; ... si [—2=m, 0];
[—4m, —2=];... (fig. 61, b).

Gralicele functiilor sin @ si cos z pe R se numesc sinusoide.

Gmﬁcul funchen tg @ Punctele din thlul siu de valori ne permit sh-i
construim graficul in mi,uvalul [0, =] (fig. 62, a). Gralicul functiei tg a pe

It —{ E—l— bk se obtine prin repetarea gruilculul precedent in intervalele
ren

[®, 2n]; [2m, 37);. .. §i [—m, 0); [—2Rr, —n]; ... (fig. 62, b).

Y , ¥




f(0) = 0, f(1) = 2, rezults e multimea valorilor sale este interialul [0, 2]
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Fig. 63,

Graficul functiei ctg a, Cu ajutornl punctelor din tabelul de valor se
construieste graficul siu in intervalul (0, @) (fig. 63, ).
Graficul flmct‘iei ctg @ pe R — {knhey se obtine prin repetarea grafi-
eului precedent in intervalele [, 27]; [2m, 3x]; . .. f1[=m, 0];[—2r, —m[;. ..

.. (fig. 63, b).

§ 12. Funetii trigonometrice inverse

38. Notiunea de functie inversi. Fie functia striet cresciitoare fl&) = 2%,
definitd pe intervalul [0, 1]. Daea introducem notatia f(a) = y, functia con-
siderati poate fi scrisa astfel:

y=2 zc [0, 1].

Tinind seama de faptul ca functia este strict crescatoare si de valorile
Conform definitiei funetied, fiecarui punct
J %y € [0, 1] i corespunde, in mod unice,
punctul y, = 22, apartinind intervalului [0, 2]
(fig. 64), Mai mult, aici fiecare punct
Yo € [0, 2] este corespunzitor unui punct
%y € [0, 1], si numai unuia, dat de relatia
‘ 2 e So
{[?‘}:_—‘;ﬁ (corespondenta realizati de func-
lia finirve cele doud intervale este biunivoei).
In acest fel, odatd cu functia striet mono-
tond y = 2w, 2 € [0, 1], se poate defini 51
. 1 . ;
Tunctia @ = f}, ¥ € [0, 2]. Pentru obtinerea
valorilor lor argumentul prime; functii se
inmulteste cu 2, iar argumentul celei de-a
doua se fmparte cu 2. Deoarece inmuliirea
gi impdrjirea cu acelagi numar sint operafii

Inverse, se spune cf functia z w X Y € [0, 2] s-a cbiinut prin inversarea
P 1 2 P

funcyiei y = 22, 2 & [0, 1] i se numeste functia inversd acestela.
Observatii

TRl g i 7 ; ¥
1* Argumentul functiei inverse o — L [0, 2] este y, iar valoarea

9
corespunzitoare 2. De obicei, argumentul une; funcfii se noteazi cu z gi

= . . &
valoarea sa cu y. De aceea, aceasty functie se scrie y = Pt e [0, 2]

2° In exemplul considerat s-a inversat o funciie strict erescatoare; mai
general, dupi cum se constati usor, orice functie strict monotond pe un interpal
se poale inversa pe acel interval. Daca  si y sint respectiv argumentul si valoa-
rea unei functii  striet monotone, atunci argumentul si valoarea funetiei
inverse sint respectiv y si . _

Asadar, domeniul de definitie si muljimea. valorilor functiei inverse sint.
respectiv. mulfimea valorilor st domeniul de definitie ale funetiei date.

3% Conform definiiiei funetiei strict crescitoare, dacd a; < @y (argu- .
mentul creste), atunei Y= (=) <{f(z,) = Yo (valoarea functiei creste). Invers,
dacd valoarea unei funetii strict crescitoare cregte, se aratd imediat i argu-
mentul siu creste. Un rationament analog se poate face si pentru functia
strict descrescitoare. De aici deducem: dacd o funciie este strict crescitoare

(strict descresciitoare )s atunci si functia inversd este strict crescitoare (strict des-
erescatoare ),

39. Definitia funetiilor trigonometrice inverse. Pe anumite inlervale
functiile trigonometrice sint strict monolone si deci, pe fiecare din aceste
intervale, ele pot Ii inversate, :

Functia  arcsin. Functia sin 2 este strict crescitoare pe infervalul

[‘___.271, l;—] (v. fig. 60, b); agadar, se poate {'nvelrsa pe acest interval. Prin

(1 ST . . > ® - T T 2 .
definitie, functia inversd funciiei sin z, o [_ —, J—] se Rumegte aresinus
! ! : L §
el

§i se noleazd 'arcsin,

Din' aceasta definitie deducem:
T

Dacd valoarea funeflei. sin 2z, s |- T, TJ intr-un punct w, este egald cu
:

ch:]

Yo(tho = sin ay), atunci valoarea functiei arcsin in punctul y, este egald cu
Zo(wy = arcsin ).

Multimea valorilor functiei sing, s [ %, ® este intervalul [—1, 1].
5 :

t:)]:r

Prin urmare (v. obs. 2° de la pet. 38) domeniul de definifie al functiei inverse

. 5 y i 5 » Lok . [ i
aresin este interealul [—1, 1), iar mulfimea valorilor este intervalul [-— = ——J-

2 2
Exemplu -
5 : AP . 1 i
Sd se calculeze valorile functiei aresin z pentru o = i %u' 1 =4,




Solutie. arcsin L este: egal cu numirul, apartinind intervalului
’ 5

ey 1 g
[-— -g-, i:ls al cdrui sinus este egal cu 5/ asadar arcsin —~= %- Analog:

arcsin [-—-%) = — g » arcsin 1= g’ aresin (—1) = — —;r—' arcsin 0 = 0.

Functia arccos. Functia cos z este strict descrescitoare pe intervalul
[0; 7] (v. fig. 61, b); asadar se poate inversa pe acest interval. Prin definitie,
funcia inversd funeiei cos z, 2 & [0, 7| se numeste arccosinus si se noleazd arccos.
Din aceasta definitie deducem:

Daca valoarea funcpiei cos z, = & [0, =] intr-un punct x, este egali cu
Yo (Yo = 08 ay), atunci valoarea functiei arceos in punctul y, este egald cu il —
= arccos i/,).

Multimea valorilor functiei cos @, ¥ {0, = este intervalul [—1, 1]. Prin
urmare, domeniul de definitie al funcliei inverse arccos este intervalul [—1, i}
iar mulfimea valorilor este intervalul [0, = ‘

Eaxemplu

Sd se caleuleze calorile [unctiei avccos. @ pentru @ = — —»

5 €)

. 15 5 ok ; :
Solugie. arccos (— —] este egal eu numirul, apartinind intervalului
3 a

[0, =], al ciirui cosinus este egal cu — . Analog:

£z [

1 :
—, asadar arccos {— 7.] = )
D) »

* arceos (—1) =, arccos 1 = 0,

) -

arccos »l—r = “1arncoos Ui=
P i

Funefia arctg.  Funeclia

9
tg & este strict crescitoare pe intervalul

™ el . . . .
(-—-— —s —| (v. fig. 62, b); asadar, se poale inversa pe acest interval, Prin
2 2

- -

definitie, funcia inversd funcjiei 1g 2, a & (— — ;J se  numesle  arclan-
' : B g

gentd i se noleazd arelg.
Din aceasta definitie deducem:

R . G : i o e 5
Dacd valoarea fun("iwr, tgx, 2&€ |— e tlr-un puncl a, este rfga-/n
cu Yo (Yo = 1g x,), atunci valoarea functiei arclg in punctul vy, este egalid cu

Ty (T = arcly Yo-

. . 8 T T
Multimea valorilor functiei tg 2, a E(— b

2

esle axa reala, Prin

urmare, domeniul de definifie al functiei inverse arcle este aza reald, iar mul=

. . . . ™ w
fimea valovilor este intercalul deschis (_ =y —||
G
Lxemplu
Sd se calculeze valorile [inciiei aretg 2 pemtru o = 1, —1, 0,

Solufie. arctg | este epald cu numirul,  apartinind  intervalului

T Gh i z ‘ ™
— = —’, a carul tangenta este egald cu 1; asadar arctg 1 = =, Analog:
3., ¥ 3 : 9

arctg (—1) = — »:'—. arctg 0 = (.

Funcjia arcetg. Funetia etg z este stricl deserescdlonre pe intervalnl
(0, =) (v. fig. 63, b); asadar se poale inversa pe acest interval, Prin definiiie,
functia inversd functier cig @, @ & (0, ©) se numesle arccolanzentd sl se noteazd
arcctg.

Din aceastd deflinitic deducem :

Daci valoarea functiei etg z, . & (0, =) intr-un punct 2, este egald ou
(Yo = clg @), atunci valoarea funeiel arcelg in punctul y, este egald cu @,
(wy = arcetg y,).

Multimea valorilor functiei ctg @, @ € (0, w) este axa reald. Prin urmare,
domeniul de definifie al [uncticr arcetg este aza reald, iar mudfitnea valorilor este
intervalul deschis (0, 7).

Ezemplu
v : o /3
Sd se calculeze palorile functiel arcetg x pentru v == —1, 0O, Lq«” .

Solutie. arcetg (—1) este egala cu numdrul, apartinind intervalului (0, =),

a carui cotangentd este egald cu ~—1; asadar areotg (—1) = 3 I,

Analogs

™ : a7 )
arcctg 0 :-;_f;: arcelg V3 = n

g7 . q

40. Variatia si graficul funetiilor trigonometrice inverse
| Funciia aresin, ca functie inversa unei functii strici erescatoare (v. ahs,

it 2 iy ' e ; 5
3. 'de I'a pet. 38) este, de asemenea, stricl cresealoare pe multimea sa de defi-
nifie (}ntervaI}lJ [—1, 1]). Calculind valorile sale in citeva puncte particulare,
aledtuim urmitorul tabel de valori:

A LR ST A e
2 2 2 2 2 2
|
& T (s o i T b T T T
Y = aresin x -——-—}'—-u/"f-.._m,ﬂ...__,,a();th £ 2 il
2 3 4 6 6'7'4 /'3 '72

cu ajutorul eiruia i se construiesle graficul (fig, 65).

; . ey el ot e % : 0
: Func,tm arcco.?, ca hmr‘,l,m MVersi uner funectii strict deserescitoare este,
& asemenea, strict descrescdtoare pe multimea sa de definitie (intervalul

—1 . Caleuli ralori in eitev ' i
[—1, 1]). Caleulind valorile sale in citeva puncte partieulare, aledtuim urmai-
torul tabel de valori:

e -
2 o _|/3— [/‘j L 1 5 an
Y R Ll
Y = arccos T Ny 5;:-\. Gl NG 0 \E\ L 42 &
6 4 3 2 i o 4 ] 1 :

€u ajutorul ciruia i se consiruieste gralicul. (fig. G6)
jle g a. :

(9]
]




b o e e i . i s s o s ok o

Fig. 67.

Funcfia arctg este strict creseitoare pe multimea sa de definijie (axa

reald). Cu uJutomI uimﬁlomlu: tabel de valm‘i'

“jii a o |/3 -_l_/_g 1 I/Q- 4L eo

= oo = 3 = -

- = ™ = w A e
H“—)“—'E‘—.o’—z‘/"'—?f 0 }'—E/' Z)" 3/‘ =

Yy = arctg @

M
Al

graficul siu se traseaza cu usurinid (fig. 67)
Functic  arcctg  este strict descresciitoare pe mulfimea sa de defmltle

(axa I‘I.”Elld) Cu a]utorul urmatoru]m tabel de wvalori:

Y 5 ;
o W e

@ KT
Y ‘ — o0 3 —1

™
L ey
6

= arcely @

y g 8.5 ‘2_712 13, &
n N 6\4\ 3\(2\3\4\:\

=

- graficul sdu se trascazd cu usurintd (fig. 68).

vk

R s | e )




Observatlt

1° t-oo nu sint numere, deci nu are sens si vorbim de valoarea unei functii
pentru —-oco. Totusi, de exemplu, sub simbolul 4o din tabelul de valori

L T . TG - A . .
al funcpea arctg s-a trecut —. Prin aceasti nolatie fntelegem ci funetia
9 -

. 2 & . , /
arctg tinde citre —cind argumentul sau tinde citre +oo (v. obs. 1° de la

pet. 35).

2° Se poate verifica ‘ugor ci graficele functiilor trigonometrice si gra-
ficele functiilor trigonometrice invers corespunzatoare sint simectvice fala
de bisectoare intii. Aceasta proprietate se va demonstra (pentru functii strict
monotone) in anul III, la analiza matematica.

§ 13. Reducerea la un unghi ascutit

In acest paragraf vom arata ca functiile trigonometrice ale ariciirui unghi
se pot exprima prin functiile trigonometrice ale unui unghi asculit, adica
functiile trigonometrice se pot reduce la un unghi ascutit.

Aceasta proprietate a functiilor trigonometrice, dupi cum se va vedea
mai departe, este deosebit de utili pentru aducerea la o formi mai simpla
a unor expresii trigonometrice, constructia tahelelor trigonomelrice s.a.

41. Reducerea la un unghi mai mic decit 360°. Sa considerim un unghi
arbitrar | B | > 360°. El poate li reprezentat, in mod unic, sub forma (v. pet. 6)

B =l 360°+ o (0° < ' < 360°)
unde / esté un numir intreg determinat. _
De aici, {inind seama de periodicitatea functiilor trigonometrice, obtinem:
sin B = sin o’; cos P = cos «’; tgB=tga’; clgP— ctg o,
in acest fel, functiile trigonometrice ale unghiului B s-au redus, deocamdata,
la funetiile trigonometrice ale unghiului 0° < o' = 3007,
Observatii

1° Dacé unghiul B este negativ, pentru comoditate, se foloseste mai inlii
proprietatea de paritate sau imparitate a functiilor trigonometrice dupa
care se serie unghiul —B sub forma:

—B=Fk:360°+ a'(0° L o' < 360°),
k fiind un numir inireg.
2° Pentru functiile tangentid si cotaneenti reducerea se poale face la
i = 3 o

un unghi mai mic decit 180°. Intr-adevar, este sulicient si observim ci
unghinl £ poate [i seris sub forma:

B=Fk-180° + o/(0° < o' < 180°),
k fiind un numir intreg, si si se {ind seamna de faptul ci aceste functii au
perioada egala cu 180°, ‘
Exemple
1) sin 1 900° = sin (5- 360° + 100°) = sin 100°.
2) cos (—940°) = cos 940° = cos (2 360° 4 220°) = cos 220° (v. obs. 1°).

656

L0 10
‘[L‘rmi——-{q g o 77 e o T
b=} 10 =3 ] I )* = 1 L)
227 29w = i 5
4) ctg (—- - -) = —clg—— = H(;tg('m - 3] = mctg‘; = (_ .ZSL)

(aici a fost posibil si se faca direct reclucerea la un unghi asculil),
42. Reducerea la un unghi aseutit. Fie unghiul 90° < & << 360°
Dacd 90° < o' < 180° (fig. 69, a), putem scrie velatiile:
a' = 180° — a,, o = 90° i
daca 180° o’  270° (fig. 69, b), pulem secrie:
a' = 180° + o, «’ = 270° — o
dacad 270° < o’ < 360° (Lig. 6Y, ¢), atunci ; ‘
« = 360°— «, o' = 270° S
unde 0° < «), a, < 90°.
In concluzie, orice unghi 90°  «" << 360° poate fi seris sub formas
W =k 90° L alb=1, 2, d, 4),

unde 0° < a < 90°

1B unctiile Irigonometrice ale acestui unghi se exprima prin functile tri-
gomomietrice ale unghinlui « cu ajutorul unor formule numile formulele de
reducere la un wunghi ascutit,

B i T p I Lo dlo AR e CWs
B Pentou s deduce areste formule, observam mai iniii cg unghiurile con-
siderate se pot scrie sub forma:

90° + & = 90° — (—a); 180° = @ — 907 1. (90° — a)
180° 4 & = 90° + (90° 4 «);

270° — o = 180° = — ar) 270° + o« — 180° -+ (Y0° 4 a).

S60° — @ = 360° - (—a1),

.
3




¥ =

Unghiul 90° — «. Formulele (3), (4), (5); (6) din § 6 rezolva problema

propusa.
Intr-adevar,
sin (90° — «) = cos «; COS (90° — @) = sIn &;
1g (90° — o) = cig @; clg (90° — &) = tg o.
Unghiul 90° + a. Obfinem:

gin (90° 4 ) = sin [90° — (—a)] = cos ((

—q) = 08 &}
w08 (90° -+ o) = cos [90° — (—a)] = gin {(—&) = —sIn ;
tg ([80“’ ) =tg (90" — (—a)] = ctg (—a¢) = —ctg &;
ctg (90° + «) = ctg [90° — el = fo(—a) = =t &

Unghiul 180° — a.- Obtinem:
gin (180° — &) = sin [90° 4 (90° — o)) = cos (90° — @) = sin &5

 one ORR e &)= —ain(P0°— ¢) = —0C08 &;
sos (180° — a) = cos [_90 - {90 )] sin (Q 1 B
:25(18{)‘3 — CL))Z tg [90° + (90~ = @) = —clg (90 A *) = ”t‘c.‘ioisr
ctg (1807 — o) = etg [90° < (90° — a)] = =—tg (R == ) = —otg o

Unghiul 130° - . Obtineni:

| (180° - o) = sin [80° 4 (90° + a)] = cos .(U(J"’r + = —Hsin‘a; .
Ecl(;; ((18()° j—— a)) = cos [909 + (90° 4 )] = —su [ciO 4 o) = =0 ;
tg (180° 4 «) = tg [90° 4 (90° + a)] = —clg (9(0 DJ,— o) :—H’Lg o
ctg (180° -} @) = cig [90° 4 (90° 4 )] = —18 (90° 4 @) = ctg «.

Unghiul 270° — a. Oblinem:

in (270° — o) = sin (1807 + (90° — «)] = —gin (9(]°Q—~ ) = —Cos m;.
?‘fé ((270° — cx)) = cos [180° +-(90° — a)] = —cos (90° — &) = -Jsm @;
tg (270° — o) = 1 [180° 4 (90° — «)] = 1g (90 e a) = oig o;
ctg (270° — a) = ctg [180° + (90° — «)] = cig (90° — a) = 1g .

Unghiul 270° + . Obtinem:
in (270° — sin [180° & — —gin (90° -+ o) = —c08 &;
9270° + «) = sin [180° 4 (90°, 4 «)] sin (U e ;
21;; (('2.70D - oc)) — cos [180° + (90° +- a)] = —cos (90° + «) = sin ;
tg (270° 4 @) = tg [180° 4 (90° +- «)] = tg (90 —I:)¢? — :t,tgt:,
ctg (270° -+ «) = clg [180° + (90° + «)] = elg (90° + a) = =ie oc?

Unghiul 360° — a. Obtinem:

gin (360° — «) = sin [360° + (—a)] = sm (—a) = —sin ;
cos (360° — @) = cos [360° + (—a)] = cos (—e) = cos &;
tg (360° — &) = tg [360° +- (—a)] = tg (—w)=—tg &
ctg (360° — a) = ctg [360° + (—«)] = ctg (—a) = —ctg o

Eazemple
1) sin 115° = sin (90° 4 25°) = cos 25°

sau

sin 115° = sin (180° — 65°) = sin 65"

1 Din modul in care au fost deduse, este evident cd formulele
virate pentru orice unghi @,

bd

preéedente sint ade- B pdics sin 3080° = —cos 70°

9) cos 240° = cos (180° + 60°) = — cos 60° [= — 3

Bau
cos 240° == cos (270° — 30°) = —sin 30° [3 ==}
97 3w 3 I
)g5 g(2+-1u] €10

Bl

Observatfise

Cercetarea atentd a formulelor de reducere la un unghi ascutit, stabilite
mai sus, ne permile si tragem urmitoarele concluzii: :

@) Orice functie trigonometricd a inghivhi ¢ = & - 90 4+ « (k = 1,2,38, 4)
s exprima prin funefia trigonometrici de acelagi nume a unghiului @
pentru /o numar par, $i prin cofunciia corespunzatoare a unghiului «
pentru & numir impar,
b) Dupi reducere, semnul functiei trigonometrice a unghiului « coincide
¢fi semnul funciiei trigonometrice considerate a unghiului (i
Prin urmare, memorarea formulelor de reducere la unghi ascufit nu este necesard,
fiinded se poate determina direct atit funcjia trigonometricd « unghiului e eit
gl semnul et.
Mai mult, {inind seama de periodicitatea funciiilor trigonometrice, 56
aratd imedial ci aceste consideratii riniin valabile gi in cazul in care unghiul «
i numarul intreg /i sint arbitrave.

Ezemple

1) Si se reducd cos 310° la un unghi ascufit. Tinind seama de observatia
de mai sus, putem rajiona astfel:
unghiul 310° este egal cu 3. 90° 4- 40° (k este numéar impar), deci in membrul
drept al formulei de reducere la un unghi asculit vom da lui sin 40° semnul plus,
saw minus; fiinded unghiul 310° este din gadranul 1V, si in acest cadran functia
cosinus este pozitiva, sin 40° se ia cu semnul plus. Deci cos 310° = +-sin 400,

2) Regdsirea formulei sin (180° +- @) = —sin o. Unghiul 180° + « este egal
cu 2+ 90° + « (k = 2), deci membrul drept al formulei de reducere la un unghi
ascutit confine sau functia sin o, sau funetia —sin «; presupunind unghiul e«

ascutit, atunei unghiul 180° 4- @ este din cadranul TIT, si in acest cadran

functia sinus esle negalivii. Deci sin (1807 + a) = —sin a.
3) Sa se reducd sin 3 080° la unght ageutit. Fiindea unghiul 3080° = 360°,
il scriem sub forma 3080° = 8. 360° -~ 200°, de unde folosind proprietatea de
periodicitate a funcjiei sipus:
sin 3080° = sin 200°,
Dupi aceea, rationind ca in exemplele 1) si 2), obtinem:

sin’ 200° = sin (3+ 90° — 70°) = —cos 70°,




VAt

4) Sd se caleuleze tg f-— —[‘——] Tinem seama mal tnti de proprietatile

de nmparitate si pertodieitate  ale funetiel tangenta:

: = Tn
Lg[— 3 ):-—-—t._r

‘&

Mai departe, tg iz Lg [ :

Deet tg [—- A
&

Exerveitii
1. 53 se arate cii numerele;
a) 17, 15, 8; 6) /T —1, YT+ 1, /§

pot fi lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic si sa afle valorile functiilor trigo=
nometrice ale unghiului ascutit mai marve.

2. 5a se construiased unghiul agcufit al carui sinus este egal eus
3
@) =i b)08
- B - 5
3. Sa se construiasca unghiul ascutit al carui cosinus este egal eus
1 .
&) =y b)03
: 4
4. Sa se construiascd unghiul ascutit a carui tangentd este egald cu;

5
a) —; b) 05

L
¥

Sa se construiasca unghiul ascufit a carui cotangentd este egala cus

: LAl ) g
¢ 45}3, } &

548 se caleulezs tunctiile trigonometrice ale unghiurilor ascujite ale unui triunghi drepé-

unghic, daca latumle sale sint proporfionale cu numerelos
i w) 81, 20, 29; 6} 125, 44, 117.
Apolenuza nuwi friunghi dreptunghic este ggala cu 50 ¢cm. Cosinusul unuia din unghiu-
rile ascupite ale triunghinlui cste egal cu 0,28, Sa se determine catetele sale,
Lotangenta unula din unghiuvile ascutite als unui trivngly dreptunghic eslte egala cun
—, dar catets ma mare este egala cu 25 e, 53 se determine ipolenuza,
oG] ;

% La ee caleuleze suma sinusurilor unghinrilor ascutite ale unui triunghi  dreptunghi
cu pernmetrul egal cu 45 e s ipotenuza egald eu 20 cm.
I Suma catetelor unw triunght dyeptunghic este egala cu 17 em, iar ipotenuza este egald
e 13 em. 58 se caleulese produsul cosinusurilor unghiurilor ascufite ale triunghinlui,
11. 53 eo caleulezs valorle numerce ale expresitlors
a) 2 gin 30° 4 3 cus 60° 4 g &5°,
b) 2 eos 80° —— 4 cos 45° 4 tg 60°;
¢): 5 tg 30° - ¥ sin 60° — ¥ cos 30°;
d) 3 tg 80° + elg 45° — Y tg 43° 4 2 cos 60°
cos 607 1
1 + sin 60° tg 30°

se caleuleze valoarea sumei

sin o + cos « penlru o =

se calculeze valoarea expresiel

o
€os o — cos — peniru « =
2

se caleuleze valoarea expresiei

» oo
sin (e + 15°) SIN & R 0

sin 2a
. T L

15. Pe axa 2’z (fig, 70) se dau vectorin AB si CD. :

53 se calculeze modulul si mariniea liecaruia din acesti vectori,

[} . . . " o . == + *
16. 53 ge determine suma miérimilor g suma modulelor vectorilor AB si BA situati pe
. i — !
axa. a'z, daca | AB | =2,

17. Patrulaterul ABCD este un romb. Sint egali veetorii;
— — — — —
a) AB g1 BC; b) AB i CD; ¢) BC 51 AD?

18, 83 se caleuleze suma proiectiilor vectorlor AB, BC s CD, trer laturi ale paralelogra-
e —_— g
mului ABCD, pe axa AD, dacd | AD | =d.
i = e . =" " . -
19. 5a se calculeze suma proiectiilor AB, BC si CD, latur ale rombului ABCD, pe axa .
—_— — i
Cd, daci | AC | = d.

s o A ¥ . 2 =
28 8¢ considera patratul ABCD si axa o al cirer versor este AC.
8d se verifice egalitatea: '

e L — —
pra(BA + BC) = pryBA - pryBC.
Ind. BA 4 BG = BD; pryBD =0, pryBA = — 5 |A(§ |'=— 5’ pryBC = —»

21. T'ie ABCD un patnilater oarecare si. B, F' mijloacele diagonalelor AC, BD respectiv.
Sd se demonstreze relatiile:

— — —s — —
2EF = AB 4+ CD = AD + CBH.
. —

Ind. Seadunid membru cu membru egalititfile evidente EF = EA AD
—_— —_— —_— 2 J . — — —
EC + ¢D -+ DF si se {ine seama de relagille EA - EC = 0, 2D =
4~ DR = AB.
.- 22. intr-un patrulater A_BCD se noteazd cu Ls1 [T mijloacele laturilor AL g0 BC respectiv.
84 se demonstreze rvelatia

1 3 —

EF — - (4B + DC),




apoi s se ennnfe penfru cazul particular eind patrulaterul este un trapez cu bazele 3 29, Sai se inlocuiascd prin ginusul unghi,ului “'U.i?l.PlﬂrF!ﬂmﬁ,ﬂ

AB si DC. : .
: —x = — et oy a) cos 52°; b) cos 14°; ¢) cos (60° —«); d) cos (¢ — 10%),
Ind. Se aduna membru cu membru egalitiatile EF = EA - AB + BIF, EF = ED il
: 30. Si se inlocuiasedi prin cosinusul unghiului complementar:

—_— — : B —_— L=
L DC 4 CH si se fine seama ca ED = —FEA, CF = —BF. 60°
In cazul particular se obiin doua proprietiti constante ale liniei mijlocii din trapez. a) sin 38°; b) sin 1°; ¢) sin (30° — 2aj; d) sin o S
2

Fie A BCDEF un exagon, ale cirni virfuri pot si fie situate in acelasi plan, M, N, P
mijloacele laturilor AB, CD, ER si Q, I, S mijloacele laturilor BC, DE, I'4. Si se se inlocuiased prin tangenta unghiului complementar:
demonstreze ca triunghiurvile MNP, QRS au acelagi eentru de greutate, ‘

Ind. Daca Gy, G, sint centrele de greutate ale triunghiurilor MNP, QRS respectiv, ctg EE s b) etg E +al; c) clg {i =5 .
iar @ un punct arbitrar, atunci (v. aplicatia de la pet. 16): 11 ! N Y ' 2

.

FE —p Lt — inl jascd prin tangenta unghiului compl tar:
56, — _;_ OF + 05 + 56)4 0&2 .. 1 (0717 . (K 2 5?7] se inlocuiascd prin cotang g ] plementar

? o s ™ ik T—a
Mai departe, folosind relaiile i g 10" eI
; T = = . 54 odeascd egalitatilo:
i _1 (62) " O_E'I), O — _i_ {O;i £ 5%,) 33, Si se dovedeascd egalitifile
: ¥ i @) sin 45°307 == cos 44°307; b) cos (607 + @) = sin (307 — o) ;

2

-

. 1 1 bl P— . . A Y ™ o i o
si cele analoge, se stabileste imediat egalitatea UG, = OG,. ¥ c) tg [_ L __] = ctg|— - =|.
I 4_ 9

Sa se stabileasea cadranele in care sint situate unghiurile
X 34, Si se determine domeniile de definitie ale functiilor:
a) 730°; b) —500; ¢) &, d) __42n 3 ; :

2 { i 2 5 4 ' a) f(z) =sin @ + cos z; b) f(a) =1 —1g & ctg ;
apoi'sa se determine semnele funcfiilor trigonometrice ale acestor unghiuri, , ¢c) flz) = tg 2z — otg el

Sa se caleuleze valoarea expresiei:
; 35. Sa se verifice ci functiile:

gin — 05 1 a) flz) = cos 22; b) f(z) = @ tg x + b otg &;
: = ' ' ¢) f(e) =sin @ cos

2 sin — — sin i ¢ admit perioada .

36. Si se arate ci functiiles
. Si se caleuleze valoarea expresiei: a) f(z) = @ +sin ; b) f(z) = @ — cos’a
= ; ) =
8 sin 2u 4+ 2 cps o

2 sin &« — 3 cos 2a

nu sint periodice.
Ind. a) Dacid functia datd ar admite perioada T, atunci T +- gin (# 4T = sin x, de
T T . N unde, pentru @ = 0 si & = =, ar rezulta ca T' -} sin T =1T—sin T =0, adjead T = 0.
pentru = == 7T ) G \
2 . : 37. Sii se determine perioadele principale ale functiilor:
. Si se caleuleze valoarea expresiei: : : § a) flz) = |-cos @ |;b) f(z) = sin 2z 4 tg =; ¢) flx) = sin 6z — sin 4a.
oL [q_ 3 f_} ol (ﬂ_ i E] : 38. Si se cerceteze paritatea si imparitatea funcfiilors
! 2 2 , a) fla) = |sin @ |; b) flz) = sin o+ tg @;
cos (l;__ aJ __'tg(r,__ :;J ; 3 ¢) flz) = sin & — cos @;

' 4 d) flz) = ctg (—a); e) f(a) = @* + sin 2;

pentrn o = % f) flz) = = g =

= o y 9 39. Sa se cerceteze cave dintre funcfiiles

a) fla) = a* —cos @, &z [0, %:l;

28. 5S4 se calculeze valoarea expresiei:
w(sin o + cos ) —1

@ clg o+ 1 b) f(‘“);i_t'g “""”E(O' T—:)-
| &

v

pentru mﬂ%p .3“:- . ¢) flz) =z sin @ 2= |0, 7|

2 ~ gint strict monotone pe intervalele considerate.
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40, Si se determine mulfimea wvalorilor functiilors

a) y.—.:'l—l-‘).‘sin 7 o
b) y =4 —3 cos @;
e) _ng—izlsin:al.

41. Pentru ce valori ale lui 2 au sens functiiler

g : 1 — z—1
a) aresin —E—; b) arccos Sz; ¢) aresin (2 —1); d) arccos 3 = ; o) arctg ; ?
Ind. a) Se determma mulfimea solutiilor inegalitafii %\g 1.
/3 z
42, Sa se caleulese valorile functiel arcsin & pentru & = —1, ——-l—z—’ 0, l/ﬁ A
; T 1 /'3
43, 54 so calculeze valorile functiel arecos 2 — urclg 9 pentru o = 0, — 57 — 75"

44. 5a so determine muljimea valorilor fuucfiilor:

a) y = @ arcsin @, me[%' l{é{}'

b) y = arccus s -4 ad, ;I;E[—-'l', 0].
2

Ind. Funetile considerate sint monotone (produs,
monotoue s de acslagi sens).

45, Folosind grafivele funcpilor avesin i arccos, sd se determine semnele numerelori

@) arceos 0,7 — arceos 0,0,
b) aresin 0,85 — arcesin (38
.al"LuUS 0,8 — arecos U,85 ’
n— 2 aresin 0,9

6) et

o
it — 2 arccos (—U, 1)
46, So se demonsireze egalitaile:

1 1 e o
a) —arctg 1 - —arceos = = arctz 1/ 3;
: [ 2 2

: L1 e
b) arccod {—— —]) 4 2 aresin — = 9 aretg 1 + 3 arctz |/ S

#I11

aresin —1—) —— gos (aresin (—1))
3]

-

1

Ht:tg (arecos 0) — tg (arcclg (—1)) e
47, Folosind graficele tunctitlor _Lrigoumuchice

@) sin Ei; b) sin 5; ¢) cos 2; d) cos|— (‘);

3

¢) tg 1,8; f) tg (—d& 1)
48, £& ee mndice semunele diferengelor:

) sin (—2) — sin (—2, 1); b) cos 5,1 —eos 3;

0 11 e .

te | ——}—tgl——|i d) otg 0,683 — ctg 0,582;
s 20)- g{ 23)
a) 1g 1,6 —1g 1,5; [) otg 6,3 —ot8 6,2.
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respectiv sumi, de functii etrick .

o J m L br AL

83 se arate cd dacd @ e|—, —|» atunci s T > -1—.
6 6 2

50. Pentru ce valori ale segmentului, din intervalul [0, 27, cste satisticuti inegalitatea

1
cos &< —
2%

51. Si se construiased graficul functiei y = | tg = | i, folosind graficul, i se indice pentru 4
. ; i e L MRl g ;
care valori ale Ini 2 & | — E’ —2-] este satisficutii inegalitatea: |
|tg 2| < 1.

52, Si se construiased gralicul functiei y = | sin @ | i, folosind graticul, si se determine
) a9
valorile argumentului #<[0, 27] pentru care este satisficuli inegalitatea |sin z|> -

A
53, Pentru care valori ale argumentului & & (7, 27) este indeplinita inegalitatea ctg® @ >17

54, Si sc construiased graficele funciiilor:

a) y =sec T = : ; b) y==cosec &= _1
- co3 @ f1n &

55, Si se coleuleze valorile functiilor trigonometrice pentru unghiul cgal cu:
a) 120° b) 225% c) 330% d) —210°. i

56, Sa so calculeze valorile funetiilor trigonometrice peniru unghiul egal cu:
a) 450°; b) 855°; ¢) 600°; d) —1 230°; e¢) —0b85°%

57. S3 se caleuleze valorile expresieis :
sin (« -+ 45°) 42 gin (@ —45°) - 4 cos 2a - 2 cos (@ - 135°)
pentru ¢ = 45°, 135°

58. Si se calculeze expresiile: : l
cos (—120°) tg 210° sin 315°
cos 800° cos 180° ;

1g(—150°) cos(—210°) cos(—607)
ctg(—240°) sin(-—330°)
2) sin?(—212°) cos 302° + cos?(—148°) .
sin(—58°) eos(—32°) + sin 392° sin(—148°) — sin 58° sin 148 .

59, Si se demonstreze egalitiitile:
§in(180° — ) sin{270° — o) cos(360° — o) 12(90° — o) 1:
sin(90° + ) sin(360° — ) cos(180° + o) tg(270° + o) i

. 7
b) sin(e —7) + tg(e —w) — cos (; e a) =g o
60. Si se demonstreze ¢ pentru orice r numir natural este indepliniti egalitatea:

cos [-!— . '180") - ¢cos (3— . 180"} + ...+ cos (n il 180"] = Q.
HA

n T

Ind. Se {ine seama ci
cos [n—k . 180°}-= — CO08 Lokl
n n

g se grupeazd, doi cite doi, termenii din membrul siing.

e=1,2 co., n—1)

5 — Trigonometrie anul I liceu



Capitolul TIT

Formule fundamentale

§ 14, Relatii intre functiile trigonometrice
ale aceluiasi unghi

43. Relatii de bazi. Fic « unghi in planul orientat si M un punct diferit
—
de originea axelor de coordonate, astfel incit raza vectoare OM si formeze

—
cu axa Oz unghiul &, Daeit notam cu a, b, », respectiv, proicctiile vectorului 0N
pe axele de coordonate si modulul véctorului, atunei avem urmitoarca

Teoreméi. Oricare ar fi unghiul o avem:
a - % ="r% (1)

Demonstrafie. Sa notaim cu A proiectia punctului M pe axa Oz. Atunci
avem OA = a, AM = b i OM = r. Aplicind, in triunghiul dreptunghic OAM,
teorema lui Pitagora, rezulti:

ar sElt=rh

' —
Tinind seama ¢a r =50 (pentru ci OM == 0), putem impirti cu 2 ambii
membri ai egalitatii (1). Obtinem:

2 b2
[.‘l) e H =1,
¥l F
. b " 3 4 o .
Dar £ = cos « & — == sin «, deci aceastd relatie devine:
r r 1
sin® « -+ cos? o == 1.

In § 5 am definit functiile tg « si ctg « prin relatiile

tg o= sictg o= <.
a b

b 7 b a o
Avind in vedere ¢a sin = — si cos = —, rezultdi formulele;
{1 1 -

in « cos o
tgc;:g... ctg = ——.
g €08 « : 8l &

Relatiile (2) si (3) se numese relajit de bazd.

44, Exprimarea functiilor trigonometrice cu ajutornl uneia din ele.
Vom determina acum, plecind de la relajiile de bazii, o sevie de formufe prin
care putem exprima functiile trigonometrice cu ajutorul uneia din ele.

Din formula (2) deducem:

cos a= -4 |/T— sin® « (4)
care inlocuitd in (3) ne di:

sin o _ oty @ = - /1 = k‘ilﬁl%ﬁ . (4")

T ? .
/T — sin%e © sin @

tg o= 4+

Formulele (4) si (4') ne dau funetiile trigonometrice cos «, tg «, olg «
in funcfie de sin a.
Analog avem:

- —— /T —coste cog o
gIn (& == = 1 — cose, to o= il LS otg e=F—nv—c—u (b
J:[/ L 1B + cos & g g iI/'l——ct.mzm ()
Ridicind la pitrat prima relatie (3), gisim:
. sihla
tos o =i
& cose ’
de unde:
tola 4 1 = sin%a 41
_ cos’a
sau, linind seama de relatia (2):
q

tgfa - 1 =
cos?e
care ne di:
1
Lok il 6
Lo ©)

cos & =

Dar sin ¢ = cos « tg &, deci:

sin & = - ———-———-I/T____-l_ e (6)

Din relatiile (3) deducem:

otg o = 3 b (6'")
tg o

Formulele (6), (6’) si (6”) ne dau functiile trigonometrice sin «, cos «,
ctg « in functie de tg «,
Analog gasim:

i | ctg o 1
— _,, 08 & = o to o = 7
I E = /1 ctgia + 1+ etg?a e ctg @ (7)

Formulele (4), (4"), (8), (6), (6"), (6") si (7) se numesc formule corelative.
Observatie Pentru fiecare unghi « numirul cos « este unic deter-

minat. Asadar in formula cos «= -+ /1 — sin®a este valabil numai unul
dintre semnele din fata radicalului, anume semnul numdarului cos «. Alegerea

17




semnuiui corespunzitor nu prezintd nici o dificultate in cazul ¢ind se cu-
noagte cadranul in care este situat unghiul. Altminteri, peniru a se evita
crorvile posibile, este preferabil ca formula dati sa lie folositda sub forma
| cos | = ]/1— sinZa.

Consideratii analoge se pot face si relativ la celelalte formule in care
apare dublul semn --.

Aplicatii
1° Fiind dat sin ¢ = %— gi gtiind ¢d « este un unghi din cadvanul 11, sit se

determine valorile ecelorlalte functii trigonometrice.
Avind in vedere ¢i @ este un unghi din cadranul /1, rezulti cid valorile
functiilor cos «, tg «, ctg « sint negative, si din formulele (4) 5i (4) deducem:
‘ e

cos cxm—-i, tgar.*-———-?’—, ctg o = — —.
5 4 3

2° 83 se calculeze expresia:

h ) 1 1
E = sin?e cos®e | —m—er——e ]
i [[/1 — sin%x(1 - cos®w) - /1T — cos®u(l - sina)

Avem:
1 — sin%(1 4 cos®a) = 1 — sin®x — sinu cos’x = cos®a — sinw cos®x = cos'e,
1 — cos?x(l, -} sin®u) == sin'c.

Deci:
1

sinZe cos®e

sin%e 4~ cosa 1

B = sin®a cos®« ( ) = sin®® 005°%

. sin®e cos®e

§ 15. Formule trigonomeirice de caleul

45. Produsul scalar a doi vectori. In mecanici se studiazi problema
—
urmitoare: si se gliseascd lucrul mecanic al fortei /, dacd punctul asupra

-3
ciruia actioneazi forfa efectucazi deplasarea OA = a.
Dacéi punctul se deplaseaza in sensul fortei atunei, prin definitie, luerul
mecanic al fortei este egal cu produsul dintre mirimea fortei si lungimea
- deplasarii. Daca finsi punctul se depla-
seazd .sub un unghi o fatqd de forta
(fig. 71), atunei lucreazd numai com-

ponenta fortei situatd pe dreapta OA

deoarece componenta perpendicularda pe
0A este echilibrata de rezistenti. Proiec-

s oy
liig. 71. pr7f = | F | cos a.

e dacd a 20,

?‘l/&_‘j=ial={

—a daca @ < 0.

68

tind forta pe directia deplasarii, objinem:.

s

Prin urmare, lucrul mecanie al fortei F are expresia:
T T =

prF | a|=|F}|-|a] cos &,

In acest fel perechii ordonate de vectori (}'—: ;) i se poate ataga scalarul
| F I a | cos @, numit produsul scalar al vectorilor F s1 2. In general, se
numesie produs scalar a doi veclori a §1 b numdrul egal cu produsul dintre modulele
veclorilor i cosinusul unghiulut format de vectorul @ cu vectorul b, Produsul scalar

o - = =

—
al vectorilor @ $1 b se inseamni prin ab sau a- b,

‘Asadar

PN
> > - P o '
ab=|a]|-|b]|cos (b, a). (1)
De aici se deduce ugor ¢ produsul scalar este egal cu zero in acel i numai in
acel caz cind cel pujin unul dintre vectori este nul, sau dacd vectorii sint orto-
gonali.

intr-adeviie membrul drept al relatiei (1) se anuleaz#t dacd §i numai
AN

Y - > > -~
daci miacar unul dintre numerele | e |, | b | sau cos (b, «) este nul. Insi

la|=0&a=0, 3

P
- = - 55
cos (b, a) =0& e | 0,
ceea ce demonstreazdi proprietatea enuntatd.
= . = = Y > > e >
In particular, pentru b = a, produsul scalar devine e @ = |a || a | cos 0 =
3 &
= | a |2, adici produsul scalar a doi vectori egali este egal cu pdtratul modululus
unuta dintre et.
46. Proprietatile fundamentale ale produsului scalar

1) Comutgtivitatea

=

ey
ab = ba.

Aceastid proprietate vezulti mnemijlocit din (1). Este suficient numai si
TN - TN

' — - >

observiim egalitatea cos (I, a) = cos (a, b).
2 ' = -3 1 A
Daci numim proiectie a vectorulut a pe vectorul b proiectia vectorulul a

o
pe o axii care are acelasi sens cu b, atunci proprietatea de comutativitate
conduce la formularea echivalenti: produsul scalar @ doi vectori este egal cu
produsul dintre modulul unui vector §i protecfio celuiloll pe el.

2) Distributivitatea fald de adunarea vectorilor:

(@ -+ B) e = ac + be.




Folosind definifia echivalentd a produsului scalar de mai sus, avems:

- =3 = -> - b o
(@4 b)e=|c|pr:(a-+ b).
~Aplicind acum teorema II din § 4 relativd la proicctia sumei, obtinem

—> -+ -
(4

(@t+b)e=|c|(pria+ pr;*’-l:) = ° | pr,;*;+ ;"5 | pr,;>3==2}}'+ -l:g, c.c.l.d,

3) Asociativitatea fafd de tnmulpirea cu un nwmdr:

g

(2a) b = A(ab).
Fie 22> 0. Folosind relatia (1), avem:
T
(7\;)3 = || I-E | cos(?\cz b).
Insa

> = *
lda|=|X]| |a|=12X]a]

SN P
RS - >
(Aa, b) = A (a, b).
Prin urmare
N
= = ., == - i -
(ha)b=A|a||b]| cos (a, b)) = A (ab),
adicdi membrul drept al relatiei date.

In mod analog se trateazi si.cazul A << 0.

47. Produsul scalar al vectorilor dati prin proiectii. I'ic vectorii
= > A o g
@ =2+ Y] §1 b= 250+ y,].
Tinind seama de proprietitile fundamentale ale produsului scalar, avem:

= *x >r > nx
ab = zy2500 - a1y + YaZa ]l = YiYall,

-+ >
Insd versoru i, j sint vectorl unitari ortogonali. De aici rezulti relatiile:

it i 3% o

i=j=1 y=p=0

si deci (1) devine:

-+
ab = 2@ + Y1Yfs.

Astfel produsul scalar a doi vectori este egal cu suma produselor proieofiilor de
acelast nume,

Aplicatie. In paralelogramul ABCD se construiesc din virful B perpen-
dicularele BE pe latura CD 3i BF pe diagonale AC (fig. 72).

70

88 se demonstreze relalia:

CA.CF=BC*+ CD.CE."

- —
Solujie. Deoarece vectorii CA si

¥

o .
CI" au acelasi sens, putem scrie:

— >
CA-CF=CA.CF ' Yig, 79.
sau, tinind seama de relafiile €F'= CB - E}?, €A . BF = 0:

CA+CF=CA:CB

© sau incd, deoarece CA — CB -+ CD s1 CB.CB = CB?:

CA-CF = CB*+ CD- CB.
In sfirsit, folosind in ultima egalitate relatia B CE - EB si observind ci
Clis CE = GD> cE, Ch.EB = 0, se obtine relatia data,

48. Functiile trigonometrice ale unei sume de unghiuri. In § 13 s-a ariitat

AN » - . e % ot L s
¢t functile trigonometrice ale unghiurilor ]f——z— + a(k € Z) se exprimi prin

functiile trigonometrice ale unghiului o, Aecum vom arita ci, si in cazul
general a doud unghiuri arbitrare, functiile trigonometrice ale sumel se ex-
primi prin functiile lrigonometrice ale termenilor.

- -
Fie vectorii nenuli @ §i b, care formeazi cu axa Oz unghiurile « si B res-
P
pectiv (fig. 73). Observind ¢ii (b, @) = « — B, rezultd urmitoarea expresie pentru
produsul sealar al celor doi vectori: ) '

-

ab = |(a[!-l;|cos(oc—f3). (2)

= - !
Pe de alta parte, daci i si ; sint versorii axelor Oz si Oy respectiv, atunci

= ;1?1?-{- i117, unde x; si y, reprezintd proiectiile vectorului a pe axele de coor-
donate (v. pet. 18). Mai departe,
tinind seama de definitia functiilor
cosinus §l sinus, avem:

A

-a-_ - @ - y -
a-—-—-]al(—_—_:—|-r,+ I_i._})=

- |2 al

£ 7 . v
=|a|(cos &+ i+ sina-j), (3)

In mod analog:

l.;m|_l:[(cpsﬁ-r?+sin B;) (4)
-




Asadar, cu ajutorul relagiilor (3) si (4), produsul scalar poate fi exprimat i
prin velalia: :

£ - - 2 A
ab=|al| | b]| (cos & cos B - sin o sin B).

; - . - . e - i ->
Comparind egalitatile (2) si (5), dupd simplificarea factorului | e | | & |, rezulla
formtla:

cos (¢ — B) == cos « cos B - sin o sin B. ‘ (6)
Dacit in aceastd formuld inlocuim pe § cu —0 si avem in vedere relatiile
cos (—@) == cos B, sin (—«) == —sin o, oblinem: i

cos (-] B) = cos & cos  — sin « sin . (6")

< ¢ P ; e
$i scriem acum formula (6) punind in loc de « unghiul =i o:

cos [% — (@ B)] == 008 (% — a.) cos B.-{-— sin-[—g— - o:) sin B.

Dar:

T

£oS [T} — (@ - [3)] == gin (« - B), cos Fé- - oc] == sime; sin[2 — a] = ¢o8 «,

deci: :
sin(% -+ B) = sin « cos P - sin B cos «.
fnlocuind aici pe f eu —@ gasim:
sin{e — B) = sin « cos  — sin P cos a.

Sa $mpiir{im acum, membru cu membru, egalititile (7) si (6"). Avem

tg(e+ B) =

sin & cos B - sin B cos o
cos o ¢os 3 —sin o« sin B
Avind in vedere aici ¢ sin e= cos « tg &, sin f=—cos B ig P gi simplificind
cu 208 ¢ cos B, obtinem: ' :
1o o - tg B
tola -+ S bt B e
SR e
Impartind relatia (7') Ta (6), gisim:
: te o —t
, ; 14tgatgP
in mod analog oblinem:
i t te B——1
ctglu p) = ZELTEE=_Z,
etg w4+ ctg B
ctg « ctg B -1

de B e

Formulele (6), (6", (7), (7'), (8), (8", (9), (9 se ﬁul-nesc formz;lele de

adunare a unghiurilor,

Cu ajutorul acestor formule putem deduce expresiile functiilor trigo-

wometrice ale unei sume de trei unghiuri.
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Aplicatii

1° sin (o} oty 0g) ==sin [(otg ) -+ 2] = sin (04 +,) €OS 0y -}-5in 24 COS (oy=|-o

.

(sin @ cos op-sin op €0§ @) COS dy--Sin o,(COS, &y COS O — SIN & SN o

sin o, cos oy COS &y -f- sin o, COS ¢ €05 o3 - SIN &g COS 04 CO8 &

sin oy Sin og Sin &,

Analog gasim: ‘
cos (#; - oy -+ &) = COS @ COS oy COS g — §in o SIN %y COS Op —
—gin oy sin @y 08 og -~ SN 0y SIN %y COS &y

tg o - lg o g oy — tg oy 1g o T &

toloy - @ o) = -
gl 20+ ) 1 —tg oy tg % —=tg o 18 o — g & 18 %

cte o, cig oy ctg oy — oty ¢ — ctg o — cbg o

cte(ety -, % - @) = :
gl 1% 2) ctg oy otg o 4 oty oy ety vy Tty %p g o 1
FExemple

8
7

1) Si se calculeze cos(x - ) si cos(w— P), stiind cd Sin o = —

: 94 ; Lo : r y
cos b= 'zi;, unghiul o fiind in cadranul II1, iar P in cadranul IV.

Tinind seama de cadranele in care se afla unghiurile, deducem:

' e ;
1 =0y 3

25

A16

425

30%

425

s . 1o vts
2) Stiind cd tg oy = T tg
tg(ay - o - 0g) §i sit se deducd de aici valoarea sumel oy - ta - Og.
“Din formula care ne di tangenta unei sume de trei unghiuri deducem:

+%m+m—yﬁ—-fﬁm

T
b

Avind in vedere cd tg % = |/3, rezultd (v. pet. 58):
%+%+%=§+MWE%

.. . ¥ . 3 - .-D
3) Sd se caleuleze functiile trigonometrice ale unghiulut de 15°.




Avem:

sin 15° = sin (45° — 30°) = sin 45° cos 30° — sin 30° cos 45°_=

e T
2

9

P

_VEi=Ve,

4

s
2
Analog:

cos 16° = etg 16° =2+ )/3.

K_G__—f’.;_l,ﬁ_r ‘tg ‘I:—;o-:g——l,/ﬁ_

49, Funetiile trigonometrice ale multiplilor wnui unghi

Si scriem acum formula (7) pentru § = o, Avem:
sin(e - @) = sin o cos & - sin « cos @,
adici
sin 20 = 2 sin o cos o, - (10)
Din formula (6") deducem:

cos 20 = cos?e — sin’«, (11)

care se mai poale scrie, tinind seama de (2) din § 14, sub una din formele:

*cos 2a =2 costa — 1 (ll’)

cos 2= 1— 2 sin’, (117
Ficind in formulele (8) si (9) B = «, obtinem respectiv

tg 2u= 2 1EA (12)
1 —tg*a ;

ctg 20( 1 EE&__'I 7 (13)
2 ctg o

Formulele (10), (11), (11%), (11"), (12), (13) ne dau funcfiile trigonometrice
ale unghiului dublu.

In aplicatiile care urmeazi vom deduce formule pentru functiile trigo-
nometrice ale unghiulul triplu, '

Aplicatii
1° sin 3« = sin (20 4 &) = sin 2 cos « - sin « cos 2«, sau, avind in
vedere relatiile (10) si (11),
sin o = sin «(3 cos®a — sin®a)
care se mai poale serie:

sin Jo = sin (3 — 4 sin®a).

Analog obfinem:
2° cos 3o = cos a(4 cos’o — 3), (15)

0. 3 tga— tglx
e tg ::]CC == T—:?tgg_a. (16)
Sgiave JoiBy (17)

4% ctg o=
3 etgia — 1

Formulele (14), (15), (16), (17) ne dau functiile trigonometrice ale unghinlui
triplu.

In capitolul VI vom da formule generale pentru functiile trigonometrice
ale unghiului ne.

Exemple

v TR : vt g e 7
Sd se calculeze functitle trigonometrice ale unghiului 2o stiind cd sin o =

=

o fiind un unghi din cadranul 11,

Avem:

Cu aceste valori, formulele (10)—(13) ne dau:

ro 9
gin e = —238 , o8 O = 28, tg p clg 2a=—~~5--77-. '
625 625 527 336
Avind in vedere et sin 2o << 0, cos 2« > 0, deducem cit unghiul 2a este
in cadranul IV. )

2) Sd se determine functiile trigonometrice ale unghiului 4 o gtiind cd \g « = 2,
unghiul fiind in cadranul 1.

Din formulele (6) si (6") § 14 deducem:

1 v 2
Cos o= —= SINn o= ——.
Ve /5

Cu aceste valori, din (10) si (11) rezulta:

. 4
sin 2o = T cos Qo= —

si deel unghiul 2¢ se afld in cadranul II. Avem:

sin 4o = 2 sin 2o cos 2o = —

cos A = cos® 2o — sin? 20 = —




e

De aici rezulti:
tg 4CE = ?'?4- 3

50. Functiile trigonometrice ale jumititii unni unghi. Si deducem acum
functiile trigonometrice ale jumititii unui unghi cu ajutorul functiilor tri-
gonometrice ale unghiului intreg. i &

Tinind seama de formula (11"), putem serie:

oL . oL
oS o = COS 2(——]:1 —+ B eind
O 9

“

de unde:

sin % = & ]/ J-tilz (18)

“ “

semnul radicalului fiind determinat in functie de eadranul in care se afld
. o« i
unghiul —:

e

Din (11') deducem:

de unde rezulta:

G 1 - cos &
f_] —— T e e B
€0s s -k l/ 5

Impirtind membru cu membru relatiile (18) si (19), gisim:

1-—cos @

1 4 cos o

1 —ecos o

-Ir'l +cos & |

o

. o 3 T -
Pentru functiile tg — putem da si alte formule. Intr-adevar
avem:
%

oL
2 sin — cos — .
2 2 sin o

=‘1—}—cnsz

(20°)

o
2 cos®—
2

De aici rezulia:

(21!!)
Formulele (18), (19), (20), (20), (20"), (21), (21'), (21") ne dau funcfiile

irigonometrice ale jumdtdtii  wnghiului,
Aplicatii

1° Si se calculese functiile irigonomeirice ale unghinlui 22°30',
Avem;

Vz
i Ve .
sin 22°30' = sin 2% — 5 _ V2T,
2 2 9

Analog gasim:
cos 22°30" = _—-—~|/2;“‘“ tg 22030 = |/T— 1, otg 22090’ = /T4 L.

3 bt o 3% . s
2° Stiind cd cos o= — %2—5-.51. chT e, sd g0 caleuleze funciile tri-
gonometrice ale ungkiuluil';-.

* Tinind seama de inegalitatea de definitie a unghiului «, rezulta cé.—:— <
L L) 3-3; deci unghiul = este in cadranul 11, iar unghiul =
4 7 4 & 8 2 ; b
in cadranul I, Avem:

e
<"2"<

o

o 625
cos — == — e
2 2

De aiei rezultd ci:

&
BN — ==

Analog glisim:




51, Exprimarea functiilor trigonometrice ale unnghiwlui o cu
+ x*

. 2 o . ;
Avind in vedere ¢k o= 2: - din formula (12) deducem:

: (22)

De aici rezultit

= ‘ (23)

elg o=

ln

..!l;_;‘

<

Tinind seama de exprimarea de mai sus a unghiului o, putem scrie relaua

(10) sub forma:

sau:
o
sin ';‘ “
. & o
wino=2—- cost & =3 tp — cos®—.
o 2 2 2
08 "é‘
Dars
1
(3082 & = '
o
1 4 1g2—
deciy
o
2 tg Py :
sin o = - (24)
1 4 tg? — .

Din formula (11) rezultd:

y & e (O
cos o = CO0S8" — SHIS £
2 2

sau: \
o o
¢o5% — — §in® —
2 el
CcO0S 0L — _..——-—-———_"' cOoSs
o
cos? —
2

. 74
de unde, tinind seama dé expresia de mal sus a lal caszﬂz—deducem:

it gel
cosazii—‘tg‘f—).

2 &

1 gt

+ tg 2

78

1 — tg?

AR

G (25)

¢o8 o =
1 + tg?

‘2|

Formulele (22)—(25) ne dau functiile trigonometrice ale unghinlui o

ki q o . M o :
cu ajutorul lui tg o Acoeste formule prezinti marele avantaj ¢i ne dau expri-

mari rafionale ale functiilor trigonometrice sin &, cos o, 1g°%, ctg @, en
. . @

ajutorul funcliei g -«

e

@ -+ sin o

, stiind ci tg —

2
tc]n—'-

5 i B
Fxemplu. Si se caleuleze expresia 2

o

Avemn:

2tg%
tg o= 7

o
4 ' tg? — et et
e 2

I
i
|

gin o =

&
3

tg ¢ o —sin o

tg o - 8in a &
g "3“[“

o
4

o fa SR

52, Formule pentru transformarea unor sume de functii trigonometrice
in produse. in multe cazuri ne _apare necesitalea de a transforma anumite
sume de functii tugonometrlce in produse. Vom deduce acum formule care

ca efectueze aceste transformari.
Sa consideram relatiile:

sin (2 4 B) = sin « cos B <+ sin B cos @, A
sin (o — B) = sin « cos f — sin B cos o. (79
Adunind membru cu membru aceste egalitati, oblinem:

sin(oc+,8)+sin(cx~—(3}=25inoccos@.

Notind:

t‘x—l—[i:p, a—pB=4q

deducem:

‘5 e
P q,ﬁ:..__P q

=

2

2

si deci formula de mai sus s¢ scrie:

sinp--]—sing:i?.sinp




cazind membru cu membm egalitatile (7) si (7)), gisim:
sin (o -~ 2) — sin (@ — B) = 2 sin B cos 2,
de unde rezulti:

sinp——singrzZsinp—?f—cosp——i—""‘-;

&

Relatiile (26) si (26°) reprezinta formulele de transformare in produs a unei
sume, respectiv diferente, de doud sinusuri,

Fie acum relatiile:
cos (24 B) = cos wcos B —sinasinP, ' (6"
cos (x — () = cos o cos B -+ sin a sin B, ... (6)
Adunindu-le membru cu membru, obfinem: |

cos (24 B) + cos (@ — B) = 2 cos a cos B,

adica:

cos p + cos g = 2 cos

Scdzind membru cu membru relatiile (6') si (6), gisim:

cos p — cos g = —2 sin Fi‘;ff-sin%.

“

formula care se mai poate serie, tinind seama ci sinZ—9% —
sub forma:

cos p—cosqusin’%sinﬁ:p—.

A

Formulele (27), (27'), si (27") sint formule de transformare tn produs o

unei sume, respectiy diferente, de cosinusuri.

Vom determina acum formule pentru transformarea in produs si cit a
unei sume sau diferente de tangente si cotangente.

Avem: i

sinp | sing _ sin pcos g --sinqeosp
= ’

tgpttgg=
1 cos p cos ¢ COS P cos q

-

de unde, avind in vedere formula (7), rezulti

t e o gin (p - q) f
gp+tgg €08 p cos g
Analog gisim: .
sin (p—q}
€0s p cos ¢

tgp—tgg=

ctgp{—ctgg:w.
s (g el

ctgp—ctgg ==
sin p sin g

Formulele (28), (28°), (29), (29"): sint formule de transformare in. produs
§i ¢t @ unei sume, respectie diferenfe, de tangente sau cotangente.

Aplicatii

A® Sd se transforme in produs expresia sin 72° 4 sin 48°, Avem:

y ; o408 RS o TBe . g
sin 72° - sin 48° = 2 sin ;_ cos - : e

= 2 sin 60° cos 12° = |/ 3 cos 12°,
2° Sé se transforme in produs expresia sin 80° + sin 70° -} sin 50° -~ gin 40°,
Putem scrie:
gin 80° 4 sin 70° 4- sin 50° -+ sin 40° = (sin 80° -}- sin 40°) + (sin 70° 4 sin 50°) =
=2 sin 60° cos 20° 4~ 2 sin 60° cos 10° = 2 sin 60° (cos 20° + cos 10°) =
At 2 sin 60° - 2 cos 15°+ cos 5° = 2]/ 3 cos 15° : cos 5°.
3° Sé se transforme in produs i cit diferenja tg 68° — ctg 67°.

Tinind seama e& unghiurile de 67° s 23° sint complementare, rezulta
A otg 67° = tg 23° si deci putem serie: :

: o O 65 G sin 45° 2 Wil :
tg 68° — ctg 67° = tg 68 tg 23° = cos 68° cos 23° . cos 68° cos 23°

4° SG se transforme in produs -expresia:
F = cos & -+ c0s B — cos y — cos (& + B -+ ¥).

Avem:

E = (cos &+~ cos B) — [ecos vy +cos (&4 B 4 v)] =2 cos “;‘B €os “;B —_

—2(:05;“4_130_'—:',Y cosm+3 -

2

—-cos“+ﬁ+2?.)=

2 2.

5° Sd se transforme in produs expresia 3 sin a— |/3 cos a.

Avem:

3sina—1]/  3cosa=3 [sin o« — @00.8 &!}..




Tintnd seama ot tg 30° = @ , putem sépiag

3sina— |/ 3cosa =3 (q' sin 80° 3
= sin o — cos &) = —= 3 o
053 30° ) T (sin o cos 30° —

- = gin 30° cos a) = n(x— 80°) = 2]/3 sin (& — 30%),

¥

FY T :
ngdg. Iy a‘rmn]e pel.}l_tm hl'an_isl'ﬂrmarea. nnor produse trigonometrice in sume,
1 da acum o serie de {ormule cu ajutorul efircra vom transforma i
produse de functii trigonometrice in sume e T
S considerim formulele: '

sin (o -} B) == sin o cos B -f- sin B cos «,
sin (& — ) == sin & cos f — sin B cos a,
Adunind membru cu membru aceste egalitiiti, obtinem;

2 sin o cos B = si - B) <) ai g
de unde: N M a5 s B)

sin o cos B =

sin (o + 8) 4 sin (@ —B)

F4g

(30)
Aceastd formuld ne serceste pen
- st formuld ereegte pentru a transforma un produs dintr i
st un costhus tn sumd de sinusuri, f ¢ SN UB Al
Fie acum relatiile:
cos (o -+ P) = cos « cos B — sin o sin B,
cos (« — ) = cos & cos B 4 sin & sin B.
Daca le adundmn membru eu membru, gasim:
7 2 cos & cos B = cos (a -+ B) - cos (& ~— B),
e
adici:
cos (% -+ B) -+ cos (o —f3)

cos o cos B =
2

Scﬁzind egalitatile (6') si (6) membru cu membru, obtinem
. 2 sin o sin B = 6os (¢ — B) — cos (& + B),
deci:
cos (¢ —B) — cos (x - B)
2 o

sin o sin B =

(32)

formuld care transformd un produs de sinusuri intr-o diferentd de cosinusuri,
Aplicatii
1° Si se calculeze expresia sin (o — 30°) cos (o -- 30°).
Tinind seama de relatia (30), deducem:
sin (o — 30°) cos (a + 30°) =

- sin[(x —30°) 4 (& 4 30°)] - sin[(& — 30°) — (& -+ 80°)] _ sin 2o - sin (-—60°)
3 L : {
2

.

sin (—060°) = — K;, deei:

sin (& — 30°) cos (& + 30°%) = —Qﬂﬁ%i/—{—

9° S se calculeze expresia:

E = cos & + 2 sin (i’ + 'J.":s"] sin (i; — 'L5°]4

Din formula (32) rezulta:

. [V i . [ & 0
§1in s +1 :J’] sin [-—- — 'lL:L} _—
o 9

'Z_. e 150)] — ¢08 [(—:— o 15“) S ‘_Zﬂ wel ftl,-..n"j

cos S07 — ¢os %

2

b
.

E= cosd—}—liq—'-ﬁcnso::

§ 16. Identitdti trigonometrice

54. Identitati care se demonsiveaza cu ajutornl formulelor fundamentale

Definitie. Lgalitalca care confine funcfiile trigonometrice ale unuia sau
a mai mulior unghiuri si este salisfdculd pentru toale palorile
admisibile ale acestora se numesle identilate Lrigonometricd.

Expresiile din membrul sting i membrul drept al egalititii se numese

identice.
inlocuirea unei expresii prin alta identica se numeste transformare iden-

ticd a aceslel expresii.

Exemplu
Expresiile:
) . 1 —cos 2 A ok . ) ¢ :
a) sin’o §1 = b) tg o ctgo §i sin® @+ cos® o sint identice.,

: : 1 — cos 2o . : ; :
Tdentitatea sin? & = —— =% ape sens peniru orvice unghi «; identitatea

9

tg o ctg a = sin® & - cos® « are sens numai pentru o == k '—T (ke Z) (pentru

o = k% (k € Z) una din funetiile 1g «, clg « nu are sensJ. |




-

Adesea se cere sit se demonstreze o identitate trigonometricd, adicd sit
se_arale cit expresiile din membrul sting st membrul deept al egalitatii sint
identice.

Pentru aceasta se ajunge la o-identitale cunoscuiid en ajutorul formulelor
fundamentale si al transformirilor algebrice identice, sau,” pornind de la o
identitate cunoseuld, cu ajutorul transformarilor algebrice identice si '11 for-
mulelor fundamentale se ajunge Ia egalitatea dati.

Prin transformairile identice suceesive, o .expresie trigonomelrica pn'\lc
cipata o forma mai simpla, se pot rezolva inegalitill trigonomelrice, pro-
bleme de maxim § minim g.a.

Exemple. 1) Si se demonstreze ideniilatea

1 — (sin* o — cos? @)

2
1 — (sin® & — cost a) 3 !
Solutie. Tinind seama de identitatea sin? o -} cos® « == 1, obtinem:
sinfa -+ costa = (sin o+ cos® )2 — 2 sin® ¢ cos? .= 1 — 2sin? o cos® «
sin® o 4 cos® & = (sin® & - cos? «)? — 3 sin? « cos® « (sin® o 4 cos® @) =
=1 — 3 sin® & cos® «,

Prin urmare

1 -— (sin* o -~ cos* o) 2 sin® o cos? o
A,
[}

2
_ ==
3

1 — (sin® & - cos® «) 3 sin « cos® o

in acest fel, prin transformiri identice succesive ale membrului sting

RIL : . - o 2

al egalititii date s-a ajuns la egalitatea evidenti sl
Observatie. Funcfia din membrul sting nu are sens pentru unghiurile « =

7 : oo 2 q B
e=k — (k e Z), in timp ce funcfia = are sens pentru orice unghi «

/

Asadar, egalitatea datd este identitate pentru orice unghi oz~ I.'-'é—.“(!c = Z)..

2) Sd se demonstreze inegalitatea

1 4 sin 2« < l/—i

cos &« - sin o

Solutie. Folosind identititile sin @ = cos (—:— =

m),i+cnsn‘::2..

cos @ 4 cos iy = 2 cos m:ycosm;y, obtinem:

2 cos? (:_ o']
4

T T 7
‘cos & - o8 [— — ) 2 cos — cos | — — 0o
2 A %

1 4 cos (E—- 20')
9

1 -~ sin 24

€os. 2 - sin o

Tnsa lcos [~ — 2| | < 1. Prin urmare
Z = bl
£ 3

(Lo R :L/”j}{c@s (!;M C,_) <V 31 =|/T.

cos o - 8in ¢ b

- Solutie. Deoarece | sin a | <

3) Si se aducd la o formd mai simpld ewpresia

' *l—sma: ﬂl—smm (V*I—coaot__-]/1 —I—cosa:)_
E(a): 1+smo; 'l—-sma 1 4 cos a 1 — cos o,
| si|cos | < 1, expresiile de sub radicali sint pozi-
de operatii cu radicali st obtinem:

tive; prin urmare se pot 1pl1ca regulile
fl —sin o ‘i—i—sina.__i/‘l“sinoc_l/'l+sinfx=

’I.+sinoc_ 1 —sin a V1 +sin e - }/1—sin a
( |/T— &in o:) - (l/'l L sin o') i iﬁsina.——{'l‘-}- sing) —2 sina —9sine

/1 + sin a|/1 —sin « |/1— sin?a L/?m |cos a|

/1 — cos . 1 4 cos o —2 cos «
LiGORon et i
fi%—co'sot 1— cos a sin o |

0,
4 gin o cos o 4 anfru sin 2o >

Blal=p =5 = e e pentru sin 2 a << 0

| sin o cos a |

Analog:

Deci:

sau ined, tinind seama de semnul functiei sinus,

4 pentru kx <a < % + km

E(a) : ' (ke Z).
—4 pentru% +hkr<a<m--km

55. Identititi conditionate. Doud expresii trlgonometmc:P care nu sint
egale pe mul‘;lmea valorilor admisibile ale unghiului pot fi egale pe o submul-
time a acesteia, definitd printr-o relatie care contine unghml respectiv.

Astfel Spus, daci unghiul qatlf»face o anumitd relatie, cele doud functii

considerate sint identice. ) ' .
O astfel de identitate se numegte conditionati de relatia pe care o satis-

1
face. unghiul f-;au, pe scurt, condilionatd'.

Ezemple .

1) Dacéd o, B, v sint unghivrile wnui triunghi, atunci este satisfdcutd iden-
tilaiea :

tga - tgpt+tgy =tgatgizy. .

Solugie. Daci «, B, v sint unghiurile unui triunghi, atunci ele satistae

relatia

SOy ==

xt+B=m— 7.
e o ——— T . . oA A - o & >
1 Consideratiile ficute rimin valabile si in cazul in care expresiile contin mai multe
unghiuri.

85




i
|
1

Unghiurile &+ B 51 = — ¥ fiind egale, si tangentele 1orlr-ﬁnt egale:

tg (a4 B) =tg (v —7)
gan:s

ge el ey,
1 —tgatgP :

de unde dupd eliminarea numitorului §i separarea termenilor:

tgattgpttgy=tgotgBiEey

.

Observatii:

1° ldentitatea dald nu are sens daca triunghiul este dreptunghic.

9° Jdentitatea este adevirati si in cazul mai general a—+ P+ v = ke
i

(k€ Z).

in? ¢ b 4 ]
2) Daca e s el E (a >0, b>0), atunct
a b a4 b
ginte ogade o
an T T )

Solutie. Relatia pe care o aatisface unghiul o poate fi serisi sub forma:

] § b
atl gnta +3—-6t+cns4 a=1
a

sau:
o b s a i :
sin? & -+ cost & - —sin® o - 3 cost o = (sin? & + cos? o)
{a
san, dupa teansformiari:

(]/_b_ sin? o -’-1/ 2 cos? oc) e ()
a b

de unde

Folosind o proprictate a rapoartelor egale, deducem:

sindal ensfo  sinfa - cogta 1
a b a4 b a b
Asadar:
9 a n h
ginfq = —— ; COS*a =
a - b a -+ b
si deei:
[ 1] 4 h ]4
sin? o cos? & a -+ bl l-a 4 b a h 1
ol B FEAR IR B i s Lt B e el B s i e e
a? o a’ b (@b @+ (o + b)3

86

vom demonstra citeva relajii simple intre funetiile trigonometrice §i arc-
functii.,

1) Si se demonstreze identitifile:
a) sin (arcsin @) = ; b) cos (arccos x) = &}

o) tg (arctg @) = @; d) ctg (arcclg z) = @.

Vom demonstra identitatea a), pentru celelalte procedindu-se in mod

analog. Observiim mai intii ci functia arcsin z este definita pentru |z} L 1
si deci egalitatea are sens numai pentru aceste valori ale lui 2. Fie oy € [—1, 1]

o astfel de valoare. Conform delinitiel, aresin x, este numérul, apartinind

. . T ™ - R e
intervalului [——, -i-] , al ciirui sinus este egal cu x;, ceea ce demonstreazd
5] '

jdentitatea.

Observatie Identitatea b) are sens, de asemenea, numali pentru
2] < 1.
2) Si se demonstreze identitagile :

I

a) sin (arccos z) = [/ T—a?; b) tg (arcetg x) = l;
T

¢) cos (arcctg @) = l—/%_—s
~

_ Solujie. a) Se constald usor ci egalitatea are sens pentru | & | £ 1, Dach
ge introduce notalia a=arccos , atunei 0o si deci sin a220. Insi |sin a| ==

= |/1—costa (v. obs. de la pet. 44) sau, avind in vedere cele ce preceda:

R e e = il
gina= /1 — eos® u = /1T — cos®(arccos @) = V1T —a?

adicii

gin (arccos a:) = |/1T—a

Observatie. In mod analog se demonstreazi si identitatea

‘cos"(arcsin a) = |/ 1 —ak

b) Egalitatea are sens dacit @ == 0. Pentru o = arcctg 2, formula tg @ =

devine:

ctg o
1
etg (arcctg @)

tg (arcetg @) = = }_.,
&€

¢) Egalitatea are sens pentru orice . Daci se introduce notatia o=
— arcclg z, atunci 0 << & <7 Rezulti i numerele cos o gi ctg o au acelagi

: . |etg o ; . o
semn si deci formula |cos | = —p=2=— S€ poate scrie sub forma echivalenta
V1 A+ etgie
etg o » A a . Cew
cos o = —B %_ gau fnca, avind in vedere notatia folositi:
1 - etgho
clg (aveelg @) - x

cos (arcelg &) = ———— = = Uir e
0s (arcelg 2) ;|/’l+ctgzl31‘9°tg=”) Vit @

56. Relatii intre functiile trigonometrice si arcfunctii. In cele ce urmeazi-




Aplicatie

Si se demonsireze egalitatea:

. i 1
sin (3 arcsin T] - cos [2 arcens T] =
1 2

. & ol
Solutie. Introduecem notatiile: o = aresm --,
A

membrnl sting al egalitatii devine sin 8 o -~ cos 2 8.

T 3 4 5 o ; 1
sin 3o = Jsina — 4sin’a ==, 3 sl [arcsm T] — 4 sin® [amsm -Z) =

£

1 ~
B = arceos —. in acest fel

3

lﬁ

a s
Insi

Observalie In mod analog se demonstreazi si identitateas.

arclg @ |- arcelyg x =

o |3

2) Sa se demonstreze identitatea

/1—;2)

arcsin @ -}- aresin y = aresin (2 ]/ T — 3

Solutie. Pornim de la identitatea sin (& -+ B) = sin « cos § -+ sin B cos @ y
sn care luam o == arcsin @, P = aresin Y.
fnsa
sin o = &, sin @ ==y,
@ == arcsin @ < = n = arcsin Y < ™ .
l“':;\<~.°‘—\<~"; = e

Cerl
-

cos o == cos (arcsin ¥) = 1= 225 cos B = cos (aresin y) = - [/ T—y%

gl
i 14
cos 2B = 2 st B =1 =2 =" == =
e 16
Asadar
11 14 3
sanuot-i—cnkSE(:'s:-———-—:—--—«f—,
16 16 16
coea ce demonstreazii  egalitatea.
57. Relatii intre accfunctii. 1) Sd se demonstrese identitatea.:
. ki
aresin @ -~ arccos & = o
Solugie. Fste evident cit egalitatea ave sens pentru |2 < 1.
Tlie
sin o = .
¢ == aresin, T <> b 7
: ' ——HeL
T e
Instt
§in o = @ <> r‘n%[' — rz) =T
2
gl
™ ki3 T
— e :{,,c(.—fg——@l)w————a-{,{ﬂ.
4 ) 2 g [
Agadar
k11
C0s (Hm d.] ==
¢ 2 ©
o = aresin x < ; s yaol arccos @,

ceea ce demonstreazi identitatea.

88

Prin urmare /
sin (e |- B)szﬁ—y2+ y /1 —a?
Daci — 1;- Lat+p<L 1;— , ultima relafie se poate serie sub forma echivalenta:

u+[3=arcsiu(a;1/1-y2+y]/l——a;a) : .
adica
arcsin & - arcsin y = arcsin (z VT—y2+y T
Observatie. Daci —7 < oc+f:<-—--7-:- sau ~< w-+ B < 7 egalita-

fea nu mai este satisficuta. De exemplu, pentru o= — i = T, obtinem:
6 2 :

-

. . ™
arcsin @ - aresin y = — + —= 2 Z,
6 2 3

aresin (a; [/ 1—y*+y 1/ 1 — a?) = arcsin Kg—i e
- o
3) Si se demonstreze identitated:
arctg 2 + arvetg y = arctg L
1—ay
tg o --tg P
1—1g o ig B

Solugie. Pornim de la identitatea tg («-+ B) = . Daca

— ? <o+ p< %, aceastd identitate poate fi scrisi sub forma echivalenti:

-

w4+ tg

e p= amtn'
t“mtvﬁ



Pentru o = arctg z, = arctg y, ultima identitate capitd forma:

arctg o + arctg y = arctg ~5 (2rete 2 F tg (arcty y)
1 — tg (arctg 2) 1g (arctg y)

adica
) iy

arctg « - arctg y = arctg
1—zy

Aplicatie. S se demonstreze egalitatea:

1 1 16
2 arctg — arctg — = arctg — -
g 3 g 4 g 13

Solugie. Deoarece 0 << % = l/a_3 v 0 < _}: < VSJ_ si functia arctg este strict
crescittoare, rczultd inegalitatile:

1 3 1 3 ;
arctg 0 < arctg 5 < aretg — l/s— » arctg 0 << arctg 7 < arctg I/Bé- sau, tinind

- : 3
seama ci arctg 0 = 0 §i arctg 1/3 =—

T
6

1 T 1 b
O == 2 anptg — <= 2=y 0 ghew
rlrcg3< > <arctg4<3

de unde |
0 < 2{11‘01;;‘—13— + aretg — <<

Pe de altdi parte

1 i tg (2 arctg 1?) + tg (zu'ﬁtg %}
tg|2 arctg — - arctg = ; : =
g( g -  arclg 4] -

1
1 —tg (2 arotg :] tg [arctg T’;]

1
q‘l‘r relo —
= b(ﬂ]cic ]

3

i 1
1— 1g* [arctg ——)
3

1
e
= =

2 tg [m'u[g _.1_
3 1

foipn
1 — tg? [m-clg }—]

Cu aceasta demonstratia este terminati deoarece

.l [ 4
lg (2 arctg — - arctg ——J L
3 4 13 1 1 16
= 2arclg — 4 arctg — = arctg
1 1. 7 3 4 13
0<2 arctg?—f— arctg — << —
‘ i 2

Exercitii

) 3 2 8 &
1. Si se caleuleze sin (@ - P) i sin (& — B) stiind ¢ cos o = =~ sisin § = el e fiind
5

un unghi din cadranul TV, iar § un unghi din cadranul 11T,

- 30 7 o
2. Si se caleuleze sin (x + B) §i cos (% = B) dacd tg o = — —, iarctg B== &0 « fiind
b 3
un unghi din cadranul II, iar B un unghi din eadranul IIT.

o ; : 4 T ah
Stiind ci sin @ = 1_7-51 cus,?a=~—-—5=-,l unde — < a < 7, ® < B < - 88 €0 caleu-

leze tgle 4+ B). i

i se determine tg o stiind ci tg(45° -+ «) = a.
‘ 1 % T
4 se calculeze sin « stiind el cos (60° — o) = ol « fiind un unghi din cadranul IL

. - T 4 1 ;
84 sc caleuleze sin (¢ + oy - &) stiind ci sin o) = it COB Gy =5 == sy p  SII Oy =%

V5

3w
==—~—3:, uude£<a1<1r<o:2<——<aa<2r=.
10 2 2

i se puni sub o formid mai simpld expresia:
cos o.—cos 3 cos (z 4+ B).
so demonstreze ed:
sin(o. -+ B) cosle— B) + cos(o + B} sinfz — )
cos{o. + @) cos( — B) — sin(x -+ £) sinla— )
5 se demonstreze ed: - '

sin’(e + B) fointle—B) _ o0 4o
2 vos?s cos?3 Fe

At

=

o
=]

i sc arate cd:

2 sin @ cos B—" S_in(-'“r“‘ r’?') = tg(e -~ B).

cosfo — B) — 2¢in @ sin P

i se arate cii:

cos(e -+ B) 4 sinasin B

. = gtz @ cte 8,
cos(x -+ ) -~ cos & cos B

83 se demonstreze ci:
sin®(e 4 B) = sin®x + sin®f + 2 sin o sin § cos(x + B).
: T i it X
13. Stiind ca cos o == & gi e = < @ << 2w, si se calculeze sin 2uz, cos 2u, tg 2u.

i =% i
14. S se caleuleze sin(2« -+ B) 5i cos(2e — ), dacd sin o = — ]_% §1 cos 3 = — {i, e fiind
J
un unghi din cadranul III, iar B un unghi din cadranul 11.

Daci tge = -é— sitg B = %, sd se caleuleze tg (2¢ + B).

5a se calculeze sin 4« gtiind cd g = 2, ungbiu) @ fiind in cadranul I




¥

a se arate ci:

2 cos 2u — 1

2 cos 2 -1

ig(30° + ) 1g(30° — &) =

d se arate ci:

1 — cos 2 - sin 2
1 -} cos 2¢ 4 sin 2«

= tg o.

19. S3 se arate ci:

1+sin 2z ('1 +.ig c:]”
1—sin 22 1 —tg o

20. Si se demonstreze eii:

cos%e — cos Ju sindy -- sin Ju

; = 3.
CO8 o 81N o

54 se demonstreze ci:

g e+ 2 ig 2o = ctg «—4& ctg 4o,

22, Stiind ci cos o == :—zg— s se calculeze siu-;i, cos %’ tg %, « fiind un unghi din

-

cadranul IV.

‘

23

23. 84 se calculeze sin = cos %, iz %, stiind cd tg o = —%, o fiind un unghi

in eadranul IV,

24. Si se determine sin «, cos e, ig @, gtiind ¢i tg — = -~

e e

s
_ 2
25. Si se arate eii:

2
sinﬂ-% [1 — ctg %) == 1 —gin «.

26. Si se transforme in produse eﬁpresiﬂe:

@) sin 44° 4 sin 16°; b) cos 23° + cos 37°%;

Vi ki b T
€) Sin — —~gin — : d) o3 — — o8 — 1
) 24 g ) 8 g

e) sin 54° + cos 69% f) cos 34° — sin 64°,
27. Si se transforme in produse si cituri expresiile:

@) tg 34° 4 tg 26°; b) etg 31° + ctg 19°;

i Vi 57w b ‘2w
¢) tg ——tg—: d) elg -2 —eter — .
? | 1z AT - s 1D

28. Si se simplifice fractiile:
sin & 4 2 sin 2 4 sin e 5
cos a + 2 cos 2a -+ cos Su |

b) gin 8« 4 sin 6u - sin 4« -+ sin 2e
co8 8x -} cos 6z + cos 4 J- cos Zu

29. 5i se scrie sub o forma mai simpld expresia;

cos dz — cos Sz cos 2% — cos 4

f
cos Ja - cos b cos 2x + cos 4z

30, &i se translorme in produs expresia: e
o 1 5
sin®e ~—— — gosle,
r
2
3L, 8i se arate ei: ; - ;
§in 4o — sin 2z
el oa e e Lo

- — = tg « ctg Su.
sin 4o - sin 2z

32, Si se demonsireze ci:
8in 6z - sin 2u
cos b -}- cos 20
33, 84 se transforme in sumid urmitorul produs:
8 cos 10° cos 20° cos 40 cos (07
3. Si se transforme in sumi urmitorul produs:
: ot & sin (@ —b) sin (b — ¢) sin (¢ — a),
33, Si sc demonstreze ci:
cong -+ cnaﬂi +cass—r'- u——’—.
7 7 1) 2
Ind. Se inmulfesec ambii membri ai egalitdlii cu 2 sin ?'ZE, apoi e translormi pro-

dusele in sume.
Si se demonstreze identitdtile:

36, @) cos « 4 cos (120° — o} + cos (120° 4 o) == 0; i § i
b) sin 3& = 4 sin (60° — o) sin (60° + a);
¢) sinsa 4 cos o - sin 9% + cos 2o - sin 8¢ - cos Sx =
= o 7 ® T w
=42 cos|— -+ —|cos | — — —- | cos | 20 — T |,
foani it gl ke =0

87, a) 2 (sin? o 4 codt o L sin? o cos? @)? =sin® @ 4 cos® w - 1,

b) cos® a + cos? (& -+ B) — 2 cos « cos B-cos (o - B) = —sin? @,
38. @) sin « + sin B + sin v —sin (@ +B+7v) =
I =4_sinm*2kﬁsinﬁ-;\(sinT+“,

b) sin® « 4 sin® B + sin? Y+ 2 cos aocos B ocos v =

z&siuo"+§+vsm‘a+3+?' Bk 'nu———-w—f_ﬁhY

sin L] 2
2 2 2
Si se demonstreze ¢ pentru toate valovile admisibile ale unghiului @ au loc identi-
titile; ‘ ; '
: : , 2
3. a) tg z +1g 20 —1tg 3@ = —ig @ tg 20 tg 32;b) _cu_sx}....r____tg L 1
: 1 - sin 2% 4

03




49,

94

tg 24 2 ig 224+ 4 tg 4o 4- 8 ctg 8 = oty 2.
84 se demonstreze ed dacd cos(e -+ ) = 0, atunci are loc identitatea:

sin{« -+ 28) = sin o.

Ind. Se inmu]lf,e§te prima relatie cu 2 sin B, apoi se transforma produsul in sumi.

5d sc demonstreze cd dacd « + ¥ = ¥, atunci are loe identitatea:

cos® @ + cos? B - cos® y—2 cos @ cos B cos y = 1.

- Ind. Sefoloseste relatin cos®(a 4 B) = cos® ¥ (consecintd arelatieic 4 B = ¥,

. S#sedemonstreze cii daci cos @ cos y cos z =% 0, atunciareloc identitatea:

cos(z -+ y -z} = cos & cos y cos z(l —tg @ tg y—1ig ¥y tg z—1g z ig a).
Ind. Se cos(x 4+ y -+ z).

54 se demonstreze ci dacd @ 4 3 4 ¥ = ®, atuneci:

B

a) sin @ -+ sin B -+ sin v =4 cua%cus-é—(ms%;

dezvolta

g

b) cosf—-l-cos-——-}-cosl:é cos =
2 2 2

N s . : ;
. 54 se demonstreze cd dacit «, @,-y sint unghiurile unui triunghi, atunci:

£
2

B el L
(oL e U IR U TR — 3 8
+g2g2+ Bt

tat
g 18

Si se demonstreze ¢id pentru orice k € Z si # + y + 5 = w are loc identitateas
sin 2kz -+ sin 2ky + sin 2z = (—1)k+ 4 sin kz sin Ly sin ka

Ind. In identitatea 88, a) luim o = 2k, B = 2ky, v = 2kz.

Daci m+[3—}-'7-+8=2‘n: atunci:

a) sin « -+ gin B 4 8in y 4 sin § =

u—l;ﬁ sin13 i xezinT-i-{zt s

= 4 sin —
2 2

b) cos ¢« —cos B—ecos y—cos 8§ =

st ] sinB+YcosY‘+a.
2 2 2

= 4 sin

Sa se demonstreze egalitifile:

15

1o 8
@) arcsin — = arccos — ! ;
17 GL7

8
b) arccos — = arctg
? 17

. 7 7 9 . &0
¢) aresin |[— — ) = —arctg — ; d) arccos | — — | = T — arcsin — .
25 24 3 41 &1

; : y o AL : : 15
Ind. a) Se introduce notafia « = aresin — si se jine seama cé sin o = —
{ 17
; 7
s ¢ e |0, =
9

=

Sa se caleuleze:

: b ) ; 3
a) sin (‘.1 aresin gJ, b) sin (2 aretg 3); ¢) cos (2 arccos —]; d) cig (2 arctg --
5 2

N

Ind. a) Se introduce notafia & = arcsin -E— si se folosegte identitatea sin 2a =
5

= 2 sin « co8 .

: 5 il =
50. a) cos {arcsin —?L — arecos -—) s b) ig (arctg — — arcelg ") H
) 13 4

) i t, B aresin g )
¢) sin |arctg — — — e
( & 15 17

g B o i i
Ind. a) Se introduc notafiile & = arcsin --, B = arccos iy si se folpsegte idens
5 :

titateas:
cos(e — {3) == cos & cos B 4 sin a sin {3,

S& se domonstreze identititile;

51, @) sin (avccos &) = /1T — a¥;

b) sin (arctg @) = —171—:_,_:;—_9-;
¢) sin (arcetg x) == ~—--—-—~‘_1.__ ;
Vi a?
Ind. a) in identitatea | sin « | = |/T— cos’ sc iu & = arccos 2. Identitatea are sens
pentru < [—1, 1].
52. @) cos (arcsin @) = |/1T — a%;
1

b) cos {arutg E) = W_ﬁ;

¢) cos (arcetg x) 2
3 g T= e ¥
R Vit e
Ind. In identitatea |cos «| =
T 0w
Rty ] i
-5 3)

53. a) tg (prcsin x) =

1

e ge ia o =arctg & §i se fine seama cd
|/ 1 Lga

b) tg (arceos x) =

¢) tg (arcctg a) =

Ind. b) In identitatea tg e = i sc ia & = arceos @, observindy-se ¢i « < [0, 7], Iden-

. cos «
titatea are sens pentru @ & [—1, 0) U (0, 1].

V==,
G e el

54. @) ctg (aresin ) = =

&
b) ctg (arccos 2) = W—mﬁ;

il
¢} clg (arctg ) = —.
x




83 se demonstreze egalititile:

A
55, @) arcsin = + arcin — = —3
T 17 T2

-

™
i) arccos 0,5 - arccos 0,6 = Vi

5 8
Ind. a) arcsin L arceos —— s
17 47

1 1 T
56. a) arctg — otg — = —3
Jaglncen it
1 1 1 1 T
b) arctg—-l-arctg—-—i—arctg—-—l— arctg — = -~
3 b5 7 8 4

Ind. b) Grupind doi eite doi termenii din membrul sting al egalitafii, se aplica de |
citeva ori formula (3) de la pet. 57

: R
5% a) arcsin 12 avesin 3 . arcsin —e
13 5 65

. 4 15 84
) arccos — — arceos — = arecos —;
5 7 85

2
¢) arcetg %—-arcctg 8 == arecctg 17,

= arctg —

o =

58. a) arotg-% -+ 2 arctg

3=

A 1 7 3
b) arcsin -— — arceos — = arcecos — ;
) e 25+ 2 25 5

Si se demonstreze identitafiles

142
59. ¢) 2 arccusv ; = arecos T; -

f

b) 2aresin @ = arcsin 2 VT —a?

208 o .
= vl +; ge 13 & = arccos .

Irnd. ¢) In identitatea | cos %

Identitatea are sens pentru z & [—1, 1]

60. ¢) 2 arccos & = arccos (222 —1);

= TW.

b) 2 ﬂ.rﬂtg T + arcsim
1 + &
—1 g1 0 {-:u arceus & \-.<__: T

™ : . ‘ ,
Ind. a) Daci 0 < arccos & < -)—-atuncl cos (2arccos @) = 2@
:

Identitatea are loc pentru & & [0, 11

Capitolul IV

Ecuatii trigonometrice

§ 17. Multimea unghiurilor care corespund unei valori date
a unei functii trigonometrice

58. Determinarea unghiurilor pentru o valoare dati a fumctiei trigono-

metrice. Ne propunem si determinidm multimea unghiurilor (arcelor) pentru

care valoarea unei anumite functii trigonometrice esle un numdr dat e.
Arcsin @, Numirul @ se veprezintd pe axa Oy prin punctul Q (tig. 74).

Paralela la axa Oz, dusi prin acest punct, intersecteaza cercul unitate in

doua puncte distincte, intr-un punct, sau nu-l intersecteaza dupa’ cum

la|<1l(—1<a<), la|=1(a=+1),sau [a| >1 (a << —1 ori @ > 1).

Daci |a|< 1 (fig. 75, a), sinusurile unghiurilor « - k27 si m—a-t-k2n
(k € Z), $i numai ale acestor unghiuri, sint egale cu a; daci |« | = 1 (fig. 75, b)
37 o oy i
sinusurile unghiurilor -72i+ k- 2w 51 7 + k- 27 (k € Z), si numai ale acestora,
sint egale, respectiv, cu 1 si —1; dacd |a| > 1 (fig. 75, ¢), nu existd nici un
unghi al cirui sinus sa fie egal cu a.
in concluzie, oricare ar fi numdrul |a| << 1, existd o multime infinitd de

unghiuri (arce) al cdror sinus este egal cu a; ele sint date de formulele
«t+k-2msin—oatk 2n (k€ Z) '

si se noteazd Arcsin a.

Observ.atfie. Avind in vedere y
egalitatea

{“"i‘k'g’?}u{ﬁ—o&—}—k-Zn}: /
={“+2k'7¢} ] {"‘d.—l-(gk—{—fl)n}: ‘ / 4

— (—1)eat kr (k € 2),

putem scrie concentrat:

\ o /4 ¥
o fiind unul dintre unghiurile al caror

sinus este” egal cu a. Fig. 74.

Arcsin a = (=W a+kx (k€ Z), (1)

7 — Trigonometrie anul II liceu




Fig.

Pe de alta parte, observind it putem lua o = arcsin a (v. pet. 39), formula
precedenti capata forma definita:
Arcsin @ = (—1)" aresin @ + kn (k€ Z)1 (17

Lzemple

3
2

= (—p wresin G2 4 k= (AR b hn (ke 2)2

1) Aresin
2) Arcsin 1= (~1}Z 4k (k € 2)

- Arccos a. Numirul a se reprezinti pe axa Oz prin punctul P’ (tig. 76).
Paralela la axa Oy, dusa prin acest punct, intersecteazi cercul unitate in
doud puncte distincte intr-un punct sau nu-l intersecteazi dupd ecum | a | << 1,
o =" s [ =) R ' :

SRS : Daca |a| <1 (fig. 77, a), cosinusurile un:

o4, ghiurilor -0 -+ k- 2n (k € Z), si numai ale ‘aces-
tora, sint egale cu «; daca |a|=1 (lig. 77, b)

~ cosinusurile unghiurilor b2z si® 4 k-2 (k € Z);
$i numai ale acestor unghiuri, sint egale, respec-

tiv, cu 1 si —1; dacd | @ | > 1 (fig. 77, ¢) nu existd

nici un unghi al cirui cosinus sa fie egal cu a.

In concluzie, oricare ar fi numdirul | | =
existd o mulfime infinitd de unghiuri (arce) al ciror
cosinus este egal cu a; ele sint date de formula - o =
k- 2r (k € Z) si se noleazd Arccos a. :

Asadar:
Fig. 76. Arccos a= ta- k- 27n (k€ Z), - (2

! Trebuie facutd o distinetie neta intre multimile Arcsin a st arcsin a. Prima veprezinta
multimea tuturor unghiurilor al caror sinus este egal cu @, pe cind a doua contine numai

sl o : 7o T ol Y :
unghiul din intervalul [—- ~—, = al cérui sinus este egal cu a. Asadar arcsin a(_ Aresin a.
g 2
: o " . T . 2 o . i T
# Esto evident ed in locul unghiului - poate fi luat oricare dintre unghiurile 2 .2,
a :

o

- T T 3 . 0 6o S
1—3—, —5 = etc. Acelasi Iueru este valabil si pentru multimile de unghiuri Arccos a,

Arctg @ si Arcetg a, considerate in cele ce urmeazid,

98

b

Fig. 77.

« fiind unul dintre unghiurile al ciror cosinus este egal cu a sau incd, daca
Juim o == arccos a:
Arccos a = —arccos a + fi« 2m (k € Z),

(29

E;femple :
, 1 2w 1, A
1) Arccos [M %] == -arecos (~ j;) S L 5 + k2w (k& Z);

2) Arccos 2 nu existi. — i
Arvetg ¢. Numirul a se reprezinti pe axa tangentelor (fig. 78) prin punptul R

—_—
Daca « este unul dintre unghiurile formate de raza vectoare ur;?taraz Oﬂn{
eu axa Oz, atunci este evident cd tangentele unghiurilor o - ke (k€ Z), a1

numai ale acestor unghiuri, sint egale cu a. i T
Prin urmare, oricare ar fi numdrul a, ewistd o mulfime mfm:.t? e un-
ghiuri (arce) a ciror tangentd este egald cu a; ele sint date de formula

ot kn (ke Z)
si se’ noteazd Aretg a. In concluzie,

Arctga=oa+ kr (ke Z), (3

¢ fiind unul dintre unghiurile a caror tan-
genti este egald cu @ sau incd, dacd fixam

acest unghi:

Arctga = arctga + kn (k € Z); (3)

Ezemple

1) Arctg | = arctg 1 + k=

;=~Z—-|"‘1”'r (ke );

2) Arct:g (—1) = — % + ke




Arcetg . Numirul a se reprezinti

2 : pe axa cotangentelor (fig. 79) prin
punctul D. Dacd « este unul dintre

¢ unghiurile formate de raza vectoare

: Lt -

5 unitara OM cu axa Oz, atunci co-

tangentele unghiurilor ¢ +- k= (k € 2),

si numai ale acestora, sint egale cu a.
- Asadar, oricare ar fi numdrul a,
existd o mulfime infinitd de unghiuri
(arce) a cdror cotangentd este egald cu a;
ele sint date de formula o + kn (k € Z)
st se noteazd Arcctg a. .

in concluzie,

Aﬁrcctg a= o:;-}— e (ke Z), (4

Fig. 79. ' o fiind unul dintre unghiurile a caror
cotangenta este egalad cu a.

La fel ca mai sus, daci fixim unghiul « luind « == arcetg @, formula pre-
cedentd devine:

Arcetg a = arcctg a +- kn  (k € Z), (4
Exemple I
1) Arcetg 1 = arectg 1+ kn =%+ kn (k€ Z);

2) Arcetg (— 1/3) = 150° + k- 180° (k € Z).

59. Ecuatiile trigonometrice elementare

Definitie. Fgalitatea care contine necunoscuta nwmai sub semnul functiei
trigonometrice §i este satisficutd nwmai pentru anumite valori date necunoscutei
se numegte ecuafie trigonometricd. ‘ ; ‘ '

Acele valori care satisfac o ecwafie trigonometrici se numesc rdddcinile
sau solufiile sale. A rezolva o ecuatie trigonometrica inseamna a-i determina

Ecuatiile trigonometrice:

sin = a; cos ¥ =a; lg ¥ = a; cig = = a;

unde a este un numir real dat, se numesc elementare i au o importani{a deo-

sebita datoriti faptului ci, de obicei, rezolvarea unei ecuatii trigonometrice -

se reduce la rezolvarea uneia sau a mail multor ecualii trigonometrice ele-
mentare, : ‘ s
Rezolvarea ecuatier sin @ = a. Dach | a | > 1, ecuatia nu admite radacini.
De aceea putem presupune |a | <C 1.
Radacinile sale sint unghiurile al ciror sinus este egal cu a si deci

& = Arcsin ¢ = (—1)* arcsin a 4 kn  (k € Z).
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- Egemple (L p

Sd se rezolve ecuafiile:

1j sin @ = [-/~2—2
i V2 L= (< E b (ke Z)

Obtinem: x = (—1)* aresin ==+ lepes Al o o BT ( e Z).

2) sin @ = — -"17—.
- . 1
Obtinem: a = Aresin [—— %) = (—1)* aresin [~ ?] + kr =

= (— 1)k [— %] b= (=0 S (k€ 2).

3) sin 2 = 0.

Obtinem: = Arcsin 0 = (—1)# arcsin 0 4 kn = hkw (k € Z).
e f o - alosile L (T 1
Se spune ci functia sin @ se anuleazd pentru valorile kw (k € Z). bl
Rezolvarea ecuafiei cos x = a. Ca siin cazul precedent, ecuatia are radacini

pumai pentru | a | < 1 §i acestea sint unghiurile al caror cosinus este egal cu a,
adica ,
@ = Arccos @ = - arccos a + k-« 2r (k€ Z).

Exemple

Sii se rezolve ecuafiile: 1) cos &+ 1= 0.

Obtinem: & = Arccos (—1) = -arccos (—1) 4 k- 2r = Lntke 2n=n
4+ k- 2n (kEZ) :

2) 2 cos a— |/ 3=0. :

Obtinem: & = Al."crcos'—/i§ = 4 arccos l%.ﬁ + ke 2n = :1: 'E- + k- 27
' T (k€ Z).

3) cos z=0.

Obtinem: & = Arccos 0 = + arccos 04k 2n= | —12: + ke 2 =

-

= = Exn(k = Z) (pentru ultima egalitate vezi aplicatia de la pet. 8).
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Prin urmare functia cos @ se anuleazi pentru valorile —- Lkn (k& Z).

Rezolparea ecuatiei tg © = a. Ridacinile sale sint unghiurile a céror tan-
genta ' este egald cu a, adicit ' '
@ = Arctg a = arctg a - kn (k€ Z).
Ezemple
1

Sé se rezolve ecuatiile: 1) tg a:-——l/—— 0.

5]

L in general, prin valorile care anuleazd o functie datd f(z) (sau zerourile acestel
funetii) se intelege multimea ritdacinilor ecuatiei f(x) == 0.
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‘Obtinem: = = Arctg ELp

V3

2 tget+3=0.

R T S
= aig ot ke =2 bk (ReZ)

3) tg 2 = 0.
Obtinem: 2 = Arctg 0 = arctg 0+ hn= +hn (k€ Z). :
Prin urmare functiile sin @ si tg @ se anuleazd pentru aceleasi valori.

Rezolvarea ecuapici ctg a = a. Radacinile sale sint unghiurile a céror
cotangentd este egala cu a, adicad

z = Arcetg a = arcetg a 4 kn  (k € £Z).

Eaxemple. Si se rezolve ecuatiile. 1) |/ 3 ctg & — 1 = 0.-

Obtinem: a = Arcetg—— == arc'-c',tgl-/-r?1 +hn="14kn (.k € Z).

. VAR 3 3

Q etgat+1=0

Obtinem: & = Arcctg (—1) = arcetg (—1) + k= ?—E-]L hn. (ke.2).
3)'etg 2= 0. ‘
Obtinem: @ == Arcetg 0 = arcctg 0 + kr = % +kr (k€ Z).
Prin urmare functiile cos .z si ctg @ se anuleazd pentrii ‘aceleagi valoti,
Aplicatie. Sd se rezolpe ecuatia:

sin (az 4+ b) = ¢,

writle == 0kt e | Y

Solugie. Obtinem:
az + b= (—1)k aresin ¢ -+ kr  (k = Z),

de unde

= %{J—b + () snosin o o kb, (k&2

§ 18. Functii trigonometrice de acelasi nume egale

i 60. Egalitatea a doui funetii trigonometrice de acelagi nome. Fie unghin-
rile w si v. Ne propunem sa stabilim relatiile dintre ele, in ipoteza ca functiile
trigonometrice de acelagi nume ale acestor unghiuri sint egale. Pentru aceasta
folosim relatiile:

Arcsin (sin @) = (— 1) @ -+ k=; Arccos (cos ’Z‘) o= i'r 4 lov 2m;

Arctg (tg @) = x + krm; Arcetg (ctg @) = x4 k. (k& Z)

 In ultimele dona relatii trebuie ¢a functiile tg = i ctg = s& aiba sensin punet-l-.l.l z.

102

‘Obtinem: @ = Arctg (— l/.g) == cu'ct.g(-— 1/73) +-fem = — —;—I— hm (R < 4

Demonstragiile acestor formule_fiind analoage, ne qcuiaém de prima dintre
ele. Notam sin w3=y. Conform formulei (1) din § 17+ '

Aresin (sin 2) = Aresin y = (—1)Fa 4+ kr (ke Z),

o fiind un unghi din unghiurile al caror sinus este egal eu y. Evident, = este
un astfel de unghi. Prin urmare, inlocuind in relatia precedenta pe o cu 2,
obtinem: :
Aresin (sin 2) = (—1)* 2 4+ kn (k€ Z),
U ; ' e.c.tud.

" sin u = sin o, Unghiurile u, al caror sinus este egal cu sin o, sinl date
de relatia: ' '
u = Aresin (sin v) = (—1k v 4 kn (k € Z).

Reciproe, daci u = (—1)* v -+ k= (k € Z), putem serie:

[ 9+ 2 k= pentru k par,
SR 4~ 2 kx pentrn k impar,

de unde:

sin w = sin (v 4 2 km) = sin v (pentru k par), |

sin w = sin (% -— v + 2kx) = sin (T — v) = sin v (pentru L impar),
adici: ‘ ’

sin w = sin v,

‘Asadar, sinusurile unghiurilor w §i v sint egale atunci, si numai atunct, cind:

w=(—1)kv 4+ k= (L e Z).

cos w == cos v, Unghiurile v al ciror cosinus este egal ew cos v sint date
de relatia:
w = Arccos (cos v) = 4=v k- 2n (k€ Z)..

Reciproc, dacd uw= v -+ k- 2% (k € Z), obtinem: .
e (2 - k- 2m) = cos (4v) = cos 2.
Asadar, tangentele unghiurilor w st v sint egale atunci, $i numai atunci, cind :
| " e kot B On (R ).

tg u =-tg ». Unghiurile u a ciror tangenta este egald cu tgo sint date
de relatia: _ - ‘ : T '
S u = Arctg (tg o) =v + kn (k € Z).

Reciproe, daci u = v + kr (k € Z) §i unul din unghiurile u, v este diferit de
%—]— kn (k € Z), obfinem:

sy LR tg u = tg (v + k) = tg o. :
Asadar, tangentele unghiurilor u gi v sint egale atunct, gi numai atunci, cind:

w=nu-+kr (k € Z),

unul din aceste unghiuri fiind diferit de %_—|— kn (k€ Z).




ctg u = clg v, Unghmm]e i a ciror cotangentﬁ este- egalé cu ctg'v 'smt
date de relatia:

u = Arcctg (ctgv) =0 + kr (b € Z)

Reciproe, daci u = v —I— ke (k EE Z) gu unul dm unghlumle U, v este dlffmt de
b (k € Z), obigmem
ctg u = ctg (v -+ kr) = ctg 0.

Asadar, cotangentele unghiurilor w si v sint egale atunct, §i numai atunci, cind:
w=1y +kr (k € Z),

wunul din aceste unghiuri fiind diferit de hw (h € Z).

G1. Ecuatii de forma sin [(2) = sin g(2) ete. Ecuafia sin f(x) = sin g{a )
exprimind emhlalea ‘sinusurilor a doud hlnc‘ru, confmm celor spuse mai
fnainte, este “echivalenta o' “ecualia:

fla) = (— 1)t gla) - = (k'€ Z).
Ezemplu. Si se rewlve ecuatia:
sin 4@ -+ sin 22 = (.

Solutie:
Ecuatia poate {i scrisi sub forma echivalenti:

sin 4o = —sin 2z

sin 41 = sin (—721!),
de u_nde:
4o = (—1)® (—22) + kr (k € Z).

Pentru % par obtinem:.
by = —2x -} 2km,

adicd

pentru & impar:
. b = 7 -+ 2z 4 2k,
adica '

@ =—;5-+kr=_.

Prin urmare, ecuatia datd este satisfacutd pentru

skl 3 t ek
heZz 2 : ‘heZ

Eecuatia cos {(x) = cos g(), exprimind egalitatea cosinusurilor a doui
functii, este echivalentd cu ecuatia:

fla) = 42 (a) + k- 2n (k € 2).
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Exemplu: Si se rezolve ecuajio:
sin bz sin @ = sin 4z sin 2.

Solujie. Transformind produsele de sinusuri in diferente, obtinem:

=

1 (cos 4z — cos 6x) = % (cos 2a — cos 62)

cos 4 = cos 2z,
de unde: |
g 4o = L0+ k- 27 (k € 2).
Ecuatia datd are radacinile:

sau, cu altd notate:

S o i 3 Blnr _
se{ig], Y tihes = {1,

Ecuatia tg f(z) = tg g(z), exprimind egalitatea tangentelor a doud funeti,

este echivalenti eu  ecuaia:
=gl R e B,

cu conditia ca, pentru sadacinile ultimei ecuatii, valorile uneia din funectiile

7“ i Api ] Ui ] \ = ]

[(2), g(2) s fie diferite de 5 +hn (k€ Z)
Exemplu. Si se rezolve ecuatia:
tg 2® = ig 22.

Solutie. Obtmem ceuatia de gradul al doilea in a:

2:1: +km (k E VAR
cini sint reale dacd, si nuin_ai daci, realizantul

ale carei rada

adici pentru k=0, 1, Doy
. Rezolvind ultima e‘clliai,;is, obtinem:
s=14 [/T¥Fka (=0, 1,2
Pentru aceste valori: _
tg 26 = tg 2(1 = /T m) exista.
Prm urn.‘lare, ceuafia datd are radaclmle

m-i;i:l/i—]—kw: (=01, 2




: f_..r'ua_!r.a ot flx) = etg g(z) 9\1)1‘1nnnd egalitatea cotangentelor a doud
unetit, este echivalenta cu ecuatia: ;

flo) = g(a) + ke (k €°2),

cu’ éonditia ca, pentru radacinile ultimer ecuatii, \.1101‘110 uneta din funcLula

f(x), gla} sa fie diferite-de kn (k € Z).
Exemplu. Sé se rezolve ecualia:
ctg 20 -+ tg 2=,
Soluiic. Obimem:

cig 2r = —tg @

e w g
ctg 2z = ctg (E - g;),‘
=" taothn (ke Z)

2="+kn (ke Z),

Insa pentru aceste unghiuri funetia tg » (sau ctg 2z) nu-are sens. Prin
urmare, ecuatia data nu ave niei o radaecini,
) ?b 5‘65 vatle, hcga;ule de acest tip se pot rezolva g altfel, s1 anume
ransformindu-se in produs suma sau  dif i 11 o0 ‘
] I iferenta  functillor tr i
de acelagt nume, : ; t & Nemgmee
De exemplu, pentru ecuatia:

sin 4z 4+ sin 22 = 0

obtinegm;

L]

2 s 32 cos z = 0.
Ultima ecuafie este echivalentd cu ecuatiile:

a) sm 3z =0; b) cos 2 =0 s.am.d.

§ 19. Ecuatii .trigonometrice reductibile la ecuatii elementare
si sisteme de ecuatii trigonometrice

2 m?ezi Ecuatu t;gu{l}mnietnce reductibile la ecuatii eare contin aceeasi functie
uiasi ung nele ecuafii tri
gonometrme se  transforma

1deut1tatllu1' trigonometrice in e a]utOI'UI-f~’

ecuatil care contin aceeasi fun
unghi. in wn‘ibmm,‘a rezolvar : a ﬂﬁﬁhlld$1

y avea lor. se reduce, in ‘general, I
a rezolvarea u

ecuatii algebrice in care necunos 4 hmuhe:[—

cuta este o tunc 1e trigonometri
ce trebule determinat,. . : ! g Sl e e
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* Exemple, "1)°S& se rezolve ccuafio:
2 cos® & — 2 sin @ + V 35111.1—-2-—— o,

hrul sting i tinind seama de iden-

Solutie. Trecind toli termenii in mem
uatic de Omdnl al doilea in sin 22

iitatea cos?a = 1 — sin? x, obtinem o cc
2 sin® @ 4+ (2— 1/ 8)sin & — 1 Bl

de unde: - :
L3 e fa/3 s 2 3L LR
4 : &

Prin urmare, ecuatia datd esto echivalenta eu ecuatule:

@) sin o =Q; b) sin,_a_;;m—l,

ale carer radacini sint, respectiv:

B R

Agadar:
' U {(—mﬂ_; + zm} .

heZ3 heZ2

= {(—1)"‘%4— hrz,}
-2y 8¢ -se remlve ecuafia:
X

1—s@nm'=5i19(;—5]=

“Solufie. Membrul sting se poate serie sub forma:

s P ™ i -
1 — cos (7 — 1] = 2 sin® (T == —J

4 2

Prin urmare, dupa reducere, ecuatia devine:
?

v g ™ &
gin? l.; = —} =0,

4
_de unde:
T = o (k € z)l.'
3). Sa._ se. rezolve ;-gﬂua,tia.-

sin® z cos 32 -+ cos? z sin 33:: %
Solufte. Aplicind fnrmulele pentru functiile trigonometrice ale unghiulm

tmplu
¢in 3z = 3 sin & — 4 sin® z;.c08 3z = & cos® & — 3 cos x,

Lk, fiind un numir intreg arbitrar, a putut fi inlocutt cu —,




~dupi -~ transformiri, obtinem:
3 sin & cos x (cos® & — sin? ) = >

Tinind seama de identititile:
S. ; & Q I — e - -3 v :
2 sin @ cos @ = sin 2x; cos? 2 — sin® @ = cos 2w,

ultima ecuatie dcvineé
sin 22 cos 22 = %—
sau, aplicind din nou formula pentru sinusul unghiului dublu;
sin 4z = L~ ’
i3 2

ale carei ridicini sint:

1
z &= Z[ (1% arcsir.t—.;—-}- Iﬂf] = <_1)k2l;

rezolve ecuafic:
sin (# 4+38°) _ 3.
sin (¢4 5) 5
Solugie. Formam proportia derivati:
sin (z 4 8°) -} sin (@ + 5°) 345
sin (¢ 4+ 5°) —sin (@ + 8°) 5—3

ansformind suma si diferenta de sinusuri in produs, obtinem:

sin (2 4+ 4°) cos 1°
cos (@& 4 4°) sin 1° -

tg (v + 49 = 4 tg 15
de unde:
| e —4° 4 arctg (4 tg 1°) 4- k- 180° (k€ Z).
63. Ecuatii omogene in sin x si cos a. Ecuatia

ay SIn" 2 in" 1z cos inie2 =
o -+ a; sin™ ! cos @ 4 a, sin" 2 cos® @

5 0 @+...+ancosn$—0,
trigonometrica A in sin @
L 0] Omogenak m sin @ f’il cos .

Consideram ag, == 0. Imp#rii 1hii

. o 7= 0. Impéartind ambii membri ai ecuatiei n i

Fae : | el ;

ecuatia de gradul n in tg x: PRl T s

atgh @ aptgt a4 L a =0

cal B, PBZOI V a:ta imn ra [)01‘!3 cu te @ : :
5 A &, ne {:Onduce la 1 ﬁl l , i oecuat .[ i elein i
: : : B 3 ce u encare
de fDrma ' tg r=a (a _rea]). \
T (] E] ¥ d 5 descoln UL t;. ; 1 e i
: y p 1¢ 1 ecuatla cos & 0 ?1 (0] ct.lat» e

unde cel putin 1i '
‘ putin unul din numerele gy @y« « ., @y este nenul, se numeste ecuatie
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Observatie: Prin impartirea ambilor membri ai unei ecuatii cu
cos® o se pot pierde rddacini (acele radacini ale ccuatici care sint, tolodata,

radacini ale ecuatiei cos™ x = 0). In cazul de fatd nu se pierd insi radacini.

Intr-adevar, fie 2, o radacind a ecuatiei cos® @ = 0. Deducem:
cos @y = c0s? zy = ... = cos” zy = 0.

Dach a, ar fi radécina si a ecuatiei date, ar trebui ca ag sin” T == 0, adicd
sin @y = 0, ceea ce este imposibil, fiinded functiile sinus §i cosinus nu se anu-
leaza pentru acecasi valoare , a argumentului,

Exemple. 1) Sd se rezolve ecualia:

Srase\ 1/ 3sin @ + cos z = 0.
-~ Solutie, Tmpartind ambii membri cu cos @ si separind termenii, obfinem
ecuatia echivalenta: :
V'3
LEid = ey

de unde: 7

2 84 se remlve ecuafio:
sin® » -+ cos‘a;-=%. :
Solugie. Ecuatia se poate omogeniza folosind identitateas
gin? 2 -+ cos? z = 1.
Obtinem: ,
s : 1,.
sin® x + cos® x — T (sin? & 4 cos? )’ =0

sau;
in® x — sin? o cos® & — sin® @ cost & - cos? =10,

Imparind ambii membri ai ecuatiei omogene cu cos® z, obtinem o ecuatie
in tg x: _
; tg“m—-tg“*m-—tgza:-{—’lzﬂ
sau, grupind termeniis

igho (1g7 2 — 1) — (1gt e — ) =0,
adica: '

(g 0 =1 (g o+ )=

de unde se obtin ecuatiile elementare:

tg & = 41,
ale caror radacinl sint: y
! T
z = — -+ km
0 =5
si a2
' . |
/ m.—_~—£‘-+kﬂ (k€ Z).

P
=)
{4 1




! < adich o® < a? + b3

|

Asadar ecuatia dati are
radacinile:

i if-g—{—rim:

g
NV
Plesupuumd aceasti cnndltle indeplinita ‘g finind

Aceasta ecuatle &re-*rﬁdécini daca

seama - de relatia

(k € Z).

se determina radacinile ecuafiei:

= by 2
@ arugb,

Observatie Arcele

( =L Ar} au extremitatile
heZ

o ¢ by b (e B)s
@ = (—1) arcsin ST s flﬁ‘— BRCUE: ( 1= )

e ke gaTan R Egemplu. Si se vezolye ecuafio!
in punctele o 5 - apartinind '

ik i e V/sin - cos 2 — 2= 0.
cercului unitate (fig, 80), iar o 1 tant
aluele{—- LR ],,T} Im exire Solugie. Impd1tmd ambii membri cu ]/3 i trecind termenul constamw
: REZ, v o in membrul drept, obfinem:
]
mititile in punctele Bﬁ '72- ot _1_?cﬂs - l_/*j
Prin urmare, 1.1(1.101111]0 ecuatiel i :
date si numai ele, sint arcele r i i : i devine:
G 4 precedentd devine:
- cu originea i punctul A gi ex- Set t—/_:é =B T loeianl precedenta ¢ -
tremitatea intr-unul dm aceste ' - a g
Fig. 80. puncte. Insid punctele —4— 3—- : sin @ cos -b—-—J.— cos ¥ e-sm i 17_3 3
5?—, 17— fund virfurile unui patrat (v. aplicatia de la pet. 8), putem serie-. sau: £ h
| ey + 2 5 e
_ & sin | & - — | =
. radacinile ecuatiei sub forma concentrati, ( 5 6]
| p=g k=2 kT (ke 2). gl do unde:

2 = (—1)t _—|-Im—-"6— (k€ 2).

64. Ecuatia liniard in sin @ si cos 2. Ecuatia | i
ain srna:su cos z. Pe de
Metoda substitugiei. Ecuatia liniara este rai;wna]

alti parte, aceste- functii se exprimd rational prin tg ==

asin z 4 b cos @ = ¢,

unde numerele @, b nu sint nule in acelagi timp, se numeste ecuatia liniard .+
in sin @ si cos @ Pentru alegere consideram a == 0.

Metoda unghivlui auziliar. Impirtind ambii membri cu o si notind

. &
1——tg37—

2g

wig

t

b = = : Y in g = ——"—, 08T = .
—=1{g o [— = —|, obt e rind (v, pet. 43): B i g &
= gq [ & < o< 5 linem, pe i (v. pet. 48) i +tg3~g— g 2t tg&?'

in & -} tg @ cos & = —, "

Notind t — 1, se obtine ecuatia rationald:

lui&

v . G o
81 T COS @ -~ COS & SIN @ = — cos @,
@

. v B Rl
sin (@ -+ @) = — cos @. 1+t
a
1 = [
+ 1+t V @t 4 b2
Deci, ultima ecualle devine:

mum+¢y:zj%%%?,

sdu:

Insa cos ¢ =

(e - b)tg—‘.%at—}-c—b;o
b=£0 s A = g? + b* — ¢¢ > 0, obfinem:

- o —etV @ FE— - |
e e bt o ; g

Presupunind ¢ -+

sau;

c
NV,
unde se ia semanul + sau —, dupa o > 0 &au a <.

sin (2 + @) =

de unds:

2 bﬂ_ 2
m—Z[drctgd_L!/t;:c - : -i—Fm] (@_EZ)‘
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Observatii, 1° i x g,
L unctia tg ? nu are sens pentru 2 = w4 k. 2z (ffEZ).

In consecind, radicini iel

. la, radicinile ecuatiei date de forn

R, T _ orma 7 - k- : : '
printre radacinile obtinute anterior. In acest ca—; S A

@ s (7w + ke 27) + b cos (m + k- 2n)=c'
sau:
| c+b=0,
deci ecuatia de gradul al doilea in ¢ degenereaza in ecuatia de gradul intii:
: —2at — 2b = (. .
In concluzie, ecuatia @ sin & -- b cos & = —b este satisficuta peﬁtru- '

z € (m - k2z)ez U { 2 arctg[— i) 4 27 }
) ; a heZ
. s
In principi ' i i
l. principiu, orice ecualle care contine funetiile trigsonometrice al
unghiului  se poate rezo i 1tufl 4 , : o
olva prin substitutie tg 2 = i
p lie g =l De cele mai multe ori

se Obti i i1 g 1
¥ Il 1msa ecua!-ll dlgebrlce in & de gl‘ad SupeI‘iDI‘ a caror
3 d

dificila. In afara rezolvare este

de a rebuie 83
1 : ; ceasta trebuie si se cerceteze dacid unghiurile pentru
care [unc - a ifica .
nctia tgz. nu are sens verificd ecuatia respectivi.
Exemplu. Si se rezolve ecuafia:

sinz—4cos z— 4 =0,

p ¥ 9 b ‘ | 3
B subsl}ltu 1a — I : I
.Sulu e I acl ".d L l.g t, Oh tlIlEIIl ecua JL].a ra tlonala o

I iy e L
1 ¢ 1 4 g2 b=0

de unde:

@ =2 (arctg 4 + kr), (k € Z).

é
l]l Illllllle plel:edel ¢ nu Slnt- msa S]ngu—lele laddcllll ale E(aua;].el dal}e

Tnt - i 11 e
r-adevar si unghiurile {7+ le- 2n}ye 2z (pentru aceste valori tg Z
2

are sens) verificd ecuatia initiald;

sin (w4 k- 2r) — 4 cos (n—{ék-Zn)—fi:sin T—4 cos T—4 =4—4 — ()

In consecintd, ecuatia data are radacinile:

T E w4 k- 2mhez U {2 arctg 4 - k. 211}1:&3

punere in factori

65. Exemple de ecuatii care se rezolvi prin descom
1) Si se resolve ecuatia:

sin z c08 & — sin? & — COs & S & = 0.

Solutie. Grupind termenii, obfinem:

(sin @ cos & — sin® &) — (cos @ — sin ) =0

sau:
sin @ (cos & — sin @) — (cos & — sin 2) = 0,

sau inca: :
(sin  — 1) (cos & — sin @) = 0.

Asadar ecuatia data se descompune in ecuatiiles

a) sin @ =1; ) cos v — sin @ = 0.
Tecuatia @) are radicinile {% + k- 2=l k €'Z. Ecuatia b ) este omogeni
i se transformé in ecuatia echivalentd. 1 — tg 2 =0, ale

fn sin @ $i cos & §
in consecinfa, ecuatia data are

ciirei radicini sint unghiurile{— -+ A%
, 2 =
riadicinile:

me{£+k2ﬂ L%1+kﬂ :
2 kEZ 4 ez

9) Sd se rezolye ecuajia?

sina:—{—cosm—{-—sin:ccosm—-iﬂo.
Solutie. Seriem ecuatia sub forma:
gin @ -+ cos 2 = 1 — sin @ cos 2.
Ridicind la pétrat ambii membri ai ultimei ecnatii si tinind seama de
identitatile sin? x4 cos? @ = 1, 2 sin z cos z = sin 2z, obtinem:
. > 1 .
1 4 sin 2@ =1—51u2m+—4—sm22:1:
gau; :
sin 2z (sin 2z — 8) = 0.
Fiindca al doilea factor este negativ, atunecis
sin 2z = 0,
de unde:>
T
z=k=(k € Z).
2 /
¢ a membrilor unei eciatii sé pot ihtradues

tora se poate face cercetind daca toate rada-
cuatia inifiaid. :

Insa prin ridicarea la patra
vadacini straine. Eliminarea aces
cinile nltimei ecuatii verifica, sau nu, e

Heee’ . 13

&=




Scmnd unghmnlo v=k —(k € Z) sub- furma'

[A 2n pentru k =4k, .
,'1521-;_|_? pentru k = &k 4 1,

o = Tt
kw42 — pentru =4k L4 2,

-k’21lr —}—3%:- pentru kb= 4k" 3,

primul membru 4l ecuatiei initiale are valoriles
smkJ-r-l—cosk'27r—l—smk27:cusk'7a =1—1=0

pentru unghiurile /2x:
sin( '21'1: + ] + cos (k'?m: il ]-1- sin [fc'Z’n: + E] cos (k’zn‘ i -’i] =
2 : 2

S m e 197D b4 :
= sin-— 4 cos — U ) W) o
e 2"+.' 3 + sin s 1=1-—1=0 pentru unghiurile

E'2m - 5 sin (k’2n+ﬂ:)+cos Ua"?r—}—n) -+ sin (k"?n%—n‘) cos (k'2m4m) — 1 =

=sin 7 -+ cos 7 + sin T cos m®— 1= —1—1=—2pentru unrrlnumle k27w,
sm(k2r—|—3 ]+cos (k 2w +3 }—}— sm(k’)‘n: LB ] cos [A’2Tc—|—3 J —1 =
='sin 3 = + cos 3 Z —]— sin 3 ——cos 3——— 1= —1— 1= —2 pentru unghiu

s k21-+3_

A§ dl : vl = T
ad 11 unlal 11110111‘111 lle Jll ! ] 81 li‘l. + sint 1 ddd.C-I ni ﬂ]e
t=) 1 SHE. il
ez

ecuatlel date.

Observa fie. R: |
. Radacinile striine se puieau eli
mina si folosind faptu
ci pnmul membru al ecuatiei date este o functie PBI‘IOdlbd, cu perwadaPZrl

Tntr- j
tr-adevar este suficient si se verifice numai unghiurile 0 < k = < 27 adica
g, =, x, '3-75 Se sonstats nsor o, di furi, 0 si 2
G 5 a ugor cd, dintre aceste unghiuri, 0 st — verificd ecua-
9

L
ia lm‘;mla Pun urmare, radicinile sale se obfin adiugind la unghiurile 0. -
51 — permada leIlLtlel

@ & {k2nliez U { _

1'ézutltat_ obtinut i mai inainte,
d) Sé se rezolve ecuatia:
_ sin 7z +- sin 2 -+ cos 8 — 1 = 0.
Solutze Grupind termenii, obtinem:

(Sm 1z + sin a) — (1 — cos 8z) = 0

gau, tramfmminrl functiile din paranteze in produse:

9 sin 4x cos 3¢ — 2 sin? dx = 0.
Ultima ecuatie este echivalenta cu euua’g.ule.
a) sin 4z =0 b) cos dx — sin 4z = 0.

Fcuatia ) are radacinle 2 :IfT th € z). Pentr a rezolva ecuatla b),
L
¢ scriem sub forma:

¢cos Jdx = COos (— —_ 4;!:]

&

de unde:
= 43:) + U (k€ Z).

Asadar, radacinile ecuatiei date sint: .
= {A-E} U {E + el U {_“_, i ’f_%z}
4 Jres 2 ez 14 7 Jrez

= : 3 ; b1 i
sau, tinind seama de incluziunea {f + k2n c{k —H} :
2 KeZ 4 Jhez

e u{i l‘.g_“} |
mE{ 4}&(—:—2 ’14+ 7 Jresz

d) Sd se rezolve ecuatio:
sin? # + sin? 2@ + sin® 3z sin? 4o = 2.

Solugie. Ecuatia datd se poate scrie sub forma:
1 — cos bz + 41 — coe 8.r= 9

1 —cos 2x , 1 —cosha
2 B 2 + 2 2

cos 2x + cos 4z -+ cos b6x 4 cos 8z = 0.
ecuatie prlmul fermen cu ai pdhulecl, al dmlea cu

Grupind in ultima
d sumele in produse, obfinem:

al treilea si. transformin
2 cos ba cos Sx -+ 2 cos cos @ = 0

saui -
cos bz (cos 3z'+ cos @) = 0,

sau, transformind suma din paranteza in produs:

cos b cos 2z cos o =0

de unde?

Asadar, ecnafia datd de radacinile:

xc{ zf._} U{£+fff}' u{1+_kn}" o
kez A 2)rez 2 =1




Observatie Nadacinil
Bcuatlel Smt ﬂI‘CBJ.e Sl numai dLLJed Tl

mitatile in punctele din f:gura 81,
apartmmd cercului unitate. Tnsi
unctele —, 3 " 19—

P TR T fiind
vu-furlle unui decagon recrulat iar
Z 3— 5— 7— virfurile unui
patrat radaclmle ecuatiel se pot
serie sub forma concisiis

{ fi 10}7(62 ¥ {
+’“‘Z}Aeg

- { g 5 }Red K
}'Jg.‘Bl. { S

2 }Aez

Rezultatul precedent se putea obtine observind incluziunea

e S T

66 Bisteme de ecuatii tngouometrice. Gasirea caii de rezolvare a unux
sistem trigonometri lc esle, in cele mai multe cazuri, dificili. De aceea ne limi-
tam la citeva exemple simple:

1) Sd se rezolve sistemul:

{Sin @ 4 sin y = a,
€T -l— y: b_

Caz particular:

Solufie, Transformam in produs membrul sting al*primei eccuatii:

o e
2 sin __.t A as gl
9

Folosind a doua ecuatic, obiinem sistemul echivalent:

. b s
2 sin — cos = = g,
£ 9

&

@+ y=b.

cu originea in punctul A si extre.

; e :
1n ipoteza c@ sin = =0/fsL —

@__| < 1, solutiile sistemului dat sé obtin
2 sin —
rezolvind sistemul liniar:

T—¥ — 1 arccos -k -2,
2 2 sin —2—

(ke 2)
in cazul particular se obyine sistemul liniar:
T—Y — 4 arccos —;——1— k2w,

9
2 s (k € Z)
2 6

de unde:

Y

2) Si se remolve sistemul:

[ cos @ cos y = a,
1 z—y=>b

Solutie. Transformam im sumi membril sting al prime1 ecuati:

2 oos (a4 y) + cos (2 — y)l =

-

Folosind a doua ecuatie, oblinem sistemul echivalent:
%[cos (x 4+ y) + cos b] = a,
& —y=Db.

fn ipoteza ca | 24 — cos b | < 1, se obtine sistemul limar:

@ 4 y = 4 arccos (2a — cos b) + k2=, h e Z)
{x—y=b

ale carui solutii sint solutiile sistemului dat.




& ) S se rexolve sistemul:

ctgmctgym_-b,

Caz particular: o= 1 — /'3,
Solugie. Imtroducind mnoile necunoscute:
== te &) 0= tgqy,

se obtine sistemul algebric:
sau, dacd b =4 0:

de unde rezultd ¢d w §i v sint radacinile ecnatiei de gradul al doilea?
22— gz +- —i— =0 sam.d.
In cazul particular e obtine sistemul algebric:
b w0 173,
Joww =< 1/3,

de unde rezultd cd u ¢ v sint rTidacinile ecuatiei:

T PR

s Obfinem ;

u=zl—1’ Za_‘—l/—Ss
Ut s 1/3, = 1
sau, revenind la variabilele initiale: ‘

tg o= 1
lwey=—-173

si’

§i
de unde se obtin solutiile sisternului dat:
{_a: =45y 180° [ @= —60° 4 K, 180°, '
7 y = —60° & k- 180° y = 45° + k- 180°,
Iy si k, fiind numere intl:eg}‘ akbitiars. ‘
4) Sd se resolve sistemul:
{ sin & — §in ¥ = o,
cos -~ cos y = b.

+ 3l . s e & \ :
Solugie. Transformind primii membri ai ecuatiilor in produse,” obimem
sistemul echivalent:
e

2 sin

’ T —
2 cos /

in ipoteza ca b=£0, ecuatiile ultimuluj sistem se pot imparii membru
cu membru si se obtine ecuafia:

]

*j”:arctg%+k-w (k € Z).

f L EeE A ; X . :
Substituind valoarea raportului : Y intr-una din ecuatiile sisternuln

precedent, se objine un sistem hniar in o 51 Yy s.a.m.d,

Exereilii

4 se determine forma generala a unghiurilor ¢, fiind date valorile functiilor trigene-
metrice; : . 2

a) siﬁan:lﬁ;b) sinag=1; ¢) sina=— : d) sine =0,

Q
V2
e

&

= i d) cogx = —1.

1
a) eose =10, b)ceosa= 5 ¢c)cone=—
a) tga = —1;b) etga =1;¢) tga = —|/3;.d) ctga =0 \
’in’srehuinﬁnd formulele generale, sd se determine urmitoarels mulfiny de’ lu;agh_i,qéi:

: @) Arésin ['[%], h) Avesin i/_)2; ¢) Aresin (—1).

) Arcecos [_-_1_), b) Arcces V3 ; ¢} Arvccos 1.

2 2
; 5 a,
@) Arctg 0; b) Avcctg [—L], ¢) Aretg)/ 3.

3
V3

Si se gaseascd toate numerele Arcsin Pyt apartinind intervalului [0, 4m].

1 R I ; :
Sa se giseascd toate numercle Arccos {——é—] aparfinind intervalului [—27, 2n].

83 se giaseascd toate numerele Arcctg (—1) apartinind intervalului' [—m, =]
10. 55 se arate ca: ‘ N TR :
2 g
b) Avesin 1 \J Arcsin (—1) = Arceds 0-U) Arcoos 2;
¢) (Aretg 0 Arcetg 0) () (Arcsin 0 — Arecos 1) = Arcces (—1).

a) Arcsin ——I-/—2) U ‘Arlccosl‘/ 2 C Arctg 1 \) Arcetg (—1). -




11. Si se a ¢ i i
SE se arate cd numerele din dreapta sint riaddcini ale ecuafiilor corespunzitoares’

a) 2 sin® 2 = 3 sin® & — sin a; a--‘i, ;
»
2
5) #in (8% L) & 668 S0y — T2, 3B 4
] H Mo e aae k|
(O
i 12. E srul = phdicing . coswm
. Este numirul = ridicind a ecuatiei S_;'L == O
= -— 81N ¥

13. Este numirul — riadicina Gt ‘ T
% radicina a ecuatiel cos 2@ g [a, = Z) —= 02

14. Sint echivalente ecuatiile:

&) cos® z =0 si cos 20 = —1;
5 i —ein ) 4 Bl 5 B % i) e O
clg @ i

¢) |sina|—|cosa| =0 si tgla=1?

e
84 se rezolve ecuatiile:
x4+ 1

15. o) s e e
J m[m q) 1=0; b) 2ocos + 1 =0;

<

c) tghe =0; d) |/ Jetg (3.1:+15°) +3 =0;
e) |sin@|—sin o = 2.

16. @) cos? (x + 30°) — sin? (x + 30°) = _.E_.
9

’

k) sin (24° — @) sin (66° +4- ) = .1_;

e L R sin 2 - 2 cos 3
0s5% 2 sinf g d) BT
1

sin ¢ — 2 cos @ u

e)
e)

f) sin? & cos & — cos? 2 sin & = 0,25.

sin (—2— — JJJ cos 2z L sin (20 — %) sin @ = 0

TEALT e i R
sin 2o = sin Sz; b) sin 8@ = —-sin —

cos 2a
=)

o8 2 ——8in 2

cos (22 + 10°) = cos (62 — 10°);
cos (@ + 1) + cos (. —1) = 0;
2 cos® & — 1 = sin ha.

19. o[ o) e v g
a) 15‘2+30]—tg(2m+60°);

b) ‘té[g-‘—«.z;j: clg“z’ ds 3:1:).

0. : 5t !
20. ¢) cos 3x + 5~ 8in @ = cos 2.
b) sin z 4 cos & — 2|/ 2sin 2 cos @}
v H

e) sin (& 4 15°) sin (2 — 830°) = sin (50° + ) cos (85° — 2);

d) cos? 2z -+ cos? hw = 1,

120

31. a) 2 cos? 2z = cos 22; b) 3 g24z = 1.
99, a) sin? g —sin. 2 —1 =0; b) 2 cos 2z =17 sin x;

¢) 3cos?a—sin®z 4 3cosz=10; d)tga +ctgz=12; ¢) cos? @ |sin @] =

Ind. e) Se scrie ccuatia sub forma echivalenta 1 | sin z|24+4|sing|—3=0.
23, a)|/ 3sin z - cos 2 = 03 b) sin? & — 8 sin z cos + 7 cos? 2 = 03

d) 9sin? @z - 15 sin 92z - 25 cos® @ = 25; : -

e) sind @'-- 5 cos z - 2 sin? x cos® @ = 2.

b) (cos ha — cos 2)? = sin @ +- 5.

sub forma echivalenta |tg 2| + {1 -——cos 2|
cinile comune ale ecuatiilor 1g & == 1 —ecos @

94, a) cosz—|tga|=1;
Ind. a) Seriind ecualia -datd
rezulta ea radacinile sale sint rada
b) Din inegalitatile | cos b — cos 22| | o
L sin @ 4 5> &, rezultd oi cei doi membri ai ccuatici sint egali daca si numai

(cos 4a — cos 2w)® = & §i sin @ + 5 = 4. L ;

25. a) Vﬁcosm-{-sinw:[/ﬁ; b) hsina 4 3eos T =25

e) sin 32 4+ 2 cos 3o = 1.
96, @) 5 cos(2x + 189) — 12 sin(2e 4 18°) = 13;
b) (4sin & —5 cos x)? - 13[4 sin a5 cos x) + 42 =0;

c) |si11wE——luusa:|=‘l.

Ind. ¢) Funetia
= . i
datii este echivalent

&

sin .+ -+ cos o = 1.

27. Sa se determine unghiuri]e unui romb, daeii raportul dintre perimetrul siu si

2178
diagonalelor este egal cu LS/ s

Ind. Se exprimi diagonalele rombului in funcfie de latura si unul
S L ‘

sale.
84 se rezolve ecuapiile:

28, a) cos & — cos ¢ = sin 223 b) 1 — cos 2@ = & sin @}
¢) cos 84:——0056:!::}/5005 T
29. a)

b) sin 9z°4 2 sin @ = sin %;

d) tgz+ tg-2:z! ='sin 37 o9 .

cos @ + cos 3z = cos H@ + co8 T2

c) tgm-{-tg?m:‘tgs.ﬂ; d) cos:t:—l—cns?mruens.‘]:v:‘l;
1 1 1 1 1 1

S ==—3

sin?x cos?a cosec?e
Ind. Beuatia d) este echivalentd cu ecuafia:
j

cos @ — cos 3z = 2 sin’z,

30. a) sin @ - sin 2@ -+ sin 3z = cos & - cos 2o + cos da;

b} sind @ +- cos? & = cos &;
@

2

Ind. Ecuatia b) se poate scrie sub forma sin?z = cos @ sin’x.

c) '1.—|—cu:u;2:v-{-sin:r;=2cosr,2

1

o

=0,

os hx | + | cos 2a [<C2si |sin'd@ - 5| =

‘daca

|sin @|—]cos @|-—1 admite perioada =. in intervalul [0, l;—] ecuatia

& ou ecualia sin a—cos w==1, iar in intervalul [_, w] —cu ecuatia
¥ ( 9

suma

din semiunghiurile

121




31. g sin? o + cos? 2a + cos® 3z = —3—;
Hp) 60aT ook 60s¥ 2w - eos?3e = 1y :
¢) sint® -+ sin® (’s —F—] -+ sint [@-+ 1}: ] :
2 & 3
1"+ cos 2w

c08? o == ———

2 ¥ 2

- e ' 1 — cos 2o
Ind. Se folosesc identititile: sin®a = —
32. Sa se verifice il perechile de numere din dreapta sint solutii ale sistemelor:

-+ y =120°

! (x = 90° g =30°) si (x=390° y=—270F)
gin @ -} sin y = :

[cosm—{—cosy: 5 e - \
‘ (=§+M+MMyﬁZ+W—Mﬂ

l tga+tgy =2
Jy si kg fiind numere intregi arbitrare.

33. Sa se rezolve sistemele:

1
COS 2 COS Y = — gin @ -+ sin y = 0,
2 b){

@)
‘ tg @ —1t = 2:
m._.yzﬁoo; g @ gy ]

cosﬂ:c—cus2y=——;1~,

& @+ Yy =a
d){

sin @ sin y = D.

c)
s 1
sin @ cos Y = — —;
2
34, Sa se determine cos (z + y), daca x i y satisfac sistemul de eeuatii:
sin & -} sin ¥ = @,
‘ si @+ b =0,

cos &+ cosy =0,
Ind. Se caleuleaza b2—a? si b?--a® sau se transformi in produse sise deduce tg
85, Si se rezolve sistemul:

{tgw+tg21,

sin © = cos 2%.

. . : L A [
Ind. Se serie ultima: ecuatie sub forma sin & = sin [_2___,_ 2;;}, de unde

:::::%-—2;]-[—!‘:-27: i @ = 23;-_-;-'“- +(2k + 1)m.
36. Sa se rezolve sistemul:
{ sin @ -+ sin y = sin(z + y),
Jal + |yl =1

Ind. Se gcrie prima ecuatie sub forma:

e : :
2 ¢in = Y [cos el s o5 y] = 0 3i se ting seama de faptul c& inegalitatea
b o 2 & o e 3 \ i

4 b4

|z| - |yl > [k|» 27 este satisfaoutd mumai pentru o = 0.
3%, Sa se rezolve sistemul:

cos = _cos y _ sin(@—y)

.

s b a—b

o

08
Ind. Aplicind o proprietate a rapoartelor egale, sistemul se scrie sub forma -

_ ogosiy oS Eoneasiy | BE AT o (5edtl) , de unde cos ¥ -~ cos y = sin{¢ —y)- sau,
b a—Db a—b

! o L= @€ 7T _?__f.___ 1 14
dupa transtormari, sin T c.os [—i-—— —) cos ( N .D.

& 2




Capitolul V

Aplicatiile trigonometriei in geometrie

STV PR

§ 20. Relatii trigonometrice intr-un triunghi dreptunghie
(] * ? L2 _-.' Sttt OF ! i KL UNL COUEd taaersy) |

S& consideram un triunghi ABC, dreptunghic in A si si notam cu a, b, ¢
‘lungimile laturilor lui. Intre cele trei laturi ale triunghiului avem o relatie
exprimatid de teorema lui Pitagora, si anume:

a?= b+ &

Din definitiile functiilor trigonometrice ale unui unghi oarecare, date
in capitolul II, rezultd ca in triunghi ABC avem:
. b o A b
sin B=-, sinC=2<, cos B=25, cos C = —;
a a @ a

th=i, th=-§-, cth:—bc—, cth=rb».
(4

(4

Din aceste relatii deducem ci putem exprima cateta b prin una din urmi-
toarele relatii:

b= asin B; (1) b=ctg B; (2)
b=acos C; 1) b= cectgC. @"
Rela;iill'e (1) §i (1') se pot exprima in felul urmitor:

Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea unei catete este egald
cu lungimea ipotenuzei tnmulfitd cu sinusul unghiului opus sau
cu cosinusul unghivlui aldturat.

Relatiile (2) si (2') se exprimi prin:

Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea unei catele este egald
cu' lungimea celeilalte catete inmullitd cu tangenta unghiului opus
sau cu cotangenta unghiului aldturat.

Aplicatii. 1° Stiind cd a = 4 cm si B = 15°, sd se determine celelalte laturi
st unghiuri ale triunghiului dreptunghic.

Tmi‘nd seama ci B -+ C = 90°, rezulta ca C = 75°,
Din formula (1) deducem:

b =4 sin 15°

67. Relatii trigonometrice intre elementele unui triunghi dreptunghic.

- ﬁ—ﬁ 13
Dar sin 15° = t—7p—, deci:

b=1]/6—/2~1,035 cm.
Anz:l_log avemz
R VS +V2_1/F+1/2~ 3863 cm.
e 4 T & £ e

g==4sin bt =4

9 Sg se demonstreze, cd dacd ABC este un triunghi dreptunghic, atuncz

2h LY
y 90 = N
tg 2 b2 + CE
Avem:

pel

9 g C oy b e 2he .

tg 2C = 1 —1g'C i o2 B2 g?

T

dacd intre elementele unui triunghy avem relatia

a° Sa se arate cd,

: sin B 4 sin C
sin A = —————

cos B - cos C

atunci triunghiul este dreptunghic.
Tinind seama de formulele de tr
sinusuri si de cosinusuri, deducem:

b B—C
B+Ccos—~—-—

ansformare in produs a uner sume de_

2 8in ——— - i P %
gin B +sinC 2 2 =th2C=ig(90°~—;)zcth.
- G (et 2
cosﬂ#cnsc 2cnsB+ccosl
Dar; .
) : th
S]IIA == =Y .,_II’
Y s
2
deci relajia data devine:
A
2tg —
S 1

de umdes

o
B g

Dar A este unghiul unui triunghi, deci 0 < 5

num ar pozitiv, Rezulta:

deci A =90%

A it
== 905, gdlca g5 este un




S n§21: Relatii trigonometrice intr-un triunghi earecare

68. Teorema sinuswrilor. Fie ABC un triunghi oarecare, ale cirui laturi
au lungimile a, b, ¢. Notam cu O centrul cercului circumseris triunghiului.,
Vom presupune intii ¢i toate unghiurile triunghiulii sint unghiuri ascutite.
DE-‘- aicl rezultd ci centrul O al cerculni circumseris este in interiorul triunghiu-
lui {fig. 82, @). Ducem prin B diametrul BA’. Triunghiul A’BC este un
triunghi dreptunghie, fiind inscris intr-un semicerc. Atunci tinind seama de
relatia (1) din § 20 si:notind eu raza R raza cerculu circumseris triunghiului

ABC, deducem:
a= 2R sin A’

e ., R ey ; ;
Dar A’ = A, avind ca misura jumiatatea arcului BC, deci

= 2R sin A,

de unde rezulta:
Analog avem:

Deci:

= ° =2R. : )

sin 4 sin B2 sin €

S& presupunem acum ¢t unul dintre unghiurile triunghinlui ABC, de
exemplu unghiul A, este obtuz, In acest caz, centrul O al cercului circumscris
este situat in exteriorul triunghinlui (fig. 82, ). Prin virful B ducem dia-
metrul BA’. Triunghiul BCA’ este dreptunghic, fiind inscris intr-un semi-
cere, 1 deci; : '

a== 2R sin A",

Dar unghiurile A si 4’ sint-suplementare, ca fiind unghiuri epuse tntr-um
patrulater inscriptibil, deci sin A’ = sin 4, adica ; ;

‘a=2R sin A,
de unde
2_ = 2R
gin A
Celelalte relatii se demonstreazi ca in eazul precedent. Rezultd ea siin
acest caz sint satisfacute relatiile (1).
Relatiile (1) reprezinta teorema sinusurilor:

\

Intr-un triunghi raportul dintre o laturd si sinusul unghiuhi
opus este egal cu diametrul cercului circumscris triunghiulud.

69. Teorema cosinusului. Fie “ABC un triunghi oarecare. Si demonstram
mai intii ca intre elementele triunghiului avem relagia: e

a=bcos C 4 ccos B, e e e

S presupunem intii ci unghiurile B si € sint ascutite, deci.cd piciorul 4’
al inaltimii coborite din A este situat intre punctele B si € (fig. 83, @). Din
triunghiurile dreptunghice AA'B §i AA'C deducern: :

BA’ = ¢ cos B; A’'C = b cos C,

deci tinind seama cii a = BA’ 4 A'C, rezulti relatia (2). Il
Daca unghiul B este obtuz, piciorul A’ al iniltimii coborite din A este
situat in exteriorul segmentului-BC-(tig. 83,-b). Din triunghiurile dreptunghice
AA'B si AA'C rezulta: e
; A'B = ¢ cos (180° — B), A'C=bcos C.
Dar cos (180° — B) = —cos B si tinind seama ¢ & e A0 e AD gisim aceeasi
relatie (2). ‘ AT el e

Analog se demonstreaza relaiile:

b=ccos 4+ acosC, § 4 2"

e = acos B becos A. F ~(20)

A n




Sa inmultim acum relatia (2') cu b si relatia (2”) cu ¢ si sa le adunam,
ngn,k:em‘: ' i : -
el b+ ¢ = a (b cos C + ¢ cos B) 4 2bc cos A
sau, avind in vedere relatia (2):

(TR g .bz—|—02=a2+21mcosfl,
adica: >
A aln i ab 08 — e luo s | (3)

Aceasta relatie poartd numele de teorema cosinusului:

 Patratul lungimii unei laturi a unui triunghi este egal cu suma
patratelor lungimilor celorlalte doud laturi minus de doud ori produsul
lor tnmuliit cu cosinusul unghiului dintre ele.

Relatia (3) se mai numeste forma trigonometrici a teoremei lui Pitagora
generalizata.t T ' ‘

Observatie Formula (3) se poate deduce si cu ajutorul produsului

scalar, Pentru aceasta este suficient sa se observe relatin BC = AC — AB si
sa-se faca ‘inlocuirile corespunziitoare in ambii membri ai egalititii:

—_— — —_— —> —_— —
BC BC = |AC|* + |AB|? — 2 AC AB.
70. Teorema tangentelor. Si demonstrim urmitoarea teoremi, numitd

teorema tungenlelor:

Raportul dintre diferena lungimilor laturilor wnui triunghi si
suma lor este egal cu raportul dintre tangenta semidiferenfei si tan-
genta semiswmer unghiurilor opuse.

Intr-adevar, din teorema sinusurilor rezulti:
a=2Rsin A, b= 2R sin B, deci:

a-—b 2R (sin A — sin B) sin 4 — sin B
= b =

a+b 2R (sin 4 + sin B) sin A + sin B

A—B A+ B A—B
cos ig———
2 2
== = ’
A B A s A+ B
Cos Ui =—=—r=
92

2 2

2 sin

2 sin

adica:
3 g A—B
@ —b i 2

T e (4)
¥ e -

! La geometrie a fost demonstrata teorema lui Pitagora generalizati. Aceasti teoremi
avea douad formulari, dupa cum latura calculata se opunea unui unghi ascutit san unui
unghi’ obtuz. Exprimarea trigonometrica unifica cele doud formuliri.

£

Analog avems

B—C

g —
b—e¢ 2 :
b+e th+C

2
¢ — A

tg —
c—a 2 )
s G

¢+ a 1

Avind in vedere ca

deci relatia (4) se mai poate scrie sub forma:

: A —DB
o’ —
a —Db T, o 2
a - b !
: elg —
s 2
de unde deducem:
At D W
= ehoi——
te 2 a b 2 2
Analog:
B—C b—c A C—A oc—u
'8 2 zb-'r'cbtgﬁ’ = 2 ¢4 a

A Bl 90°, rezulta ca tg -
3

ctg

B
o

71, Exprimarea functiilor trigonometrice ale unghiurilor unui triunghi

cu ajutorul laturilor. Din formula (3) deducem:
i B4 et —
2be

cos 4 =

Cu aceastd valoave a lui cos A si caleulim expresiile 1

—cos A si 14cos 4,

; 1 i i rice ¢ fului —- . Avem:
care intervin in functiile trigonometrice ale unghiului — .

Blc?—a®  2bc—b—c+d? A at={b—0}" . (a—b+c) (a+b—c) .

(i
4L cos A=1— STk R T 9be
B tg?  2be 4 0P 4 2 —a? ! (b-}-€)2—a® — (b+c—a) (b +c+a) .
dEpion A = lep —erm = 2be 2bc 2be

Si notam cu p semiperimetrul triunghiului ABC,
__a+b+tec
= : !

Cu aceastd notatie avem:

a—bdc=2p—b), a+b—c=2p—09), b4

adici

C—Cb“—"z(p_a)!

deei: :
— = 2p(p—aua
i——cnsA=%;—bb)zip——ﬂa 1—|—cosA=—-T—,-

9 — Trigonometrie anul IT liceu
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care, inlocuitd in (9), ne da

g = ¢* sin B sin C 3

2 sin A

Lt T—cosd | 1-4+cos A
S —2— — ) y cos _:E_ — s = |
Dar unghiurile B + C si A sint suplementare, deci sin A4 = sin(B + C),

adica:
“ ; S - ,:;2 s'in B sin YL' ; ; (10)
| 2 sin(B + C)
Aplicatii

1° S se determine unghiul gi laturile necunoscute ale unui triunght stiind
cd a=4, A=60°, B=4b"

Din aceste formule rezulia:

A SR Tinind seama ci 4 + B + (' — 180° rezulta ci C = 75° si teorema sinu-
g5 = V_W (6) gurilor se scrie:
4 b
Analog avem: c = e el
sin 60° sin 457 sin 75°
B (p—¢) (p—a ,
it =2 e (6 de unde deducem:
£ty 7o —7) © .
! i Ao 457 . Lsm 7at
' 4 (p—a) (p—b " e s
! P e = /_——-———" 6 sin 60 sin GO
| Ex3 1 p(p—¢) (84 4 19 S
1 2 | e aQ : o’ 6 G
Dar sin 45° = -l-/,T»’ sm 60° = L/ais sin 75° = LT_Q— 2y

!‘ '72. Formule pentru aria unui triunghi. Vom determina acum o serie de

formule pentru calculul ariei unui triunghi. Daca notam cu A" piciorul
tnaltimii coborite din A pe latura BC, avem: :
BC - AA’

o

deci:

'b::’*l/-iiffﬁ, it 20/ 6 +1/2). 2(3{/3+l/—6)-

|/ 3 3 /3 o

9° Stiind cd intr-un triunghi avem h=12c=3g A=060" si se determine

=

= latura  a.
Din teorema cosinusului rezulta:

=44+ 9—2-2.3 cos Bl =7

AA' = ¢ sin B. (8)

’ Daca unghiul B este ascufit, atunci avem (fig. 83, a): "
|

Daci unchiul B este obtuz, atunci (fig. 83, b):

AA’ = ¢ sin (180° — B)

deci

) . S . . o . . = /4.
\ si tinind seama ci sin (180° — B) = sin B, rezultia ca indliimea AA’ a triun- o=/ 7.
il ghinlui este data totdeauna de formula (8). Inlocnind aceasta formuld in (7),
' oblinem

9° S se arate cd triunghiul in care

B a -+
cth —_

o u.c‘siu B- : (9)

a9
-

este dreptunghic.
Tinind seama de teorema sinusurilor, deducem

Analog:

be sin A i ab sin C i
gloend = g_2T, @) SO e
2 2 i 2 sin — cos

o . aje 2R(sin A -+ sin C) 2 2
adicd arvia unui triunght esle egald cu .s-enu.produsul lungimilor a doud laturs ETa 9K s B e B I s
tnmulit cu sinusul unghiului dintre ele. Faink Ko

Din teorema sinusurilor deducem:

a sin C
= " 4
gin.d B = 11 ===




care, inlocuiti in relatia datd, ne di:

cos —

o |G| eo |t

de unde:

B 4
cos — == cos
care are solutiile:
b=4-—-7¢,
adica:

B C=4=090

A+ B=C=90.

;];riu‘llglliul este deci dreptunghic in A sau in C.
4° Sd se arale cd trounghiul i ocare
b? — ¢3 — a? S e s
J S e sin B sin C =
este echilateral.
Din prima relatie deducem:

b3 - 68 = (b 4 ¢)a?

sau, avind in vedere -cid 5%+ ¢® = (b 4 ¢) (8% — bo 4 ):

ba+f32—bc:a3.

Dar teorema cosi i % ot

. Ly osinysului ne da a® = b* + ¢ — 2 .

5 2 43 U = 0 Oy " e AL
mai sus devine: 2be cos A, deci relatia de

codihim -
2

A = 60°

B+ C=120% -

Tinind seama de formula de transformare in sumd a unui produs de

sinusuri, a doua relatie datd se scrie:

cos (B — C) — cos{B + C) =

T - / o 1
de unde, avind in vedere ¢a cos (B 4 C) = ©vos 1207 = ——1

cos (B—C) =1,
adica:
B = —0
g1 deci:
"B = C = 60°
5° Sg se arate od un triunghi in care

A+ B
atgA+btgB=(a+b)tg =2
‘este isoscel,

Relatia datd se mai poate serie:

uDgA—ﬁtgﬁ%%Elz-b“gi—iB-_th}

de unde, aplicind formula de transformare in produs gi cit, gisims
., A—B o A =B }
sin gin ¢
2 2
A B AL R

cos 4 cos cos B cos

o

squ, tinind seama ci a = 21 sin A, b= 2R sin B:

. oA—nB
= thst—;)--—.

-

A—D

%)
=

tg A sin

Rezulta:
. oA—DB
sin —1——7—— (tg A — tg B) = 0.
.- Anulind primul factor, gisim:
A—DB

= i,

5
de unde, avind in vedere ci A §i B sint unghiurile unui triunghis
A_ = B.
Acelasi rezultat il gasim anulind al doilea factor.
6° Sa se demonsireze cd in orice triunght avem:

b cos B 4+ ¢ cos € = a cos(B — €.




",
1

Din teorema sinusurilor deducem:

asin B a sin C
e S
sin A sin A

b=

s1 decis
@ (sin B cos B - sin C cos C)
=

sin A

b cos B - ccos C =

e OBt i 90 91 a3 ! 1 — ~
a (sin + sin 2C) R (B 4 C) cos (B—C) _ a cos (B — C).
2 sin A 2sin(B + C)

§ 22. Tabele trigonometrice

73. Tabele trigonometrice. Am vizut in capitolele anterioare cum se
pot caleula valorile functiilor trigonometrice in cazul unor unghiuri particu-
lare, cum ar fi 30°, 45°, 60°, 90°, 15°, 75°, 22°30°. In calcule intervin insa si
valorile functiilor trigonometrice ale altor unghiuri. S-a ivit astfel necesi-
tatea de a calcula valorile functiilor trigonometrice ale unui unghi oarecare,
de a se construi tabele cu aceste valori. Cu ajutorul anumitor formule stabilite
in matematica superioard s-au putut determina valorile functiilor trigonome-
irice ale tuturor unghiurilor de la 0°la 90° din minut in minut. Aceste tabele
poarti numele de fabele de valori naturale. De asemenea, s-au construit tabele
de logaritmi at funcjiilor trigonometrice.

Au fost editate o serie de astfel de tabele in care valorile functiilor tri-

gonometrice sau logaritmii lor sin® caloulati cu 3, 4, 5, 6 sau 7 zecimale. Exista

de asemenea, tabele cu mai multe zecimale.

in cele ce urmeaza vom folosi cartea Tabele si formule de matematicd,
fizicd i chimie, editatd de Editura didactici si pedagogica in 1964.

74. Tabele de valori mnaturale ale funetiilor trigonometrice. in paginile
100—103 este data Tabela 4: Valorile naturale ale functiilor trigonometrice
ale arcelor masurate in grade sexagesimale. Aici sint date valorile functiilor
frigonometrice sinus, cosinus, tangenta, cotangentd de la 0% la 90° din 10" in 10,

Cu ajutorul acestor tabele se determina direct valorile functiilor trigono-

metrice ale unghiurilor care se afla in tabele sau cu ajutorul unei operatii numita

. interpolare, in cazul unghiurilor care nu se gasesc in tabele.

. Astfel in tabele gasim sin 41°50" = 0,66697, sin 72010’ =:0,95195,
cos 24°20" = 0,91116, cos 58°30" = 0,52250, tg 11°40" = 0,20648, tg 64°20'=
= 2,08094, ctg 37°10" = 1,31904, ctg 85°40" = 0,07578%.

Pentru a se putea caleula valorile functiilor trigonometrice ale ciror
unghiuri nu se gasesc in tabele, se face presupunerea ci variatia functiilor
trigonometrice in intervalul de 10’ este proporfionald cu variaia unghinlui.

Sa caleulam sin 34°22".

Avem:
sin 34°20" < sin 34%22" < sin 34°30',
deci tinind seama ca: '

sin 34°20" = 0,56401, sin 34°30 = 0,56641,

1 in tot acest paragraf = reprezintd propriu-zis A,

134 ¢

rezulti:
0,56401 < sin 31°22" < 0,56641.
in baza presupunerii pulem face urmatorul rationament:
sinusul creste cu 0,00240
(de la 0,56401 la 0,56641);

sinusul creste cu

daca unghiul cregte cu 10
(de la 34°20" la 34°30")
daci unghiul creste cu 2
(de 1a 34°20" la 34°22") o 2_‘3_;’?‘3 — 0,00048.
De aici rezultd ca:

sin 34°92" = 0,56401 4 0,00048 = 0,56449.
Analog se deduc calculele in cazul functiei tangentd.
Sa calculam cos H9°47'.

" o 5 T 5 i g
Avind in vedere ci in intervalul [0, T{] functia cosinus este descresci-

toare, rezultd:
cos BO°40’ = cos B9°47" > cos 59750’

sau, deoarece cos 59°40" = 0,50503 si cos 59°50" = 00,0252,
0,50503 > cos 59°47" > 0,50262.

Descresterea valorii cosinusului fiind presupusd proportionalda cu creg-
terca unghiului, rezulta:
cosinusul descreste cu 0,00251
(de la 0,50503 la 0,50252)
cosinusul deseregle cu

5 9

(de la 59°40 la 59°4T') i 7__0{.’8_51

Deeci:

daca unghiul creste cull’
(de la 59°40" la 59°50')

daci unghiul ecreste cu 7'

— 0,00176.

cos 59°47" = 0,50503 — 0,00176 = (,50327.
fn cazul functiei cotangentd caleulele sint analouge.

Sa rezolvim acum problema inversa, si anume: fiind data valoarea unei
functii trigonometrice, si se ghseascd unghiul din cadranul I a cirul functie
trigonometrica respectiva are valoarea data.

S5 caleulim unghiul @ din cadranul [ pentru care -

1g o = 0,36529.
Cautind in tabela functiel tangenta, gasim ca:
tg 20° = 0,36397, 1g 20°10" = 0,36727
si tinind seama ci in cadranul I functia tangentd este crescétoare, rezulta:

20° < o << 20°10°,

Vom urma acum rationamentul facut la determinarvea valorii funectiei
trigonometrice, dar in ordine Imversi:

dach tangenta creste cu 0,00330

(de la 0,36397 la 0,36727)

daca tangenta creste cu 0,00132

unghiul creste cu 10’
(de la 20° la 20°10°);
unghiul creste cu

(de la 0,39397 la 0,36529) g LRYB2 10
, 0,00330

== 4,




Deci:
= 20°4 &' = 20°4".

Analog se condue caleulele in cazul functiei sinus.
Si calculim unghiul « din cadranul I stiind cas

etg @ = 1,46138.
In tabela funetiei cotangenti gasim:
ctg 34°20" = 1,46411, ctg 34°30" = 1,45501.

Avind in vedere cd functia cotangentd este descresciitoare in cadranul [
rezulia: ‘ :
34°20" < a < 34°30'.
Degi: '

daca cotangenta descreste cu 0,00910
(de la 1,46411 la 1,45501)
dacii cotangenta descreste cu 0,00273

unghiul creste cu 10 -

(de Ja 84°20" la 34°30")

unghiul creste cu

e 0.00273 - 107
0,00910

o/’
= 0.

(de la 1,46G411 la 1,46138)

Rezulta s
a = 34°20’ 4~ 3" = 34°23.
Analog in cazul functiei cosinus.

75. Tabela de logaritmi ai functiilov trigonometrice. In paginile 106203
este dati Tabela 5: Logaritmii cu cinei zecimale ai functiilor trigonometrice
ale arcelor de la 0° pind la 90° din minut fn minut. Ca si in cazul tabelelor
de valori naturale, in cazul unghiurilor care se gisesc in tabele, logaritmul
functiei se giiseste direct, iar in cazul unghiurilor care nu se giisese fn tabele
s¢ vor calcula cu ajutorul unei interpolari. :

Astfel giisim : lg sin 17°34" = 1,47974, 1g cos 54°21" = 1,76554, 1g tg 38°52 —
= 1,90630, lg ctg 79°18’ = 1,27635. !

S& ardtim acum cum se determind logavitinii functiilor trigonometrice
ale unghiurilor care nu se afla in tabele.

Sa se calculeze lg sin 21°45'17".

In tabele gisim:

lg sin 21°45" = 1,56886, lg sin 21°46" = 1,56017.
Avind in vedere ¢i in cadranul [/ functia sinus este crescitoare, iar

functia logaritm este $i ea crescitoare in cazul in care baza este mai mare
decit 1, rezuhti: "

1,56886 < 1g sin 21°45'17" < 1,56917.
Deci: '

daca unghiul creste cu 1’
(de la 21°45" la 21°46') -
daca unghiul creste cu 17”

logaritmul creste eu 0,00031
(de la 1,56886 la 1,56917);
logaritmul creste cu

17 - 0,00031

(de la 21°45" la 21°4517") - T = =

= 0,00009.
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Bezultd ca:

Ig sin 21°4517" = 1,56886 5 0,00009 = 1,56895.

Analog se fac calculele 1o caz;ul functiei tangenta.

S5 se calouleze lg ety 37°24 ik

fn tabele gasim: r |
lg ctg 37°24' = 0,11659, lg ctg 37°25" = 0,11633.

Deci: : ‘
daca unghiul cregie cu i
(de 1a 37°24" la 37 25') o
daca unghiul cregie cu 11

i a 0,00026
jogaritmul descreste eu 0,
(3%3 la 0,11659 la 0,11633);

logaritmul descreste eu

3 _ 11:0,00026 _ 0 00005,
(de la 37°24" la 37°24'11") F e

Rezulia eca: , - ¢
& lg etg 37°24'11" = 0,11659 — 0,00005 = 0,11654.

1 i naloage.
fn cazul funciiei cosinus calcu.lelc sint aﬁl";]]?ggdin R
S5 me ecupam acum de determinarea unghi ;

g ! g o (8] o are & ]
¢are lll aiii]!llli unei h][lﬁ 11 trl (]]IUI]!BIII(P are v ll“l e d ta
; (5] lam Il 1 || v 8 lli" CE I[I“([[[ ‘ eniri ©C¢ re

a ﬂle 1& gh ul 15

I tg o = 1,61942.

in tabele gasim: H A
1g tg 22°36" = 1,61936, lg tg 22°37" =1,61972.
ik 20°36" < o < 22°37’
unghiul creste cu i
(de la 22°36" la 20°87%)s

unghiul cregte cu

‘Daca logaritmul cregte eu 0,00036

(de la 1,61936 la 1,61972) S
2 1 ste cu U,

i e ' 0,00006 - 80" _ 407

(de la 1,619236 la 1,61942) ¥ T0,00036

Deci:

o= 22°36" + 10" = 22°36"10".

LAEE Y
o fac in cazul functiel sImus

Calcule analoage s 1 I stiind ca:

S5 caleulzm unghiul o din cadranu
1g cos o = 1,93244.

fn tabele gisim: G
log cos 31°8" = 1,93246, 1g cos 31 9 = 1,93238,

de unde deducem: :
31°8" < o < %9,
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|
\
!
|
|
i

unghiul creste eu 1"
(de la 31°8" la 31°9");
unghiul creste cu
_0,00002- 60" _ e
0,00008

Daca logaritmul descreste cu 0,00008

(de la 1,03246 1a 1,93238)
daca logaritmul descregte cu 0,00002

(de la 1,93246 la 1,93244)

Rezulta:
o = 31°8" 4+ 15" = 2185,
Aplieatii. 1° Sd se determine valoarea expresieis

__ sin 52°84° — sin 18°11

T o8 A°57' + cos31°37

Avem: :
s 62036 — sin 48°11° = 2isin 17°14'30" cos 35°22'30"
cos 43°52" + cos 31°87' = 2 cos 37°44'30" cos 6°77307;
deci:

' _sinAT°1180" 6on 35°39'30"
cos 37°44°30” cos 677307

Aplicind acestei egalitili logaritmii, gasim:
lg E = lg sin 17°11'30" + Ig cos 35°99'30" — lg cos 37°44'30" — Ig cos 6°7'30",
Din tabele deducem prin interpolari:
lg sin 17°11’30" = 1,47085,
lg cos 35°22'30" = 1,91137,
Ip cos 37°44'30" = 1,89806,
lg cos 6° 7'30” = 1,99752.
Rezulti:
lg E = 1,48644,
de unde®:
E ~ 0,3065.
9° Sd se determine unghiul o din cadranul I pentru caré
tg? o = tg 57°21"10" 4 tg 15°35'20",
Avem:‘
s : sin 72°56/30” z
cos 57°01710” cos 15°357207

tg? o =

Aplicind logaritmii, gAsim:

Iy tg @ = - (Ig sin 72°56'30" — Ig cos 57°21/10" — Ig cos 15°35'20").

M = L
1 fn locul seaderii ultimilor doi logaritmi se vor folosi cologaritmii acestorss

i
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Din tabele deducemi - .

decis

De aici rezultid cis

form
form

cunoastem unel
dreptunghic.

g sin 72°56'30" = 1,98046
lg cos 57°21"10" = 1,73197
g cos 15°35'20" = 1,98372

g tg o = % . 0,26477 = 0,13238.
o= 53026’.

§ 23. Rezolvarea triunghiurilor

76. Rezolvarea triunghiului dreptunghic. fn § 20 am dedus diverse
ule intre elementele unui triunghi dreptunghie. Sa aplicam acum aceste
ule pentru a determina toate elementele unui triunghi dreptunghic 'c"ind_
e dintre ele, operatie care se numeste rezolvarea triunghiului

Casul 1. Se di ipotenuza a gi unghiul ascufit B.
Celelalte elemente sint date de relatiiles

b—-:asinB;c:acosB,C=90°—-B. s i

Cazul 11. Se dd o catetd b si un unghi ascujit, de ewemplu C. il

Avem: 1
b |

sl i

B:DDD*—'C, c——:bth', a =

Cazul III. Se dd ipotenuza a ¢i o catetd, de exemplu b.
Avem:

o=V — B, sinB=-2-,C=90°-——B. M

Cazul 1V. Se dau catetele b st e
Celelalte elemente sint date de formulele:

a=/FF & g B= % G = 00° — B.:

Exemple \
1) Sd se rezolve triunghiul dreptunghic in care nisedia=2¢B= 22°30'.

Avem:

b = 2 gin 22°30° = 2 1@_“5—'/-5 =1[2 ~ |/ 25 0,785

o= 2 cos 22°30" = 2 K%Q - ]/ 2 + Vﬁp:g 1,563

C = 90°— B = 67°3¥'.



2) Sc‘fﬁse rezolve triunghiul dreptunghic in care b=3, C = 15°,
Avem» :

1 B =75 s
e=31g15°=3(2— |/3) = 0,804; :

.t y PRI U Sy _ 12/5—/2
cos 15° N T Y Ve +1/2 6 —2

L &
] =3()/6—1/2)~1,035.
3) Sa se rezolve triunghiul dreptunghic in care a = 3,852 g1 b= 1,547,

Avem:

e= |/ 3,852° — 1547 = |/ (3,852 + 1,547) (3,852 — 1,547) = |/5,300-2,305,

deci:

1
Ig e = (g 5,399 + 19 2,305) = 2 (0,73231 + 0,36267) = 0,54749.

2| =

De aiei deducem:

¢ = 3,6279,

. A : b
Din formula sin B = 2 rezultis
a

1,547

sin B = ’
3,852

e N ———

de unde

lg sin B = g 1,547 — 3,852 = 1,60380.

Decis
B = 23°40/43"

C = 90° — 23°40°43" = 66°19'17".

. 77. Rezolvarea triunghiului earvecare. Si ne ocupim acum de rezolparea
triunghiului oarecare. Pentru a putea determina toate elementele unui triunghi
oarecare cu ajutorul formulelor deduse in § 21, trebuie si ni se dea irei ele.
mente ale triunghiului, printre care sa se afle cel putin o lungime sau o relalie
intre lungimi. Laturile §i unghiurile unui triunghi se numese elementele pri,n,:
cipale ale acestuia, iar cazurile de rezolvare ale triunghiului in care ni se
dau numai elemente principale se numese cazuri de rezolyare principale.

Cazurile principale de rezolvare ale triunghiurilor oarecare sint in numir
de patru si anume:

Cazul I. Se daw doud unghiuri si 0 laturd, de exemplu A4, B si a.
Avem € = 180° — (4 + B). :

Din teorema sinusurilor deducem:

B e asin B ____a.ﬂinC__ asin (4 + B)

. 2 %
sin .4 sin A sin A

Problema are solutie oricare ar fi valorile celor tres elemente.
S = g . ) 0 At AL —
Cazul I Se dau doud laturi si unghiul cuprins intre ele, de exemplit, @
1 .
Din teorema tangentei rezulia:
s

b

i

-

F==" — (8
i{__B — a Ectg-—-
<. n+h 7]

w2

o A i e
De aici deducern unghiul A — B si iinind seama ca A + B = 180
gasim unghiurile 4 si B. Latura ¢ rezulté din teorema sinusurilor:
: Asgin O
0=—.
gin A
Problema are solutie pentru orice valori ale elementelor, ceea -ce se
poate vedea din constructia trinnghiului. g
Cazual 1L Se dau doud laturi si unghiul opus uneia dintre ele, de exemplu
a, b si A, ;
Din teorema sinusurilor deducem:

B B =t Sigin AL
a

de unde rezulta unghiul B. Unghiul € rezulta din relatia C=180°— (A + B),
iar latura ¢ din:
__asin4d
T sind
Pentru ca problema si aibd solutie trebuie eca:
b Al e
T
adicd: =
: . .
sin 4 < —.
b

& relatie este satisfacutd §1 sa notam eu o unghiul

P in A. Atunci avem doud unghiuri care
a

S# presupunem ci aceast

din cadranul [/ peniru care sin o =

_satisfac problema, si anume:
figs: £ By=oy By = 1805 — o

Valarile corespunzitoare ale unghiului® € sint:

C,=180° — (4 + ), Cy=0a— A.

s b ) s o = e GiltE oo
Daca b << a, atuncy avem N < 1 si {inind seama cd sin A < 1, rezulta ci

Hin A < 1, deci problema are solutie.

a

Din b << a rezult B, < A sideci By <2 90°. De aiei deducem: B, < 180° —

— A, adici A+ a < 180° si deci C; > 0. Valorile By 5i C; satisfac problema.
41y d sl . ;1 0

> b
! Tinind seama ci a> 0, b> 0, sin 4 > 0, rezultd = sin 4> 0.




-

A doua solutie nu satisface problema fiindcd a=— 4 < 0.

Deci prablema are o singurd solufie acceptabild.
Daca b = a, A < 90°, avem sin B = sin A sideci By = A B, =807 =S

De aici deducem C; = 180° — 24 >0 si C, == 180° — (180° == A 4+ A) =0,

deci problema are o singurd solufie acceplabild.
Dacii b= a, A= 90° problema nu are solutii.
Daca bsin A <a< b si A< 90° relatia (11) este satisfacutid. Avern
A < B, < 90°, adica A4 B;<180" si C,=180°—(A+ B;)>0. Din B,=180"—B,
rezulta C,=180°— (A + B,) = B, — A >0. Pioblema are doud solutfii,
Daca bsin A < a<b si A>90° problema nu are solufit.
i Daci b sin A = a si A < 90°, avem sin B =1, depi - B = By'== 907 a1
C, = Cy = 90° — A. Problema are doud solutii confundate, triunghiul fiin'd

dreptunghic.

Daca bsin A = a si A = 907 problema nuw are solutit.

Daca b sin A = a, relatia (11) nu este satisfacutda si deci problema nu
are solujie.

Cazul 1V. Se dau toate laturile (rivnghiului. :

Unghiuvile trinnghiului - date de relatiile:

e o (ARSI LR g L 0 ]' =8 o)
2 | Plp—a) Ly pip-——0h

= 130° =< (4 == B).

Sa amalizam acwm citeva cazuri speciale de rezolvare.
1) Se dau elementele ¢ si A gi relafia v

Avem:
1.2 =i o A RYsin? A —A1%sin? B - sin? A —sin® B -
e 4 R sin® € 4 sin® i
; ol ke A—B_. . A—B AL B
: ) : ; 2 sin — cos ———— 2 sin Gos ———
(sin A4 -+ sin B) (sin A — sin B) 2 2 9 D)
sin® € =

sin® ('

sin (4 - B) sin (A — B)

sin®

Dar sin (4 + B) = sin C, deci:

sin (4 — B) _ I®
sin I”A T
Sail:
sin (4 — B K

sin (A + Bj ¢

De aicl deducem:

sin (4 — B) — sin (4 + B) 2 — Kkt

sin (4 — B) + sin (A + B) et & ke 2

adica:
o? iy ls"’

cos A sin B
sbdcos B A+ K
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de unde: ‘
e? — |2

pt-incipal 1

tg A.

Wwr s
2+ K

De aici rvezultd valoarea unghiului B

2) S se rezolve un trivung

perimetru[ P i
Avem C = 180° — (A + B).

Din leorema sinusurilor avem:

hi oarecare cunoscind unghiurile A

si problema se reduce la cazul

si B si semi-

a b e a—10 ¢ N, 2p
sin A sin [ sin C sin A -~ sin B <4 sin € sin 4 -+ sin B 4+ sin €
Dar:
c

: o 4 , A (
sin A 4 sin B 4 sin C = 4 cO8 — COS = COS ==+

Deeci:
.4 A o
9p - 2.8in -~ cos — p sin —
2p sin A 2 2 2
=== - = —_— = 7——; .
sin A L sin B 4+ sinC A B (8 B C
L 0§ — COS — COS — co8 — COS —
2 2 2 )
Analog avem:
B ‘ 6,
— sin — p sin —
¥ 2 : I 2
b = (A= 2 — .
ok () A B
sin — cos — 08 — CO08§ —
2 2 2 2

3)'Sd se rez
corespunzdtoare laturii d.
Avind in vedebe formulele (7) §i (10)

deducem:
a? sin B sin O
- =a ha,
sin A
de unde:

sin B sin C =
a

oloe it triunghi cinoscind latira a, unghiul

hy sin A
.

A i tnaltimea hy

cate ne dau arid unui triunghi,

Tinind seama de formula de transformare a unui produs de sinusurl in
sumé rezulta:
: 2hq sin A
gt (= 0 — bos (B P E) = e
a
Dar cos (B + C) = —cos A, deci:
: My, sin A4 — a cos A
cos (B = ) = —* 3
13
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SR —T e

|

Daca:
‘ 9hg sin' A — a cos A

a

<1,

din aceastd relatie deducem valoarea diferentei B — C, de unde, avind in
vedere ca B -- C = 180° — A, rezulta unghiurile B i C. Problema se reduce
la cazul principal de rezolvare L

Aplicatii-

1° 8¢ se rezolve triunghiul ABC gtiind cd a = 20, A = 69°, B = 82°.

Avem C = 180° — (4 + B) = 29°,

Din teorema sinusurilor rezulti:

s a sin B = 20 sin82°‘
' sin A gin 69°
Logaritmind deducem:
lg b = Ig 20 + lg sin 82° — Ig sin 69° =
— 1,30103 + 1,99575 — 1,97015 = 1,32663,
de unde rezulta:
' b= 21,21,
Analog glisim:
¢ = 10,39,

2° S¢ se rezolve un triunghi in care a = 2021, b= 15,76, A = 100°3".
Din teorema sinusurilor deducem:

- b sin A 15,76 sin 100°3° 15,76 sin 79°57
sin B = = .

Logaritmind, gasim:
lg sin B = Ig 15,76 + lg sin 79°7 — lg 20,21 =
— 1,19756 -+ 1,90328 — 1,30557 = 1,88527.

Deeci:
B = 50°0'36" 2
De aici rezulta:

C = 180° — (4 -+ B) = 20°47"24".

Cu aceastid valoare putem serie:

__asinC 20,21 sin 20°4724” 20,21 sin 29°47/24"
T e aih S A0 ) L st B £ i
adica:
lo ¢ = lg 20,21 + 1g sin 29°47°24" — lg sin FOERT7 =
= 1,30557 -+ 1,60620 — 1,09328 = 1,00849,
L Valoarea £ = 180° — 50°9’36” = 129°50'24” nu este acceplabili pentrn cad in

noest caz avem A - B — 2209537247 > 180°. Dealtfel, construefia geometrica aratd cd
totdeauna pentru a> b avem solutie unici.
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R 20,21 ™ 20,21 y =

de unde rezulia:
¢ = 10,20,

3° S& se rezolve triunghiul ABC stiind cd a = 75, b = 92, ¢ = 107,
Avem p = 137, deci: :

. 4_4_=' (p—b) (p—20 =V_ 45-30
g2 plp—a) 137 - 62

lgtg%::-;—(lg45—]—Ig30-—-'lg‘137-—-1g 62) =

de unde: .

= 11,8582 + 1,47712 — 2,13672 — 1,79239) = 1,60061.

Rezulta cd:
A —arwe,
adici s i '
A = 43°28'16".
Analog gasim:
B = 57°33'28".
Deci:
' C = 180° — (4 + B) = 78°68'16".
4° Sa se rezolve triunghiul ABC stiind ca A = 123°, a = 18’1,60,'

b— ¢ = 29,b4,
Din teorema sinusurilor deducem:

h—e¢ s a
# . sin B —sin C sin 4
saun:
b——- C - i3
., B—C JaLEl g A A
2 sin cos 2 sin — cos —
2 3
B e . A ;
Dar cos j; = sin—, deci:
A
{b —¢) cos —
. B—¢C 2 29,54 cos 61°307
sin = =
2 a 181,60

Logaritmind, gasim:

B—C _ 52054 -+ lg cos 61°30" — Ig 181,60 =

lg sin

— 1,47041 + 1,67866 — 2,25912 = 2,88995.
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De aici rezulta:
ﬁ—;—?— = 4%97' 1
adici:
B — C = 854,
Avind in vedere c¢i B4 C = 180° — 4 = 57°, gasim:
: B G S D e B
Cu aceste valori din teorema sinusurilor deducein:

b= 117,80, ¢ = 88,26.

5° Sd se rezolve triunghivl ABC stitnd i a — 32,41, b= 9517, iar un-.
o ¥ ) ’ b H

ghiul A este dublul unghinlui B.
Avind in vedere ca A = 2B, leorema sinusurilor se scrie:

N Mot
2sin B ('OR‘}.E " sin B i
de unde:
| cos B=2 — v )
‘2") 50,34
adici

lg cos B = lg 32,41 — lg 50,34 == 1,51068 — 1,70191 = 1,80877.
Gasim
B = 40°54°407,
deci:
A = 99°49°20°
De aici deducem:
C = 180° — (4 + B) = 30°16’
g1 din leorema sinusurilor:

5 o= 16,58,

§ 24. Aplicatii in geometrie, fizici si topografie

78. Aplicatii in geometrie. 1° Sd se caleuleze lungimea bisectoarelor wnui
triunghi in functie de elemeniele principale ole triunghiului,

Fie Iy, 1, I, lungimile acestor bisectoare. Notind cu D piciorul bisectoa-
rei unghiulmi 4 si aplicind teorema sinusurilor in triunghiul A BD, deducem:

T ¢

3 = TN
ARB e ADE

1 Selutia 2loa 180° — 4°27” nu este acceptabild.
P P

a6

TN
Dar ADB = 180° — (B + ) =

TRl — B
== 80" = e
B —C
= 90° — )y
2
s B =l
deci sin ADPB = cos - ==

si relatia de mai sus ne da:
¥’

f ¢-s8in B
la e Ay e

.
B—C
C08—
<

I @ sin O I b sin A
Almleg avein: B '—T—j— s Y8 iy
GO —=— €08 ————

2 2

9° 8 se caleuleze aria unui patrulater cunoseind diagonalele sale si unghiul
dintre cle. ; . i
IYie ABCD un patrwlater otrecare, Daca notam en O punctul de inter-
; - 7 2 5 ’ : ! i ”,‘\_
sectiec a diagonaleior si en o unghial diagonalelor, atunci avem (fig. B4):

Sianco) = Siaom -+ Sese) + Socn + Sona),
adicd
- i 3. OC sin (180° — @) , OC-0D si OD-0A sin (180° —
[t = O0n e . 0B ;0GF) Q3N 4. o SRR 6 L ~ )
2]

9 . 14 i

= “

Ly o "o o ; L i
sau, tinind seama ci sin (180 — @) = 81n ©, rezulti:

sin o (0408 + 0B-0C + 0C-0D + OD.04) _ sing (04 + 0C) (0B + 0D)
= 2 2
AC + BD sin @
e e s T e )
2

deéi aria unui patrulater este egald cu semiprodusul diagonalelor inmultit cu

sinusul unghiului dintre ele. .
3% Si se determine unghiul format de diagonalele wnui  paralelogram in

functic de laturile paralelogramuliv si de ungliurile dintre ele.
Fie ABCD un paralelo-
C gram s O punctul de intersectie
a diagonalelor (fig. 85). Notind
o= AR b= AN Ndy — B,
dy, = AC, p = AOB, «i aplicind
teorema cosinusului in trmn-
ghiurile ABD si -ABC, dedu-

cem

di = a? 4 b? = 2ab cos 4,

d%:az—g—bz‘—t—%bcosfl.

147




In triunghiul OAB teorema cosinusurilor ne da:
di 1 da) i nd
e — {—i Lo g
2 s %
de unde:
Aria laterala a piramidei este
SM-AB 3 . a

cug —
9 7 8.5

2 =
di - di — 4a®

08 © = =
2d;d,

§' = 65548 =6

sau, finind seama de relatiile de mai sus:

cos @ = b — f .
|/ (@® + b%)2 — 4a®b? cos® A

deei:

r o
De aici deducem: ﬁ)‘lﬂetg-E
S =

|[/T—cosTnp _ 2absin A

1 — — 2_0:_4,
s 003 =g ctg® — 3

&

4° Si se determine volumul si aria laterald a wnei piramide hexagonale
regulate a cdres indllime este h, iar unghiul plan de la virf o
|V ] ;1 - * . L . = . - g " '-'
Fie SABCDEF piramida si O centrul cercului eirenmseris hexagonului

: § TN
ABCDEF (fig. 86). Avem SO = h, ASB = BSC = CSD = DSE — BSP—Fsi

= .

5° Se dd un trunchi de con en razele ba-
zelor R si r. Prin doud generatoare ale trun-
chinlui se duce un plan care face cu planul
bazei un unghi ©. S@ se determine aria sectiunii stiind cd generatoarea irun-
chiului face cu planul bazei unghiul o (fig. 87). ‘

Prelungim generatoarele AA; si BB, pina in punctul M. Notind cu
S aria sectiunii, avem:

ok Daci notim cu S aria hexagonului ABCDEF, atunci volumul piramjdei

i S = SAMC = 'SA1MCI-

Triunghiurile AMC si A;MC; fiind asemenea, avem:

J g4 ». w 7 u ---
Notind cu o latura hexagonului, rezulta e¢i 04 = q, ca fiind raza cer-
SgMe, A M

i el T - g al/ s :
cului cireumseris hexagonului, iar OM = =2 ca fiind apotema hexagonu- = T
lui. Deci: g i i AMa .
= Amnalog, din asemanarea itriunghiurilor AOM si A;0,M rezultas
8 |/.J. g g 5 gl : :
Ad» —— 3!
PN X o 3
¥ =t = s R

- -

Din triunghiul dreptunghic SAM deducem: . deci:
e D Sawey _ 2
DM = :~ ctg 2— . SAMC R®
Seriind  teorema Jul  Pitagara i triun- - de undes
ghilll SQ.-’U, 7g€15|'m : S nic — SAJMCJ_ RR 2

Same

i Ra_ra

‘S = T SAM'U'

triunghinlui AMC este:
si deci: S %Ac. MK = AK - MR.
Din triunghiul AOK rezulta:

AK = |/ R*—0K*?




Dar OK = MO ctg o (trianghiul JI.OKJ, inr MO = R Tg-a (triunghiul

MOA), deci

= = R /‘ sin (@ — @) sin (@ - 2)
. =
COS HCOS & COS oS &

= o VR s e+ a).

Din triunghiul MOK deducem:
MO

sin @

1

sau, tinind seama de valoarea de mai sus a lui MO:

ME =8
sin @
Cu aceste valor avem:
Samo = gt in ( N Rte o
g sin ¢ cos o ] P s S ("P T4 sillg'; 2
R? sin o

B = — "% 1/sin (¢ = &) 8in (p + d),

e 3
S10° @ CO3° &

o (B2 1) -
Sk b Sl BLE /50 (p — &) sin (p T o)

sin® g cos® p

= :
79. Aplicatii in [fizicd. 1° Sd ]
) t 3. d se determine intensitatea I ol
2 i iz _ sitaten I a rvezultanie
a doud ]t'm:,te de intensitdti F, si F, care fac intre ele un unghi o (fig SBI)IIMMGL
Aplicind teorema cosinusului in triunghiul ABC, obtinem: .

AC? = AB? + B(C® — 2AB BC cos (180° — a),
adied:
F2= F2 L F2 4 2F,F, cos o

S

~ A

9° O razd luminoasd strabate o placd de sticld limitatd de plane paralele.
Sé se determine pozifia razei dupd lrecerea et prin placa (fig. 89).

Fie MN si PQ planele care limiteaza placa, d grosimea placii i n indi-
cele de refractie al ei. Raza incidenta AB se refracta de doud orl. intii intil:
nind placa se refracta mergind in directia BC, determinati de legea refractiei:

sin o

—— = .
sin fB

La iesire din placd raza merge dupa directia CD, care se detérming prin

conditia: i

sin

sio 7

SR

Din aceste doud relatii Tezulifi:
sin & = sin v,
y
adica, tinind seama cd @ si v sint ascutite:
: «= Y.

Deci, prin trecerea unei raze luminoase printr-o placa cu fete paralele,

ea nu-si schimba directia.

80. Aplicatii in topografie. in numeroase probleme practice trebuie s
le dintre anumite puncte de pe suprafata pamintului
si unghiurile dintre directiile d srminate de cite doua din aceste puncte.
Masurarea directi a acestor distanfe si unghiuri este dificila si, in unele cazuri
imposibild. Folosind insa unele cunogtinie capatate la rezolvarea triunghin-
rilor, o astfel de problemd se reduce la miasurarea pe teren a distantel dintre
doua puncte si a unghiurilor dintre anumite directii; celelalte distante si
unghiuri se determina prin caleul.

Distantele pe teren se masoard, . de obicei,.
unghiurile dintre dona directil cu grafometrul sau eu teodolitul, Pentru vizarea
obiectelor, teodolitul este prevazut cu 9 luneta care se poate roti atit in pla-
nul orizontal cit si in planul vertical. In acest fel cu acest instrument se pot
misura unghiul dintre proiectiile orizontale a doud directii $i unghiul dintre

o directie si proiecia sa pe planul orizontal.

se cunoasch distanie

cu lanful sau cu panglica, iar
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Sa ilustram acum cele spuse mai sus prih doud exemple simple.

1° Sd se determine indliimea unui turn vertical, in ipoteza cd porfiunea de
feren din vecindtatea bazei turnului este situatd in planul orizontal. £

Fie AB inaltimea turnului considerat si O un punet din planul orizontal
(fio. 90). Plasind statia in pozitia verticala 0'0, se vizeaza din O punctul B—

o~

virful turnului. in acest fel se masoara unghiul COB = a format de dreapta OB
cu proiectia sa pe planul orizontal. Avind in vedere ca distanta A0" = b se
miasoard pe teren, problema se reduce de fapt la determinarea catetei BC

a triunghiului dreptunghic BCO in care se cunose unghiul opus si cealaltd
cateta, Asadar :

CB =10 Lg o,

Daca h = 0'0 este inaltimea instrumentului de masurat unghiurile, atunci
fnaltimea turnului se caleuleazd cu ajutorul formulei:

AB = AC - CB=h -+ bigo.

9° S& se determine distanja dintre doud puncte A si B situate intr-o portiune
de teren inaccesibild,

Presupunem ca existi punctele C' si [, coplanare en A si B, din care
se viid aceste puncte si astfel incit distania dintre ele sa poata fi masurata
(fig. 91). Fie b distania dintre punctele C, Dsi o, B, v, 5 miasurile unghiurilor
N N P N e i
ADB, BDC, DCA, ACB respectiv. Din trinnghiul ACD, in care se cunose
latura CD si unghiurile adiacente, obfinem:

b sin (o + B)
sin (o + B + 7) ;

AC =

far }in triunghiul BCD:
BC — bsin B J
sin (B + v + 8)

in acest fel in triunghiul ABC se cunose laturile AC, BC si unghiul
cuprins intre ele; prin urmare se poate caleula latura AB. -

&

Ly
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Eszercitii
Sa se rezolve triunghjurile dreptunghice in care se dau urmitoarele elementat
L a = 627; B = 23°80".
2. b = 324,65, B = 40°28".
3. @ = 30,69; b = 24,67.
4. b = 20,18; ¢ = 28,93.

6. a = 9225; -z- = 0,75.

84 se demonstreze cd intr-un friunghi dreptunghic avem relafiile:

1 a -+ c

7 ctg B + — e
B sin B b

9 A R

cos 2B c—0b

~Sa se rezolve urmitcavele triunghiuri ocarecares
9. o= 14,5; B = 40%40%; G = 656°20%
10. @ = 11; b = 8; C = 42°40".
1. @ = 47; b=359; A =108
12. a = 345; b = 384; ¢ = 113.
13. o — 105; A = 58°; b + ¢ = 216,5;
14, A = 35°17/15%; B = 62°43'30"; p = 120.

S# se demonstreze ¢i inlr-un triunghi carvecare avem urmitoarele identitati:

A B C A
15. tg -Etg-é_tg-'f —;J_L;'
A B c

17w a2 -+ b2 1c® = ASi{etg 4 - ctgd otg C).

18. a sin (B — C) + bsin (6 — 4) +¢sin (4 — B) = 0.

o A 5B 2
cos?— cos®— cO8® —
: 2 2 2 p*
19. = o= -
a b fis abe

20. Si se demonstreze ci triunghiul in cave
C &
(p—10) ctg— =plg —
. 9 3
2 2 \

este isoscel.

21, Sa se caleuleze lungimile laturilor unui paralelogram, slind ca diagonala lui de lun-
gime [ formeazi cu laturile unghiurile o & 3.
; i

‘ .
22, Inir-un triunghi carceare ARC, indltimea D este taiati de iniltimea CE in mijlocu:
siu, Sd se arale cd tangentele unghiurvilor B 5i C ale triunghiului verilicd relatial

tg B g C= 2.

§4 se calculeze unghiurile B 5i C in functic de unghiul A.

s




23.

24.

25.

26.

27.

32.

33

34.

35.

\

Se da un cerc en centrul in @ si un diametru AB al lui. 8d se determine o coardg

si faeci cu diametrul un unghi « si sd fie impéargit de el in raportul m.

gé se caleuleze lungimile laturilor triunghiului ortic in funegie de laturile triunghiulug
at,

Si se caleuleze intensitatea rezultantei a doud forte concurente care fac intre ele un ]

unghi de 63°40° si au intemsitagile F, — 174,44 N si F, = 240,10 N,

In planul P se duce ch;ﬂapta (d) eare face cu proiectia pe planul P a unei oblice (A)
unghiul B (O ol %.‘) Stiind ed dreapta (A) face cu planul P unghiul o, si se
afle unghiul ¢ dintre dreptele (@) si (A).

I].Ing;hiurile plane ale unui triedru sint egale cu a, B, y. Si se determine ‘ung.hiurile
diedre,

y X
in‘lr-q piramida patrulaterd regulati, unghiul diedru de la bazd este egal cu o Prin
muchia acestul diedru se duce un plan care formeazi cu planul bazei unghiul 3. Sa se
determine aria sectiunii dacd latura bazei este a. :

intr-o piramidi patrulaterala regulati este inserisi o sferd de razi R, Sd se defermine

aria laterald a piramidei, daca unghiul diedru dintre fefele laterale este egal cu a.

Sa se afle aria totald a unui con a cirui generatoarve G este ineclinata pe planul bazei
cu un unghi o

Pentru a caleula distanta dintre doud puncie A gi B intre cave se afla un obstacol,
v 13 8 2 % TN
se alege punetul € _rlm care se vad punctele 4 si B, Distantele AC, CB si unghiul ACH
se pot misura. Sa se caleuleze distanta AB, daca AC = 320 m, CB = 400 m si
TN i
ACH = 110°21°,
Pentru a determina ligimea unui riu intre doud puncte 4 si B, pe prelungirea seg-
mentului BA se alege punetul M din care se vede A. Dupd aceea se alege punctul
accesibil N, Stiind ¢d AM = 50 m, MN = 36 m, BMN = 754°29" si BNM = 80°56'
gi se ealeuleze distanta AB. ’ i
Pentru a determina distanta dintre doua puncte €' si I}, care nu se vad unul din. celd-
lalt, se alege pe teren dreapta DN si pe aceastdi dreapta punctele A i B din care este
vizibil punctul €. Dupa aceea se masoard distantele DA = 836 m, AB = 513 m g1 un-

ae | /\‘, g .
ghiurile DAC = 54°16' 51 DBC = 3843, Sa s¢ determine distanta dintre punctele Csi D,

Pentru a determina distanta dintre doua punete inaccesibile A i B, se masoara dis-
~ i

Y < - . - . - /\
tanta GD = 245 m si unghiurile ACD = 32°14°, BCD — 48°23/, l/-l;t; = YT B/EE,' =

= 81°17". Si se caleuleze distanta dintre punctele A si B.
Punctele A, B, € formeazid pe teren un triunghi echilateral cu latura a = 2,5 km,

= 2,0

; 7 . . A . . /\
Si se caleuleze distanta de la punetul M, situat in interiorul unghiului A BC, pind la

punctele considerate dacid din punctul M latura AB se vede sub unghiul « = 22°12°
iar latura BC se vede sub unghiul § = 10°28', - 3
Ind. Se aplicd teorema sinusurilor in triunghiurile ABM, BCM si se determind un-

; AN
ghiul BCM.

Capitolul VI

Numere complexe sub forma trigonometrica

§ 25. Reprezentarea geometrica a numerelor complexe

81, Planul complex. Numerele de forma z =2 -+ iy, unde a si y sint
numere reale, lar i = [/—l si 12 = —1 se numesc numere complexe.

Din aceastd definitie rezulta ca numerele complexe z + iy cu y = 0 sint
numere reale, deci dacd notim cu R multimea numerelor reale si cu K mul-
timea numerelor complexe, avem Ifte i,

Doud numere complexe @; | iy §i @ + iy, sint egale daci si numai daca
di= A e

Am vazut! cum putem stabili o corespondenta biunivoei intre multimea

- numerelor reale si multimea punctelor -unei drepte.! Sa aratdm acum cum

putem stabili o corespondenta biunivoci intre multimea numerelor complexe
si multimea punctelor dintr-un plan.
Fie z = x + iy un numir complex, Sa considerdm un plan pe care si-t

- vaportim la un sistem de doud axe orlogonale O, Oy. Un punct M din acest
plan este determinat de coordonatele @ si y si reciproc. Tinind seama ci

2= - iy, vezultid ci ewistd o corespondenid biunivocd intre mulfimea nume=
relor complewe z gi mulfimea punctelor M(x, y) din plan (fig. 92). Punctul M (2, y}
se numeste imaginea geometricd a numérului z, iar 3 se numegte aftzul pune-
tului M. Lungimea segmentului OM se numeste modulul numarului coms-
plex z si se noteaza cu | 5| sau p,

iar unghiul orientat dintre axa Oz s ~V1

: ==
vectorul OM se numeste argumeniul
numirului complex §i se noteaza cu

arg z sau cu @. Acest plan se mnu-
meste planul complex.

Si consideram acum vectorul O
Mirimile proiectiilor acestui vector pe
axele Oz si Oy sint 2, respectiv y.
De aici rezulti ci avem o corespon-
dentd biunivocd intre multimea nu-

M.yl

merelor complexe si multimea vecto- &
rilor din plan cu originea O (fig. 93).

i Algebra, anul I liceu.
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$2. Forma trigonometrici a numdiralui complex. Daci notam cu A pro-

iectia punctului M pe axa Oz, din triunghiul dreptunghic OAM deducemn:

Cos @ =—, Sin c;ﬂ:—:fi; (1)
p

'CJ!Z-:

de unde rezultd:
z==0 cos @, Y=@ 80 G
Cu aceste valori ale lui 2 si y, numarul complex z se scrie sub forma
5=2p (cos @1 #in ).

Aceasta formd a numarului complex se numesie forma trigonometricd

a numdrului complea. i Sl

Din relatiile (1) deducem:

Ly cualth
tg @ = —-
&

De asemenca, din triunghiul dreptunghic AOM deducem:
OM? = 04% - A},
adicii
b Dol T i
3| =p= [ a*+ ¥~
Numarm] complex @ — 1y se numeste conjugatul numarului z = 2 4 1y
st se noteazd cu z. Din definitia modulului si argumentului unui nuar

complex rezulta (fig. Y4):

Tmaginea geometricd a numarului s este simetrica fata de axa Oz a ima-
ginii geometrice a numarului =,

o
g.
| = lz|, argz = 2= — argz

wo

Numarul complex z = a -+ iy este nul daca, si numai dacd, z = y = 0.
De aiei vezultd ci daca z== 0, atunei |z |= 0 si reciproc.

Tinind scama de periodicitatea functiilor trigonometrice, rezulta ca doud
numere complexe 3, = p; (cos @ + 1 sin ©,) §1 3=y (COS @p -1 SN @)
sint egale daci si numai duch ¢, = gs §1 @1 = P2 -+ 2w (k€ Z).

93 seriem acum sub forma trigonometrica eciteva numere complexe,
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i

Ezemple

1) Fie numarul complex z; = 1 — 1. Tmaginea geometricd a acestui numar
este punctul M, (1, —1) situat in cadvanul IV (lig. 99, a). Avem:
tg gy = —1
Vit

si tinind seama ca M; € cadran IV, rezulta ci ¢, = — . De aseménea, avem

oy = [/_2_, deci:

4

gy = ]/i(cos In 1 sin -'I}
4 4

9) &a scriem sub forma {rigonometricd numarul complex z, = 14+i}3
Tmaginea geometrich a acestui numar este punctul M, (1. |'3) situat in cadra-

nul I (fig. 95, b). Avem 1g qﬂzvg si avind in vedere ca M, € cadran [

deducem @, = % De asemenea, avem @, = 2 §i deci:
zzsz(cos::-{—1 smi—'-] |
v '
|
|
4 . IMZ {1', ﬁ)
J : |
|
. |
0] g N i
AN ! |§
! i
! I
i i
| |
y I .
bt N s -2
' Hy(1-1) Ll
o b
Y
Ms(0,2)
T\
7 —r
i . :
Fig, 95
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§ 26. Operatii cu numere complexe |

3) Imaginea geometrici a numarului 7y = 92i este punctul My (0, 2) situat

a9

. n PP - ¥ 5 5
1 T 95 ¢ asemenea, avein Pz = 2 si deei: i s el =
pe axa Oy, adich g = - (fig. 95, ). D" asernbngn, GUSAL Re = 273 83. Adunarea si sciiderea numerelor complexe. Si considerdm acum dou#
numere complexe z; = @; + 15, % = 23 + 1Yz

Avem:

= 1 o, | - .
2y 4 3= @y + 2y + 1 (yi + %)
i} ' 4) Fie numdrul complex zy= sin « — 1 cos @

= De aiei rezulti ci:
VEem:

%+ 2y = Zy + 21,

(z + Zp) + % = 2 -+ (22 + Z3),

. e . s
8N & = €03 l—' an O'.} H cO8 % = 81N (? i~ CL} 9
9 2

F

adica: o ; T )

: adicd adunarea numerelor complexe este o operalie comutativa i asoclaiiva.

Pentru a da o interpretare geometrici a adunarii numerelor complexe,

si consideriim punctele My (aq, yy) 51 My (xs, yy); ale caror alixe sint nume-
B Yo o

rele complexe z;, respectiv z, si vectorii OM; si OM,. Notind e¢u M punctul

care impreund cu O, M; si M, formeaza un paralelogram (fig. 96), dedu-
cem oa: :

— — —
OM = OM, + OM,,

|

o
De aici rezultd ci vectorul OM are ca proiectii pe axele de coordonate

Rezulta: : ’
; numerele @, + @, respectiv y; + Y, deci punctul M are coordonatele z, + 2,

r: i ca afix i 'u C
l251 =1, arg 23 = & — —- Y1 -+ yo. Rezultd ca afixul guuptul\_n M este Puﬂ'ldl‘lll complex 7; 4 %
2 ' Asadar corespondenta biunivoca stabilita intre muljimea numerelor com-
) plexe si multimea vectorilor din plan se bucura de urmatoarea proprietate
5) Si seriem sub forma trigonometrica numarul complex z; = 1 — cos & + importanta:

41 sin & (0 L &g 2m). Avem:

: >

Daca numerelor complexe 2z, z, le corespund respectiv vectori OM,,

| — N 3 % — = Y -
i OM,, atunci sumei z; ;- 75 ii corespunde vectorul suma OM, + OM,.

O astfel de corespondenti biunivocd se numeste izomorfism, iar despre
multimea numerelor complexe si multimea vectorilor din plan se spunc cil
sint zzomorfe, Se poate ardta cd in acesl caz orice proprielate o sumet vecla-
vilor este, de asemenea, proprietate a sumer rumerelor complexve (de exemplu
comutativitatea si asociativitatea menflonate mai sus).

Din triunghiul OMM deducem:
oM L OM; + MM

sau, tinind seama ci MM = OM,, ‘
OM < OM, + OM,. o
Dar
\ OM = |24 25|, OM = |5, OM,y=3),
deci

| IZI‘}'zzls‘gi;ﬂ'%']zz!- (1)

De asemenea, daci consideram nue-
merele complexe z; s z,, avem:

. oL . . G o
1 — cos a=2 sm?'—;, sin &= 2 sin — €08 —»

~ . o
Dar sin —
.

P

de unde deducem:

it e « e g T ¢
L= 2 sin— [c-us {-L = ~] - i sin (--— == —” :
2 T - 2

) g i o . s
Avind in vedere ¢i 0, a2, rezulta 0  — < ® §l dect sin

Mz #2)

A

4

(74
)

> 0.

De ajci rezulld cas

‘ 'z_-l —_—Zg = & — .Ttg —!— 1 (yl —— ya). . Flg- 96,




intre vectorii OM,, OM, si

—
M,M, avem relatia (fig. 97):

s e e
OM, - M,M, = OM,,

i de unde rezulta:
Y .fZ;_J
7 i

— —
MM, = OM, — OM,,

: rerr
deci vectorul M,M, are ca pro-
=% jectii pe axele de coordonate nu-
merele @; — Ty §1 Y;— Yo Ducind
. e —
T prin O vectorul OM = M,M,,
rezultd i figura OM,M, M este un paralelogram 51 M este tocmal imaginea
geometrica a nunrrului complex z; — 2.
84. Produsul numerelor complexe. Produsul numerelor complexe 5, §1 2y
se face dupd regula de inmultire a polinoamelor, inlocuind pe i* e —1, adica:

213y = Dyl — YyYs 1 1 (B1Ys 1 Talf)-
De aici rezulta ca: ;

%)%y == Zp%

l@i

(2135)35 = 21(2%3),
21(35 -+ ) = %1% 1 %1%
adica immnulfirea numerelor complexe este comutativi, asociativa si distei-
butiva fata de adunarea numerelor complexe.
Sa considerim acumm numerele complexe:
%y = @y (c0s @ + i sin @), 3 == s fcos @z -1 sin Gu).
Facind produsul acestor doud numere, obtinem:
1% = P1p2 [6os @, cos @y — sin @; sin @, 41 (sin @; €os @z - sin @, cos )]
sau tinind seama de formulele de adunare a unghiurilor
Zy2s = p1Palcos (@1 + o) 41 sin (91 + @)
adici
I e (e e : ;
|#150] = |21] |32]; arg (21%) = arg z; + arg Zp. - (2)

Deci, rlnudu-lu-l produsului a doud numere complexe este egal cu produsul
moclu{elor, tar argumentul produsului este egal cu suma argumentelor.
Sa demonstram prin induetie completd cd produsul a n numere com-
plexe zy, Zy, ..., 3, este dat de formula: i
By s o« %= PP -+ - Pn[COS (@1 + P+ oo T fa) T+
s
Fisin (¢ + @t ...t Pn)ls (3)

unde am notat

prn= |z, pp=arg z (k=1,2, ... n).

160

Aceasta formuld cste adeviratd pentru n = 2. Sa presupunem ca for-

mula (3) este adevirata
plexe zq, Z3, « - - 5 Zpy Zpirs 11 acest caz, notind z=1225 . . . 2, avem |z] =@4Pa - -

arg 3= ¢y + P+ .- - + ¢, Cu aceastd notatie produsul numerelor 2, 7, .

z‘p+1 se Sseric:

Z4%y .+« « Eplpp1l = Apal
si {inind seama de formula (2), rezultd:
|21%5 « « » Zpeal = |3l |Zpers 278 (2183 - - + Zpei) = ATE &1 ATE Zpygy
adica:
| 2123 - - - Z]J+L! = PPz - -« Ppyry T8 (7“132 voe Zp+1) — e RS + Ppia

si deci formula (3) este demonstrati.

%)entru n = p si sa caleulam produsul numerelor com-

-Pp1

sey

Pentru a da o interpretare geometric inmulfirii numerelor complexe, sa

consideram punctele My (@1, 1), My (@ Y3 51 E
se construieste triunghiul OM,M direct asemenca triunghiului OFEM,, (fig.

Din asemdnarea acestor triunghiuri rezulta:

" 4 TN TN
oM _OM - »f,0M — EOM,.

oM, OL;
Dar
OE =1, OM, = p;, OM; = pg
mlz P1 Iﬁ[z = Tar

deci
. SN
OM = pypy, LOM = @1 + 9,

dee unde rezulta
plex z12.
Si aplicim acum aceste rezultate la un exemplu,
Si se determine produsul numerelor complexe

(1, 0). Pe segmentul OM,

98).

ca punctul M este imaginea geomelricd a numirului com

e AT e T y
Z, = COS Eh—l- isin .
unde
=01, o, m
ﬁ’ff’:.'flg)
. i | *
Avem |z,| =1 si argz, = i
€ I
!
deci notind: Mz (zz)
Mn’(zhl
3= Zg%y . - » Ty /
— e d |
avem 0 £1) ' o
| 2] = [%] EA "'lzn!=1 Fig. 98.
161




m (gn+ —1)
9n i

I arg z —

Rezulta ci:

on+l 1 N on+l
| o iRl e U 0 s B telliv |
on an

8. impaﬂgreaﬂ numerelor complexe. Fie acum numerele complexe zy
§i z, == 0. Peniru a impirti numarul z; la z,, trebuie si determinim un numar
complex z= =z -} iy astfel incit:

T Dot
Inmuliind aceasti egalitate membru cu membru cu 2, obtinem:

2122 = ZZZZZ.

Dar z,2, = |z,|? si tinind seama i z, 5= 0, adicd |z5| 55 0, deducem:

2
Z = 173

| 2|2

] e (2 + i) (£, —iys) !
‘ aZ + 43

I B SR + %Yz e i3'2y| = i
5 g
1 @ o % :
Hi Daci cele douia numere sint scrise sub forma trigonometricd

£ = p; (cos @y + 1 sin @p), z, = g (cos @y | 1 sin @), aceasta formula devine:

B by
%3 P2

cos (91 — @z} + 1 sin (@1 — @),

z zZ
ZL arg -~ = arg z; — argzg
g

Ca si in cazul interpretirii geo- y
metrice a inmultirii numerelor com-
plexe, sa considerdm punctele M, M,
si F si construim triunghiul OM,M
direct asemenea cu triunghiul OM,E
(fig. 99). Din aseminarea triunghiu-

rilor rezulti: My~ i)
oMo o ﬂ@h = mz-
OF oM, '
Dar e
OFE =1, OM, = p,, OM; = py, 0 \E(f) g

A~ P Fig. 99,
EOM, = ¢y, EOM; = o5,

deci

TN
OM =2t EOM = ¢, — @,
P2 [

De aici rezultdi cd punctul M - este imagiuba geomoetricd a numérului
complex =l
%2
86. Puterea mumerelor complexe. Si ludam acum in formula (3)
P =pP=:: =P =20 P =@y = ...= P = ¢
Cu aceasta obtinem:
Z" = p" (cos no -1 sin ne),
adici: (4)
|z?| = |z|", arg (&) = n arg z.
Dar, pe de alta parte:

mh — gl (COS P - 1 sin CF)“

" si formula (1) devine:

(cos @ + 1 sin )" = cos ng -+ i sin no. ()

Accasta este formula lui Moivee.!

Si demonstrim ci formula Iui Moivre este adevirata si daci n este
un numir intreg negativ. Inir-adevir, dacd n= —p unde p >0, atunci
avem:

1
(cos @ i sin )P

(cos @ + 1 sin )" =

Dar, tinind seama ci p este un numar natural, putem aplica formula (5)
si deci:

ol
cos pg -1 sin pp

(cos ? 41 sin Q)" =

1 A, Moivre, matematician francez (1667—1754).




sau amplificind fractia din membrul doi cu conjugatul numitorului:

(cos @ + i sin @)" = cos pp — i sin py.
Dar cos pp — isin pg = cos (—pg) =+ 1sin (—pg) si avind in vedere ¢ —p = n,
rezulia:

(cos @ -+ i sin @) = cos ne -+ 1 sin ng.

Vom da acum un exemplu in care si aplicaim formula lui Moivre.

Exemplu
Si se calculeze expresia E = (]/3 — Y (—1+ il/3)1. Daca notim.
3= 13—1i, B=—1+ i]/g, avem |z| = 2, arg z; = ‘j:in adlall=

2 3
arg z, = —3’—1 deci:

117 Rt L 2n & oob 2w
z; = 2fcos — -1 sin z, = 2fcos == 1 sin —| .
. ( G 6 ]’ g ( 3 T 3J

Aplicind formula lui Moivre, rezultd:

& & L 7 2 . .
28— 28 foos 2% 4.4 win N il =21 (eos 20 -4 1 sin EE-TE],
\. 3 3 3
de unde:
E = 21 (cos 22r 4 i sin 227) = 219,
Aplicatii

1° Daca in (5) ludm ¢ = L | obiinem:
2

S S '
’ nmw . . nmw 5
" = cos — |1 sn : ( )
2 2
Pentru- n = 4m avem:
nm . nm f
cos 2 — cos 2mm = 1, sin — = sin 2mw = 0,
9 2
Pentru n = 4m - 1 avem:
nw e . onw . T
cos __ = cos | 2mm |- —] =0, sin — = sin '{21?175 = *J =1
2 2 2 L 2
Pentru n = 4m + 2 avem:
nm . nw :
cos o cos (2mm + w) = — 1, sin " — sin (2mw + w) = 0.
9

Pentru n = 4m + 3 avem:

3 . nT = s 3
o8 " — o8 [2mm + ZE) =.0, sin-—= = sin [2mm + el =
2 2 2 2
Cu aceste valori, formula (5") ne da:
1am — 1, ikl — i, R e — 1, L E—— i, {6)

unde m este un numar intreg.
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2° Si presupunem acum cd n esie un numar natural gi si dezvoltim
membrul intli al egalitatii (5) dupd formula binomului lui Newton. Obti-
nem:

(cos ¢ + isin @)" = cos™ @ + i C! cos™! @sin ¢ +
+ i2C2 cos™ 2 @ sin® o + ...+ 1" C} sin @

Avind in vedere formula (6), aceasta relatie se mai poate scrie:

(cos @ -+ 1sin )* = cos™ ¢ — C} cos™ 2 @ sin® ¢ +

4 Chcosmt@sintg + ...+ 1(Cqcos"osing —

— (3 cos™ P @ sin® @ + CJ cos" P sin® o —...).
Cu aceasta, formula (5) ne da:
cos no = cos™ ¢ — C2 cos™ 2 @ sin® ¢ + Cf cos® L gsinte — ...
sin ng = C! cos™ ¢ sin ¢ — C} cos™ ¢ sin® ¢ + C3 cos"® sin® ¢ — ... (7)

De aici rezulti:

tgng C,1;, cos"1@sing — C3 cosn=? @ sind g -+ G2 cosn=d @ sin® @
gne = - p

cost @ — G2 cosn—2 @sin® g + Cpcosn=lo sinf @™ ...
sau fmpértind si numdritorul §i numitorul fractiei din membrul al doilea
cos" @:

Cligp—Clig®o + Chtgiom...

tg ng = nlg P - nzg ? : n 8" ¢ (7!)
1 —Chtglo+Chtgtem ...

De asemenea, din formulele (7) rezulta:

2 x & -
ctgn @ — Cpoelgn™? g + Cpoelgh™o ...

clg ng = — : 2
Clocign-1o —Ch clgn™® @ + Chotgn™ ¢ ...

4
Formulele (7), (7'), si (7") ne dau funcfile trigonometrice ale unghiului ne
in funciie de functile trigonometrice ale unghivlui o.

De exemplu, si determinim functiile trigonometrice ale unghiului be.

Din formulele (7), (7') st (7") deducem:
sin bo = 5 cos? @ sin @ — 10 cos® ¢ sin® ¢ + sin® o,
cos 5o = cos® ¢ — 10 cos? @ sin” ¢ + 5 cos ¢ sin® g,

5’rg-cp—1_0lg“cp + tg’ @
1 —101g ¢ + 52t o %

tgbo=

clgp —10clg’ p + b elgo
Helgto—10clg? e +1

ctg b g =

87. Radicina de ordinul n dintr-un numir complex. Sa considerdim acum
numirul complex z = p (cos @ + ising) §i sd determindm radicina de ordi-
nul n a lui. Pentru aceasta vom nota:

[0 (cos ¢ + 1sin @) = r (cos B--I— isin0).




‘Ridicind aceastd egalitate la puterea n si tinind seama de formula (4),
obtiem:

p (cos @ + isin @) = r*(cos nf + isin nf).
Numerele complexe din cei doi membri fiind egale, deducem:

" =p, nb = ¢ -} 2km,

adici:
11
ok g Hrte
I
Deca:
1

V¢ (cos @ + ising) = pr (COSM -+ 1 sin m]
na . n
Dacd notam:
1
& —=p* [cos——ﬁwm 12k -+ 1sin A (P] ’
n n

catuncl avem:

n

1
Buun = 6" [ oos(2m+ ZEEE) o i sin (2r+ 22 ]
n

si tinind seama de periodicitatea functiilor trigonometrice, deducem:

En»nz == E»k.

Deci obtinem valori distincte pentru ridacinile de ordinul n al lui z,
dind lvi k valorile 0, 1,...,n— 1.
Rezulta formula:

\

1
VE:pﬂ(eos_z"L:—‘PJri Sinm) (e 0y i 70 =l et
n

Cu notatia de mai sus, radacinile de ordinul » ale numirnlui complex
z sint &y E5iv oo, £y Avernd

-

!ED{:{E”:' & -:1En41|:p;:

deci imaginile geometrice ale radacinilor de ordinul n ale numirului z sint

situate la aceeasi distanii de originea axelor de coordonate, deci se atla pe
; i

un cere cu centrul in O si cu raza p"

Argumentele numerelor &4, &y, ..., &,4, sint Tespectiv;

o ¢ 2 2n—1)m«
e L
n n

n n n

A

1 p™ reprezintd raddcina aritmetica.
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'-- i ‘ /\ on
= = ﬂﬂrn%(zOA’fnﬁl = ﬂfﬂﬁ10ﬂ40 :: *

e = 2km S e
X 'l =ecoz nr—|—1 sin

De aici rezulta ci daci notim cu
AT e imaginile geome-
trice ale punctelor &, &5, ..., Er
atunei (fig. 100):

Py
MOM,=M0M, = ... =

Deci imaginile geometrice ale ra-
dacinilor de ordinul n ale numérului
complex z formeazd un poligon regulat

0 Fig. 100.

< A n
fnscris in cercul O cu raza |z|". ‘
in particular, si determindm ridacinile de ordinul n ale numerelor 1

si —1. Avem:

5 1 = cos 04 i sin 0, deci:

n
(Rl L, e =0l
De asemenea, avem:
—1 = eos ® -+ i sin 7,
2 — 5 R ) S S O
i ry-—i:cos—@g—zﬂi—l—lsmﬂ(——r'—"—
(o= DL, o o g e

Ridicinile de ordinul n ale numaralui 1 se numese rdddcinile de ordinul
n ale unitdyii Sa demonstram urmatoarea proprietate a acestor radicini: orice
putere inlreagd a unei riddcini de ordinul n a unitdjii este o raddcind de ordi-
nul n a unttafii.
intr-adevar daca mnotam

2k o o 2k

-4 1 sin (=01, . —L);

| Wy = COS

atunci avem:

2epm 2kpm

-+ i sin

wh = cos

n
Notind cu k; restul imparjirii numiarului kp la n, putem scrie:

kp = mn -+ ky,

unde 0 < Iy < n—1, deci:

2PT _ 9z +
n

2k




21\,

I3

Dl
mkfms

+1 sin ——

Rezulta of = w4, relatie care demonstreazi proprietatea enuntata.
D aplicam formula  de extragere a radacinii dinlr-un numir complex
la citeva cazuri particulare.

Ezemple
e e
1) Sd se calculeze ]/1 4= i ]/3.

Avem

g iVﬁ:Z(cos%%—i Si]’l;}!

deci:

=
ok -

<

) ! zA.t+—
1/1+ il/g—[f/'ﬁikcos -+ 1 sin

4

(k = 0,1,2,3).

Cele patru ridicini sint:

S
]
l
=
|
—_—— T
(]
o
o w ok
&
+
=

7 197 g I
t s
= cos — -1~ 1 sin— 5
G 1 it ]
b
2) 5d se calcz.tlezr/ i
[ e

Avem:

It R ! 5 _
1-1—1':]/2'{009%-}-?,5111{—], 1—t=l/z(cos%+ﬂ$ﬂ%)!

deci:
27 3 3 [ si
11: = cos {— —Z—J + 1 sm( ?ﬁ} = COS% + v 51“%'
Rezulta:
5 . e - L 2kn 4 ;
l/‘l L e -+ & sin (k=0, 1, 2).
Al 3
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Cele trei ridacini ciutate sint deci:

T /3 1
§1ﬁb05#+lalllﬁ—-[-) —f—?;

) - -

a7 3 1
z,) =008 _'._: I e s Q e ey .
: =

6 6 v 1 B
Co==gos=" L i gin?" = —}

2 2

88, Ecuatii binome. (O ecuatie de forma:

e e
S T U= U, (9)
unde ¢ este un numar complex, se nuineste ecuatie binomd,

Pentru a rezolva o astfel de uuulw vom serie numirul —a sub forma
trigonometricd :

—0 = p(Cos § - 1 iy @).

Cu aceasta ecuatia (9) devine:

7" = g(eos ¢ - 1sin @), |
de unde rezulti:
=
z == p”(cos izl ] - 1sin s cp} flo=01; = 1)
i It
Deci cele n ridicini ale ecuatiei (9) sint:
4
7 = n(COS 2k + o + isin MJ M0, 4y =5 the 1),
{3 It
_unde:
p=|—al, ¢p=arg (—a).

S rezolviim acum citeva ecuatii binome.
Exemple
1) Sa se rezolve ecuatia:
(2—3i1)z0 L1 L5i==0.

Aceasti ecuatie se poate serie sub formu:

sau
A 4.

Tinind seama ca 1 —i=

In . o v
(cos — - 1sin ———J , ecuatia datd devine:
4

[eos — - isin 7—r)
4

12 — Trigonometrie anul IT liceu '

B e o



de unde deducem ca raddcinile ecuafiel sint:

N
7

~3

i O Sl
e + — 2kn =

|

§ e i s
2y = !t)/ 21 cos G et 4+ 18

1 L oazd 1 - di
2) Sd se rezolve ecuajio: [1—"——J ey !

=k

4‘_1—+r1i'

unde @ este un numar real pozitiv.

i 2 @ = arcty ¢, deduceni:
Notind p = /1 + a? ¢ = arctga, dedue

1 4+ agi=op(cosg+1 sin @),
1 — ai = p[cos (—g) -+ isin (—9)ls
1 - il 9 B
s __L__:cus.?+ 1810 2@
e 1 — ai
W L o5 2o <= 18in 29
; ; = ea sopiel | ——— | = cos 2@ -7 1810 4,
51 ecualla dala se scrie: l1 __in P+
de unde dedueem:
, e L = o
Popeiz COs e 3 Ly Si];ll-———f‘ = . (k=0 i, 2, 3).
{ —iz 204" -

De aiei ‘obtinem:

o fire
ainm - ( 1 — cos —_—1—3}
) -

Z.—‘:——_‘_——r—A——'i

L
1 + cos — - 1810 3
Dar: ;
= krm :‘I“ Q 2 (e
e 5 ) S}l’lzm . R es b= 2 cos™
9 1 i
L . kLo im 4@
sin T ® — Zein T Toos P
5 i a
deci:
. kr -+ bt D
Dt hm + ¢ (cos ki il AR ;
A ] ¥ 3
o ﬁ—@———*—"—*_——]___;—;:
- = =t i f,ﬁ. e A a Vi
2 cos i) cos g 4 1sin = J
4 i
adici:

g tgoE @ (im0, 4, 2, 3)

A

Cele patru réadacini ale ecualiel date sint deci:

G 1z b z :;::‘t.f':iri E)—J zflstgl
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(}1:0, '1,..-,5)-

1342 - gl

gau: Z, = to 2 da LW — bl e et T T
: 1 = gz, Zy = o y za——-ctgz, By=—
1—tg = 1 ey 1
B‘é gi_l_

Ezercigii
L. 82 se ccrie sub formi trigonometried numerels complexe:

@) —1 —i; ) V/B—i; ¢) VT=11/T; d) 1+ cosa-—isine

2. 53 se facd produsul urmidtoarelor numere complexe, ceriindu-le sub forma trigo-
nometricd:

2 =B i, 5= e B gy =t 1)/,

3. 83 se caleuleze expresia:

(V3 =1) (sing —i vos &)
(—1 i) (sin @ -+ 7 cos «)

4.

@
§eid

ee determine modulele s1 argumeniele urmitoarelor numere complexe:

{ ! %
| N P A4 1 4
5 = (1—i)/3) g9 = (/8 + i) t &5 o
“/0 it
8. 54 ge arate ci:
14tge)™ 1 4 itone
1—itza 1 —itg ne.
6. Si se calculeze suma:
iy 4w N
cos — cos —— 005 —
r r A
+ ] + : &
/ 3 T 92 T LV 2 5T 2
- 7. 83 se demoenstreze formula;
(n + 1)z
1 cos — sin el

8in # - sin 2 -, .. - sin ne =
‘ g

siny —

2

8, Si se caleuleze urmitorii rvadicali:

) 74— 8y o) T o) VT T e Tionoy

[U<:<<i:~J.

&

S8 se rezolve urmitoarele ecuafii binemie:

a) 28 —27 =0; b) 24 625 = 0;
e) F—i=0; d) 2—{)z8—3—i=0.

10. 54 so rezolve ecuafia:

P23t 2 =0,

Brmaraiiny o ve umas me——h ——




2, §iscdotermine constantele a, b, castiel ca expresia [

4. Si se arate ci funciia f

Probleme recapim]nﬁfe

1. Sd se arate cd:

n cosd ha—cosd (Ef e ka]

w | e

cos hka 4 cos (% 4 im)

Ind. T4 termenul de rangul I al sumei precedente, este egal ¢u =

7 = @ sin z cos @ (tg @+ ctg 2)F
4+ b sin® @ cos? @ (1g® @ -+ ctg® @) + (c—2) sint & cos* @ (tg octgt @) +2{sin’z 4 cos’a)
si nu depinda de . '

Ind. Notind sin? 2w =1, dupd transformiri, se obtine:

E(t) 2)52—%[b+20—1)i+a—}-b+c, de unde: ¢ == 2, b= —3,

jar @ cste arbitrar.

3. Sa se demonstreze inegalitatea:
ain & —Ccos &

< 1.

1—gin @ cos &

Ind. Cu ajutorul substituficl 8in & —C0s & == t, inegalitatea devine T—-—-i—.{, 1.
e

periodicd.

Ind. Presupunind ei f{z) admite pericada T, pentru z = 0 se obtine ecuatia cos aT 4

L ¢cos T =2 care nu admite solutii dacd T > 0 si & este irational,
B. &3 se demonstreze ci functia:
f(2) = & —¢in @

este strict monotond.

Tog— oy

Ind. fla)y — flas) = (0 — &) — 2 #in

2 Icos—z-g:—l < X3 =— Tqs

2 gin

6. Si s trasezs graficul functiei: -

f(2) = sin a:‘lccsa:l 4-cos 2 | gin @ [«

172

(2) = cos @ © - COS I, unde % este un numir irational, nu ests

&a 4 Xy . .
cas -—2--;—'—3 gi dacd 2, > x;, atune

Ind. Functia admite perioada 27 si

sin 2z dacii o = ]:0,

ko |3

flz) = ¢ 0 dack 2 = [—}, 7:] LJ [L?, 2,-;]

—sin 2a dacd @ e [11:, —'—]
£

b |
)

S5 ¢ s i
7. 5a 'se determine moduln]l numirului complex:

L e A A

id, Notnd =

=
=

—_—

;P—"

MIFA

4o

L]

S

| S |

5 ==, obtinem succesiv:

LM e ) (). (1)
oy 1 —3 2

1 z2'.'!.'i'-1

T—7

de unde

galk

1
(1__) (1'44), daci n>> 1.

8. 83 se stabileascd relatia:

9 o
ol o +cus--«éi--+...+ctss—-ﬂ-—--n—’l
on + 1 9 + 1 TG
Ind. Ecuatia binoma 22" -1 = 0 are ridacinile
2nk 2wk
ap = cos i si = =
2n + 1 Gl 2n 4 1 PRt by,
2n on
iar ; ap = 0, de unde rezultd cd suma partilor reale ' cos At
; ————— @Bl &,
2 §0 PR ste nuli
2n
G box :
Insa ; cos k =1+(005M+ cgsﬂ_ -+
= 2n -+ 1 2n 41 2n -1
, n—1) 2% 2 2%
< (003 ( -+ cos z e At e
: 2n 4+ 1 e sl b 9 + 1 +c°52n+1]=’
=1—2[cosgn—-———i}-—f§+...+uus |
on L1 on 1]
Mai departe se fine seama fin ultima expresie de re]a‘tia:
[2n— (2k —1)] = he2 -
cas =—cns-—-—ﬂ(k=‘1, 2y oy e

2n + 1 n 4+ 4




§, 54 se rezolve imecuafia:
asin® > geoa ®, unde a > 0. *

atunci .

: ; ; : 2 e
Ind. Dacad 0 < n < 1, atunei asin® = @cos ¥ (=) sin @ <X €08 T} daca 1 < a,
d. Dacd =
asin® = qeos ® (= sin @ > c08 2.
10. Si se rezolve ecuatia:
; I i e O 3
sind @ -+ sin® 2@ -+ sin® 3@ = (sin @ -+ sin 2@ 4 sin GEARE ;

Ind. Cu ajutorul identitdfii

[¢+y+ﬂh*ﬁ—mh—ﬂé3w+tu+ﬂh+ﬂ,

18-

¢ .. oz , SE
E—{ sin 2 sin —= gos & ¢o8® = = u.
a9 a

Lo

= =

. | e
ecuatia data se scrie sub forma sin

11. Si se rezolve ecuafia:

(4 -~ ) cos 42— 8 (5 — 2¢) cos 2o - H& sl =)

3 it & 3 4 Afme l .
s1 sa st diseute d upa valerile pard metrulur o,

d. P L = i E‘L\atl 1 Nl a t nite solufii entr o =s se 0])[]]15 ecuatia ecl 1V aleula
Ind. Pentru # € il admite s 115 P& 1 T 1 L

-t £ o . . s -
cos 20 = eare admité solutii pentru

— -

o+ 2
— :
—o 41

1
<1, de unde o = (—-‘—oo, — -2—] :

12. Si se rezolve ecuatia:

2% L 2z cos (kna) + 1 = 0. k=2).

g admite solutii numai dacd |z | =1,
22

Se obtine solutia @ = 1 pentru k impar si @ =

Ind. Ecuatia echivalenti cos (kma) = —
=1 pentru f: par.

13. Si se rezolve ecuatia:

=

sind @ eos & ~=sin @ cos? @ =

|

14. Sa se rezolve ecuatia:
) : o
cos @ - cos 24 - . .. +cosnm=—-2—.

ransformind produsele obti-

- . .. . . 3 . - - - . t
Ind. Tnmultind ambii membri ai ecuafiel cu 2 sin a:dgl i 7 = o
fute in sume, san tinind seama de exercifiul 7 din eap. VI, se obtine ecuatia echiva

o G &
. 2n 41 - g kk este un numar infre
lenta sin j— =0 (¢ kn), do unde &=k 2n 41 { p

=

arbitrar, nedivizibil cu 2n - 1).

Pentru oricare din aceste valori ale lui J este deci valabild egalitatea

icos —M—n—.-l = --—-1- , care eonstituie © gé%éi‘é]iiai*é a e%. 8.
& ok 2
174

=

15. %3 =e rezolyve sistemul:

lZEnsmcnSSy:a—]--"l—-,
a

2 gin @ 8in 3y = 1 — a.

; i 1 - P &

Ind. Fiinded |2 cos @ cos 8y | <C 2, iar |a - —| > 2, sistemul poate si aibi solutii
a

numai pentru | @ | = 1. Dacd @ = —1 sistemul este incompatibil, daci @ = 1 se obtfin

solutiile @ = (I + k) =, y = (1—1) = (I, k  Z).
)

16. Si se arate cii daeci A, B, C sint unghiurile unui triunghi, atunci
cos A -+ cos B + cos C < 2.

Ind. Scriind sistemul sting sub forma:

el
eos A - 2 sin ~— cos ~

si observind ci se poate considera A < 60°, prin majoriri succesive, se obtine inega-

litatea dati,

17. Fiind dat un dreptunghi de dimensiuni @ si b, si se construiascit un ali dreptunghi
de arvie m?, astfel ca virfurile primului si fie situate pe laturile celui de-al doilea.
Ind. Notind eu & unghiul dintre doud laturi ale dreptunghiurilor considerate, se ohtine
] 2m? — ah
sin 2o = —‘T"—__]

a® + b*

; v B a -+ b
Construetia este posibilda pentrn Vlabis i

V2

+ 18. O piramida palrulaterd regulatd cu latura bazei egald cu a ¢i unghiul diedru de la
bazd egal cu 2 se sectioneazi cu planul bisector al diedrului de la baza. 5a se caleu-
leze aria scefiunii.

Ind. Se considerd planul determinat de virful piramidei i de mijloacele a donid laturi

, sin® 2o cos o

opuse ale bazei. Aria sectiunii este datd de relatia S =a
T
sin® 3o

19, Intr-un con se inscrie un cilindru a ecirui inaltime este egald cu raza bazei conului.

Si se determine unghiul format de axa conului cu generatoarea sa, dacid raportul
9

. A . ST % DN » o 5 o
dintre aria totald a cilindrului gi aria bazei conului este egal cu .

9

s
Ind. Notind cu o unghiul edutat, cu R raza bazei conului, iar cu r raza bazei cilindru-
: ; o i (e . ;
lui, se¢ obtine relatia 2 1 i = — care conduce la ecuatia 4 tg®a — 12 tga +
)
1 e .

45 = 0.

Solutia acceptabila este o = arctg —.




- = - F 3 g
g = x 4 = . - o R
90, 84 se despompund o fortd F in doui componente Fy si F, dacd 2= & (Fy F)
: = 2
) A
N
S
= 917y, F).
P S
Ind. Notind (£, &) = « & folosind teorema cnmhunlnm se obtine ecuatia
. v ")
9 sin 29 -— h sin % = 0 cu solulin nebanald « = arccos = .
o
3

olutiile sistemuluiz

‘Mai departe, intensitatile fortelor F, gi Fy sint date de ¢

B2 =2 4 Fi— 2 FFy o8 &

L e o

g n - = 1
adied Iy = 42, Fa=30% unde » = — I/,
o =
. o i

- Raspunsuri

Capitolu.l I

7 397 b . ™ 07 :
1 a) 208, T ¢) 1568, ~—. 2 ) )4 e e AR R
10 50 3 20 b G B
ar 2
o) 295°, O .7, 0)86°; ¢)390° 8. b) go94/: d) —148759". 9, 6,53 m. 10.95,5°. .a) -
& F b
t‘) T 19, w=10mraid/s. 13. 404 14, 95 15. dupd 12 min; 1 ord 9% min; 12(2n—1) min,

16. dura 3 min; 97 min; 3(bn — 3) min.

Capitolul I_I

L 15 20

1. a) 178=45"+8% smocu‘——uetc' 6. a) —
17 29

9. 10._—.f- 11, a) 3,5; ¢) 3 L/— 2) 2.

15. l.r"l.B‘I =4 AB=:

14. i/___(L/_E:L)

9 9 2
» :1-,—9,-—1-. 7. 14 cm, 48 cm. & L:-I/’Bum
29 21 20

1% 17-1/3 Cem L 1/3 1—01/3_

e

3 1(,D‘~'I ¢D=—1. 16, AR BA=0, |AB| +

s T
‘—}-ﬂ}_}l\ — 4, 17.a) nu; b) nu; ¢) da. 18.4) 19. ﬂ—[; 24. b) Ind. —500°=—"2" 360° 4
. 49% 3 , o
ponety d) 42— i 2By 3 26 —51/3, 0. =.20.0. ag, w1, —(=-+1).
¢ 5 i} 2
29, a) sin 38°; c¢) s8in (30° + 2). 30 b) 89°; d) cos (’1209«—%}. ;q;

c) tg(ﬂ—-%). 32. a) ctg(—«v%{:); ¢) ot

b) R—{%}; o) fzm({%+e-%}u (21;::))37. )

o % 33, a) 45°30° + 44°530° =90°. 34 a) I

~. 38, @) para; b) impard;
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