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Capitolul 1

Unghrifuri si arce

§ 1. Sisteme de masura
pentru unghiuri si arce

1. Misura unghiurilor. A misura un unghi fnseamni a-l compara cu
alt unghi, ales ca unitate.

Iiecarui arc ii corespunde un unghi la centru unic determinat. Mdsura
arcului de cerc esle egald cu mdsura unghinlui la centru corespunzdlor.

In trigonometrie se intrebuinteazi trei unitali de unghiuri diferite,
carora le corespund trei sisteme de maisura:

a. Misura in grade sexagesimale. In acest sistem unitatea de unghi
este gradul sexagyestmal (1°) definit ca a 90-a parte din unghiul drept. Sub-
unitatile sale sint minutul seragesimal (1'),egal cu a 60-a parte din gradul sexa-
gesimal, si secunda sexagesimald (1'’), egald cu a 60-a parte din minutul
sexagesimal.

Pentru a nota, de exemplu, unghiul de 15 grade sexagesimale 8 minute
sexagesimale 28 secunde sexagesimale, scriein:

15°8'28".
Din definitiile precedente rezultd relatiile:
1°=60"; 1" =60"".

Acest sislem se foloseste in aplicatiile practice ale trigonometriei, in
astronomie s.a.

b. Misura in grade centesimale. Unitatea de unghi in acest sistem este
gradul centestmal (1%) definit ca a 100-a parte din unghiul drept.

Subunitatile sale sint minuful cenlesimal (1¢) egal cu a 100-a parte din
gradul centesimal si-secunda cenfesimald (1°°), egald cu 100-a parte din mipu-
tul centesimal.

Pentru a nota, de exemplu, unghiul de 25 grade centesimale 76 minute
centesimale 60 secunde centesimale, scriem:

258 76 60



Relatiile:
18=100¢; 1°=100°

sint consecinle imediate ale definitiilor precedente.

Sistemul centesimal este folosit in topografie, astronomie s.a.

Observatie. In sistemul centesimal se simplificd atit notatia un-
ghiurilor cit mai ales transformirile. De pilda, 828 4°¢ 18°¢=82,0118%=
=8204,18¢=820 418%.

Exemplu. Unghiul la centru, corespunzdtor unui semicerc este egal cu
200s.

c. Misura in radiani. Misura in radiani a unghiurilor, folositd in me-
canicd, in analiza matematica s.a., se defineste pe baza urmétoarei teoreme:
raportul dintre lungimea arcului de cerc, corespunzitor unui unghi la cen-
fru, si lungimea razei cercului nu depinde de raza, ci depinde numai de acest
unghi. Prin urmare, dacd intr-un cerc lungimea arculuj este ! si lungimea

; . . ! ; . .
razei r, pentru fiecare unghi raportul —este un numir real unic determi-
r

nat. Insemnind acest raport cu @, obfinem:
r

Definitie. Numdrul a, egal cu raperiul dintre lungimea arcului de cerc,
corespunzdlor unui unghi la cenfru, si lungimea razei cercului
se numeste mdsura in radiani a unghiului respectiv.

Daci in relatia (1) facem a=1, obtinem [=r. Prin urmare, unifafea de

unghi in acest sistem, numitd radian, este unghiul la centru corespunzdfor arcu-
lui de cerc de lungime egald cu lungimea razei cerculut (fig. 1).

Exemple. 1) Dacd lungimea arcului I estc egald cu doud raze, unghiul la
ceniru este egal cu 2 radiani; dacd I:%r, unghiul la centru este egal cu%ra—

diani.
8 2) Mdsura in radiani a unghiului
la cenfru, corespunzditor unui semicerc
esfe w. Intr-adevdar lungimea semicer-
| :

5

cului este = —.2nr=nr, de unde ob-

. l
tinem —=m.
r r

2. Trecerea de la o misurd la alta.
Folosirea celor trei sisteme de unitafi
de masurd in diferite domenii stiintifice
necesiti transformarea misurii unghiu-

UT 4 rilor dintr-un sistem intr—a.l’rul.u o
r Sa consideram un unghi a cdrui ma-
Fig 1. sura, este « in grade sexagesimale, o

0
L uot?

in grade centesimale si ¢ in radiani. Unghiul la centru, corespunzitor unui
semicerc, are masurile 180°, 2008, 7 radiani.!
Rapoartele corespunzitoare ale mésurilor @cestor unghiuri sint:

r

o o a

_—
180 200 g

Fiindca raportul a douii mirimi, misurate cu aceeasi unitate, nu depinde
de unitatea aleasd, rezultd ca aceste rapoarte sint egale:
o o

a
180 200 m @)

Cu ajulorul aceslor formule se lrece de la o mdsurd la alta.
Observalie. In relatiile de transformare (2) intervin numerele

i i, s ; . ; ; ¥
iralionale m, —. Pentru o mai bund aproximalie este necesari cunoasterea
13

valorilor aproximative 7:::3,]416,~l—- =0,3183.
n

Aplieatii

1° Sd se exprime in grade cenlesimale unghiul egal cu 18°20°7".
Solufie. Din proportia formatd cu primele doua rapoarte ale relatiilor (2)
oblinem:

. 200 10
o= —o=—q
180 9
i < : e . 20 ) e
nlocuind in aceastd relatie pe o cu 184 =+ » gasim:
60 60 . 60

o' ~20,3725. Prin urmare,
18°20°7"" ~ 20837¢25¢¢

2° Doud din unghiurile unui {riunghi sint de 15° i 60°. S& se exprime
in radiani al treilea unghi «l triunghiului.

Solufie. Unghiul al treilea al triunghiului este egal cu 180°—(15°++u)°) =
=105°. Pentru a transforma méisura sa din grade sexagesimale in radiani,
considerdm proportia formatad cu primul si ultimul raport din relatiile (2):

o a

180 n

1 De aici inainte, cuvintul radian se va subintelege. De exemplu, vom serie a=2,5 in loc
de a=2,5 radiam.



adica

105 7
a= n=— T.
’ 180 12

3° Sd se exprime in grade sevagesimale unghiul de 1 radian.
Solulie. Din relatiile (2), tinind seama c¢d a=1, obfinem:

180
a=—
b

sau:

180

e ~ 57,2958.
3,1416

Deci:

1 radian=57°17'44",8.

4° In capitolele urmitoare vom misura unghiurile in grade sexagesimale
si in radiani. De asemenea, misurile unor anumite unghiuri sint frecvent
intilnite in aplicatii. De aceea este necesari memorarea tabelului de mai

jos, intoemit cu ajutorul relaliei g =—>—
180
el 00 30° | 45° | 60° | 90° | 180°| 270°| 360°
0 n n )| 3n 5
& =z 5 n kL il ;
6 | 4 | 3 | 2| " |2 "

‘5% Din relatia (1) obtinem:
l=ar.

Prin urmare, lungimea arcului de cerc esle egald cu produsul dinfre mdsura
in radiani a unghiului la cenfru corespunzdtor si lungimea razei cercului.

Observafie. Pentru r=1, relatia precedenta devine /=a: lungimea
arcului de cerc de razi 1 este egald cu masura in radiani a unghiului la centru
corespunzitor. Simplitatea acestei relatii face ca masura in radiani a unghiu-
rilor sa fie preferati celorlalte, in special in cercetérile cu caracter teoretic.

§ 2. Generalizarea notiunii
de unghi si de arc

3. Unghiuri orientate. Pini acum am considerat unghiul definit in
geometrie: figura formatd de doud semidrepte care au aceeasi origine. Un-
ghiul astfel definit se dovedeste insi necorespunzator studiului unor migcéri,

6

tatia elicei s.a., unde trebuie si se {inid
seama s5i de sensul rotatiilor, si de nu-
mirul lor.

fn cele ce urmeazid vom da o noui ' j—
definitie unghiului care o va generaliza
pe cea datd in geometrie.
Intr-un plan se disting doud sen- Fig. 2.
suri pentru rotatia unei semidreple: sen-
sul invers rotatiei acelor ceasornicului, numit pozifiv, si sensul de rotafie a
acelor ceasornicului, numit negalivl. Sensul de rotatie pozitiv (negativ) se
inseamna cu sageatd (fig. 2).
Planul in care s-a stabilit sensul pozifiv penirv rotafii se numeste orienial.
Consideram ci unghiul criental AOB este generat (descris) de o semidreapld
din planul oriental care se rolesle in jurul originii sale, din pozfia 0A pind
in pozifia OB. ,
Semidreapta 0A se numeste lafura inifiald a unghiului A0B, iar semi-
dreapta OB latura finald.
4. Unghiuri pozitive si negative. Convenim si numim unghiul AOB?
pozitiv san negaliv, dupa cum sensul rotatiei semidreptei care il génereaza
este pozitiv’ sau negativ.

ca: stringerea piulitei, rotatia cheii, ro- \

Presupunem, deocamdatii, ci rotatia semidreptei qu depiseste o rotatie
-

completi. Dacd mdsura unghiului geomeiric AOE este o, spunem cd mdrimea

8

/5’

7 0
-270° / \/ 4
\-__/—

Fig. 3. Fig. 4.

1 Sensul de rotatie pozitiv se mai numeste direct sau trigonometrig, iar sensul negativ,
— retrograd. '

2 n cele ce urmeazd, unde nu existid posibilitatea de confuzie, nu se mai specificd cé
unghiul este orientat.



unghiului AOB este egald cu a sau —a, dupd cum rolafia esle pozifind sau nega-
livd si scriem respectiv AOB =g sau AOB=-—qu.!

Eremplu. In figura 3 sint reprezentate douad unghiuri eu latura inifiald
0A si latura finald OB. Mirimea unghiului pozitiv AOB este egald cu -+90°,
far mirimea unghiului negativ AOB este egald cu —270°.

5. Unghiuri mai mari in valoare abseluti decit 360°. Egalitatea §i suma
unghinrilor. Fie unghiul AOB ==« (—360° < « < 360°). Sa presupunem ci semi-
dreapta care il genereazd, dupid ce descrie unghiul «, efectueazd n rotatii
complete (in figura 4, >0, n=2). Evident, semidreapta s-a rotit din pozi-
tia 0A pind in pozitia OB,

Spunem cd semidreaple a descris unghiul AOB de mdrime egald cu o+
-+n -360° dacd rofafiile sint pozilive si unghiul AOB de mdrime egald ¢u e.—n -360°
dacd rotatiile sint negative.?

Prin urmare existd o' mulfime infinitd de unghiuri p cu lalura inifiald 0A
si latura finald OB. Ele se exprimi prin formula:

B=a4n - 360° (n=0.1,2,...)
sau
B=a -k -360° (3)

(=0, 41, +2,...).

Evident, pentru k ales convenabil, 8> 360".sau p< —360°. De aici rezulti
cd, in mul{imea unghiurilor cu latura initiali OA si latura finala OB, exista
o mulfime infiniti de unghiuri mai mari in valoarea absoluti decit 360°.

Observatii. 1° In formula (3) unghiul « poate fi oricare dintre un-
ghiurile cu latura initiald OA si latura finali OB. In particular putem con-
sidera ca 0° <a<<360°.

2° Folosind misura in radiani, formula (3) se scrie:

B=o+k 2xm (keZ), (3"

unde prin Z s-a notat multimea numerelor intregi {0, L1y LBy

T }

Exemplu. Dacd semidreapta se rolesle in sensul pozitiv cu un unghi de 120°,
in raport cu latura inifiald OA, fiecdrei pozifii finale a semidreptei ii corespunde
unul din unghiurile:

1) pozitive: 120°, 480°, 840°, ...

2) negative: —240°, —600°, —960°, . ..

1 Masura unui unghi este un numdr pozitiv, mirimea lui putind fi pozitiva sau negativi.
2 in cele ce urmeazi, in loc de ,unghiul de mirime egald cu...%, spunem ,unghiul egal
(L) |

8

B
8
(i
15
52 - wﬂ/*
) E—

L=}
éﬂ
S

Fig. 5.

Toate acesie unghiuri sint cuprinse in formula:
B=120°+k-360° (k=Z) (pentru k=0, 1, 2, ...se oblin unghiurile pozitive,
pentru k=—1, —2, —3, ..., unghiurile negative) sau in formulele p=480°+
+ k-360° (keZ); B=—240°+k 360° (k=Z) etc.

Definitie. Doud unghiuri care au aceeasi mdrime se numesc egale.

Consecintidi. Mirimea unui unghi fiind independenta fatid de pozitia
laturii initiale, rezultd ci orice semidreapti din planul orientat poate fi con-
sideratd ca laturd initialdi a unui unghi.

Definitie. Suma a doud unghiuri se numesle unghiul a cdrui mdirime

este egald cu suma mdrimilor celor doud unghiuri.

Exemple

1) In figura 5, a suma unghiurilor AOB=90° si BOG=45" esle unghiul
A0C=90"4+45"=135".

2) In figura 5, b suma unghiurilor AOB=—270° si BOC=90° esfe un-
ghiul AOC=-270°-490°=—180".
~ 6. Corespandenta biunivoed intre multimea numerelor reale si multi-
mea unghiurilor orientate. Fie rg un numir real arbitrar. Numerele

v, —3 2w, —22%, —27, 0, 2%, 227, 3 27, . ..

determind pe axa reald mullimea de intervale disjuncte

e oo [—327, —227), [—2 27, —2x), [—2x, 0), [0, 27), [2m, 2 -27),
(22w, 3-2%),...
a caror reuniune este egala cu mulfimea numerelor reale. Rezulta ca in aceasta

mulfime existd un interval, si numai unul, care conline numdarul ro; fie
[ko - 27w, (ko-+1) -27] acest interval. Atunci

ko 27 <ro<{ko-+1) 2=



sau
0<ro—ko 2n <27,
adicid
ro—keo ‘2w =0y,
unde 0<<as <27 este un numéir determinat. Cu alte cuvinte, oricare ar fi

numiru} real re, existd numdirul intreg ko si 0<wo <27, unic determinate,
astfel incit

I'n :ku '21‘: +Otﬂ‘

Insi numirul ko -2m+oo este egal cu unghiul descris de o semidreapti care,
dupi ce descrie unghiul a0, efectueazd ko rotatii complete (pozitive sau nega-
tive, dupd cum ko>0 sau ko <0). Prin urmare fieciirui numir real putem face
sd-i corespundid un unghi orientat, si numai unul, anume unghiul egal cu
acest numir. In aceastd corespondentd fiecare unghi oricntat este corespun-
zator numarului real, unie determinat, egal cu unghiul respectiv. Corespon-
denta stabilitd se numeste biunivocd. In acest fel infre mulfimea numerelor
reale si mulfimea unghiurilor orientale existd o corespondenid biunivocd.

Observatie. In aceasti corespondenti sumei a doud numere reale
ii corespunde suma unghiurilor respective. Se poate ardta cii. in acest caz,
orice proprietate a sumei numerelor reale este valabild si pentru suma unghiu-
rilor. Unele precizéri vor [i ficute in § 26, cu ocazia introducerii operatiei
de adunare a numerelor complexe.

7. Corespondenta intre mulgimnea numerelor reale si pozitia laturii finale
a unui unghi din planul erientat. Vom arita ci fiecirui numir real putem
face si-i corespunda, printr-un anumit procedeu, pozitia laturii finale a unui
unghi unic determinat. Pentru aceasta considerim mul{imea unghiurilor din
planul orientat a céror laturd inifiali este semidreapta OA. Fie r=k -2n+
+a (0 <o <<2n) un numir real. El este egal cu unghiul pentru care OA este
latura inifiald si a cdrui laturd finald coincide cu latura finald a unghiului a.
De aici rezultd ci fiecirui numir real r=k -2n4a (0 <x<27) putem face si-i
corespunda, in mod unic, pozifia laturii finale a unghiului «.

Observatie. Corespondenta stabilitdi nu este biunivocd. Intr-ade-
vir, dacd OB este pozitia laturii finale a unui unghi, existd o multime infi-
niti de unghiuri cu latura inifiala OA si latura finald OB, ale ciror méarimi
sint numere reale distincte. Asadar, fiecare pozitie a laturii finale a unui unghi

este corespunzitoare unei multimi infinite de numere reale distincte.

.10

8. Generalizarea notiunii de are. Si considerim o semidreaptid din
planul orientat care se roteste in jurul originii sale, din pozitia OA pina in
pozitia OB. Un punct al semidreptei, diferit de origine, descrie un drum nu-
mit arc. Pozitia punctului OA se numeste originea arcului, iar pozitia sa pe OB
extremitatea arcului.

Arcul cu originea si extremitatea, respectiv, in punctele M si N se no-

e
teazd MN. Convenim sd numim arcul pozifiv sau negafiv, dupa cum rotatia
semidreptei este pozitiva sau negativda. In acest fel, arcului i se atribuie sen-

sul rotatiei si se inseamna cu sageata (fig. 6).
—_

Fiecdrui arc MN ii corespunde un unghi unic determinat: unghiul cu
latura initiala OM si latura finald ON.

Prin mdrimea arcului MN infelegem mdrimea unghiului corespunzdtor.
Asadar, fiecirui arc de marime « ii corespunde unghiul de mérime o si re-
ciproc. De aici rezultd ca tot ce s-a spus despre mirimea unghiului este vala-
bil si pentru mirimea arcului. De aceca putem spune arc in loc de unghi si
invers.

Aplicatic. [Fie B;, Bs..., B, (n»3) virlurile unui poligon regulat si A
un punct arbitrar aparfinind cercului circumsecris poligonului (in figura 7,
f1=4). Evident, existd o multime infinitd de arce cu originea in punctul 4

si extremitétile in virfurile poligonului dat. Daca 8 $i « sint doua din aceste

]
arce, diferenta lor este un multiplu de Gl
n

360°
f—a=k-——,
n
de unde:
360°
e
n
8
‘N
:93
A
A
0 M
Fig. 6

11
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Presupunind arcul o fixat, rezultd ca
mulfimea arcelor cu ecriginea fn A si extre-
mildfile in virfurile poligonului considerat se
exprimd prin formula:

B=atk- 3 (kez) @)
n

Observatie. Se constati usor cd for-
mula este valabili si pentru arcele ale céror
extremititi sint simetrice fata de centrul cer-
cului corespunzitor (in acest caz n=2).

Exemple 1) Mulfimea arcelor cu ori ginea
in A si extremitatea in Bi sau B (fig. 8, a)

este p:ﬁo°+;.~-ﬁ;°_:60°+k-180° (keZ).
2) Mulfimea arcelor cu originea in A si
extremitalea in Bi(Bi=A) sau B: (lig. 8, b)

este 5 —0° +k - % — L -180° (k = Z).

3) Muliimea arcelor cu originea in A s
extremitalea intr-unul din punclele Bi, Ba,
i 360° o
B, By (lig. 8, ¢) esle p=45"+k - " =42 +
4-k -90°(k = 2Z).

; : , 360° .
4) In figura 8, d, §=0"+k- — =k-60

(keZ).
Exercitii

1. Si se exprime in grade cenlesimale i in radian
unghiurile urmitoare:

a) 18°; b) 72° c) 1407271,

2. Si se masoare in radiani arcul de cerc egal cu:
a) 4 cm; b) 1,2 em; ¢) 0,6 em; d) 2,4 dm; ¢) 0,66 m dacd
raza cercului este egald cu 12 cm. .

3. Sa se calculeze in radiani unghiui decagonului
regulat convex.

4. Masurile unghiarilor unui triunghi sint propor-
tionale cu numerele 3, 4, 5. Sa se exprime in radiani
masurile acestor unghiuri.

5. Si se calculeze si sid construiased unghiul

pentru urmaitoarele valori ale lui « si A:

a) a=30° k=2; b) «a=210° k=1,
¢) a=—30° k=3;
d) o=—415° k=2

6.
radiani unghiul rotatici unui volant, daci executi:

a) 2 rotafii complete; b) 2,3 rotatii complete;
c) ; rotatii complete.l

7.

egal cu:

8.

9.
10.

11.

12.

13.

16.

B=o+k -360°

]

54 se masoare In grade sexagesimale si in

Si se exprime in grade sexagesimale unghiul
Fig. 9.
T, . T 13n
(2)5, b)“‘)(])f)ﬁ'

Si sc exprime in grade sexagesimale unghiul egal cu:

a) 0,6; b) 1,7, ¢).—4; d) —2,6.
Sd se afle lungimea arcului de cere, cu raza de 3,2 i, dacd arcul este egal cu 117°.
Lungimea arcului de cere, a carui razi este egali cu 2,4 m, este de 4 m. Si se exprime
in grade scexagesimale acest arc.
O roata dintata are 90 de dinti. Sa se cxprime'in radiani unghiul de rotatie al rotii,
dacid ea se roteste cu:
a) 30 de dinti; b) 25 de dinli; ¢) 40 de dinti; d) 200 de dinti.
Un disc executd inlr-un minut 300 de rolalii complete. Si se calculeze viteza sa un-
ghiulard in radiani pe secundi.
Viteza unghiulard a unui vall este de 42,3 rad/s. Sa se calculeze numirul rotatiilor
efectuate intr-un minut.

s

- O roatd de transmisic se roteste cu viteza unghinlara o = *9-- rad/s. In cil timp executs

o rotatie completa?

. Doud mobile A si B, incepind din acelasi moment se deplaseazi in aceiasi sens pe

un cere. In momentul initial poziliile lor sint diametral opuse. Mobilul A descrie in
fiecare minnut un arc de 30°, iar mobilul B un arc de 45°. Dup4 cit timp de la inceputul
miscérii se produce prima, a patra si a n-a intilnire a mobilelor?

Doua mobile A si B, situale in extremititile a doi diametri perpendiculari (fig. 9),
se deplaseazi pe cerc, incepind din acelasi moment. Mobilul A descrie in fiecare minut
un arc de 20°; mobilul B descrie in fiecare minut un are de —10°. Dup4a cite minute
se prudﬁce prima, a freia, a n-a intilnire a mobilelor?

1 in

exercitiile 6, 11, 12 sensul rotafiei se considerd pozitiv.



Capitolul 11

Functii trigonometrice

§ 3. Functiile trigonometrice
ale unghiului ascutit

9. Definitia funetiilor trigonometrice. Iie o un unghi asculit al unui
triunghi dreptunghic si a iungimea ipotenuzei, b lungimea catetei alidturate
unghiului o, ¢ lungimea catetei opuse unghiului « (fig. 10).

Reamintim ca funcliile trigononiétrice sinus, cosinus, tangenti i cotan-
gentd ale unghiului o se definesc ca rapoarte intre laturile Etriunghiului, si
anume:*

sin a=—,
a
adica sinusul unghiului ascufit se numeste raportul dinire catela opusd unghiu-
lui si ipotenuzd;

b
COS L= —

¢ adicd cosinusul unghiului ascufil se¢ nu-

a
meste raportul dintre calela aldturald un-
ghiului si ipotenuzd;
« :
i
b
Fig 10. P
tog o= —»
b

1Pentru prescurtare, in loe de lungimea lafurii. spunem laltra.

14

adica fangenta unghiului ascufit se numeste raportul dintre cateta opusd unghiu-
lui si catela aldluratd;

ctg o=

nlg-

adicﬁ‘ cotangenta unghiului ascufit se nuineste raportul dintre caleta aldturatd
unghiului si calela opusd.
10. Valorile funetiilor trigonometrice pentru unghiurile de 30°, 45°, 60°,
[{ngh_iul de 30°. Sd considerim triunghiul dreptunghic cu un unghi
de 30° si ipolenuza egald cu a (lig. 11). In acest caz. cateta opusad unghiului

de 30° este egald cu jumitatea ipotenuzei: c= -2 . Maj departe, din teorema
; 2

Vs

lui Pitagora (b®=a2—-c?) gisim ci b:a—z—. Prin urmare:

a a3
S B - gl cos 30° = b o2 _ V3
a a 2 a a 2 4

3 .\/— [+ L
tg 30° == = - P ctg 30°=L =2 _y7
— — 3 &= i
a‘;/3 \/3 ¢ &

5 2

Unghiul de 60°. Observiam ci:
sin 60° = B cos 30% cos 60° = £ — sin 30°;
a a

o b o
tg 60° = — =ctg 30 ctg 60°= % =tg 30°
c

si folosim rezultatele precedente.

Fig. 11. Fig. 12.

15



Unghiul de 45°. Dacd un unghi ascutit al unui triunghi dreptunghic
este de 45°, triunghiul este si isoscel (fig. 12). Din teorema lui Pltadora rezulti

ca b=c=aV_22 « Prin urmare:

sin 45° =cos 45° = = 1 tg 45° =ctg 45" =- =1.

Valorile functiilor trigonometrice pentru unghiurile oc*303 45°, 60°
se pot memora din tabeiul urmitor:

NI
NEE

sin o L \/5 \/l"?

ctg V3 1 \[; 0 /

11. Relatiile dintre functiile trigonometrice ale unghiurtlor ascutite

complementare.
Daci unghiul « este ascutit, unghiul 90°—« este, de asemenea, asculit;

unghiurile « si 90°—e se numesc complementare.
intre functiile trigonometrice ale unghiurilor complementare exista

relatiile:
sin(90° —a) =cos a; cos (90" —a)=sin «;
tg(90° —o) —ctg a; ctg(90°—a) =tg a.
tntr-adevir, notind cu o un unghi asculit al triunghiului dreptunghic
(fig. 10), celilalt unghi ascutit al siu este 90°—c. Cateta b, opusa ungniului

16

2 3 2 1
i V3 vz 4 o |
tg a 1/31_ 1 ‘/I ‘ / 0

90°—ux, este aldturati unghiului «; cateta ¢, aldturatd unghiului 90°—e,
este opusa unghiului o.

Deci:
sin (90°— o) = 2 =cos a; cos (90°— )= £ —sin o
a a
tg (90°—o)= 2 = ctgas ctg (90°—ea)= < ~tgo.
c
Ezemple
sin 20° =cos 70°; cos 45° =sin 45°;
n n 311
tgwa— :ctg-é-; ctg =tg =

§ 4. Elemente de algebra vectoriald

12. Sealari si veetori. Marimile care se intilnese in mecanici, fizica
si in alte stiinte aplicate sint de doud feluri. Pe de o parte, mirimi ca tim-
pul, temperatura, masa, densitatea, lungimea, aria, volumul s.a. care sint
caracterizate printr-o anumiti valoare numericd. Pe de altd parte, mirimi
ca forta, viteza. acceleralia s.a. care sint determinate numai atunci cind
li se cunosc valoarea numerici si sensul. Mirimile de primul fel se numesc
scalare sau, pe scurt, scalari si se reprezintd prin numere reale. Marimile de
al doilea fel se numesc vecforiale. Orice mirime vectoriali poate {i repre-
zentatd printr-un segment de lungime si sens determinate. Anume, lungi-
Iuea sagmentului se ia egald cu valoarea numericd a marimii vectoriale, iar
sensul segmentului coincizind cu sensul ei. Pentru a caracteriza sensul unui
segment unul din cele doud puncte care il méirginesc se ia ca origine a seg-
mentului, iar celdlalt ca extremitate; sensul segmentului se considerid sensul
de la origine la extremitate. Segmentul caruia i s-a precizat sensul (adici s-a
spus care dintre cele douli extremitali se considerd origine si care extre-
mitate) se numeste vecfor. Tn acest fel vectorul serveste la reprezentarea geo-
metrici a méirimilor vectoriale. De obicei, vectorul se inseamnd prin doud
litere cu sigeatd deasupra, plasind, pe primul loc litera care indica originea
segmentului. De exemplu vectorul pentru care
pumtul A este origine si B extremitate il insem-

nim AB. In desen, vectorul se reprezinta printr-un
segment de lungime egald cu modulul vectorului
si al cérui sens se indica prin sageata (fig. 13).
Vectorul a carui origine coincide cu extremita-
tea sa se numeste Uecl‘oral nul si se noteazd cu sim-

bolul U. Sensul vectorului nul se considerd nedeter-

minat. Fig. 13

2 — Trigonometrie anul II. (sectia reald) 17
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b
Fig. 14. Fig. 15.

Modulul sau mésura vectorului AB se numeste lungimea segmentului
AB si se noteazi iA_fﬂ.

Vectorul al ciarui modul este egal cu unitatea de masuri se numeste
veclor unilar. _

13. Egalitatea veetorilor. Pe o dreaptid se pot deflini doud sensuri. Con-
ventional, unul dintre ele se numeste pozifiv, iar celdlalt negativ. Dreapta
pe care s-a ales sensul pozitiv se numeste ard. Sensul poziliv pe o axi se
inseamnd prin sigeata.

Se considera cd dot veclori au acelast sens dacd sind sifuali:

1) ori pe aceeasi dreaptd si sensurile lor coincid cu unul dinire cele doud
sensuri dle dreptei (fig. 14);

2) on pe drepte parulele si de aceeasi parte a dreplei care uneste originile
lor (fig. 15).

Dacad doi vectori sint situali pe aceeasi dreaptd, sau pe drepte para-
lele, si nu au acelasi sens, se spune ci au sensuri opuse (fig. 16).

o
s
o
<y

Fig. 16.
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8 ¢ A

Fig. 17. Fig. 18.

Dot vectori AD St CD care au acelast sens st modulele egale se numesc egali
sl seriem AB=CD. Se verificd imediat ¢ coalitatea vectorilor astlel defi-
nitd este refleviva, simetricd si franzilivd, adicd salisface axiomele unei rela-
tii de echivalen(a.

Din definitia egalitalii veetorilor rezulla ¢a un vector se poate deplasa
paralel cu el insusi. Nefiind legat de originea sa, vectorul poate fi notat si
printr-o singura literd cu siigeatd deasupra. In alard de aceasta. orice punct
0 poate fi ales ca origme a unui vector. Iixind punctul 0, mullimea vecto-
rilor egali cu un vector u_’(c-ln-sa de echivalentd a vectorului u) este reprezen-
tata printr-un vector unic cu originea in 0.

Evemple

1) Vectorii a b c (fig. 17) sint egali.

2) Veclorii 0A. ()_I;’. 0C (lig. 18) au modulele egale, dar nu au acelasi
sens; prin urmare nu sint. dor cite doi. egali.

14. Adunarea veetorilor. Fie dati vectoril : 81 ?b. (fig. 19). Alegem un
punct arbitrar O si construim veclorii OA=a si AB=b (originea celui de-al
doilea vector coincide cu extremitatea primului). Prin deflinitie, vectorul
673=? se numeste suma vectorilor a" Bsi se noteazd ?=J'+bT In particular,

dacéa cei doi vectori au acelasi scns, suma lor este vectorul avind sensul vec-
torilor dati si modulul egal cu suma modulelor lor. Daca insid vectorii au

sensuri opuse, suma aceéstora este vectorul avind sensul vectorului cu modu-
lul mai mare si modulul egal cu diterenta dintre modulul primului vector

si modulul celui de-al doilee.

In cazul egalititii  modulelor 3 4

celor doi vectori care au sen- /, il )

suri opuse, suma lor este vee- 2 Lo 8
torul nul. Fig. 18.
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Fig. 20. Fig 21,

Observatie. Delinitia sumei a doi vectori are drept suport l'eg_;:ula
paralelogramului folositd in mecanici pentru determinarea re_zult_anlm a
doud forle concurente. Ea poarti denumirea de regula triunghiului. ,

Adunarea vectorilor, definiti mai sus, se¢ bucurda de doud proprietali
importante, intilnite si la adunarea numerelor:

;I.+E': F—[—H_' comulalivitatea (1)
si :
a-+{b4c)=(a-+b)t+c: asocialivilulea (2)

Demonstraliile acestor proprictali se fac cu usurinld urmirind figura 20
si figura 21, respectiv. De aici rezultd urmitoarea regulid de adunare a vee-
torilor, numitd regula poligonului:

Penfru a consirui suma oriedrui numdr de veclori se construiesce m:('{ort:
egali cu cei dafi, astfel incil originea unuia sa coincidd cu exlrendlatea _((’hu
precedent din suind. Veclorul a cdrui origine coincide cu originea pmmr{m ler-
men, ifar exiremilatea cu « ullimului, reprezinld suma veclorilor considerall.

Eremplu -

- el -+ -

‘n figura 22 este reprezentat veclorul a--b--c-d.

ARY )

Qi
U

Fig. 22.
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15. Seiderea veetorilor. Pentru orice vector a se poate defini in mod
Lan d
unic vectorul care are sensul opus si modulul egal cu modulul vectorului a.
—_ -
Vectorul astfel definit se numeste opusul vectorului a si se noteazi —a.
- - -
Fie a si b doi vectori arbitrari. Prin diferenfa dintre vectorul a si vectorul
= - s A 5 - . , =
b, notald a—b, se intelege suma dintre vectorul a si opusul vectorului b,

- — — — -
adicd a—b=a+-(—>b). In particular, diferenta a doi Vc}:tori egali este wvec-
torul nul.

-
16. Inmiiltirea vectorului cu un numir. Prin produsul dinlre un veclor a
st un numdr real A se infelege vectorul care are modulul egal cu produsul dinire

modulul numdralui A si modulul vectorului ;,S'i sensul lul a sau —a, dupd cum
A>0 sau A <0 (peutru A=0 produsul respectiv este vectorul nul). Produsul

. =¥ 0 - =% i . . .
dintre a si A se noteazi Aa. Numirul A se mai numeste si scalar. In particular,
- - - - -
1.a=a si 0.a=0.

Produsul astfel definit este distribuliv in raport cu adunarea vectorilor:

A-(@4-B)=Na+2b. 3)

Ne convingem usor de justetea acestei egalitidti daci observim ca vectorii
+ >

a, b si a+b formeazi laturile unui triunghi si deci, dupi inmultirea fieci-
ruia dintre ei cu A, obfinem din nou un triunghi (asemenea cu primul).

Observim, de asemenea, ci produsul dintre un vector si un numir
este distributiv in raport cu adunarea scalarilor:

(Gads Jadymei R 4)

st asociativ in raport cu inmullirea sca- 0

larilor
A,

7\1(7\2(?) ——-J)\z(?tl(;j :—(7\17\2);

Aplicatie. Si demonstrim cu ajutorul
algebrei vectoriale urmétoarea teoremi,

cunoscutid din geometrie: &

Medianele unui {riunghi se inter-
secfeazd infr-un punct si sint impdrfite % 4 A
de acest punct in raportul 2: 1. Fig. 23.



Demonsiralie. Fie A1B1 mediana corespunzitoare laturii A:4s in tri-
unghiul A14:45 (fig. 23). Notam cu C, punctul care imparte aceastd medi-
and in raportul A1Cyi: C;B1=2: 1. Alegem un punct arbitrar O (poate sa
nu apartind planului triunghiului) si introducem mnotatiile:

— —+ —_— - —_— -+
OA1=I'1, 0Az=!‘2, 0A:5=1"3.
Adunind, membru cu membru, egalititile evidente
—_—s ——3 — ——3 ——3 —3
A1Bi=A1A:+A:B1, AiBi=A1A3+A3B:

—d —— —_— et -+ .
si tinind seama cd AoB1+A3By=AsB1—B1A3=0, obtinem:

—_— 1 — —
A131=; (A1A2+A1A32). (5)
Dar
_— —3 —— 5 o
A1Ae=A10+0A2=—r1-r2
si

—_— - —
A1Ag=—r1+rs.

in acest fel (5) devine:

 — -5 1 — —
A B, =r—1'1~+—*2- (I'z—f—l":;)

si deci

el 2 —— D = 1. = >
A],C;:EALB:=—-ET1+-§(I’2+T'3)- (6)

fn sfirsit |
fonoy ey gua
0C=0A1+4+4:C

sau, tinind seama de (0):
—

0(:1:% (11 +12+ra)s

Simetria acestei relatii ne arata ci vectorii cu originea in O si extremitatile
in punctele Cs, Cs, care impart celelalte doudi mediane A:Bs, A3Bs in raportul
92:1, au aceeasi expresie. De aici rezultd c¢i punctele Ci, Ca si Cg coincid.

17. Proieetia vectorului pe o axii. Pentru vectorul situat pe o axa intro-
ducem o noliune importantd, care il caracterizeazi: mdirimea vectorului.
Prin mdrimea unui veclor situal pe o axd se infelege modulul vectorului lual
cu semnul plus, sau cu semnul minus, dupd cum sensul vectorului coincide, sau

—_—
nu, cu sensul pozitiv al axei. Mirimea vectorului AB se noteaza AB.

22

8
A 57 Lz |
1 [
Fig. 24. '
i
! {
- - I
4 - a . 1 ]l
& 4, 8, ‘;-
Fig. 25. Fig. 2.
Exemplu
In figura 24, AB:],.{_;}[:Q; CD:“[C.:BQ:_-J_},

Fie acum vectorul « situ: axi ig. 23). S
‘ 0 ulﬂa situat pe o axd z (fig. 23). Se numeste persor al
axel x vectorul unitar i care are acelasi sens cu axa. Tinind scama de cele

. 3 i '
§puse mafsus,_ aczuftav ijela,tla a=at adicd un veclor situat pe o axd este egal
cu produsul dinire mdrimea sa si versorul axei.
Re(;i‘[?mtlm ¢a proieclia unui punct pe o dreapti se numeste piciorul
perpendicularei construite din acel punct pe dreapta data. '
3 . 1> a > DT = -4
Cimif‘i(;ariiglcvec'tm txiB_;;: o axi r (fig. 26). Sa notdm cu A,;B; vectorul ale
g _.; extremitate sint, respectiv, proieclia origimii si extremitatii
v " . - . . e
ectorului AB pe axa x. Proiecfia veclorului AB pe axa x se numeste mdri-
. . b4 )
mnea veclorulut A,B, si se noleazd pryAB. In acest fel pr AB=A:B,. Evident
dacd vectorul este situat pe axa de proiectie, atunci ,‘mérimel li. eetia
sa pe axi coincid. , P POkE

Exemplu

Proiectiile vectorilor A_I; C?T) i EF i i
: ! : si £F pe axa x (fig. 27) sint -
pectl_v, cu A B, =2, CiD;==—3, si E1F;_=p0, (fig ) sin egale, res

¥/
& e,
| F
/ |
A | i
| } | e f
: r i |
o | ' £
I | 4 If |
J e = : I l
Ay 8, yi) I 6 F, Fid

Fig. 27.
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Slitatii vectorilor, avem:,

6, g
8, | |
| !
| e |
| | I
| i (G
G | |
P t | A 1
| 14 L |
, | | |
| | P Ii
. »l ey ]
Al 8, A B A 8; x
Fig. 28.

- . ;
., AuB, (n>>1) care au acelasi

A\B1, AsB.
S5 sideram vectorii A1Bi, A2DB», .. ‘ s 9 ef
Sa con pe o axit x (in figura 28 sint

i : "B— iectiile lor
sens si A{By, A3Bg ... AL, proiectiile
reprezentali Lrel veclori).

Teorema 1
Proiecliile unor veclori care au acelast sens, pe acecast aXd, sintl pro-
fionale cu neodulele lor.
porfionale cu nioc _ o s
Demonstrafie. Paralele la dreptele {A1B1), (AsD3:) | e (.15%,‘))
i Al inlersccteazd dreplele (BiBu). (BiBu)..osivs

r ’
i metele AjAds ... e Mok S Rl
pan Bl 1oz Cn respecliv. Conform definilier ¢ga

ee o, (BiBy) in punclele Ci, Gy, ..y
‘4;(.] -':111];1.. Aé(:i!:All}‘l o -14 n,(‘-! _?/‘ﬂ ]fr}gl(‘ “l"rg,(“) '
Din asemianarea triunghiurilor dreptunghice ARGy, Agzbala, ..

A B,C, rezulld egalitalile:

ST S ] I KV (8)
—— = == ———b'
| _-1‘]C| i l A;Cg l A0 |

Tinind seama de (7), deducem cit numilorii rapoark lon (la_n relatiile (8)

’ \ i sspecliv. De de alta parte,
pol i inlocuiti prin A L], {Ad32), .. o IA,{ In r\.l_ a 1, o
proiectiile vectorilor dali pe axa x au acelasi !?‘Cll'll'l'hl’(((ql’}lvli ari e
lorasi rapoarte pot fi inlocuili respectiv. prin ABL AgBa ... Aphy
fn acest fel sirul de rapoarte egale (8) capata forma:

ALy ..\I_,Bf_,_ 3 e AH, '
B g | o

ceea ce demonstreazi leorema cnuniata.

intil iectii - vectori egali acceasi axa, sint egale,
Consecintd. Proiectiile unor vectorl egali, pe acceas A

24

O altdi teoremi importants, relativd la
proiectiile vectorilor pe o axi, va fi dati la punc-
tul 19.

18. Descompunerea veetorilor din plan.

4‘,[— —— A."I,y,

Q4

Consideram sistemul ortogonal de axe de coor-

donate zOy si un vector “arbitrar a situat in -
planul 20y (fig. 29). Existi un vector unic, cu A,

-

~Y

originea in 0, egal cu _a_’(v.'pct. 13); fie A(x, y)
extremitatea sa. Numind razd vecfoare a punctu-
lui A vectorul cu origimea in originea axelor de coordonate si cu extremi-
tatea in punctul A, putem spune ci coordonatele z st y ale punctului A sint
protecliile razei vecloare 04 (sau ale vectorului :1.=5:’4) pe axele de coordonale.

S& notdm cu A; si A: proiectiile extremititii vectorului OA pe axele
de coordonate, Evident, are loc egalitatea

Fig. 29.

— — —

H‘JOAI_FOAz, (9)
care arata ca orice vector se poate descompune in doi termeni situati pe
axele de coordonate. Vectorii termeni 0A; sl 071.2 Se¢ numesc componeniele
vectorului a falad de sistemul de coordonate x0y.

wi T L TR . ; ; — =+
Daca i si j sint versorii axelor Oz si Oy respectiv, atunci-OA,=xi,
e —
0Ay=yj (v. pct. 17) si deci egalitatea (9) capata forma:

— — f—
a=zxi{yj.

Aceastd egalitate dd descompunerea vectorului dupd versorii axelor prin
proiecfiile sale pe aze'. Astfel se stabileste legitura intre teoria geometrica
a vectorilor si eea algebrica. '

19. Operatii eu veetori dafi prin proiectiile lor. Fie vectorii

— - —

a=x1i+y1j, -5:12?4-92;

Si calculdm mai intii suma lor. Tinind seama ci operatia de adunare a vee-
torilor este comutativa si asociativi (formulele (1) si (2), pct. 14), avem:

A+ =(zii 2oi) + (4] +y2 ).

-
1 Proiectiile z, y ale vectorului a pe axele de coordinate se mai numesc §i coordonatele
Vectorului dat fata de sistemul xOy.
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sau incd, deoarece produsul dintre un vector si un numar este distributiv
fati de adunarea scalarilor (formula (1), pet. 16):

= o =

a+b=(x )i +H{y1+y2)i-
Aceastd egalitate aratd ci proiecfiile vectorului sumd pe axcle de coordonale
sint egale cu sumele proiectiilor de acelasi nume ale vectorilor termeni. Observam
ci proprietatea stabilitd este adevaratd independent de axa de proieclie.
Pentru aceasta este suficient si se aleagd un sistem ortogonal de axe de coor-
donate a cirui axi a absciselor s coincidd cu axa considerata §l sa se repete
rationamentul facut mai sus. De asemenea, ea se poate extinde usor la un
numir oarecare de vectori. In acest fel este valabila

Teorema II
Proiectia vectorului sumd pe o axd este egald cu suma proieciilor
vectorilor fermeni pe aceeasi axd.
Exemplu

— = = =

—_  — — —% —
In figura 30 sint.reprezentati vectorii a1, @2, a3, a1, $i a=a+as+az+4a4;
— — — } —
pr:c;l +prx@s+pras +przy=2 —{—6_;%-(:2);#(—*32,: J=prsd.
Pentru a calcula diferenta a—b=-a-+(—>b) este suficient sa observam
— —r

=r - . . .
i —b=—uxsi—yzj si deci

a—b=(z1—x2)i +(y1—Y2)J»
adica proiecfiile veclorului diferen{d sint egale cu diferenjele corespunzdloare

ale proieciilor vectorilor lermeni.

Regula de inmulfire a unui vector cu un numir se obtine prin inmulfirea
— - —

ambilor membri ai egalitdtii ¢ =xi-yj cu A. Folosind proprietatile de distri-
butivitate in raport cu adunarea vectorilor si de asociativitate in raport
' cu inmultirea scalarilor,
oblinem:

— — —

A =Akxii-+Ayij.

in acest fel proiecfiile pro-
dusului dinire un veclor st
un numdr sint egale cu
produsul dintre numdrul dat
si proiectiile respeclive ale

2l |

Fig. 30 vectorului.
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§ 5. Functiile trigonometrice
ale unghiului orientat

20. Unghiul format de doi vectori si de un vector cu o axi. Dindu-se
. . el
\E’CtOEI @ si b, dintr-un punct arbitrar O se construiese vectorii OA =Z si
OB=b (fig. 31). Prin definitie, oricare dintre unghiurile cu latura inifiald OA

st latura finald OB se numeste unghiul format de vectorul b cu vectorul @ si se
i =

7\- - . - - . 0 . A s FEd P,
no!fwa, b). Prin urmare, trebuie sa se faci distine{ie intre unghiul {a, b)
7—]» (b_,_’a). Dacd dreptele (0OA) si (OB) sint perpendiculare, atunci vectorii
a si b se numesc perpendiculari sau orfogonali, notindu-se T;J__l; (sau _b’J__c;).

2 -
Unghiul format de un veclor a cu o axd x se defineste ca unghiul format
T

de vector cu versorul axei si se noteazd (z, ah)).

21. Definitia funetiilor trigonometrice. Fie z0y un sistem ortogonal
de axe de coordonate in planul orientalt si « un unghi situat in acest plan.
Fard si restringem generalitatea, putem presupune ci latura initiald a un-
ghiului « este semidreapta Ox (v. consecinla de la pet. D). SA notam cu OM
latura sa Einalﬂn acest fel se poate considera ci « este unghiul format de
raza vectoare OM cu axa Ox (lig. 32). Dacd a si b reprezinta proiectiile razei
vectoare pe axa absciselor si axa ordonatelor respectiv, iar r modulul sdu,
atunci este wvalabili urmitoarea

Teoremil. Rapourtele:

dacd existd, nu depind de modulul razet vecloare, ci depind numai
de unghiul . ’

4

b @ N

|

1

- '

S A A :

i i

I 1 1

0 . « |

o - A g a 2 A 2

— i
Fig. 31. Fig. 32.
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. . “ b a oo ; .
Demonstrafie. Fiindca r#0, rapoartele —,— existd pentru orice unghi a.
r r )

In schimb, daci raza vectoare este situatd pe una din axele de coordonate,
2 : . . : : b a I
ori a=0, ori b=0, si prin urmare, unil din mapoarteleﬁ,? nu exista.

a
o <
Presupunem, deocamdatd, ca toate cele patru rapoarte existid. Fie OM

o altd razi vectoare care formeazi unghiul o cu axa absciselor si a’, b’ proiec-
tiile sale, respectiv, pe axa absciselor si axa ordonatelor?, iar r’ modulul sdu.

> —p
Deoarece razele vectoare OM' si OM au acelasi sens, proiectiile b’, b sint
proportionale cu modulele r', r (teorema I, pct. 17):

b’ - b
' r
Analog:
a _a
r r
Impirfind membru cu membru aceste egalititi, obfinem, de asemenea,
proportiile: ‘
b’ b a a
——-——'—;——.—.——-——'
a' a b’ b

ceea ce demonstreazi teorema.

——
Daci raza vectoare OM este situatd pe una din axele de coordonate,
de exemplu pe axa absciselor, fiinded b=0, exista numai rapoartele:

b a b » a b’

Repetind rationamentul anterior, obtinem:
a b’ b

H
r a' a

al
rt —-T’ -r_'=
Cu aceasta, teorema este complet demonstrata.

b a

, . o « : b a
Observatie. Dacid unghiul « este ascufit, rapoartele —» —» —, :
r r a

siut, respectiv, sinusul, cosinusul, tangenta si cotangenta unghiului e. ‘
Aceastd observatie ne da posibilitatea si definim functiile trigonometrice
ale unui unghi orientat. Fie & unghiul format de o razi vectoare cu axa absci-

selor.
Definitie.
1) Sinusul unghiului o se numeste raportul dinire proiecfia
razei vectoare pe axa ordonatelor si modulul sdu:

sin 1=£ (1)
r

1 De aicl nainte vom nota cu Ox axa absciselor 5! cu Oy axa ordonatelor.
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‘2) Cosinusul unghiului o se numeste raporful dinfre proiectia
razel vecloare pe ara absciselor si modulul sdu: '

COS o=
‘ r ‘ (2)

.d) Tangenla unghiului « se numeste raporful dintre proieclia
razet vecloare pe axa ordonalelor si proiecfia sa pe axa absciselgn“

tga= 2

a

) 3)

.4) Cotangenta unghiului « se numeste raportul dinlre proieciia
Tazel vecloare pe axa absciselor si proieclia sa pe ata m‘dnnaz'eh;.r"

tg = —.
et o= ()
Observatii

g ’
1 in ]ll()d allalo se deilnesc inca doua IUIIC 11 tl]ﬂ nO]Il(tII(C maj
(6]
t =1

secanla unghivlui «: sec a =

a
si

cosecanta unghiului o: cosec o=

u-{a

2 4 si 3 s y T
t l da si_b sint coordonatele extremititii razei vectoare OM fati de sis-
emul de iders i iecfi ] : i
el z?xe c.ons-ldemt.. De aceea, in loc de proiecfia razei vecloare pe axa
elor si proieclia razei vectoare pe axa ordonatelor putem spune, respectiv
3 e 4 ’

abscisa extremildlfii razei vecloare 51 ordonata extremildlii razel vecloare
30 Fil'lldcfi rapOﬂrtEI 2 : b k! ' - Vv
€=l ] — i i
t . 2 ) ’ P nu depll‘ld de modulu] razel ec-
oare, ci .epill numai de unghiul il 1
. €, u! a, notat . i
J o B ('1 d g ) af,ule Sin ¢, COS o, tg o, Ctg o, sint
40 entru fiec i e 7b —G _b e |
i are unghi &, rapos : a ista i
P ghi a«, rapoartele T daca exista, sint

numere re i ‘mi
] Sale unic determinate. De aceea, aceste rapoarte sint funclii de un-
. Se i si : { i § :
spune ca sina, cosa, tgoa, ctga sint funclii trigonomelrice ale

l‘.”fghlul”l o. Ul‘lﬂ‘hlul X se IIE$ g ] <
= nur te argnime Hlul fuIlCll@l tI] Jon )Illetll(:(! lar
3 é

valorile rapoar 14 -
. poartelor—, —, —, — se numesc, respectiv, valorile functiilor

) r r a b :
tr] - - . - s 3
gonometrice sinus, cosinus, tangenti si cotangentd ale unghiului «
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Fig. 33. Fig. 34.
. : o pro
Ezxemplu. Sd se calculeze valorile funcliilor trigonomelrice pentru o —=—=607.

s ) _
Solufie. In figura 33 unghiul dintre raza vectoare OM si axa ubsclsel(){ este
egal cu —60° Proiectind raza vectoare pe axele de coordonate, obtinem:

a =%» b=-—r"/_§-
Prin urmare:
sin (—607) = o _— \—/E; cos (—60°) = ® __;_;
r 2 i
_ a ;
tg (—607) = %= —V3 ctg (607 =—= ~—\_’33 .

Aplicatie. Sa ariitim ca proiecfiu unui vector pe o axd esle egald cu pro-
dusul dintre modulul vectorului si cosinusul unghiului format de wvector et (1.1:('1.

Fira sa restringem generalitatea, putem considera drept axi de prowctlt:
axa Oz si originea vectorului situatd in originca axelor de coordonate. Dac-a
vectorul dat a formeazi cu axa Oz unghiul o (fig. 34) atunci, conform defi-
niliei cosinusului unui unghi, avem:

—
Pro-a
—

COS o == =
\a

de unde

—  —
pro.a= lal cos a,

ceea ce demonstreazd propozilia enunfaia.
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22. Semnele funetiilor trigonometrice.
Sistemul rectangular de axe de coordonate
z0y imparte planul orientat in patru pirii,
numite cadrane si numerotate ca in figura 7 I
35. Se considerd cd semiaxele de coordo-
nate nu aparlin nici unui cadran. Despre
unghiul -cu latura finald, de exemplu, in
cadranul II spunem c¢d este unghi din
cadranul II. d ¥ | 4

Eremplu. In figurile 36, a, b, ¢, d,
unghiurile « siut, respectiv, unghiuri din
cadram?le I, 1I, TIII, IV. Fig. 35.

Prin semnul unei functii trigonometrice se intelege semnul valorilor
sal_e. In cele ce urmeaza vom arata ca, pentru unghiurile din acelasi cadran
o funclie trigor_mmetrici nu-si schimba semnul .';,i: totodata, vom ‘de'termin;;
semnul respectiv.

X

¥
_______ # "
€ '
|
i
i Mo 2
& i I R !
{ : ~ b
« | | R
\ ol |
— ‘ fio
o « R £ ) 0 L—X
a b v
¥ Y

X
g /

| a \0 ;
! . e !
! :
bf b b !
| i
‘l N !
| i ¢ "
T

c d

Fig. 36.
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Din definitia functiilor trigonometrice rezulti cii semnele lor depind
de semnele proiectiilor a si b, date de tabelul urméitor (v. fig. 36):

« | Cadranul |{Cadranul | Cadranul Cadranul
I 11 111 v

a 4 — — -

Semnul funcfiei sinus. Conform definitiei, sin o =—: Deoarece r>0 semnul
T

. b si: s i . o g woa
raportului — coincide cu semnul lui b. Deci, funcfia sinus este pozilivd in ca-
r

dranéle 1 si 11 si negativd in cadranele 111 si IV.
.. - . oL ek a a .
Semnul funcfiei cosinus. Conform definifiei, cosa=—. Semnul acestui
r
raport coincide cu semnul lui a. Prin urmare, funcfia cosinus este pozitivd in

cadranele 1 si 1V si negalivd in cadranele 11 si 111.

Semnele funcfiilor tangentd si cotangentd. Conform definitiei tg cx-—'—bm.
# a

ctga= —Z—. Tinind seama de semnele proiectiilor a §i b si de faptul cdrapoar-

b 5 o . ; .
tele —» -:— au acelasi semn, rezultd ca funcfiile langentd si cofangentd sint

a
pozitive in cadranele 1 si 111 si negative in cadranele 11 si V1.

Observatie. Semnele functiilor trigonometrice se retin usor din
schema urmatoare:

+ |+ — |+ —| +

sinus cosinus tangentd si cotangenta

23. Valorile funetiilor trigonometrice pentru unele unghiuri particulare.
Vom caleula valorile functiilor trigonometrice pentru unghiurile a céror
laturd finald este una din semiaxele de coordonate (fig. 37).

1 Pentru prescurtare, de exemplu, in loc de ~functia sinus este pozitivd pentru unghiurile
din cadranele Isi 11“ spunem ,functia sinus este pozitiva in cadranele I si 1%
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Unghiul de 0° (fig. 37, a). In acest caz, a=r, b=0. Deci, in 0°=£=0;
< T -] !
cos 0 =-—r—=l; tg0°= f:_ =0; ctg 0° nu existd.

Unghiul de 90° (fig. 37, b). In acest caz, a=0, b=r. Deci, sin 90°= L =
o 0 ' '
=1; cos 90° = - =0; cf:g90"=—;l =0; tg 90° nu exisld.
Unghiul de 180° (fig. 37, ¢). In acest caz, a=—r, b=0. Deci, sin 180°=
=0; cos 180°= —~ =—1; tg 180°=-—0—=0; ctg 180° nu existd.
—r

| o

r r
_Unghiul de 270° (fig. 37, d). In acest caz, a=0, b=—r. Deci, sin 270°=

r

o == . o 0
= =—1;cos270°= - =0; ctg 270° T =0; f{g 270° nu existd.

d el

¥ ‘ y;
M
ol “ge
0 a M - 7 x
a 4]
y y

Fig. 3T7.

3 — Trigonometrie anul II. (sectia real’)
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Tinind seama si de valorile functiilor trigonometrice pentru 30°, 45°
60° (v. tabelul de la pct. 10) alcituim tabelul urmitor:

0° 30° 45° 60° 90° 180° 270°
966 6 )
© 6 4 3 (Iz " 3
i :
sina 0 L2 Ve 1 0 -1
2 2
cos o 1 _;V.l‘)'_ _\/_%_ ..1., 0 -1 0
L2 2 2
tgo 0 ﬁ 1 -‘/37 nu existi 0 nu existd
3
- V3 ;
ctgo nu exista V3— 1 —3— 0 nu exista 0

24. Constructfia valorilor functiilor trigonometrice. Fie o unghiul format

de raza vectoare OM cu axa absciselor. Valorile funetiilor trigonometrice
ale acestui unghi nu depind de modulul razei vectoare (teorema de la pct. 21).

In particular putem presupune cd raza vecioare OM este un vector unitar
(JOM|=1). In acest caz extremitatea sa apartine cercului cu centrul in ori-
ginea axelor si de razi egald cu unitatea — cercul unritate — si formulele
(1), (2), (3), (4) capitd o forma mai simpla.

Funefia sinus. Dacd |OM|=1, atunci sin u=.219_=09 (fig. 38):

sinusul unui unghi este egal cu
proiecfia razei vectoare unitard pe

axa ordonatelor.

. . o
Funcfia cosinus, cos ax= T =

=0P (fig. 38):
cosinusul unui unghi este egal cu
proiecfia razei vectoare unitard pe
axa absciselor.

Funcfia langenid. Fie A punc-
tul de intersectie a semiaxei pozi-
tive Oz cu cercul unitate (fig. 39).
Axa AT, tangentd cercului unitate
si al cirei sens pozitiv este acelasi

Fig. 38. cu sensul pozitiv al axei ordona-
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Fig. 39.

telor, se numeste ara fangenfelor. S& notim cu R punctul de intersectie a

laturii finale a unghiului « (sau a prelungirii ei) cu axa tangentelde. Distingem
urmitoarele cazuri:

a) Raza vectoare OM aparfine semiplanului din dreapta (fig. 39, a).
Tinind seama c& vectorii OM si OR au acelasi sens, si de definitia tangentei
unui unghi, deducem: tg a=§%- Insi OS=ARsi 04=1.

Prin urmare,

tga=AR.

b) Raza vectoare OM apartine semiplanului din stinga (fig. 39, b). In

acest caz, vectorii OM si RO au acelasi sens. Conform definitiei, tg AL L3
v AO

Insda SO=—AR si AO=—04=—1.

Prin urmare,

e

=AR.

tga=

¢) Dacd raza vectoare OM este situati pe axa ordonatelor, ea este para-
leld cu axa tangentelor, deci punctul R nu existi. Cu alte cuvinte, in acest
caz tga nu existi.

in co__llcluzie, tangenta unui unghi, dacd existd, este egald cu proiecfia razei
vecloare OR pe axa tangentelor.

Funcfia cofangentd. Fie B punctul de intersectie a semiaxei pozitive
Oy cu cercul unitate (fig. 40). Axa BC, tangentid cercului unitate gi al cirei
sens pozitiv este acelasi cu sensul pozitiv al axei absciselor, se numeste ara
cotangentelor. Dacd D este punctul de intersectie a laturii finale a unghiului «
(sau a prelungirii ei) cu axa cotangentelor, urmind o cale analogi celei folosite
la constructia tangentei unghiurilor «, se obtin urmitoarele rezultate:
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Fig. 40. Fig. 41.

ctg a=BD: cofangenta unui unghi, dacd existd, este egald cu proiecfia
—_——
razei vectoare 0D pe axa cofangentelor;
-—’. . 0 . . w
dacd raza vectoare OM apartine axei absciselor, c/g « nu exista.

Aplicatii

1° Mul{imea unghiurilor B formate de raza vectoare unitard OM cu
axa Oz (fig. 38) este data de formula (v. relatia (3) de la pet. 5):

B=a-+k-360°(k=Z).
Pe de altd parte, aceste unghiuri au acelasi sinus: OQ. Prin urmare,
sin (a+k -360°) =sin & (k=Z). (5)
Analog (fig. 38):
cos (a+k -360°)=cos a (kEZ). (6)

9° Fie razele vectoare unitare OM si OM’, ale ciror extremitdti sint
simetrice fati de originea axelor (fig. 41). Conform relaliei (4) de la pct. 8,
multimea unghiurilor B, formate de aceste raze vectoare cu axa Oz, este
datd de formula:

B=o-+k 180°(k=Z).
Pe de altd parte, aceste unghiuri au aceeasi tangentd: AR. Deci:
tg (o -k -180°) =tg & (k =Z).
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Fig. 42. Fig. 43.
Analog (fig. 42):
ctg (x+k-180°)=ctga (k7). (8)

§ 6. Relatii intre functiile trigonometrice

2. Functiile trigonometrice ale unghiurilor eare au mirimi opuse.
Fie unghiurile & si —« care au méirimi opuse (fig. 43).

~ Razele vectoare unitare OM' §i OM formind, respectiv, unghiurile —a
si & cu axa absciselor sint simetrice fatd de aceastd axid. Deci, proiectiile
lor pe axa Ox sint egale: OP'=0P. Tinind seama ci OP’ =cos(—w), OP=cos «,
obtinem:

cos (—oa)=cos «. (1)
Analog:
0Q0'=—0Q; AR'=—AR; BD'=—BD,
de unde:
sin (—e)=—sin a; tg(—u)=—1tgo; ctg(—a)=—ctge. (2)
Exemple
V2

cos (—45°) =cos 45° =¥ ; sin (—270°) =—sin 270°=—(—1)=1;
tg(—180°) =—tg 180°=0.

37



¥ 26. Functiile trigonometrice ale un-
¢  ghiurilor complementare. Unghiurile a ciror
sumi este egali cu 90° se numesc comple-
mentare (v. pct. 11). Asadar, complementul
unghiului « este unghiul 90°—a.

Dacad raza vectoare unitard OM for-
meazi cu axa absciselor unghiul «, cu

axa ordonatelor ea formeazi unghiul «a—90°
e i (fig. 41.1). C'onform .def%nitiil()f fuu?tiil_o_l:
sinus si cosinus, proiectia vectorului OM
pe axa ordonatelor se poate exprima in doud moduri:
0Q =sin a; 0@ =cos (2—90°).
De aici deducem:
c0s(—90°) =sin a3
Insd cos(a—90°) =cos(—a 4-90°). Prin .urmare, relatia precedentd devipe:
€05(90°—a) =sin a. (3)
Inlocuind in aceasti relatie unghiul « prin unghiul 90°—a, obfinem:
cos a=sin(90°—a). (4)
Din definitiile functiilor tangentd si cotangenti, obtinem (fig. 44):
BD=ctga; —BD=tg(«—90°)
-de unde:
—tg(«—90°)=ctg .
Insd —tg(x—90°)=tg(—ax+90°) si, prin urmare, relafia preceden ti
devine: :
tg(90° —e) =ctg a. )
Inlocuind in aceastd relafie unghiul « prin unghiul 90°—e, obtinem:
tg o =ctg(90°—a). (6)

Observatie. Dacid functia cosinus o numim, cofuncti‘a ‘functiszi
sinus, §i invers, iar functia cotangent3 o numim cofunctia fqnctifu tangents,
si invers, formulele (3), (4), (3), (6) se enuntd astfel: funcfia tr:gongmetncc‘i
a unui unghi este egald cu cofuncfia unghiului complementar. AceaStd pro-
prietate justificdi denumirile functiilor cosinus si cotangent%. ) ;

Aplicatie. Valorile funcfiilor trigonometrice pentru unghiurile de 120°
135°, 150°. -
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Un'gbiul de 120°. Observind cd unghiurile de 120° §i —30° sint com-
plementare, obfinem:
sin 120° =cos(—30°)=cos 30°=\/—2 i

|

cos 120° =sin(—30°) =sin 30° =—% ;
tg 120° =ctg(—30°) = —ctg 30°=—/3;

ctg 120° =tg(—30°) =—tg 30°=_.\_/.;_?3 .

Unghiul de 135°. Complementul siu este unghiul de —45°. Procedind
ca i in exemplul precedent, obfinem:

sin 135° = )/2_2 ; cOS 135°=—-%—g;

tg 135° =ctg 135°=—1.

Unghiul de 150°. Complementul sdu este unghiul de —60°. Prin urmare:

’ =y

. & 1 )
sin 150 2—2—' cOoS 1500=_V2€'

tg 150°=—‘.£3§; ctg 150°=—1/3.

§ 7. Functii trigonometrice
de argument numeric

27. Definitia funetiilor trigonometrice de argument numerie. Depen-
denfa dintre diverse mirimi se studiazé in matematicd cu ajutorul functiilor
de argument numeric. De exemplu, viteza in miscarea uniform accelerata:
v=vp+af, spatiul in miscare uniformé: s=so-+vf, lungimea unei bare me-
talice in dilatarea liniard: I=Io+loat®, ale caror argumente sint timpul sau
temperatura, se studiazi cu ajutorul functiei liniare y=ax-+b, al clrei argu-
ment este numirul z. ' ‘

Pind acum am considerat ci argumentul functiilor trigonometrice este
unghi sau are. In diverse domenii insd se folosesc functii trigonometrice
al céror argument este timpul, temperatura, lungimea g.a. De aici rezultd
necesitatea definirii functiilor trigonometrice de argument numeric.

Am aritat cd intre mult{imea numerelor reale si multimea unghiurilor
din planul orientat existi o corespondentd biunivocd (pct. 6). In aceastd
corespondentd, fiecarui numdér real z ii corespunde unghiul egal cu x radiani.

Definitie. Funcfia trigonometricd de argument numeric x se numeste funcfia
trigonometricd de acelasi nume a unghiului exprimat in = radiani.
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28. Domeniile de definitie ale functiilor trigonometrice
Prin domeniui de definilie! al unei funclii trigonometrice se intelege
multimea valorilor argumentului pentru care aceastd funclie exista {are sens).

— )
Fie « unghiul format de raza vectoare unitard O cu axa absciselor
si @ mirimea sa in radiani.
sinx §i cosx. La punctul 24 $-a ardtat ca

sin z=00Q; cos «a=0P,

00 si OP fiind, respectiv, proiectiile vectorului 0M pe axele Oy si Ox. Eyi—
dent, oricare ar fi unghiul «, aceste proieclii existd. Prin urmare. domemvul
de defimifie al funcfiilor sin x si cos z este mulfimea numerelor reale (axa reald).

fg x. Tangenta unui unghi nu existd dacad raza vectoare este situata
pe axa Oy, si numai in acest caz (pct. 24), ceea ce revine la a spune cid extre-
mitatile razelor vectoare unitare OM si oM’ apartin axei Oy si sint simetrice
fatd de originea coordonatelor. Prin urmare (v. aplicatia de la pet. 8), functia
tangentd nu existi pentru unghiurile 90°--k 180°(k €Z) sau: domeniul de
definifie al funcfiei lg v este axa reald, mai pufin puncte[e%-;—kn(kEZ).

ctg x. Cotangenta unui unghi nu existd dacd raza vectoare este situata
pe axa Ox, si numai in acest caz (pct. 24). Rationind ca mai sus, obtinem:
domeniul de definifie al funcfiei ctg x este axa reald, mai pufin punctele km(k eZ).

Observatie. Daca se noteazi cu R multimea numerelor reale,
domeniile de definitie ale functiilor tgx si ctg z se pot scrie, respectiv, sub
forma:

keZ

R—{_:—+ kﬂ:} . R— {knhrez.
Aplicatie. Sd se delermine domeniile de definifie ale funcliilor:
a) sin %; b) tg 3z.
Solufie. a) Oricare ar fi numarul real z, % este, de asemenea, DUIAr

real. Deci, domeniul de definitie al functiei sin % este R.
b) Functia tg 3z nu existd pentru acele valori ale argumentului pentru

care cste Indepliniti egalitatea 3:r=%+kn:(k 7). Deci, domeniul sdu de

definitie este R—{i_]_'ki}
6 3 rez

1 Este mai indicat si se spund multimea de definifie. Totusi, prin traditie, se foloseste
denumirea din text.
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§ 8. Functii periodice
29. Definitia si trasarea grafieului funcgiei periodiee

Definitie. Funcfia f(x) se numeste periodicd dacd existd un numdr T,
diferit de zero, usifel incit pentru orice x aparfinind domeniului
sdu de definifie, valorile funcfiei in punclele x+T si x sd fie egale:

f(x+4-T)=f(x).

Numirul T se cheami perioadd a functiei f(z).

Teoremii. Dacd numdrul T esle perioadd a funcliei f(x), atunci si nume-

rele kT (k=—-1, +2, +3,...) sint perioade ale funcliei dale.

Intr-adevir, finind seama de definitia functiei periodice si rationind
din aproape in aproape, obtinem:

f(x++27)=fl(z+T)+T)=f(z+T)=f(z);
f(z+3T)=flz+2T)+T]=f(x+2T)=f(z) etc.
i f(x—T)=fl(z—T)+T)=f(z); f(z—2T)=f[(z—T)—T]=
=f(z—T)=f(z) etc.

Teorema demonstrata aratd ca, odata cu perioada T, functia admite
si perioadele —7T, 42T, +3T,..., £nT,... Concentrat, putem scrie

- f(x+kT)=f(x) (k<Z).

Cea mai micid perioadi pozitivd a unei functii periodice se numeste pericada
principaldl.

Fie f(z) o functie periodic#, cu perioada T. In figura 45 este trasat gra-
ficul acestei functii in intervalul [0, T], de lungime egald cu perioada sa.2

Ne propunem si construim graficul siu in intervalul [T, 2T], de ase-
menea, de lungime 7. Observdm ca intervalul [T, 2T] se obfine prin de-
plasarea intervalului [0, T] de-a lungul semiaxei pozitive Oz. In acest fel,
punctul ze [0, T] se deplaseazid in punctul xo+7T, aparfinind intervalului
[T, 2T). Deoarece f{xo-+T)=f{z), deducem ci punctul graficului de abscisa
xo+T este

M’(Io-I-T, f(:l'o)).

Prin urmare, punctul M’ se obtine prin deplasarea punctului M(xo, f(z0)) pe
un segment paralel cu axa absciselor. De aici rezultd ci graficul funectiei

1 Adesea in loc de pericada principald se spune, pe scurt, perioada.
2 Dacd functia nu are sens in extremitétile intervalului, se considera intervalul deschis (0,T).
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tn intervalul [T, 2T] se obtine prin deplasarea graficului siu din intervalul
[0, T], paralel cu axa absciselor (fig. 46).

‘Se spune c# graficul functiei din intervalul [0, T] se repetd in inter-
valul [T, 2T]. _ .

Consecingi. Pentru a construi graficul unei funciii periodice, este sufi-
cient’ trasarea sa intr-un interval de lungime egald cu perioada, de exemplu
in intervalul [0, T], dupé care se repetd graficul in intervalele [T, 2T, |2, 8T],
[3T, 4T]...,[—T, 0], [—2T, —T), [—3T, —2T], ... (fig. 47). .

30. Periodicitatea functiilor trigonometrice. Periodicitalea fun‘c;iilor sin x
si cos z. Relatiile (5) si (6) din § 5 dovedesc ci functiile §in z sl cosx sint
periodice. In afari de perioada principald 2w, ele admit si perioadele —2m,
+4x, +6m, ..., +n 27, ...t

Periodicitatea functiilor tgz si ctg x. Relatiile (7) si (8) din § _5 arata
ci functiile tgz si ctgx sint periodice. In afarid de perioada principald =,
ele admit si perioadele —m, 2w, +3m,..., £nmw...!

i

:
§

""-' i
] I
3¢

o

1
Y P
3

1]

Fig. 47.

1 Se’poate ardta cd functiile sin x §i cos x admit numal perioadele k-2m, iar functiile
tg « si ctg x admit x_mmai perioadele kr (k=41, £+2, 43,...).
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Ezxemple. 1) Sd se veriftce cd funcfiile f(z)=sin x+cosz si g(x)=|sin z|
admit perioada 2m.
intr-adevir:

f(x 4-2m)==sin(z +27) +cos(z +2x) =sin T+cos x={(z)
§i |
g(r+27) = |sin(zx+2=) | = |sin x| =g(x).

2) Funcfia f(x)=a tg 2xz(a#0) admite perioada -1;-
Intr-adevir:
f(:c—f--;i) =atg?2 (:c—{——:-] =a tg(2x +n) =a tg 2z =f(x).

R) S& se defermine perioada principald a funcfiei f(x)=a sin(wz+9),
‘unde a si o sint constante nenule.!
Solufie. Dacd numirul T este perioadid a functiei, atunci:
fx+T)=f(x)
sau:
a sin[w(z+T)+¢] =a sin(wz+ @).
Notind wz+p=a’, relatia precedenti devine:

sin(z'+wT)=sin z".

Deoarece functia sin z’ admite numai perioadele
k2n (k=41, +2, +3,...), deducem:

ol=k 2n,
de unde:

2Perioada principald se obtine din ultima relatie pentru k=1 si este egald
n
cu —,

(4]
4) Sd se defermine perioada principald a funcfiei sin 20x4-cos 30z.

Solufie. Perioadele functiilor sin 20z si cos 30z sint, respectiv, numerele

2r . 2 ¢ g s » i
k -2—’;51 k’-B-E' unde k si k' siht numere Intregi nenule.

1 Aceastsi functie defineste miscarea cunoscuts in fizicd sub numele de oscilafia armonicd

simpld. Constantele |a| ,  §i ¢ se numesc, respectiv, amplitudinea, pulsatia si diferenta de faza
a oscilatiei,
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Perioadele functiei date se afld printre acele numere care satisfac egali-
tatea:

fioe sl 28
20 30
de unde:
3k=2Fk'.

Deci, pentru k=2 (sau k'=3) se obfine perioada principala T='5i‘

§ 9. Functii pare si impare
31. Definitiile si graficul funetiei pare §i impare
Definigii:

1) Funcfia f(x) se numeste pard dacd peniru fiecare x, apar-
finind domeniului sdu de definifie, este salisfdcutd egalitatea:

f(—2)=f(z).

9) Funclia f(x) se numeste impard dacd peniru fiecare x, apar-
finind domeniului sdu de definifie, este satisfdcutd egalifatea:

f(—z)=—f(2)-

Constructia graficelor functiilor pare si impare se simplifici dacd se

tine seama de urmitoarea
Teoremi. Graficul unei funclii pare esle simeiric fafd de axa ordenalelor;
graficul unei funcfii impare esle simefric fajd de originea coordonalelor.

Demonstrafie. Dacd f(z) este functie pard, atunci f(—x0)=[(x0). Prin
urmare, odatd cu punctul M(zo), f(x0), $i punctul M'(—ao), f(xo) apartine
raficului functiei (fig. 48).
%nsé punctele M si M’
fiind simetrice fatd de axa

Oy, inseamnd cad punctele
graficului apartinind semi-
planului din stinga sint
simetricele fatd de axa Oy
ale punctelor corespun-
zitoare aparfinind semi-
planului din dreapta.
Daci functia este im-
Fig. 48. pard, odatd cu punctul

yi
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M(xo), f(xo), si punctul
M'(—=x0), —f(x0) apartine b
graficului siu (fig, 49). In- '

sd punctele M gi M’ fiind 5
simetrice fatd de originea ‘ #20
coordonatelor, rezulti ci P
punctele graficului apar- /// jffr,}
tinind  semiplanului din - Z, ol '

stinga sint simetricele fata [ iU 2 T

de originea coordonatelor
ale punctelor corespunzi-
toare apartinind semipla-
nului din dreapta.

32, Paritatea si impa~
ritatea funetiilor trigono-
metrice Fig. 49.

Teoremil. Funclia cosinus esle pard; funcfiile sinus, tangenid si cotangentd
sint impare: '
cos(—x)=cos x;
sin(—z) =-——sin x;
tg(—zx)=—tg x;
ctg(—rx)=—ctg r.
Demonstratia este imediatd dacid se tine seama de relatiile (1), (2) din
§ 6 si de definitia functiei pare si impare.
Exemple
1) Functia f(z)=x%-cos z este para.
Intr-adevir,

f(—2x)=(—=x)>+cos(—z) =x*+cos T=[(x).

. 2) Functia f(z)=—sin x este impari.

Intr-adevir,
f(—z)=—sin(—z) =—(—sin z)=—f(x).

3) Functia f(z)=cos x—tgx nu este nici pard, nici impari.
Intr-adevar, ‘

f(—z)=cos (—ax)—tg (—x)=cos z--tgx
si
—f(z)=—cos z+1tg .
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Prin urmare
f(—x)#f(z) (funcfia nu este pard)
si
f(—x)# —f(z) (functia nu este impari).

§ 10. Functii strict monotone

33. Definifia functiei striet monotond. Fie functia f(z) definiti pe inter-
valul [a, b] si 21, 72 doud puncte arbitrare apartinind acestui interval.

1) Dacd f(z1)<f(x2), oricare ar fi punctele x1<xs, funcfia se numegte
strict crescdfoare pe intervalul [a, b].

2) Dacd f(z:1)>f(x2), oricare ar fi punctele x1<z:, funcfia se numeste
strict descrescdfoare pe intervalul [a, b).

Asadar, dacid x creste, valorile corespunzitoare ale functiei- cresc sau
descrese, dupd cum functia este strict crescitoare sau strict descrescatoare
pe intervalul respectiv.

3) O functie strict crescdtoare sau strict descrescifoare pe un inferval se
rtumegte sirici monotond pe acel inlerval.

Intervalele pe care o functie este strict monotond se cheami infervale
de monotonie ale funcfiei.

Ezxemple

1) Functia f(z) (fig. 50) este strict crescdloare pe intervalul [a, b], strict
descresciitoare pe intervalul [b, c], dar nu este strict monotond pe intervalul

[a, c].

2) Funcfia f(zr) (fig. 51) este strict crescdtoare pe fiecare din intervalele
[a,0), [0, b], dar nu este strict monofond pe intervalul [a, D]. ‘

34. Intervalele de monotonie ale functiilor trigonometrice. Funciiilor
trigonometrice, ca functii periodice, este suficient s& li se studieze variatia
pe un interval de lungime egald cu perioada. Pentru alegere, functiile sin x
si cos z le studiem fin intervalul [0, 2 =], iar functiile tg z, ctg z in intervalul
[0, =].

Funcfia sin z. Cind z creste de la zero la X (fig. 52, a), 0Q, proiecfia
2 g

; e
razei vectoare unitardi OM pe axa ordonatelor, creste (de la zero la +1):

& pe intervalul [O,—’-;r] functia z este strict cresciitoare; cind =z cregte de

la % la —3-5 (fig.52, b), OQ descreste (de la -1 la —1): pe intervalul
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=f(x}

Plecdvamn)
O |———

g aj
!
In

n 3x g : : .
[;;—2—] functia sin z este strict descrescitoare; cind z creste de la —
2

la 27 (fig. 52, ¢), OQ creste (de la —1 la zero); pe intervalul [@--211] func-
2

tia sin x este strict crescitoare.
Funcfia cos z. Cind creste de la zero la = (fig. 53, a), OP, proiectia razei

ey -

vectoare unitard OM pe axa absciselor, descreste (de la +1 la —1): pe inter-
valul [0, =] functia cos z este strict descrescitoare; cind z creste de la = la
2% {flg.‘53, b) OP creste de la —1 la +1: pe intervalul =, 2=] functia cos z
este strict crescitoare.

y ¥

q ! M

7 - - 2
a b ¢
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R

Fig. 53.
Funcfia tg x. Cind 2 creste in intervalul [0, %) (fig. 54, a), AR, pro-
ey : n
jectia razei vectoare OR pe axa tangentelor, creste: pe intervalul [O, ;)
1

s 5 a . b1 4
functia tgx este strict crescétoare; cind r creste in intervalul (? 3 7:]

(fig. H4, b), AR creste: pe intervalul (%,ﬂ] functia tangentd este strict

crescatoare.
r
y 1 5 7
R
M M
s 7
A
0 S — 0 o
\ {
'
R
" 0.
Fig. 54.
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Funcfia ctgz. Cind x
creste in intervalul (0, =)
(fig. 5b), BD, proiectia razei

e

vectoare 0D pe axa cotan-
gentelor, descreste: pe inter-
valul (0, =), functia cotangenta
este strict descrescitoare.

35. Multimea valorilor
funetiilor trigonometrice,
Funcfia sinus. Din variatia
functiei sinx a rezultat ci
valorile sale apartin interva-
lului inchis [—1,1] (—I< Fig. 92,
<sinz<1). Si ardtim acum, ci functia sinz ia orice valoare be[—1,1].
fntr-adevir numarul be[—1,1] se reprezintd pe axa ordonatelor (fig. 56)
printr-un punct Q situat intre punctele O si B sau intre O si B’, dupd cum
b>0 sau b <0. Paralela prin Q la axa absciselor intersecteaza semicercul uni-
tate, situat in semiplanul din dreapta, in punctul M. Daca unul dintre unghiu-

i ¥
rile formate de raza vectoare OM cu axa Ox este egal cu z, atuuci
§==0Q =sin z.
Prin urmare, mulfimea valorilor funcfier sinus este infervalul inchis [—1, 1].

Funclia cosinus. Din variatia functiei cos 2 deducem ca valorile sale
apartin intervalului inchis [—1,1](—1 <cos x<1). Sa ardtim acum ca func-

Y
g
il

/

L
K4 z z
5!

o 4
Fig. 56.
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tia cosx ia orice valoare as[—-1,1]. Intr-adeviir, numirul a =[—1, +1]
se reprezinti pe axa absciselor (fig. 57) printr-un punct P situat intre punc-
tele O si A sau intre O si A" dupd cum a2>0 sau a <0. Paralela prin P !a axa
ordonatelor intersecteazi semicercul unitate, situat in semiplanul superior, in

punctul M. Daca unul dintre unghiurile formate de raza vectoare OM cu
axa Oz este egal cu x, atunci
a=0P=cos 1.

Prin urmare, mulfimea valorilor funcfiei cosinus este infervalul fnchis
[—1,1]. . ‘ )
Funclia tangentd. Si aridtim cd functia tgzx ia orice valoare r data.
Intr-adevir, numirului r fi corespunde pe axa tangentelor (fig. 58), punctul

-_-.’ 3 . . a 3 4
R. Raza vectoare OR intersecteazii semicercul unitate, situat in semiplanul

din dreapta, in punctul M. Daca unul dintre unghiurile formate de raza
s .
vectoare OM cu axa Oz este egal cu z, atunci

r=AR=tgz.

Prin urmare, multimea valorilor funcfiei tangentd' esle axa reald.
Observatia 1
. n
Functia tgz este pozitivda si strict crescéitoare pe intervalul [0, —2—)v

negativa pe intervalul (—;— ' n-],, iar multimea valorilor sale este axa reald.

Deci, daca xe[o, 325) valorile functiei aparfin intervalului [0, +c0)- In
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afard de aceasta, pentru z suficient de apropiat de % si $<%- valorile

sale sint mai mari decit orice numér pozitiv dat (v. fig. 54, a). Se spune ci
functia tg x tinde cétre 4-co cind z tinde prin wvalori crescitoare citre —;

Analog, dacd z este suficient de apropiat de ——-E—si :c>—-§, atunci valo-

rile functiei tg 2 sint mai mici decit orice numair negativ dat si vom spune
céd functia tg « tinde citre —oo cind x tinde prin valori descrescétoare citre
1
n

2
Funcfia cofangentd. Functia ctgx ia orice valoare r dati. Intr-adevir,
numdrului r fi corespunde pe axa cotangentelor (fig. 59) punctul D. Raza

—
vectoare OD intersecteazii semicercul unitate, situat in semiplanul superior,

in punctul M. Dacé unul din unghiurile formate de raza vectoare OM cu axa
Ox este egal cu z, atunci :

r=BD=ctgz.

Prin urmare, mulfimea valorilor funcfiei cotangenid esle axa reald.

Observatia 2
Functia ctg 2 este pozitivd si strict descrescitoare pe intervalul (0,%]:

negativé pe intervalul [%-, n:): iar multimea valorilor sale este axa reald.

1Studiul complet al acestei chestiuni se face la anflliza matematicd, In cap. ,Limite
de funcii®,
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Deci, daca z = (O, %], functia ia valori in intervalul [0, - oo]. In afara

de aceasta, pentru x suficient de apropiat de zero si x>0, valorile s?le sint
mai mari decit orice numar pozitiv dat (v. fig. 55). Se spune ca funciia ctgx
tinde citre 4+ oo cind x tinde prin valori descrescitoare céitre zero. . s
Analog, dacid x este suficient de apropiat de = ;1 T<m, atunci valorllt:,
functiei ctg x sint mai mici decit orice numir ne.gatlv.dat 51'V0m spfme i%:1
functia ctgz tinde citre —co cind x tinde prin valori crescitoare citre =.

§ 11. Variatia si graficul
functiilor trigonometrice

36. Variatia funetiilor trigonome(rice. La punctul 34T s-_au. de'termﬂmt
intervalele de monotonie ale funectiilor trigonomet.rice. Variatia funlctu‘lor
trigonometrice pe aceste intervale se studiazid cu al.utorul un.m.‘ ?ra‘lorlt.p;n;-
ticulare dispuse intr-un tabel, numit tabelul de valori al functiei respectivel.

11 belele urmétoare, sdgetils 7 \ indica, respectiv, ¢d funciia este strict crescatoare

T groe il @ i dreptul cdrora s-a tras

sau strict descrescitoare pe intervalul corespunzitor. in punctele in cp. R
bard verticala functiile nu au sens. Pentru alcituirea tabelelor s-au folosit rezultatele de

punctele 23 si 26.
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37. Graficul funetiilor trigonometrice. Daca tabelul de valori al unei
functfii contine un numir suficient de puncte, judicios alese, se consideri
ca graficul sdu este curba care uneste aceste puncte. '

2) "
(27, 0) cu ajutorul cirora i se construieste graficul pe intervalul [0, 2r)
(fig. 60, a). Prin repetarea acestui grafic in intervalele [27, 4x]; [4m, 6%];. ..
si [—2m, 0]; [—4m, —2=];... se obtine graficul functiei sin z pe domeniul
sdu de definitie (fig. 60, b).

Graficul funcfiei cos x. Folosind punctele ale ciror coordonate sint inscrise
in tabelul de valori, se ob{ine graficul siu pe intervalul [0, 2=] (fig. 61, a).
Graficul functiei cos 2 pe domeniul de definitie se obtine prin repetarea gra-
ficului precedent in intervalele [2m, 4x]; [4m, 6n]; ... si [—2x, 0];

[—4n, —2x]);... (fig. 61, D).
Graficele functdilor sin « si cos z pe R se numesc sinusoide.

Graficul funcfiei tg x. Punctele din tabelul siu de valori ne permit si-i
coustruim graficul in intervalul [0, =] (fig. 62, a). Graficul functiei tgx pe

R — %+Im g S obtine prin repetarea graficului precedent in inter-
=
valele [=, 2n]; [27, 3x);. .. si[—mn, 0]; [—2x, —=]; ... (fig. 62, b).

Graficul funcfiei ctgz. Cu ajutorul punctelor din tabelul -de valori se
construieste graficul sdu in intervalul (0, =) (fig. 63, a).

Graficul funcfiei sin x. Tabelul de valori contine punctele (0, 0); (1 ,i) ..
6
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Graficul functiei ctgx pe R—{kn}r<z Se obtine prin repetarea grafi-
cului precedent in intervalele [x, 2x]; [27, 3=]; . .. si[—=, 0]; [—2%, —=x]; ...
oo (fig. 63, b). !

§ 12. Functii trigonometrice inverse

38. Notiunea de funetie inversi. Fie functia strict crescitoare f(x) =2z,
definiti pe intervalul [0,1]. Daci intreducem notatia f(z)=y, functia con-
sideratd poate fi scrisd astfel:

y=2z, z<[0, 1].

Tinind seama de faptul ci functia este strict crescitoare si de wvalorile
f(0)=0, f(1)=2, rezulti ci mulf{imea valorilor sale este intervalul [0, 2]
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Conform definitiei functiei, fiecirui

punct zo [0, 1] ii corespunde, in mod unic,

A(12) punctul yo=2xo apartinind intervalului
[0. 2] (fig. 64). Mai mult, aici fiecare punct

yo<=[0, 2] este corespunzator unui punct

xo<[0, 1], si numai unuia, dat de relatia

o To= E2l (corespondenta realizata de func-
tia f intre cele doud intervale este biunivoca).
in acest fel, o dati cu functia strict mono-
tond y=2z, x<[0, 1], se poate defini si

~ e e e - — ——

Xl e = ———

x functia x=-2, y<[0, 2]. Pentru obtinerea
’ 2

valorilor lor argumentul primei functii se
Fig. 64. inmulteste cu 2, iar argumentul celei ('le-a
doua se imparte cu 2. Deoarece inmultirea
si impirtirea cu acelagi numar sint operatii inverse, se spune ca func’gia.:r.=
==%, ye[0, 2] s-a obtinut prin inversarea functiei y=2x, r=(0, 1] s se

numeste funclia inversd acesteia.

Observatii

1° Argumentul {uncliei inverse 1-2_%, ye[0, 2] este y, iar valoarea
corespunzitoare r. De obicei, argumentul unei functii se noteazd cu x $1
. N x
valoarea sa cu y. De aceea, aceastd functie se scrie y:—-;, z [0, 2].

2° in exemplul considerat s-a inversat o funciie strict crvesc:‘itoal."e; mai
general, dupi cum se constatd ugor, orice functie strict monotond pe un 'mierval
se poate inversa pe acel inferval. Dacd z si y sint respectiv argumentul si valo_a—_
rea unei functii strict monotone, atunci argumentul si valoarea functiei
inverse sint respectiv y si x. ,

Asadar, domeniul de definifie si mulfimea valorilor funcfiei inverse sint
respectiv mulfimea valorilor si domeniul de definifie ule funcliei date.

3° Conform definitiei functiei strict crescatoare, daci xi<xa (argu-
mentul creste), atunci yi=f(x1)<f(xz)=y> (valoarea functiei creste). ]nvers,
daca valoarea unei [unctii strict crescatoare creste, se arati imediat cé arg1.1~
mentul siu creste. Un rationament analog se poate face si pentru fuynctla'
strict descrescitoare. De aici deducem: dacd o funclie este strict creslcalaare
(stricl descrescdloare), funci i functia inversd este strict crescdloare (strict des-

cresciloare).
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39. Definitia funmctiilor trigonometrice inverse. Pe anumite intervale
functiile trigonometrice sint strict monotone si deci, pe fiecare din aceste
intervale, ele pot fi inversate.

Funclia arcsin. Functia sin x este strict crescitoare pe intervalul

[—é‘—, —;1] (v. fig. 60, b); asadar, se poate inversa pe acest interval. Prin

e Qo G T i non
definitie, funcfia inversd funcfiei sinxz, z < l—;. ?] se numesle arcsinus
si se nofeazd arcsin.

Din aceastid deflinitie deduccem:
¥ val o i n on] .
Dacd valoarea funcfiei sin x, x = e B intr-un punct xo este egald cu

Yo (yo=sin xo), atunci valoarea funcfiei arcsin in punctul yo este egalil cu xo (1o =
=aresin ).
Multimea valorilor functiei sin z, z = l —g,ﬁ este intervalul [—1, 1].

Prin urmare (v. obs. 2° de la pct. 38) domeniul de definifie al funcfiei inverse
aresin este infervalul {—1, 1], iar mulfimea valorilor este intervalul [—ui,il-
2 2

Exemplu

1 -
Solufie. aresin _z—este egal cu numérul, aparlinind intervalului

Sd se calculeze valorile funcliei arcsin xz penfru x= e —\/3 1, —1,0.
2 3

T on g o 1 R | n
[—-;'?]: al n'carm sinus este egal cu ?; asadar arcsin —ZE. Analog:
aresin (——-v-i)
2
Funcfia arccos. Functia cosz este strict descrescitoare pe intervalul
[0, =] (v. fig. 61, b); asadar se poate inversa pe acest interval. Prin definitie,
funcfia inversd funcfiei cos z, x [0, =] se numeste arccosinus si se noteazd arccos.

Din aceastd definitie deducem:

Dacd valoarea funcfiei cosz, x=[0, =] intr-un punct x. este egald cu

Yo (Yyo=cos x0), atunci valoarea funcliei arccos in punctul Yo esle egald cu o (0=
=arecos yo).

n . H
- —- aresin 1=2, aresin (—1)=—2, arcsin 0=0
2 2 :

Multimea valorilor functiei cos z, x=[0, =] este intervalul {—1, 1]. Prin
urmare, domeniul de definifie al funcfiei inverse arccos esle intervalul [—1, 1],
tar mulfimea valorilor este intervalul [0, =]

Ezemplu

—
Sd se calculeze valorile funcfiei arccos x pentru. x=-—2—'\£’ 0, —1,1.

2 3
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Solufie. arecos (—%) este egal cu numdrul, aparfinind intervalului

[0, =], al cdrui cosinus este egal cu — %» asadar arecos (—-—2—):2-'215 Analog:

e
arccos 122_=_:_:.. arccos O=l:-. arccos (—1)=m, arccos 1=0.
2 ‘

Funcfia arctg. Functia tgz este strict crescitoare pe intervalul
(-—-;1. %) (v. fig. 62, b); asadar, se poate inversa pe acest interval. Prin

definitie, funcfia inversd funcfiei tgz, xE(-—-E, -:—) se numegle arctan-
gentd si se nofeazd arctg.

Din aceastd definitie deducem:

Dacd valoarea funcfiei tgz, xE(-——-—z—a % tnir-un puncl xo esle egald
cut yo(yo=tg z0), afunci valoarea funcfiel arctg in punctul yo este egald cu
Zo(xo=arctg Yo).

Multimea valorilor functiei tgz, xE(—%--;-r») este axa reald. Prin

urmare, domeniul de definifie al funcfiei inverse arctg este axa reald, iar mul-

fimea valorilor este intervalul deschis (———E-.%)-

Exemplu

Sd se calculeze valorile funcfiei arctg x pentru =1, —1, 0.
Solufie. arctg 1 este egald cu numirul, apartinind intervalului

(—%,%). a cirui tangentd este egald cu 1; asadar arctg 1=—’2'- . Analog:

arctg (—1)=— -’i— » arctg 0=0.

Funcfia arcctg. Functia ctgz este strict descrescitoare pe intervalul
(0, =) (v. fig. 63, b); asadar se poate inversa pe acest interval. Prin definitie,
funcfia inversd funcfiei ctg z, ze(0, ™) se numeste arccotangentd si se noteazd

~ arecty.

Din aceasti definitie deducem: ;

" Dacd valoarea funcfiei ctgz, x<=(0, 7) inir-un punct zo este egald cu Yo
(yo=ctg x0), atunci valoarea funcfiei arcctg in punctul Yo este egald cu xo (o=
=arcctg o).

Multimea valorilor functiei ctg x, z (0, ™) este axa reald. Prin urmare,
domeniul de definifie al funcfiei arcctg esle aza reald, iar mulfimea valorilor este
intervalul deschis (0, =).

58

Lxemplu

Sd se calculeze valorile funcfiei arcctg z peniru z=—1, 0 LER

Sc.llutle. arcctg (—1) este egali cu numdrul, apartinind intervalului (0, m)
a carui cotangenti este egald cu —1; asadar arcetg (—1)=3Z. o
Analog: v

arcetg 0 ==, arcctgﬁ:ﬁ.
2 3 3

40. Variatia si grafieul funecgiilor trigonometrice inverse

4 d(;F luncjztc_z gj;cszn, ca functie inversi unei functii strict crescitoare {v. obs
a pct. 38) este, de asemenea, strict crescitoare pe multimea sa de- defi.

nitie (intervalul [—1, 1]). Calculind valoril in ci i
alcdtuim urmatorul tabel de wvalori: RHlltisl n vibevy FHINE particulare,

x

. Y3 7 =
1 _2_“V2 %%El

Yy 2

y=arcsin x

BTk i M VA Ve T VS

cu a' ' . . .
F;gz;l{ caruia 1 se construieste graficul (fig. 65)
( 0 - - . ‘
s asemeueaargtcrﬁs,t cg functu_e inversid unei funcfii strict descrescitoare este
. €l descrescatoare pe mulfimea sa de definitie (intervalui

[—1, 1]). Calculind valori PR h

torul tubel de Valorﬁ orile sale in citeva puncte particulare, alcituim urmi-
Vi ]
2

"N NN EENTNTNT NN

X

g e VB Ve 1 vz
2 T Tz * 3.5

Y 2 2 2

J=arccos

cu a};ltoru.l céruia i se construieste graficul (fig. 66).
reald) ur(r:cita arclg este strict crescitoare pe mulfimea
- Lu ajutorul wrmitorului tabel de valori:

[ )
v
y=arctg z J

|

graficul siu se traseazad cu ugurinta (fig. 67).

sa de definitie (axa

3

meamyF —1 ~¥ 0 ¥ 1 yi 4

L L. L L n n n
o = VAT AT
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¥
>
x
- L e s i e
Qe
I3l
(N ] =t
: : g B
: _'h;b 1 -‘E
| [ 2
D A— o
: _________________________ @IN Fig. 67.
A .. AN A Dley Funefia arcctg este strict descrescatoare pe multimea sa de definitie
P AR ~ (axa reald). Cu ajutorul urmatorului tabel de valori:
X B — — B
\ —eo —yff =1 VB 0o V¥ 1 V3 +oo
y 3 3
I T o n b b1 4 Tt
= y=arcelg x “\5_.\3_\2,—\_*\_\—\?\0
6 1 3 2 3 4 6
graficul sdu se traseazd cu usurinta (fig. 68).
Observatii
_______________ - 1° 4 o0 nu sint numere, deci nu are sens si vorbim de valoarea unei functii
P T e ke pentru +oo. Totusi, de exemplu, sub simboiul 4o din tabelul de valori
E ———————— Siley al functiei arctg s-a trecut%- Prin aceasti notatie Intelegem ci functia
: et
; y
! Sng :
i S i @
b
Kiey i &
|
o . ;
i - |
E—'?.I ———————————— | L

Fig. 68.
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arctg tinde cétre% cind argumentul siu tinde citre oo (v. obs. 1° de la

pet. 35). _

2° Se poate verifica usor ci graficele’ functiilor trigonometrice §i gra-
ficele functiilor trigonometrice invers corespunzitoare sint simetrice fata
de bisectoare intii. Aceasti proprietate se va demonstra (pentru functii
strict monotone) in anul III, la analiza matematica.

" § 13. Reducerea la un unghi ascutit

In acest paragraf vom arita ca functiile trigonometrice ale oricirui

"unghi .se pot exprima prin functiile trigonometrice ale unui unghi ascufit,

adica functiile trigonometrice se pot reduce la un unghi ascufit.

Aceastd proprietate a-funcliilor trigonometrice, dupd cum se va vedea
mai departe, este deosebit de utild pentru aducerea la o form# mai simpla
a unor expresii trigonometrice, constructia tabelelor trigonometrice s.a.

41. Reducerea la un unghi mai mie deeit 360°. Si considerdm un unghi
artbitrar |p:>360°. El poate fi reprezentat, in mod unic, sub forma (v. pct. 6)

B =k -360°+a'(0° <a’ <360°).
unde k este un numir intreg determinat.
De aici, {inind seama de periodicitatea functiilor trigonometrice, ob{inem:

sin B=sin a’; cos f=cos a’; tgp=tga’; ctgB=ctg o'.

In acest fel, functiile trigonometrice ale unghiului B s-au redus, deocamdati,
la functiile trigonometrice ale unghiului 0°<a’<360°.

Observatii

1° Dacé unghiul 8 este negativ, pentru comoditate, se folosegte mai
intii proprietatea de paritate sau imparitate a functiilor trigonometrice
dupa care se scrie unghiul —8 sub forma:
—B=Fk -360° +4a'(0° <&’ <360°),

k fiind un numér intreg.

2° Pentru functiile tangent3 si cotangentid reducerea se poate face la
un unghi mai mic decit 180° Intr-adevir, este suficient sd observim cd
unghiul B poate fi scris sub forma:

B =k - 180°+a’(0° <o’ <180°),

k fiind un numir intreg, si si se {ind seama de faptul ca aceste functii aun
perioada egald cu 1807,
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Ezemple

1) sin 1 900°=sin(5 - 360°+100°) =sin 100°.
2) cos(—940°) =cos 940° =cos (2 -360°-+-220°) =cos 220° (v. obs. 1°).

3) tg

117r 2 .17 17m
=tg{ 5+ 2x - —|}=t (v. °
= g( r 10) et LR obs. 2°)
117n 7 Vi
t ok (11 i W 8
g 10 g\ n+1o) tg 10

3

22 3
4) ctg (“T")=_ctg o =—ctg (71r —|——;;) = —ctg - (—V_g)
3 3

(aici a fost posibil si se facid direct reducerea la un unghi ascutit;

42, Reducerea la un unghi aseugit. Fie unghiul 90°<«’'<360°

Daca 90°<a’'<180° (fig. 69, a), putem scrie relatiile:

o' =180°—0at1, o' =90°F-oz;

dacd 180° <&’ <270° (fig. 69, ), putem scrie:

o' =1804a1, o’ =270°—us;

dacd 270°<a’<360° (fig. 69, ¢), atunci

o' =360°—01, o' =270° 40,

unde 0° <o, o <90°.

In concluzie, orice unghi 90°<«’<360° poate {i scris sub forma:

« =k -90° -+ (k=1, 2, 3, 4),

unde 0°<a<90°,

-1

J Yy r g
m!—‘

AN ‘ /f
0 — 4 — ‘F’g\ ¥

\Y

M XLyl - M
a b e
Fig. 69.
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Functiile trigonometrice ale acestui unghi se exprima prin functiile
trigonometrice ale unghiului « cu ajutorul unor formule numite formulele
de reducere la un unghi asculfit. ‘

Pentru a deduce aceste formule, observim mai intii cid unghiurile con-
siderate se pot scrie sub [orma:
90° 400 =90° —(—a); 180° —a =90°4(90°—a);
180° 4o =90 4 (90° 4-ec);
270°—a =180°4(90°—a); 270° +-o=180°+(90°+2).
260°—o =360° +(—a).
Unghiul 90°—a«. Formulele (3), (4), (5), (6) din § 6 rezolva problema
propusi.
Intr-adevar,
sin (90°—a) =cos «; cos (90°—a)=sin o;
ty (90°—a) =ctg o; ctg (90°—a)=tg a.
Unghiul 90°+«. Obtinem:
sin (90° 4-a) =sin [90° —(—a)] =cos (—a) =cos «;
¢0s (90° +a) =cos [90°—(—a)] =sin (—a) = —sin o;
tg (90° 4-a) =tg [90° —(—a)] =ctg (—a) = —ctg a;
ctg (90° 4 o) =ctg [90°—(—a)] =tg (—a)=—1g «.
Unghiul 180°—a«. Obtinem:
sin (180°—o) =sin [90°4+(90°—a)] =cos (90°—a) =sin o;
cos (180°—a) =cos [90° 4-(90° —a)] = —siu (90°—a) =—cos a;
tg (180°—a) =tg [90°+(90°—a)] = —ctg (90°—a) =—1g o
ctg (180°—a) =ctg [90°4(90° —a«)] = —tg (90°—a) = —ctg a.
Unghiul 180°4a. Obtinem:

s5in(180° 4a) =sin[90°4-(90° +x)] =c0s(90° +-a) = —sin o;
¢0s(180° +«) = cos[90° 4 (90° +a)] = —sin(90° +-a) = —cos &;
tg(180° 4-«) =tg[90° +(90° +u)] = —ctg(90° +a) =tg o
ctg(180° 4-a) =ctg[90° +(90°+o)] = —tg(90° +o) =ctg o

Unghiul 270°—a. Obtinem:

sin (270°—o) —sin [180° +(90°—a)] = —sin (90°—ax) = —cos a3
cos (270°—o) =cos [180° 4 (90° —a)] = —cos (90°—a) =—sin &;
tg (270°—a) =tg [180°+(90°—a)] =tg (90° —a) =ctg o;

ctg (270°—a) =ctg [180° 4(90°—a)] =ctg (90°—o) =tg a.
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Unghial 270°4+%. Obtinem:

sin (2707 +-a) =sin [180° 4-(90° +a) | = —sin (90° +a) = —cos a;

€08 (270 +u) =cos [180° 4-(90° +-¢)] = —cos (90° +«) =sin «;

tg (270° +a) =tg [180°4(90° +a)] =t g (90° +a) = —ctg a;

etg (270° +-a) =ctg [ 180° 4(90° +)] =Ly (90° 4-ax) = —t g a.
Unghiul 360°—x. Obtinem:

sin (360°—a) =sin [360° +(—a)] =sin(—x«) = —-sin «;

08 (360° —x) =cos [360° 4 (-~—a)] =cos (—x) =cos a;

tg (360°—a) =tg [360° +(—a)] =tg (—x) =—lg o

ctg (360°—au) =ctg [360° +4(—a)] =clg (—a) = —ctg al.
Exemple

1) sin 115°=sin (90°4-25°) =cos 25°

sau

sin 115° =sin (180°—63°) =sin 65°.

2) cos 240° =cos (180°4-60°) =—cos w(; _%)
san .
c0s 240° = cos (270°—30°) = —sin 30“( - —é)
9= 3 3x 3r
3 tg— =tog 2 il R
) gs ”(2+10) ST
si
Gt :
ctg? zctg(Qr: -— —g)——clgg-

Observatie

Cercetarea atentd a formulelor de reducere la un unghi ascutit, stabilite
mai sus, ne permite s tragem urméitoarele concluzii:

a) Orice functie trigonometricd a unghiului o'=k -90° +a(k =1, 2, 3. 4)
se exprima prin functia trigonometricd de acelasi nume a unghiului «
pentfu k numdr par, si prin cofuncfia, corespunzitoare a unghiului «
pentru k numér impar.

b) Dupa reducere, semnul functiei trigonometrice a unghiului « coincide
cu semnul [functiei trigonometrice considerate a unghiului «’.

Prin urmare, memorarea formulelor de reducere la unghi ascufit nu esfe necesara,

IDin modul in care au fost deduse, este evident ci formulele precedente sint adevirate
pentru orice unghi e.
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fiinded se poale delermina direct aiil funcfia trigonomeiricd « unghiulii « cit
si semnul ei.

Mai mult, tinind seama de periodicitatea funciiilor trigonometriee, se
arati imediat cd aceste consideratfii ramin valabile si in cazul in care un-
ghiul « si numirul intreg k sint arbitrare.

Exemple

1) Sd se reducd cos 310° la un unghi ascufif. Tinin_d seama de observatia
de mai sus, putem rationa astfel:
unghiul 310° este egal cu 3 -90°+440° (k este numir impar), deci in membrul
drept al formulei de reducere la un unghi asculil vom da lui sin 40° semnul plus,
sau minus; fiindea unghiul 310° este din cadranul IV, si in acest cadran funciia
cosinus este pozitiva, sin 40° se ia cu semnul plus. Deci cos 310°=+sin 40°

2) Regdsirea formulei sin (180°+a)=—sin «. Unghiul 180°+a« este egal
cu 2-90° 4« (k=2), deci membrul drept al formulei de reducere la un unghi
ascutit contine sau functia sin «, sau functia —sin «; presupunind unghiul «
ascutit, atunci unghiul 180°--« este din cadranul III, si in acesl cadran
functia sinus este negativa. Deci sin (180°+a)=—sin a.

3) Sd se reducd sin 3080° la unghi ascufil. Fiinded unghiul 3080°= 3607,
il scriem sub forma 3080°=8 - 360°+200° de unde folosind proprictatea de
periodicitate a functliei sinus:

sin 3080° =sin 200°.
Dupa aceea, rationind ca in exemplele 1) §i 2), oblinem:
sin 200° =sin(3 - 90°—70°) =—cos 70°,
adici sin 3080°=—cos 70°.
4) Sd se calculeze-ig (—%) Tinem seama mai intii de proprietalile

de imparitate si periodicitate ale functiei tangenté:

71 . 21E - 3n) 3.1_
3 k] E
ai r te L =tofr - —|=—loe = = —1.
Mai departe, tg 5 g( 4) 87

71in

Deci tg‘(————;—):—(—l):l.

Exercitii
1. Sd se arate cd numercle:

@) 17, 15, 8; BVZ =1, ¥ +1, V6
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pot fi lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic si sa affe valorile functiilor trigo-
nometrice ale unghiului ascutit mai mare.

2, Si se construiasca unghiul ascutit al carui sinus este egal cu:

3
a) —,;b) 0.8,

O

3. S se construiased unghiul ascutit al carui cosinus este egal cu:
1 .
a) —; b) 0,3.
4

4. Sa se construiasca unghiul asculit a carui tangenta este egala cu:

a)—; b) 0,3

v | o

&

. Si se construiasca unghiul ascutit a carui cotangenta este egala cu:

21
{r);, b) 4.

6. 5ia se calculeze [unctiile trigonometrice ale unghiurilor ascutite ale unui triunghi
dreptunghic, daca laturile sale sint proporfionale cu numerele:
a) 21, 20, 2% b) 125, 44, 117.

7. Ipotenuza unui triunghi deeptunghic este egald cu 50 cm. Cosinusul unuia din un-
ghiurile ascutite ale triunghiului este egal cu 0,28, S3 se determine catetele sale.

8. Cotangenta unwa din unghiurile ascufite ale unui triunghi dreptunghic este egald cu
2
?v iar cateta mai mare este egala cu 25 cm. Si se determine ipotenuza.
9. Sa se calculeze suma sinusurilor unghiurilor ascutite ale unui triunghi dreptunghi
cu perimetrul egal cu 45 c¢m si ipotenuza egald eu 20 cm.

10. Suma catetelor unui triunghi dreptunghic este egald cu 17 em, iar ipdotenuza este egald
cu 13 cm. S4 se caleuleze produsul cosinusurilor unghiurilor ascutite ale triunghiului.

11. Sa se calculeze wvalorile numerice ale expresiilor:
a) 2 sin 30°+4-3 cos 60°4tg 45°%
b) 2 cos 30°—4 cos 45°+tg 60%
¢) 5 tg 30°+42 sin 60°—2 cos 30°
d) 3 tg 30°+ctg 45°—2 tg 45°+2 cos 60°;
cos 60° i
e)
1+4sin 60°  tg 30°

12. Si se calculeze valoarea sumel

™ ™ o~
sin e+ cos o pentru o= —r—>
6 4 3
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13. 34 se calculeze val i - 3 ; i
4 se calculeze valoarea expresiel apoi sd se enunfe peniru cazul particular cind patrulaterul este un trapez cu bazele

AB si DC.
— s —
cos a—cosﬁ- pentru o« = e Ind Se aduna membru cu mu“bm Lgdl!tdiﬂ&' .E:I* LA-{—AB-{—B}- .EI‘ ED4DC4q
. I +CI' si se tine seama ci fJ)_—LA (,F"—B}'

14. Si se calculeze valoarea expresiei in cazul particular se oblin doud proprietati constante ale liniei mijlocii din trapez.
] 23. Fic A BCDEF un exagon, ale cirui virfuri pot si fie situate in acelasi plan, M, N, P
sin (x4-15%)—sin « mijloacele laturilor AB, CD, LF si . R, S mijloacele laturilor BC, DE, I'A. Si se

- pentru a=30°, demonstreze ed triunghiurile MNP, ORS au acelasi centru de greutate.
sin 2o Ind. Daca Gy, Ge sint centrele de greulale ale triunghiurilor MNP, QRS respectiv,

ey i iar O un punct arbitrar, atunci (v. aplicalia de la pct. 16):
15. Pe axa x’z (fig. 70) se dau vectorii AB si CD.
Si se calculeze modulul si marimea fieciruia din acesti vectori. . 1 — e il i 1 -5 —% —
" T o LOS = — (OM 2
16. Si se determine suma marimilor §i suma modulelor vectorilor AB si BA situali pe OGi= 3 (O + 05+ 00), UG 3 (OMA-ON+OP).

—
axa zr'x, daca |AB|=2,

17. Patrulaterul ABCD este un romb. Sint egali vectorii: Mai departe, folosind relalitle
—_ —_— — — 1 — o — 1 —y —
@) ABsi BC: b) AB si CD:¢) BC si AD? OR=— (0D 0L). 0M=— (0A+0B)
5 P . = = = H . — —t
18. Si se calculeze suma prmectlz]or vectuuior AB, BC si CD, trei laturi ale paralelogra- si cele analoge, se stabilesle imedial cgalitatea 0G;=0Gs.
mului, ABCD, pe axa AD dac.a !ADi_ 24. 83 se stabileascd cadranele in care sint situate unghiurile

19. Sa se calcu1e7e suma proiectiilor AB BC si CD laturi ale rombului ABCD, pe axa

17 125

CA, daci |AC|=d. o) 7805 B 800 ep ~ 3 i
20. Se considera patratul ABCD si axa x al cirei versor este A—C.:. I
et 5 YEOhRL i apoi si se determine semnele funcliilor trigonometrice ale acestor unghiuri.
25. 53 se calculeze valoarea expresicl:

— — — —
pry (BA+4 BC)=pr, BA+4pr, BC.
sin-—— —rcos =+ tg -
— 1 2 4
y prp BC= *2* .

—

JAC| =—

—F — — — —
Ind. BA-+BC=BD; pr, BD=0, pr, BA=—

| =

1
2 . &t . 8=
2sin - ~=sin —

cU p
21. Fie ABCD un patrulater .oarecare §i £, I mijloacele diagonalelor AC, BD respecliv.
Sa se demonstreze relatiile: . _ ;
26. S se calculeze valoarca exprusicl

- PR OV
255;#1&_1’3.4»6‘_5:'4?’ +CB. Asin 2 ros g
2sinoe—3 cous 2y

— e 3 — — — —3
Ind. Se aduni membru cu membru egalititile evidente EF=FA-++AD+ DF, EF=EC+

— - . . B — g — —_ — — —> T
+CD+ DF si se tine seama de relatiile EA4+EC=0, 2DF=DB, AD+DB=AB. pentru o e 2! T
22, intr-un patrulater A BCD se noteazi cu E si F mijloacele laturilor AD si BC respectiv. P

Sa se demonstreze relatia

27. Sa se calculeze wvaloarea expresici:

— 1 - = n g
EF = — (AB+DC), .«-m(a - '—) + u(z f L)

3 B )

n ) ( b

eosl = o~ P Ly o —

—+ v = ot ( 2 2

X a 4 8 0 & by

penlru o= i
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28. Sa se calculeze valoarea expresiei:
m(sino + ensa) — 1

netga+1

] 3n
pentru o= -5 5

i
29. Sa se finlocuiascd prin sinusul unghiului complementar:
@) cos 52°% b) cos 14°%; ¢) cos (60°—w); d) cos (x—10°).

30

Sa se inlocuiased prin cosinusul unghiului complementar:

o— 60°

a) sin 38°% b) sin 1°; ¢) sin (30°—2x); d) sin

31. 54 se inlocuiased’ prin tangenta unghiului complementar:
bl T o T

a) ctg —, b) ct -..-.+ ». gl ———1-

) ctg 11’ ) 3(4 ‘1)’ ")ta(4 2)

32

54 se Inlocuiascd prin.cotangenta unghiului complementar;

T—Aa

ar LA
a) tg‘l'l—:b) tg(-—ﬁ y ¢ tg
33. Si se dovedeascd egalitatile:

a) sin45°30’=cos 44°30"; b) cos (60° at)==sin {30° —a);

T oL T o
e _ .
i g(a 2) Ctg(4, 2)

34. 84 se determine domeniile de definitie ale funeliilor:

a) f(x)=sin x+cos x; b) f(x)=1—tgxctgx;

¢) [(x)=tg2x—ctg

W | s

35. Sa se verifice ca [unctiile:
a) flx)=cos 2z, b) f(x)=alg x+ betg x;
¢) f(x)=sin x cos x
admit perioada .
36. Sa se arate ca functiile:
a) f(xy=z+sin z; b) f(x)=zx—cos?x

nu sint periodice.

Ind. a) Daca functia datd ar admite perioada T, atunei T'+sin (x4 T)=sin, de
unde, pentru r—0 si x=m, ar rezulta ¢d 1I'-+sin I'=T—sin T=0, adica T=0.

37. S se determine perioadele principale ale [unctiilor:

a) f(xy=|cos x|; b) f(x)=sin 2x+tgx: ¢) f(x)=sin 6x—sin 4x.

38. Sa se cerceteze paritatea §i imparitatea luncliilor:
a) f(x)=|sinxf; b) [(x)=sinx+4tgx;
¢) f(x)=sin x—cos x;
d) flxy=ctg(—x); ¢) flx)=22+sin
f) f)y=xztgx.

39. Sa se cerceteze care dintre funcliile:

a) f(xy=a2—cos x, a= l:q], _'] :

1 ~
b) fxy= — —tga, z< (n. —);
' T 2
¢) flxy=zsinz, xs[0, x|

sint strict monotone pe intervalele considerate.

40. S& se determine multimea valorilor funeciiilor:
a) y=142sin a;
b) y=4—3 cos x;
¢) y=3—2 |sin x].

41. Pentru ce valori ale lui x au.sens functiile:

r—1

-
m ; ¢) arctg ?

x ) 1
a) aresin — ; b) arccos 3Ju; ¢) arcsin. (2a—1); d) arceos
2

x
Ind. a) Se determind multimea solutiilor inegalitatii |? ’gI,
42, 83 se calculeze valorile functiei arcsin x pentru x=—1, — P Bie , 0,

43. Si so caleuleze valorile funcliel arccos x—arctg 2z pentru r=0,— —r— ——1

44. Sa se determine multimea valoriler functiilor:

)

1 o
a) y=x arcsin x, ME[—;- _\/_3],

1
b) y=arccos x-+-2%, r< [__ 0],

Ind. Functiile considerate sint monotone (produs, respectiv sumd, de funciii strict

monutone si de acelasi sens).

71



I

72

45. Folosind graficele functiilor arcsin si arccos, si se determine semnele numerelor:
a) arccos 0,7 —arccos 0,5;

arcsin 0,85 —arcsin 0,8 X

T
arccos 0,8 —arccos 0,85

w—2 arcsin 0,9
c) .
7—2 arccos (—U,1)

46. Sa se demonstreze egalitilile:

) Lo tg 14 ! : - V3
a -— 1 arc — arcecos— = —arctgy/ 3;
3 5 4 2 2 g
1 1 on
b) arccos (—-; +2 arcsin;:‘z arctg 143 arctg \/3;

1
sin (arcsin E) —cos (arcsin(— 1))

1
C —_ —
/ ctg (arccos 0)—1lg (arcetg (—1)) 2

47. Folosind graficele functiilor trigonometrice, sa se determine semnele numerelor:
. 2n L .
a) sin —; b) sin5; ¢} cos2; d) cos{ ——1};
3 10

e) tg 1,5 f) tg(—3,1).
48, 54 se indice semnele diferenfelor:

a) sin (—2)—sin (—2,1); &) cos 5,1—cos 5;

10 11
c) tg| —— ) —tg{ ——|}: d) ctg 0,583 —ctg 0,582;
& ( - 20) b( 2:;) g RRE e

e) tg 1,6 -1g 1,5; [} ctg 6,3—ctg 6.2

7,4

k1
49. 54 se arate ca daci x= [-6— ,E]’ atunci sin x>

1
2
30, Pentru ce valori ale segmentului, din intervalul [0, 2%], este satisfacuti inegalitatea
1
cos r<x — 9
2
51. Si se construiascd graficul funcliel y= |tg «| i, folesind graficul, si se indice pentru

T i -
care valori ale lui x= (—-2—1-2—) este salisficutd inegalitatea:

Itg x|< 1.

@
]

. Si se construiasca graflicul functiei y= [sin x| si, folosind graficul, si se delermine

5 s ywo e ‘ . v2
valorile argumentului z < [0, 271 pentru care este salisficuti inegalitatea |sin a|=- -

53. Pentru care valori ale argumentului x€(m, 27) esle indeplinitd inegalitatea clyfr=17

54. Sa se construiasca gralicele funciiilor:

1 1
@) g=sec x=—""—7 b) y=cosec x=—" .
cos T sinx

55. Sa se calculeze valorile functiilor trigonometrice pentru unghiul egal cu:
a) 120; b) 225° ¢) 330°; d) —210°,

56. Sa se calculeze wvalorile functiilor trigonometrice pentru unghiul egal cu:
a) 450°; b) 855% c) 600° d) —1230% e) —585°.

57. S84 se calculeze valorile expresiei:
sin (o4 45°) +2 sin (@—45°)+4 cos 242 cos (x-135°)
pentru o=45°, 135°.

58. Si se calculeze expresiile:

cos (—120°) tg 210° sin 315°

a 3
cos 300° cos 180°
g 5 sin? 17w . 33= 1 an
2 sin t ctg—;
) 1 + g 4 g 1 3

) tg (—150°) cos (—210°) cos (—60°)
(4
ctg (—240°) sin (—330°) ?

sin2 (—212°) cos 302°+cos® (—148°).

d .
) sin (—58°) cos (—32°)+sin 392° sin (— 148°)—sin H8° sin 148°

59. Si se demonstreze egalitifile:

sin (180°—u) sin (270° —a) cos (360° —a) 1g (90° —a) )

sin (90° o) sin (360°—a) cos (180°4a) 1 (270°Fa)

a)

b3
b) sin (e— )+ g (a— i) — ¢cos (; - oc) =g o
60. Si se demonstreze ¢ii pentru orice n mumar natural este indeplinita egalilatea:

1 2 n—1 )
cos (“— - 180° )+cns —_ IHU“)+ ... 4cos . 180° J=0.
n n n

Tnd. Se time scama ca

wh & +180°
coy ( . 180 = —cos (h=1.,2...,n—1)
H n

si se grupeazd, doi cite doi, Lermenii din membrul sling.



Capitolul 111

Formule fundamentale

§ 14. Relatii intre functiile trigonometrice
ale aceluiasi unghi

43. Relaiii de bazii. Fie ¢ unghi in planul orientat si M un punct diferit
de originea axelor de coordonate, astfel incit raza vectoare OM si formeze

—
cu axa Oz unghiul «. Dacé notam cu a, b, r, respectiv, proiectiile vectorului OM
pe axele de coordonate si modulul vectorului, atunci avem urmitoarea

Teorema. Oricare ar i unghiul « avem:

az4-b2=r2, (1)

Demonsirafie. Si notam cu A proiectia punctului M pe axa Ox. Atunci
avem 0A=a, AM=0b si OM =r. Aplicind. in triunghiul dreptunghic 0AM,
teorema lui Pitagora, rezulti:

a?+-br=rx

Tinind seama cd r#£0 (pentru ci (ﬁI#O), putem imparti cu r® ambii
membri- ai egalitatii (1). Obtinem:

()=

a . b 5 . = 0 "
Dar — =cos a si — ==sin o, deci aceastd relalie devine:
r r

sin® o +cos® o =1. (2)
In § 5 am definit functiile tg « i ctg « prin relatiile

tg — sictga=
a

o—l's:

" " " b . a .
Avind in vedere ci sin a =— si cos a=—, rezultd formulele:
r r

sin o cos o
tga= , ctga=— . (3)
cos o sin o

Relatiile (2) si (3) se numesc relafii de bazd.

74

44. Exprimarea fuuctiilor trigonometrice eu ajutorul uncia din ele.
Vom determina acum, plecind de la relatiile de bazi, o serie de formule prin
care putem exprima functiile trigonometrice cu ajutorul uneia din ele.

Din formula (2) deducem:

cos o= :[:\/l —sin? « (4)

care inlocuitd in (3) ne di:

sin o 1—sin? '
tg oc::*_—-—-—T \ ctg s :t.\./._m_ (4 )
V1—sinZa sin o

Formulele (4) si (4") ne dau functiile trigonometrice cosa, tga, ctga
in [unctie de sin a.

Analog avem:

i - ) yl—cos®a cos o
sin o= ]—cos?ua, too=-+ ctg o= S — 5
5 +V , tg " Ee=ETm (5)
Ridicind la patrat prima relafie (3), gasim:
in2
tg2 — sin“ge :
cos? g
de unde:
sin® o
tgto+4+1=—=—-+1
cosZy
sau, tinind seama de relalia (2):
tg? o1 =
k cos g
care ne da:
. 1
COS O = A = (G)
Vi+teta
5 . »
Dar sin a=cos « tg a, deci:
. l{.{’z “-r
sinoa=+4+"T"—"—""_" )
VI lga
Din relatiile () deducem:
1 7
clg o= . (6")
o

Formulele (6), (6’ si (8') ne dau funcliile (rigonomelrice sine, cos o,

ctg o in functie de tga.



Analog gisim:

ctg « 1

7 1
Sin ot =+ ————0nu—, €05 %= } ———— s 1g
V1 + ctgix V1 + ctgix - ctga

Formulele (4), (4"), (5), (6). (6"), (6") si (7) se numesc formule corelative.

Observatie. Pentru fiecare unchi o« numirul cos « este unic deter-

minat. Asadar in formula cosa:i\/lf—sin?x este wvalabil numai unul

dintre semnele din fata radicalului, anume semnul numarualui cos . Alegerea

semnului corespunzitor nu prezintd nici ¢ dificultate in cazul cind se cn-

noaste cadranul in care este situat unghiul. Altminteri, pentru a se evita
erorile posibile. este preferabil ca formula datda sa fie folositd sub forma

Jcos al:VI —sin? g« .
Consideratii analoge se pot face si relativ la celelalte formule in care
apare dublul semn --.

Aplieatii

1° Fiind dat sin ngsifstiind cd o este un unghi din cadranul II, si se
determine valorile celorlalte functii trigonometrice.

Avind in vedere ca « este un unghi din cadranul I, rezultd ca valorile
functiilor cos «, tg %, ctg = sint negative, si din formulele (4) si (4") deducem:

4 3 4
cosa=——, toz=—— clgog=——.
5 4 3
2° S se calculeze expresia:
- ) 1 1
E =sin? x cos? g -+ :
YV 1—sinfu (1 + vos?y) V 1—cos?x (1+sin¥x)
Avem:

1—sin? a(1 +cos? x)=1—sin? a—sin? xz cos® z=rcos? x—sin® o cos? x=cos? a,
1—co0s? (1 —sin? »)=sin‘* o
Deci:

sin® x L cos® o

=1

E=sin?« cos®x ( )—‘:’Si_llz % COos?

. ) =
sin® «  cos®« sin? x cos®

i T
Va-3=|al=

{a daecd «>0,

—a daca a=<0.
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o= - (7)

§ 15. Formule trigonometrice de calcul

45. Produsul sealar a doi veetori. In mecanicé se studiazd problema
urmitoare: si se gaseascd lucrul mecanic al fortel F daci punctul asupra

ciiruia actioneazd forta efectneazd deplasarea 04 =a.

Daci punctul se deplaseaza in sensul forfei atunci, prin definitie, lucrul
mecanic al fortei este egal cu produsul dintre mirimea fortei si lungimea
deplasirii. Dacd insd punctul se deplaseaza sub un unghi « fatd de for{a
(fig. 71), atunci lucreazi numai componenta fortei situati pe dreapta 0A
deoarece componenta perpendiculard pe OA este echilibratd de rezisten{a.
Proiectind forta pe directia deplasarii, obtlinem:

_+-> —
pry F=|F|cosa.
. = = -
Prin urmare, lucrul mecanic al forfei F -are expresia:
—b_> -+ —+ -+
prz F la|=|F| |a| cos a.

in acest fel perechii ordonate de vectori (I*T: aYi se poate atasa scalarul
1F|!;| cos o, numit produsul scalaral vectorilor I? si ; In general, se numeste
produs scalar a dot vectori a s b numarul egal cu produsul dintre modulele vec-
torilor si cnsmusul unghmlut formuat a'e uectorul a et veclorul b. Produsul scalar

— -

al vectorilor a si b se inseamna prin ab sau a- b.

Asadar
T

—— -+ - =

ab=al -|b]| cos(b, a). 1)

D: aici sz daduce usor ca produsul scalar este egal cu zero in acel si numai

in ace! caz cind cel pulin unul dintre vectori este nul, sau dacd veclorii sinl orto-
gonali.

intr-adeviar membrul drept al relafiei (1) se/_gl\rﬂlleazi dacd si numai

e d A -+ =
daca macar unul dintre numerele |a|, |b| sau cos (b, ) este nul. Insa

— - =

la] =030 =0, [b]=0&b=0

{

N i

si F !

T |

-+ = ) -

cos(b, @)=0&a_] b, , 5 !
ceea ce demonstreazd proprietatea ' 4

enuntata. Fig. T1.
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. -+ = . — —* o
in particular, pentru b=a, produsul scalar devine a a=:|a| la| cos 0=

-
= |a|?, adicd produsul scalar a doi vectori egali este egal cu pdlratul modulului
unuia dintre ei.

46. I'rbpriet:“i;ile fundamentale ale produsului secalar

1) Comutafivitatea

-3
ab=ba.
Aceastd proprietate rezultd nemijlocit din (1). Este suficicnt numai
) —_— S

. . . - = - =
sa observam egalitatea cos (b, a)=vos (a. b).
- L3 . - - =1 =¥ - r . b2
Daci numim proiecfie a veclorului a pe veclorul b proicctia vectorului a

=
pe o aXd care are acelasi sens cu b, atunci proprietatea de comutativitate

conduce la formularea echivalenta: produsul scalar a doi vectori este egal cu
produsul dinlre modulul unui veclor si proiecfia celuilall pe el.

2) Distributivitatea fafd de adunarea vectorilor:
— - - (Y [
(a+b)c=ac+ be.
IFolosind definitia echivalentd a produsului scalar de mai sus, avem:
e d e
(a-+bye=|c|pre(a-+t).

Aplicind acum teorema II din § 4 relativa la proiectia sumei, oblinem

-+ - e b

—r—b —r 3 > -+ - -5
(a+bye=lc|(pria-+prgb)y=lc| pra+|c| preb=ac+be, c.c.t.d.
3) Asociativilatea fafd de inmulfirea cu un numdr:

- — B
(Aa)b=n(ub).

Fie A»0. Folusind relatia (1), avem:
—_—

(Aa)b=2al |b] cos (xa, b).

Insa
- ad -»
hal="r| la]==A|a|
si
— il
—— — — -
(ha, bY=2nA(a, D).
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Prin urmare e

(ab=hrld| [6] cos (@, b))=nr(ab),

adici membrul drept al relatiei date.
in mod analog se trateazd si cazul A<O0.

47. Produsul scalar al veectorilor dati prin proiectii. Fie vectorii

— —

— — — —
a=xii+yij st b==xel+ysj.

Tinind seama de proprietatile fundamentale ale produsului scalar, avem:

-+ > > L ey
th=z12sii +20y28] +Yszofl Y1931,

=% =
insa wversorii i, j sint vectori unitari ortogonali. De aici rezulti relatiile:

¥ *¥ b & d kL d
ii=jj=1, ij=ji=0
si deci (1) devine:
-
ab=x1z:4yiya.

Astfel produsul scalar-a doi vectori este egal cu suma produselor proiecfiilor de
acelasi nume.

Aplieatie. In paralelogramul ABCD se consiruiesc din virful B perpen-
dicularele BE pe lalura CD si BF pe diagonala AC (fig. 72).
Si se demonstreze relatia:

CA-CF=BC:4-CD - CE.

Solufie. Deovarece vectorii CA si CF au acelasi sens, putem scrie:
CA-CF=CA -CF

sau, tinind seama de relafiile CHI.E:C—I;’-{«EI'E‘, 5:4-53?=0:
CA-CF=CA -CB

sau inci, deoarece 54=C_I.3+(Tb si (_3_1.3 -EI?:CB?:

CA -CF=CB*+CD -CB. o A
in sfirsit, folosind in ultima egalitate L
relatia @:CE—I—EE si observind ca
CD-CE=CD-CE, CD-EB=0,se0b- s

tine relatia data. Fig. 72.
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¥ 48. Funectiile trigonoinetrice ale
unei sume de unghiuri. In § 13 s-a

ardtat cad functiile trigonometrice
AI‘THyIJ I ) E 3 :
‘7., I T _ -
\ ” ale unghiurilor k— Z+oa (k=Z) se
& . =

-3

= exprima prin functiile trigonome-
Lo trice ale unghiului «. Acum vom
o ardta cd, si in cazul general a doud

F = unghiuri arbitrare, functiile trigo-
0 T nometrice ale sumei se exprimi prin

Qf
o

functiile trigonometrice ale terme-

Fig. %8 nilor.

- - - B
Fie vectorii nenuli a si b care formeazd cu axa Ox unghiurile o 5i B res-
T

pectiv (fig. 73). Observind ca (_5,-6’{):0(*:3. rezultd urmitoarea expresie pentru
produsul scalar al celor doi vectori:

ab=1{a| b} cos (x—B). @)

Pe de q]ta parte, daca i Q]J sint versorii axelor Ox si OJ respectiv, atunci

a= 11[+y1j, unde a3 si y; reprezintd proiectiile vectorului « pe axcle de coor-

donate (v. pet. 18). Mai departe, tinind seama de definitia functiilor cosinus
si sinus, avem:

a= \Z! (i—’r;—!- yi _j) - !;5 (cos o T+sin « -}), (3)
a| lal ‘

In mod analog:
b=1[b] cos B i4sin ). (4)

Asadar, cu ajutorul relatiilor (3) si (4), produsul scalar poate fi exprimat
si prin relatia:
-5 -3 - - . . =
ab=la| |b| (cos & cos 8-+sin « sin @). (9)

Comparind egalitatile (2) si (3), dupa simplificarea factorului af (b}, rezultd
formula:

cos (x—pP)=rcos = cos B-sin e sin B, (6)

Daca in aceastd formuld inlccuim pe f cu —B si avem in vedere relatiile
cos (—f)=cos 8, sin (—a«)=—sin «, oblinem:

cos{o+B)=cos o vos f—sin o sin 8. (69

80

Si seriem acum formula (6) punind. in loc de « unghiul = —g:
' 2

cos [g —(a —Hi)] == COS.(% —o:) cos B +Siﬂ,(€- — or) sin 3.
Dar:

€os [% h(a+{3)] =sin («+8), cos (% .)—sma sin (% -a) =:¢OS o,

deci:
sin (a&+{)==sin a cos 34sin 3 cos «. ‘ (M)
Inlocuind aici pe B cu —B gasim:
sin (x—B)=sin « cos —sin § cos =. (7"
Sa impariim acum, membru cu membru, egalitatile (7) si (6"). Avem

sin o cos B-F-sin B cos o
.

tg (e+P)=

cos o cos B—sin ¢ sin B

Avind in vedere aici cad sino=cosa tge, sin B=cos § tgP si simplificind
cu cos o« cos 3, oblinem:

_ tga+tgf .
tg (a+p) o tEatE (8)
Impirtind relatia (7') la (6), gisim:
‘ tga—tgp i
fa(g—p)= —B2—t8P , ’
g (x—pB) i (89
In mod analog obtinem:
ctgactgB—1
t =2 =, (
ctg (o + B) pre—— (9)
ctg (o —f) = SEZUEELL, ()

ctgB—ctgua

Formulele (6), (6"), (7), (7", (8), (8, (9), (9) se numese formulele de
adunare a unghiurilor.

Cu ajutorul acestor formule putem deduce expresiile funcliilor lrigo-
nomefrice ale unei sume de trei unghiuri. '

Aplieatii

1° sip (o1 Foz t-as) =sin [(sa o) Foa] =sin (o1 4-ez2) cos oz -Fsin o3 cos (o o) =
=(sin &1 €OS oz-+Sin a2 €0S ®1) €0OS oz 4-sin «3(cos o1 c0S wz—sin oy Sin o) =
=sin o1 €OS o2 €OS @3 -+ sSin ®2 COS o1 €OS o3 -+ Sin s €OS o1  COS o2 —
—sin ¢ sin oz sin o3,

6 — Trigonometrie anul II (sectia reald) 81



Analog gasim:
2° cos (o1 |- oz 4 o3) = COS %1 COS %2 COS %y — SIN 23 SIN %2 COS %y —
—sin o Sin g €oS %s—sin 23 sin oz cos ai.

tgoanftgoettgoas—tgoutgaztgxg
¥
1—tgomtgop—tgon tgas—tgas tgas

37 tg (oo -tan)=

ctgogctgapctgog—ctgouy—ctgam—ctg o3

4° ctg (o +- a2 tuy) = : .
g( 1+ & J) ctgog ctgostcetgoapctgag+ctgasctg az—1
Exemple
: 2 § 8 .
1) Sa se calculeze cos (x~+3) si cos (x—PB), stiind cd sin o =—=—gicus3 =

17

)

5l

ot

unghiul o fiind in cadranul 111, iar 3 in cadranul IV.
Tinind seama de cadranele in care se afla unghigrile, deducem:

82 15 : 242 7
cos o =— l——=—— sinf=— \fl ——=——)
172 17 ‘ 252 25

deci: .
15 /24 8 7 41
eos e+ =(—2)(5) —{(—=)-%)= — =&

) 15\ /24 8 7 304
eos a—~t~(=2)5) + (—l %)= — &

2) Stiind cd tg ocl:-é-. tg &o == %- tg as=2—YV3, sdsecalculeze tg (x1+az+as)

si sd se deducd de aici valoureu sumei oy a2 +-as.

Din formula care ne di tangenta unei sume de trei unghiuri deducem:

{ _uE
) 74"§+2*V$} :3 .
to(eo 4oz -fos) = — — =14/3,
- 1 ful A-VE 2-V3 v
6 2 8

Aviud in vedere ci tg~31-1»=\/§, rezulta (v. pet. 58):

o1 ot tora =%—i—k7: (keZ).

3) Si se calculeze funcfiile trigonometrice ale unghiului de 15°.
Avem:
sin 15° =sin(45°—30°) =sin 45° cos 30°—sin 30° cos 453°=

_V3 V5 _ 1 VI_VE-VT
2 2 :

2 2 4
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An ;:log{

e ko *;V 2 0 tg15°=2— V3, ctg 15° =2 V3.

49. Funetiile trigonometrice ale multiplilor unui unghi
Sa seriem acum formula (7) pentru B==a. Avem:
sin (a o) =sin o cos a-Fsin o cos a,
adici:
sin 2% =2 sin &« cos o. (10}
Din formula (6") deducem:
cos 2o ==c0s? a—sinZ o, (11)

care se mai poate sciie, tinind seama de (2) din  § 14, sub una din formele:

cos 2z =2 cos?a—1 (117
sau
cos 2a=1—2sina. (11
Facind in formulele (8) si (9) B=a, obtinem respectiv
2lga
to 2y = 2
4 T (12)
si
oo, ctgia—1
Ltg?m—- e (13)

Formulele (100 (11), (117, (11", (12), (13) ne dau funcfiile irigonometrice
ale unghiului dublu.

In aplicatiile care urmeaza ‘deducem formule pentru functiile trigono-
metrice ale unghiului triplu.

Aplieatii
1° sin 3z =sin(2a +a)=sin 2z cos «-4sin a cos 2, sau, avind in vedere
relatiile (10) si (11),
.sin 3z ==sin « (3 cos 2a—sin?«)
care se mai poate scrie:
sin 3o =sin « (3—4 sinZa). (11)
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Anualog obtinem:

2° cos 3w=cos « (4 cos?a—3), (15)
$° fadpees it (16)
1—3tg2a )
4° ctg g Y DGR (17)
Jetg?a—1

Formulele (14), (15), (18), (17) ne dau funcfiile trigonomelrice ale unghinlui

triplu.
In capitolul VI vom da formule generale pentru funetiile trigonometrice

ale unghiului ne.

Exemple

8~

S se calculeze funcfiile trigonometrice ale unghiului 2e stiind cd sin o=
o. fiind un unghi din cadranul 1. '

Avem:

deci:

sin 2a=—322, cos 2x =7, tg — ctg 2o =——:
625 625 ’ 827 336
Avind in vedere ca sin 2x <0, cos 20>0, deducem cid unghiul 2z este
in cadranul IV.
2) Si se determine funcliile trigonomelrice ale unghiului 4« stiind ¢d tg w=2,
unghiul fiind in cadranul 1.
Din formulele (6) si (6) § 14 deducem:

1 i 2
S=———y SIN g=—r.
COS o V—E) ’ o ‘/3
Cu aceste valori, din (10) si (11) rezulté:

. 4 3
sin 2o0=—» cOs 2a= ——

2

si deci unghiul 2« se afld in cadranul II. Avem:

3 2 24
sin 4e =2 sin 2e cos 2&:-—-£

B4

si
cos da=cos? 2¢—-sin? 2y =__7_,
25

De aici rezulta:
24 7
tgda==—, ctgdu=—-:
7 & 24
50 Fu_nc,liile trigonometrice ale jumdtitii unui unghi. Sa deducem acum
functiile trigonometrice ale jumatatii unui unghi cu ajutorul functiilor tri-
gonometrice ale unghiului intreg. ,

Tinind seama de formula (11”), putem scrie:

cosa=co0s 2 i) =1—2sin2%,
2 2

de unde:
Y 1—cosa
5in? — = ———
2 2
adica:
- 1 1—cos ¢
sm? = :I:\/—2 ’ (18)

semnul radicalului fiind determinat in functie de cadranul in care se afli
unghiul %

Din (11') deducem:

cos ot =cos 2 i):2 cos? X1,
2 2

deci: .
COSQE—-'-' 14-cosa
2 2
de unde rezulti:
o 1+COSOC
COS— = _
2 j:\/ 2 (19)
Impirtind membru cu membru relatiile (18) si (19), gisim:
1—cosa -
. t)i: €
51 5 2 iVJ-f-cn:\‘cx (20)
o 1+cus_m_
ot e T R g
=) = 1—cos o (-”)
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i i o " « . A 5
Pentru functiile %g; si clg = pulem da sioalle Tormule. intr-adevar
P 2
avelnn:
Lo o o
SHY '")" _.’Slll'_,' cos ";‘ :
* 2 2 2. sin o i
ty = = = = (201
22 o o 1} cos a
cos — 2 eos=
2 2
S
o o
.'-;inﬁJ 2 sin® g i
2 2 — o8 o sy
lg'£L== = L - (20’}
2 o .o o sin %
cos — Zsin——icos—
2 2 2
De aici rezulti:
Lo 1-+ceosa o,
ctg — = e 1} (2] )
2 sin o
o sin o i
clg —= . (21"
2 1—cosx

_ Formulele (18), (19), (20), (207, (207), (21), (21’), (21") ne dau funcliile
tri gonomeltrice ale jumdldfii unghiului.

Aplicatii

1° Sd se calculeze funcliile trigonomeirice ale unghiului 22°30".

Avem:

sin 22°30" =sin - = 2 2-y2
2 2 2

Analog wasim:

e

cos 22°30" = \;/i%‘/i— tg 22°30' =\2—1, ctg 22°30’' =\2+1.

o e . 527 . . 3r T
2° Stiind ¢d cos a=——§i ¢d T<a< i s se caleuleze funcliile trigo-

. . o ]
nometrice ale unghiului —
. . oorie : ; « . T
linind seama de inegalitatea de definitie a unghiului o, rezultad La—2~ <

% 3n n

3n . 3 . R x b s o
- 2Tei = 2 Z; deci unghiul —este in cadranul II, jar unghiul —
' 4 ’ 2 4

< — —
8

2 4 4
in cadranul 1. Avem:

1_-—. .

o 625 149 7
cos—= — |/ - =—\/—=——:
2 2 625 25

De aici rezultd ca:

o 7
l*cosj 14+ — s
sin = = 2 = 9 B_4,
* 2 2 25 5

Analog gisim:

51; Exprimarea funectiilor trigonometrice ale unghiului o« e¢u ajutorul

Tui tg_2

Avind in vedere cd «u=2 -%: din formula (12) deducem:

tg o= —= ., (22)

De aici rezulta:

ctg o= ———. (23

2tg—
T

Tinind seama de exprimarea de mai sus a unghiului «, putem scrie relatia
(10) sub ferma:

. . . o
sin =2 sin L cos =
2 2

sau:
L@
sm-;
sin a0 =2 cost 2 =92t X cosz .
o 2 =2 2
CO0§ —
s 2
Dar:
cost B A
2 gl
2 % 2
deci:
2tg —
sin ¢ == a L
o (2"1)
1+tg2;
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Din formula (11) rezulbi:

L, o : o
cos 1tcos¢—)-——-51n2;

sau:

o o
cos?—— sin?—
2 p 2 O

o
cos? —
2

. . : o & .
de unde, tinind seama de expresia de mai sus a lui cos,?;deduwm.

1
cos:x:(l—tgzi)'

? 1+t 2&.

% 2
deci:
ol
1—tg2;
cos g =——— (25)
14188 —
£

Formulele (22)—(25) ne dau functiile trigonometrice ale unghiului «

cu ajutorul Ini tg%.Aceste formule prezintd marele avantaj cd ne dau ex-

primari rafionale ale functiilor trigonometrice sine, cosa, lga, clgw, cu

ajutorul functiei tgz

. tga—sina .. . o 1
Exemplu. S& se calculeze expresia _j!__., stiind ca tg:zf-
tga+sino = 2
Avem: i
o 1 «
v Sy it 2ig — 2
2tg - 2 2 ’ , ® g 2 4
sin a = = =— fgoe= L == =3
o 5 1 5 1t . o 3
1+tg '; 14+ 4 2 4
deci:
4 4
tgax—sine 3 5 1.
tgo4-sina 4 4 4
g . A
3 5

52. Formule pentru transformarea unor sume de funetii trigonometrice
in produse. In multe cazuri ne apare necesitatea de a transforma anumite
sume de functii trigonometrice in produse. Vom deduce acum formule care
si efectueze aceste transformari.

88

S& considerdm relatiile:
sin (&+pB)=sin « cos 3-+sin 8 cos a, (7)
sin (x—@)=sin o cos 3—sin B cos «. (7"
Adunind membru cu membru aceste egalititi, obtinem:
sin (¢-B)-+sin(e—p) =2 sin « cos B.
Notind:
at+f=p, a—L=g,

deducem:

si deci formula de mai sus se scrie:

sin p+sin g=2 sin%ﬁ cos 222

: (26)
Scazind membru cu membru egalitatile (7) si (7"), gasim:
sin (¢ +-f)—sin(ea—B)=2 sin 8 cos a,
de unde rezulta:

sin p—sin q=2 sing—-z_-ﬂ- cos 2H9, (26"
2

Relatiile (26) si (26" reprezintd formulele de transformare in produs a unei
sume, respectiv diferenfe, de doud sinusuri.
Fie acum relatiile:
cos («+B)=cos a cos B—sin « sin B, (6"
cos (x—B)=cos a cos B-+sin o sin B. (6)
Adunindu-le membru cu membru, obtinem:
cos (o 4-3)Fcos(x—pP)=2 cos a0 cos 3,
adica:

cos p+cos q=2 cos 217 cos 221 (27)

2 2
Scizind membru cu membru relatiile (6°) si (6), gisim:

. PG s 1=
cos p—cos g=—2 sin 20l g I,

-
. 5 (27)
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. o G —q . g—p
formula care se mai poate scrie, {inind seama cd sin B—_—: —sin =" sub
forma:

—2 sin PH94in 122, 975
0S p—C0S (== ° § .
cos p /| o 2

Formulele (27). (27°), si (27") sint formule de {ransformare in produs a
unei sume, respecliv diferente, de cosinusuri. o

Vom determina acum formule pentru transformarea in produs s cit
a unei sume sau diferente de tangente si cotangente.

Avem:

sin p sing __ sin p.cos q+sin g eos p ,

tg p+Htg g=

cos p cos ¢ cos p €os ¢

de unde, avind in vedere formula (7), rezulta

tg p+ig q=% (28)
Analog gasim:
tg p—tg 4= % (28")
ctg p+ctg q=5:;(1)———ps—7:ﬁ-. (29)
ctg p—etgq= ZT'?:TE% 29')

Formulele (28), (28", (29), (29" sint formule de iransformare in produs
si cit a unei sume, respectiv diferenfe, de tangente sau cotangente.
Aplicagii
1° Sd se transforme in produs expresia sin 72° +sin 48°. Avem:
L o o 727448° 72° — 48°
sin 72°+-sin 48°=2 sin 'L_T_ cos S
—92sin 60° cos 12°=y3 cos 12°.

oy < e (S : 5
9° Si se lransforme in produs evpresia sin 80°+sin 70° 4-sin 50° - sin 40°.
Putem scrie:

: s meo o |« T 5 tein A0° sin 70° 4-sin 50%) =
n 80°4-sin 70°sin 50°+sin 40°={(sin {0 |~s'm 40°) 4 (sin ‘!n .
B —9sin 60° cos 20° +2 sin 60° cos 10°=2sin 60° (cos 20° 4-cos 10°)=

= « r s 0 o, a
=2 «in G0° - 2 cos 15° - cos 5° =2}3 cos 15° : cos 5°.

o g \ L
3° Si se fransforme in produs si cil diferenfa tg 68°—ctg 67°.

50

Tinind seama e unghiorile de 677 si 23° sint complementare,

o i rezulta
c¢d ctg 67° =1y 23" si-deci pulem serie:

ving : ) sin 45° =
bg 68° —clg B7° =ty 68° —-lg 23° m 0 = V2

Teus 687 cos 2330 cos 687 cus 2347

4° 8Sd se fransforme in produs expresia:
E =cos a+cos B—cos y—cos (o +B84).
Avem:

£ =(c0s a-t-cos 8)—{cos y'4-cos (a+B+1)] =2 cos T2 cos 22

9 B

B vok o+ 342y _— a8 -

2

. o+ - JB4-2
—=—] _2 CcOSs ""—B(C(JS c‘l._p — C0S Q_I_E__Y_) f—
2 2 .

D

o3 L aty . P

=2 cos —L.2sip X Tgip B_Y___
2 2 9
a+B . by . B4

=4 cos <in Tatn 20X

5° Sd se (ransforme in produs expresia 3 sin 7—\/'; coSs .
Avem:

3 sin oc—\/§ cos :x:S(sin a-—-‘/_3_ cos cr.)-
3

Tinind seama e¢d tg 30°= VY3, putem scrie:
3

o — , sin 30° 3 @
3 sin oc-—\/?) cos m:B( il 40— ——— oS o | = (sin « cos 30° —
cos 30° cos 30°

—sin 30° cos &)= %sin(a¥30”) — 2T sin (x—30°).
E)

53. Formule pentru transformarea unor produse trigonometrice in sume.
Vom da acum o serie de formule cu ajutorul cirora vom lransforma anumite
produse de funclii trigonometrice in sume.

Si consideram formulele:
sin (&%) =sin « cos 8+4-=sin 3 cos &,
sin (¢—f4)=sin % cos B—sin B cos «, (7"
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Adunind membru cu membru aceste egalilali, obtinem:
2 sin o cos fp=sin (a--p)-+sin (o —P)
de unde:

+4-B)+sin (e—B) i
sin o cos p= P fek | 5 = - (30)

‘or inire sinus
Aceastd formuld ne serveste pentru a transforma un produs dintre un

si un cosinus in sumda de sinusurt.

Fie acuum relaliile:

cos (o-B) =cos o cos B—sin & sin “, (6"
cos (a—pB)=cos a cos B--sin «sin B. (6)
Daci le adunim membru cu membru, gasim:
2 ¢os o cos P=cos (« +B)+-cos (a—P)s
adici:
__cos (+PB)+ros (o—p) . G1)
cos @ cos p= e e
Scazind egalititile (67) si (6) membru cu membru, obiinem
2 sin « sin p=cos (a—p)-—cos {a.+5),
deci:
cos (a—P)—cos (ot+B)' (32)

sin @ sin f= — -

formuld care transformd un produs de sinusuri inir-o di

Aplicatii
1° Sd se calculeze expresia sin (x—30°) cos (e+430%).

Tinind seama de relatia (30), deducem:
sin (¢—30°) cos («-+30)=
sin 2q4sin(—607) .

sin [(a~30°)+(0ﬂ+30°)]+sin |{oc—30°)—m+'30")j _
2

- 2

Dar
sin (—60%)=— \L;’_ » deci:

2 sin 2u—/3"
4

sin (a—30°) cos (2+30%) =

ferenld de cosinusuri,

2° Sd se calculeze expresia:
E=cos a2 sin(%+15°) sin (%‘15")-
Din formula (32) rezulti:

in[24+15°) sin [E—15°)=
s:n(2+15)sm‘2 ]5)__

ol )= (=) =l 4 )+ (5]

2
V3
: —_CO0S o
__ ccs 30°—cos o 2
o > - : ,
deci:
— *'
3 3
E=cos o:+—v =2 005 a:——v
2 2

§ 16. Identitati trigonometrice

54. Identitiiti eare se demnonstreazi eu ajutorul formulelor fundamentale
Definitie. Egalitatea care confine funciiile trigonometrice ale unuia sau
a mai multor unghiuri si este salisfdculd pentru foate valorile
admisibile ale acestora se numeste idenlitate trigonometricd.
Expresiile din membrul sting si membrul drept al egalitifii se numesc
identice.
Inlocuirea unei expresii prin alta identici se numeste {ransformare iden-
ticd a acestei expresii.

Exemplu
Expresiile:
. il - . . .
a) sin? a$]._(:§s,2_:z; b) tge ctge si sin® a-cos? o sint identice. Identi-

. 1—cos 2 . . ) )
tatea sin2 o= _.2___“ are sens pentru orice unghi «;identitatea tg « clg o=

=sin? ¢ --cos? ¢ are sensnumai pentru oz k;(l; =/7) (pentru ¢ = kqi(k = Z)una

&

din functiile tg ¢, ctg« nu are sens).
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Adesea sc cere si se demonstreze o 1dentitate trigonometricd, adicit sd
se arate c¢i expresiile din membrul sting i membrul drept al egalitiilii sinl
idenlice.

Pentru aceasta se ajunge la o identitate cunoscuta cu ajulorul formulelor
fundamentale si al transformdrilor algebrice identice, sau, pornind de la o
identitate cunosculd, cu ajutorul transformarilor algebrice identice si al
formulelor fundamentale se ajunge la egalitatea data.

Prin transformarile identice succesive, o expresie trigonometricd poate
capita o formd mai simpla, se pot rezolva inegalitali trigonometrice, pro-
bleme de maxim si minim s.a.

Ixemple. 1) Sé se demonsireze identitalea

(— (sifda—cost ) 2

1— (sinbx—cosfoar) 3

Solufie. Tinind seama de jdentitatea sin? o--cos? a=1, obtinem:
sindy +-cost @ =(sin? « +-cos? «)>—2 sin® « cos? oa=1—2sin? o cos?® a;
siné o 4-cos o =(sin? o +cos? ¢)*—3 sin? « cos? a(sin? o 4-cos? &) =
=1-—3 sin? « cos? o.

Prin urmare.

1— (sinfa + cos?a) 2 sin2 ¢ cosa

2
1— (sin®a + cosba) 3 sin%a cos?a 3

in acest fel, prin transformiri identice succesive ale membrului sting

¢

o . : . . 2
al egalitdtii date s-a ajuns la egalitatea ev1denta§=;-
: ) . . ™
Observatie Functia din membrul sting nu are sens pentru anghiuriic a=k; (keZ),
: .2 . ;
in timp ce functia ? are sens pentru orice unghi o.

™
Asadar, egalitatea datd este identitate pentru orice unghi aFk E (keZ).
2) Si se demonstreze inegalitalea

14sin 2 &

cos ot+sin x

<4/2 .
Solutfie. Folosind identitatile sin x=cos (%—r): 1 4-cos x=2 cos® % $1

x —_ "
cos x-4-cos y=2 cos—;rE cos =¥, obtinem:
y 2

T ™
) 1+CO5‘ _2cx) 2c08? | ——a
1+sin2a 2 4 Z )
_ = =V2 cos{ T —%)"
cos - sin o i £ i !
€os o cos [—'—-a 2cos— oS |~ —% '
2 4 4
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()

14sin 2a

cos «-+sin a«

< 1. Prin urmare,

=y

cos (‘Z“H“Né \/2- -1 ::\/;)_

’ c.c.t.d.
3) Sda se aducd la o formd mai simpld expresia

E(a) — (Vi—sina_Vl—f—sina) 1—cos o _ 14cos o
1+4sine 1—sina 1+4cos & '

l1—~cos o

Esi?f:‘:f,lze."DeO?rece [sine| <1 s.i jcosalg 1, expresiile de sub radicali sint pozi-
r: prin urmare se pot aplica regulile de operatii cu radicali si obtinem:

\/lusinm_ VI—!—sina_ Vi-sina  Vi+sing
1+sinax 1—sina  y/l+sina =

1—sinx

- (V!-—sinx)z—(VI-i-sinn)z: l—sing—(l+sing) —2sin « —2 sin «
V1+sina YVi—sina Vi—sin? « Vcos2? - |cos a| -
Analog:

\/1—(:052 VH-cosx —2 cosx
14cosx v - .

1—cosx [ sin e |

Deci:

4 pentru sin 2 >0,

E(a) _ 4 sinx cosx 2 sin 2« 4sin 2%

ISill'J.COSGtJ_ t|sin‘_)x|=

1 ; i
;l dn 24| —4 pentru sin 2 <0

sau inca, tinind seama de semnul functiei sinus,

4 pentru kx<a< = +kn,
2

E(a)= (keZ).

—4 pentru % +kr<<a<m-kn

55. Identitdfi conditionate. Doud expresii trigonometrice care nu sint
e:gale pe mulfimea valorilor admisibile ale unghiului pot fi egale pe o submul-
fime a acesteia, definitd printr-o relatie care contine ungh?ul respeciiv

‘Astfel spus, dacd unghiul satisface o anumitd relatie, cele douﬁ f. Ll
considerate sint identice. o L

r () astiel de identitate se mumeste couditionata de relatia pe care o satis
- z * ’ ’ )
ace unghiul sau, pe scurt, condifionatal.

1 Caonsideratiile {2 A ; ile si a e a g
eratiile facute ramsdn valabile si in cazul in care expresiile contin mai multe unghiuzi
B ¥ > -
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Exemple

1) Dacd «, B, v sint unghiurile unui triunghi, atunci este safisfdcutd iden-
titatea .
tga-t+tgB+tgy=tgatgPtgy.

Solutie. Dacd «, B, y sint unghiurile unui triunghi, atunci ele satisfac
relatia:

o tpty=7

sau:
o t+p=n—.
Unghiurile a8 si 71—y fiind egale, si tangentele lor sint egale:

tg («48)=tg (m—v)

sau:
t t
__goig.ﬁ— :.—‘.tg‘ Y,
1—-tga tgh

de unde dupa eliminarea numitorului si separarea termenilor:

tgat+tgB+tgy=tgatgBlay.

Observatfii:
1° Identitatea datd nu are sens daca triunghiul este dreptunghic.

9 Jdentitatea este adeviratd si in cazul mai general o-+p-+y=kn

(keZ).

2) Dacd s a+c—°—s4£=—1- (a>0, >0), alunc

a b a+b
sinfa  cosPo 1 .
ad b3 (a+b»®

i i i : i isa b forma:
Solulie. Relatia pe care o satisface unghiul « poale fi scrisa su

a+b

ath sind ot + costa=1

a
sau:

« 1 % o
sin 4 o +cos? ot-l—ism“ o+ ;—cos‘ o =(sin? o +cos? o)
a

sau, dupd transformiri:

_ o .
.2 sin? g— 2 cos? oc) =0,
a b

96

de unde
sinfe coso
a b B

Folosind o proprietate a rapoartelor egale, deducem:

sinx _ cos®x — sinzac-i—cos?a= 1
a b at+b a-t+b
Asadar:
sinzg = ——; cos?a=“?“"
a+b a+b
si deci:
(=), (=)
in3 3
su;ac:+co:3m= a-:ab ey ﬂ";:’ =(a-|(jb)' (a-:-bb)‘ - (a—ib)3 ..

56. Relatii intre funetiile trigonometrice i arefunetii. In cele ce ur-
meazd vom demonstra citeva relatii simple intre functiile trigonometrice
si arcfunctii.

1) Sd se demonstreze identitdlile:

a) sin (aresin x)=z; b) cos (arcces x)=ur;

¢) tg (arctg x)=x; d) ctg (arcctg x)=x.

Vom demonstra identitatea «), pentru celelalte procedindu-se in mod
analog. Observam mai intli ci functia arcsin z este definitdi pentru |z|<1
si deci egalitatea are sens numai pentru aceste valori ale lui z. Fie 2o €[—1,1]
o astfel de wvaloare. Conforin definitiei, aresin xo este numirul, apartinind

- . T T o . . -
intervalului [—-—2,5], al carui sinus este egal cu o, ceea ce demonstreazi

identitatea.

Observatie. Identitatea b) are sens, de asemenea, numai pentru
x| < 1.

2) Sd se demonstreze idenlildlile:
; e 1
a) sin (arccos z)=V1—=z% b) tg (arcctg r)=—;
x

xT
Viga?

¢) cos (arcctg x)=

Solufie. a) Se constatd usor cad cgalitatea are sens pentru [r|<1. Daci
se introduce notalia a=arccos z, atunci 0 o < w si deci sin «>>0. Tnsa |sin «| =
=\/1 —cos? « (v. obs. de la pct. 44) sau, avind in vedere cele ce precedi:

sin & =\/1—cos? a =\/T—cos®( arccos z ) =V1—a2,
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adica
sin (arccos :c)-——-\/fm_rz.-
Observatie. In mod analog se demonstreazid si identitatea
cos (arcsin 1')=V1'_—5:?.
b) Egalitatea are sens dacd 2#0. Pentru a=arcetg r, formula tga=

1 .
e devine:

ctg «

1
ctg (arcctg x)

1
tg (arcctgz) = =
xz
¢) Egalitatea are sens peniru orice z. Daci se introduce notafia a=
=arcctg x, atunci 0 <a <<w. Rezulld ci numerele cos « si ctg « au acelasi

. p ctg o « . i
semn si deci formula |cos « _loteal o poate scrie sub forma echivalenta

Vifctgla
cos a=ig“—- sau inci, avind in vedere notatia folosita:
14ctg?a
t t
cos (arectg x)= i (a_rcc o ... S
V1+ctg2(arcctg x) Vi4a?
Aplicatie

Sd se demonstreze egalilalea:

3

. .1 1
sin [ 3 arcsin —} +cos |2 arccos — )= ——-
4 4 16

: - o | 1
Solufie. Introducem notatiile: oe=3rcsu17- Bzarccus-;-g In acest fel

membrul sting #( egalitdtii devine sin 3 a+cos 2 8. Insa

; ; . . .1 ; .1
sin 3 a=23 siu z—4 sind « =3 sin ( arcsin —)—-— 4 sin? ( arcsin T) ==
4

s Bt il (l)3=}l
a

4 16
si
.
cos 2B 2=2 cos? B —1 =2(—1-) —1 = _g,
4 16
Asadar
11 14 3
in 3 Tl =t
sin 3 atcos 2B T —

ceea ce demonstreazd egalitatea.
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57. Relatii intre arefunctii. 1) Sd se demonsireze idenlilalea:

arcsin r--arccos ==
2

Solufie. Este evident cd egalitatea are sens peniru |2|<1.

sin o« =x.
g =arcsin ré&=) - N
—_— Su g —-
2 2
a
. ™
sIn o =x&ECos (—-—-oc )=J."
2
—Tgags @0 Z—u<
5 = \2 U S 2—0.-._,.;.
dar

cos -;i-— o ) =1,
a=arcsin r& (=>f— —o==arccos r,
2

0< —2-——«15511:

ceea ce demonstreazi identitatea.

Observatie. In mod analog se demonstreazi si identitatea:

arctg r-arcetgx ——
2

2) Sd se demonsireze idenfifafea

arcsin x--aresin y=-arcsin (x \/I —yr -y 1—a2).

Solufie. Pornim de la identitatea sin («-#)=sin « cos £4sin p cos;

in care ludm a=arcsinx, B =aresin y.

fnsa

7.

sin o =, sin =y,
x=arcsin & - " B=arcsin y& .
i e kg
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si
cos w=cos (arcsin x) =)/ 1—x?; cos B=cos (arcsin 1) =\/1 —y.

Prin urmare

sin (2 +03) =a:\/1 —1y? —|—y\/1 —x2
Daca —-;i <a+B< % , ultima relatie se poate scrie sub forma echivalenta:
o B =aresin (ay1—y? +yy1—a?)
adica
arcsin x -arcesin gy =arcsin (I\/] —y? -&—y\/l —x2?).

Observatie Dacd —x sa+ﬂ<—-g— sau %<o¢+[ﬁ < 7 egalitatea nu

mai este satisficuti. De exemplu, pentru oc=—g- st ;3=-g—-, obtinem:

. - T k3
aresin x-+arcsin § = -E i 2=

si

arcsin (zy 1—y2+yV1—2*)=arcsin 123- = % -

3) Sd se demonstreze idenfitalea:

arctg x |-arctg y =arctg -t
1—zxy
; y t -
Solufie. Pornim de la identitatea tg (m—h&&)z-ﬁﬁ—gg—- Dacé
1—tgatgB

~—-§<cf.+3< T, aceastd identitate poate fi scrisd sub formi echivalenta:
2

t t
“‘iﬂe = arctg_gﬂ.._g_ﬁ .
1—tgotgh
Pentru z==arctgrx, B=arctgy, ultima identitate capata forma:
tg(arctg x)+-tg (arctg )
1—tg (arctg x)tg (arctg )

arctg xtaretg y=arctg

adici
x+y i

1—xy

arctg x-+arctg y =arctg

Aplicatie. Sd se demonsireze egalitatea:

1 16
2 arctg iarctg — =arctg—-
=3 4 13
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Solulie. Deoarece 0-&;<va 0<I<V— si funectia arctg este strict
rescitoare, rezultd inegalitétile:

VE Vs

1
aretg O <aretg — <<: ——, ! ‘tg ini
g & <arcty ga arctg 0<arctg—4—<arctg 5 sat, tinind seama ci

Vs _=

3 6

arctg 0=0 i arctg

™

0<2:1rctgl <2 =, 0<arctg L
"3 6 )
de unde ‘
0<2 al‘ctg—; +arctg LR
: 2y
Pe de alta parte °

t (2 arct 1)-i— t ( .

g ctg— ¢l arctg —)

tg(2 arctg % + arctg _1_) - 3 4
4

1 1
1—tg|2arctg— | ¢t <
g( 83) g(arctg 4)

1 1
2tgl arctg — 9.
3 1 3 1
sk ey —_ 4
9 1 4 1\2 4
1—tg? (arctg —-) 1— ﬁ)
— o _ 3 16
! 1 = —
! th(arctg—) 2. i ;113
. 3 1 3 1

_— . e 1
| 1 2"
1—tg2(arctg— : 1-— = ¢
3 3
Cu aceasta demonstratia este terminatid deoarece
tg (2 arctg < -+ arctg s —s
H 3 4 13

1 1
2 arctg — o
tg = —|—arctg4

= —arct 18
—Aarets s

1 1
0<2 arctg — arctg — < —
g5 taretg o <3

Exercitii

1. 54 se caleuleze sin(x+p) §i sin (@—p) stiind ci cos a=% sisin f=— E, o fiind um
1

unghi din cadranul IV, iar # un unghi din cadranul III.
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3 7 o
. Si se calculeze sin(az+B) s5i cos(x—f3)dacd tga=— '4—,lal‘ ctg {3:2-1, o fiind un

unghi din cadranul II, iar B un unghi din cadranul IIL

i 12 4 - i s se calculeze
3. Stiind ca sina= = si cos B=— ry unide = <a<m, n<f< P i
tg(a+p).
4. Si se determine tge stiind cd tg(45°+a)=a.

wl

1. =
. S& se calculeze sin (o +og-+oes) stiind cé sin o= g » COS o= — —\—/—.5= y sin og= — V‘-I—O_ y

1 B .
Si se calculeze sin o stiind ¢i cos (60°—a)= 73:, « fiind un unghi din cadranul IL

3

b 3
unde = << 7:<<12<—2— <o3< 27T

. Si se puni sub o formi mai simpld expresia:

cos o —cos 3 cos (ax+P)-

. Si se demonstreze cé:

sin (a+PR)cos (@—P)+cos (x+PB)sin (@—P)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

186.

=tg 2.
cos (e+@)cos (x—PB)—sin (x+P)sin (x—B)

. Sa se demonsireze ci:

sin2(cc+B) 4 sin®(e.— B)

=tg?a+tg?B.
2 cosg, cos?B

S4 se arate ci:

2 sin ¢ cos B—sin (a—f)

=tg (x+P)-
cos (x—p)—2sin o sin i
Sa se arate ci:
cos (x+P)+sinasin P =—ctgactgB.

cos (e+P)—cosacosf
Si se demonstreze ci:
sin? (a+P)=sin?a-+sin? B+2sino sinf cos (+B)-

Stiind cd cos u=z- si c:‘iz‘z—ﬁ <o < 2m, sa se calculeze sin 2a, cos 2a, tg 2o
) 25

5 4 »
sS4 se calculeze sin (2a+4P) si cos (20—B), daci sin a=-1—3 si cos 13=__5; vy o fiind
un unghi din cadranul III, iar B un unghi din cadranul IL

1
Daca tga¢=l si tgf=—, si se calculeze tg (2x-+B).
3 4

Si se calculeze sin 4o stiind cé tg a=2, unghiul « fiind in cadranul I.

17. S4 se arate ci:

2 cos 2o—1
tg (30°+e)tg (30°—ot)}z ——m8m8 ™ .
2cos 2041

18. Si se arate ca:

1-cos 2a-+sin 2o
1-+4ces 2x+sin o

So.

19. Si se arate ca:

.

1-4sin 2a 1+tgx \*
1—sin2e 1—tga
20. Si se demonstreze ci:

c0s? g —c0s 3x sin® g sin 3o

——z=3s

COS o T sin o

21. S4 se demonstreze ci:

tgat+2tg2a=ctga—4ctg da.

. 119
22, Stiind cd cos a=
169

. L& o o .
si se calculeze sin—, cos—, tg; , o fiind un unghi din
2 2

cadranul 1V,

o o o
23. Sa se calculeze sin PR tg; , stiind cd tga=—

, o fiind un unghi in

e | e

cadranul IV.

24. Si se determine sing, cos g, tga, stiind ca tg

| R
o w

/ 25. Sa se arate ca:

. a)?
sng l—Cth =1~sin a.

& 2

26. S4 se transforme in produse expresiile:
‘a) sin 44°4sin 16°;, b) cos 23°4cos 37°;

5w T
—; d) cos — — cos — ;
24 8 8

e) sin 54°--cos 69°; f) cos 34°—sin 64°.

. Tn ;
¢) sin — — sin
24

27. S4d se transforme in produse si cituri expresiile:
a) tg34°4tg 26° b) ctg31°+-ctg 19°;

Ve 5m 2n
c) tg —— tg — E.

etk
12 2 Yo T
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28, Si se simplifice fractiile:

sin e +2 sin 2a-+-sin 3o

?
cos o+ 2 cos 2+ cos 3o

a)

sin 8x-+sin 6x-+sin 4 a-4-sin 2o
5

b)
cos 8o+ cos 6o+ cos du+cos 2o
29, Si se scric sub © formd mai simpld expresia:

cos 3x—cos B cos 2o—cos 4o

cos3x+cos Dy €0S 2u+ cos o
a0 Si se transforme in produs expresia:
. 1
sin? o — — €0S= ot
3

31. 53 se arate ca:

sin 44—sin 2o

=tgoctg da.
sin 4o --sin 2a

32. Si se demonstreze ci:

sin 6x+-sin 2x

=tg da.
¢0s 6o+ cos 2o

33. Si se transforme in sum# urméitorul produs:
8 cos10° cos 20° cos 40° cos 60°,
34. Si se transforme in sumi urmitorul produs:
4 sin (@a— b)sin (b—c¢)sin (c—a).
35. Si se demonstreze ci:

27 4n 6 1
€08 — 4+ ¢08 — 4 Cc05s —=— —
7 7 7 2

2r B . 3
Ind. Se fnmuliesc ambii membri ai egalitdtii cu 2 sin? y apoi se transforma produsele
in sume.

Si se demonstreze identitajile:

36. a) cos ¢-cos (120°—a)+-cos (120°+a)=0;
B) sin 3o.=4 sin (60° —e)sin (60°+a);

¢) sin a4cos ¢-}sin 2¢--cos 20 +sin 3o+ cos o=

— o 1 o b 7‘)
= — —Jecosf———Jcos{2ot— —|"
4V2c05(2+6)c (2 6) ( 3

37. @) 2 (sint ¢+ cos? o« +sin® « cos? )2 =sin8 g+4cos® a+1;

by cos? & cos?(a-+B)—2 cos o cos B cos(a-+P)= —sin2 f.

38. a) sin asin B+sin y—sin (x4 3+ v)=
+B . Bty . vt
—— sin——
2 2

Lo
= 4 sin sin

P &

b) sin® e+sin? B+sin® y4-2 cos & cos B cos y=

. atBty  —etBty . a—B+y  atf-y,
= 4 sin 3 sin 5 - sin ) sin - 4

Si se demonstreze ci pentru toate valorile admisibile ale unghiului x au loc identi-

tatile:

39. a) tgx+tg2xr—tg 3r=—tgxtg22rtg3 IJ—————COSM7 =t z

. a T XL — I=— T T i == sy -
g g g galg g ) 1+sin 2% g(4 IJ

40. tgx4+2tg2x+4tgdx+8 ctg 8r=ctgx.

41. Si se demonstreze ci daci cos(x+PB)=0, atunci are loc identitatea:

sin(ec+28)=sin a.
Ind. Se inmulfeste prima relatie cu 2 sin 3, apoi se transforma produsul In suma.

42. 57 se demonstr%e ci dacsi a-+PB=v, atunci are loc identitatea:

cos? g-+cos? B+cos? y—2 cos o cos fBeos y=1.
| Ind. Se foloseste relatia cos?(x+B)=cos?y (consecintd a relatiei a+B=y).

43. Si se demonstreze cii dacdi cos x cos y cos z=£0, atunci are loc identitatea:
cos (x+y+z)=cos x cos ycos z (l—tgxtgy—tgytgz—tgztga).

Ind. Se dezvolti cos(x+y+ 2).

44. Si se demonstreze c¢i daci a-+B+y=m, atunci:

ol « B Y.
a) sin e+sin B+sin y= 4 cos 3 €08 — c0s — ;

m—a 2 ] T
Cos cos

@« , ~ B ¥
b) cos — ~ cos — -+ cos — = 4 cos
- + 5 + 5

45. S4 se demonstreze cd dacd a, B, y sint unghiurile unui triunghi, atunci:

B B r

@ vy o
tg — tg— tg — tg— tg — tg— = 1.
g5 g2+ B g2+ gy 3

46. Si se demonstreze ci pentru orice k=Z si x4 y+ z=m are loc identitatea:

sin 2kx+sin 2ky+-sin 2kz=(—1)¥*! 4 sin kz sin ky sin kz.

Ind. 1n identitatea 38, a) luim a=2kx, B=2ky, y=2kz.
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47. Daci a+B+y-+38=27 atunci:
a) sin g-+sin 3+sin y+sin S=
et . By yte |

= 4 sin sin sin =

2 2 2

b) cos —cos B—cos y—cos 8=

atf . Bty  vte
= 4 sin sin = *
2 2 2

48. Si se demonstreze egalitatile:

15 8 5) 8 ve 15 " . ( 7) arctg7 .
arcsin — == arccos — , arccos — == arctg — ; cyarcsin| — — | = — =
o esm 1z’ 17 8’ 25 24’
9 .40
d) arccos | — — | = 7 — arcsin —*
( 41 41
15 . ¢ s 15
Ind. a) Se introduce notatia a = arcsin 1—7 si se {ine seama c¢a sin @ = ﬁ

™
si cLE(O, —-) .
2

Si se calculeze:

1 3 1
49.a) sin (2 arcsin -é-) 3 b)sin(2 arctg3); ¢) cos (2 arccosg) . d) ctg (2 arctg;) .

1
Ind. a) Se introduce notatia o = arcsin "g- si se foloseste identitatea sin 2 =

=2 sin « cos a.

3 5 1 .
50. a) cos |aresin — —arccos— |; b) tg[aret — —arcctg 5] ;
( 5 13)1 ) g( g n g )’
: 3 . 8
¢) sin arctg—-—-—-arcsm»]-
) ( 15 17

3 5 . 1
Ind. a) Se introduc notatiile @ = arcsin —5-1 [3=arccosi?3 si se foloseste iden-

titatea:
cos (x—P)=cos x cos B+4sin a sin fB.

Si se demonstreze identititile:

51. a) sin (arccos @)= }1—z%

x
b) sin (arctg x)= g ’
¢) sin (arcctg =) = ﬁ-—;ﬂ—;

Ind. a) In identitatea |sine|= VI——‘;OS%: se ia g==arccos x. Identitutea are sens
pentru z=|(-—-1,1].
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52. a) cos (arcsin x):\/l—xz;
%
b) cos (arctg x)= —l_— 3
\/1 + a2
¢) cos (arcetg x)= -—_..,—xrz
V14-x2
Ind. in identitat . T i i i 1
itatea Jcos ot |= Vl—-l-tg_z:x ia o=arctg x si se tine seama ca

[ A

T T
—=i— 3 = Ry
2 2
= z
53. a) tg (arcsin )= ——;
‘/1-—:55;

b) tg (arccos )= Vi—az? :
T

~

c) tg (arcetg x)=

Hiu

sino

Ind. b) in identitatea tg a= se ia g=arccos x, observindu-se ¢i «<=[0,z]. Iden-

cosa
titatea are sens pentru z<[—1,0)_)(0.1].

54. a) ctg(aresinx) = Vi-=2 :
xr

b) ctg (arccos x)= N :

V 1—a2

1
¢) ctg(arctgx) = — -
&

Si se demonstreze egalititile:

_ . 8 5 %=
59, a) aresin — aresin — = —
17 17 2

b) arccos 0,8+4arccos 0,6=

(S

Ind. a) arcsin— = arccos —— ¢
1

¥

1
56. a) arctg 5 +arctg

o |

1
3

= .

1 1 1
b) arctg — +arctg — + arctg — +-arctg
3 5 7

|zl

1
8

Ind. b) Grupind doi cite doi termenii din membrul itatii ics
citeva ori formula (3) de la pet. 57. membi sting al egalitasih, se aplich e
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57. a) arcsin — —aresin — ==arcsin — ,
3 5 65

b) arccos :4— — arccos 1—5 = arecos 8—‘* :
5 17 85
¢) arcctg g —arcetg 3=arcctg 17.°
2 1 1,
58. a) arctg 1—1 +2 arctg ? = arctg E 3

b i o . a S ? = arccos
'sin — -} — arccos — = — e
4 e 25 2 25 5

Sa se demonstreze identitéfile:

14z
59, a) 2 arccos

) e
b) 2 arcsin r=arcsin 2 VI—:rg.

1-cos o ;
= ——— se 1a ge==arccos .
2

Identitatea are sens pentru x=[—1,1].

—arccos

o

Ind. a) in identitatea | cos E

60. a) 2 arccos x=arccos (2 a2—1);

2x

b) 2 arctg x-}-arcsin T =T.

Ind. a) Dacid 0<<arccos o< L , atunci cos (2 arccos t)=2 z2—1§i 0<2 arccos T<7.
2
ijdentitatea are loc pentru z<=[0,1].

Capitolul IV
Ecuatii trigonometrice -

§ 17. Multimea unghiurilor care corespund unei
valori date a unei functii trigonometrice

58. Determinarea unghinrilor pentru o valoare datd a funectiei trigono-
metrice. Ne propunem si determinim multimea unghiurilor (arcelor) pentru
care valoarea unei anumite functii trigonometrice este un numir dat a.

Arcsin g. Numirul a se reprezintd pe axa Oy prin punctul @ (fig. 74).
Paralela la axa Or, dusid prin acest punct, intersecteazi cercul umitate in
doud puncte distincte, intr-un punct, sau nu-l intersecteazi dupa cum
la|<l(—1<a<l), |a|=1 (a=4£1), sau |a|>1 (a<<—1 ori a>1).

Dacid |a|<1 (fig. 75, a), sinusurile unghiurilor a+k27 si m—a+k27
(k=Z), si numai ale acestor unghiuri, sint egale cu a; daca |a|=1 (fig. 75, b)
sinusurile unghiurilor% +k-2m si %- +k-2n(k<Z), i numai ale acestora,

sint egale, respectiv, cu 1 si —1; dacéd |a|>1 (fig. 75, ¢), nu existi niei un
unghi al cirui sinus si fie egal cu a.

In concluzie, oricare ar fi numdrul |a|< 1, existé o mulfime infinitd de
unghiuri (arce) al cdror sinus este egal cu a; ele sint dafe de formulele o4k 27
i m—a-+t+k-2x (keZ) si se noleazd
Arcsin a.

¥

Observatie. Avind in ve-

dere egalitatea /
{atk -2} U {m—a+tk27n}= -
—fat 2w} U {—at@h+D)m)= /\

-
=(—1)* a+kn (k<Z), putem scrie j
concentrat: \ /

Aresin a=(—1)¢ a+kn (keZ), (1)

a fiind uanul dintre unghiurile al ca-
ror sinus este ega'! cu a. Fig. 74.
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Fig. 75.

Pe de altd parte, observind ci putem lua a=arcsin a (v. pct. 39), for-
mula precedentd capitd forma definita:

Arcsin a=(—1)* arcsin a+kn (ksZ)} (1)
Ezxemple
1) Arcsin‘gf —(—1)* arcsin\%s—: thn=(—1)* 5 +kn  (k=2)?

7 2) Arcsin 1==(—1)* 125+ku (keZ).

ol | LT ] - g e

o dusid prin acest punct, intersecteaza cercul
; ] 3 unitate in douid puncte distincte intr-un
. VW : ¥ . punct sau nu-l intersecteazi dupa cum |a[<1,
]K Ja]=1, sau |a|>1.
[ i
| | .,
dd L RtV (I Ny . -
W I, ' ‘ tora, sint egale cu a; dacd |a|=1 (fig. 77, b),
: l cosinusurile unghiurilor k - 2x sin + k - 2% (keZ),

Daca |a|<1 (lig. 77, a), cosinusurile un-
Fig. 76. si numai ale acestor unghiuri, sint egale,

ghiurilor 4a-+k-2x (k€Z),si numai ale aces-

-~ 1 Trebuie ficuti o distinctie netd intre mulfimile Arcsin a §i arcsin a. Prima reprezinta
mulfimea tuturor unghiurilor al ciror sinus este egal cu a, pe cind a doua contine numal unghiul

dm intervalul [— iy E] al cirui sinus este egal cu a. Asadar aresin a(_Arcsin a.
2 2

.. 2 Este evident cd in locul unghiului gpoate fi luat oricare dintre unghiurile 2 -?: 4
E S

7 ol ,—5 T ete. Acelasi lucru este valabil si pentru mulfimile de unghiuri Arccos a, Arctg a
3
'$i Arcctg a, considerate in cele ce urmeaza.
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Fig. 77.

respectiv, cu 1 si —I; dacil |a|>1 (fig. 77, ¢) nu exista nici un unghi al Lalm
cosinus sa fie egal cu a.

In concluzie, oricare ar fi numérul |a| <1, existd o mulfime infinitd de

unghiuri (arce) al cdror cosinus este egal cu a; elc sint date de formula +o+-k 27
(k=Z) si se noleazd Arceos a.

Asadar:
Arccos a=oa+tk 2n (kei), (2)

e fiind unul dintre unghiurile al caror cosinus este egal cu a sau inci, daca
Iudm o =arccos a:

Arccos a=-arccos a-+-k-2n (keZ), )
Exemple
1) Arccos (— »;-) = 4arccos (-— —;)-}—k 2= 2{ +k2n  (ksZ)

2) Arccos 2 nu exista.

Arctg a. Numirul a se reprezintd pe axa tangentelor (fig. 78) prin punctul
R. Daci « este unul dintre unghiurile formate de raza vectoare unitari oM
cu axa Oz, atunci este evident ci tangentele unghiurilor a+kn (keZ), si
numai ale acestor unghiuri, sint egale cu a.

Prin urmare, oricare ar fi numdrul a, existd o mulfime infinitd de un-
ghiuri (arce) a cdror tangentd este egald cu a; ele sint date de formula oc—!—k‘r‘
(k=Z) si se noteazd Arctg a. In concluzie,

Arctg a=a+kn (kZ), 3)

o fiind unul dintre unghiurile a ciror tangenta este egald cu a sau inci, dacd
fixdm acest unghi:

Arctg a=arctg a+kn (keZ), (3')
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Ezxemple

1) Arctg 1=arctg 1+kn= % +krn  (k=Z);

2) Arctg (—1):_1;- +kn  (ksZ).

Arcctg «. Numirul a se reprezinta pe axa cotangentelor (fig. 79) pri-n
punctul D. Dacéd « este unul dintre unghiurile formate de raza vectoare uni-
tara Cﬁ/?cu axa Oz, atunci cotangentele unghiurilor a+k= (k=Z), si numai

ale acestora, sint egale cu a. . o
Asadar, ortcare ar fi numdrul a, existd o mulfime infinitd de unghiurt {arce)
a cdror colangentd este egald cu a; ele sint date de formula a-+kn (k€Z) si se

noleazd Arcctg a.
In concluzie,

Arcctg a=a+krn (k=Z), (€Y

o fiind unul dintre unghiurile a céror cotangentd este egald cu a.
La fel ca mai sus, daci fixim unghiul « luind «a=arcctg 4, formula pre-

cedents devine:
Arcctg a=arcctg a+kn (ksZ). (4

Ezxemple
1) Arcctg 1=arcetg 1+kn:§ +krn  (kSZ):
2} Arcctg (—V3)=150°+k -180° (kZ).
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59. Eenatiile trigonemetrice elementare

Definitie. Egalifafea care confine necunoscufa numai sub semnul funcliei
trigonometrice §i esle safisfdcutd numai penfru anumite valori date necunosculei
se numeste ecuafie trigonomelricd.

Acele valori care satisfac o ecuatie trigonometricd se numese rdddcinile
sau solufiile sale. A rezolva o ecuafie trigonometrici inseamn# a-i determina
radécinile.

Ecuatiile trigonometrice:

sin z=a; cos x=a; tg x=a; ctg r=aq;

unde g este un numir real dat, se numesc elemeniare si au o important{a deo-
sebiti datoritd faptului ci, de obicei, rezolvarea unei ecuatii trigonometrice
se reduce la rezolvarea uneia sau a mai multor ecuatii trigonometrice ele-
mentare.

Rezolvarea ecuafiei sin x=a. Dacd |a|>1, ecuatia nu admite radicini.
De aceea putem presupune |a|<1. :

Ridicinile sale sint unghiurile al ciror sinus este egal cu a si deci
x=Arcsin a=(—1)* arcsin at+kr (k7).

Ezxemple

Sd se rezolve ecuafiile:

1) sin r=

15

Obtinem: 2=(—1)* arcsin gwm:(q)k; tkn (keZ).

i 1
2) sin x=——»
) 2

Obtinem: x:Arcsin(—%)z(Hl)k arcsin (-—--;n)—{—lm=

k1

=(—1>k(—§)+kn=(—1)k+' 2tk (k2.

3) sin x=0.
Obtinem: x=Arcsin 0 =(—1)* arcsin 0 +-kn=kn (k=Z).

Se spune cd functiz sin x se anuleazd pentru valorile kx (k=Z).!

1 fn general, prin valorile care anuleazdi o functie dati f(x) (sau zerourile acestel funciii)
se intelege multimea ridicinilor ecuafiei f(x)=0.
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Rezolvarea ecuafiei cos x=a. Ca si in cazul precedent, ecuatia are ridicini
numai pentrn ja| <1 si acestea sint unghiurile al ciror cosinus este egal cu a,
adicé

xr=Arccos a=“4arccos a+k 2x (k=Z).

Exemple
Sd se rezolve ecuafiile: 1) cos x+41=0,

Obtinem: x=Areccos (—1)= 4arccos (—1)+k -2r=A-n+4k -2rn=n-
—+k-2nkeZ).

2) 2 cos z—}3=0. B

Obtinem: x =Arccos ‘423_ == 4-arccos %i +k 2=+ % +k-2n (keZ).

3) cos a=0.
Obtinem: x=Arccos 0= Jarccos O+4-k-2n= 4 E +k-2n= % +kn(keZ)

(pentra ultima egalitate vezi aplicatia de la pct. 8).
Prin urmare functia cos x se anuleazia peniru valorile % +kx (k=2).
Rezolvarea ecuafiei {q x=a. RidAacinile sale sint unghiurile a ciror tan-
gentd este egald cu a, adica

r=Arcty ¢ =arctg atkn (ksZ).

Ezxemple
Sa se rezolve ecuafiile: 1) tg x__.l___;o.
V3
Obtinem: I:Arctgv%. = arcl,g\—/lé—_ + k= % +kn (ke2).
2) tgr+4 3 =0.
Obtinem: r=Arctg (—\/3)=arctg (—\3)+kn = —% +kn (k=Z).

3) tgx=0.
Obtinem: z=Arctg O=arctg 0+-kn=-+kn (k=Z).

Prin urmare functiile sin x si tgx se anuleazd pentru aceleasi valori.
Rezolvarea ecualiei ctg x=a. Ridéacinile sale sint unghiurile 2= Jaror
cotangentd este egald cu a, adica
r=Arcctg a=arcctg o +kn (k=Z).

Exemple. Sd se rezolve ecuafiile: 1) \[E'T ctg z—1=0;

~ ‘Obtinem: z= Arcctgv%-. =arcctg§ + kn = % J-kn (keZ).

2) ctgx+1=0.
Obhtinem: z==Arcctg (—1)=arcctg (—1)+-kr= —341 +ikn (k=Z).
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3) ctg z=0.
k3

Obtinem: r=Arcctg O=arcctg 0-4km= = +kn (k=Z).

Prin urmare [unctiile cosx si ctgx se anuleazd pentru aceleasi valori.
Aplicalie. Sd se rezolve ecuafia:
sin (ax+b) =c,

unde a0 si le]l <1,

Solufie. Obtinem:

ar—+b=(—1)¥ arcsin c+kn (k=Z),
de unde
Te= % [—b-+(—1)karcsin e F-k=] (k=Z).

§ 18. Functii trigonometrice
de acelasi nume egale

60. Egalitatea a doud functii trigonometrice de acelasi nume. Fie un-
chiurile u si v. Ne propunem sa stabilim relatiile dintre ele, fn ipoteza ca
functiile trigonometrice de acelasi nume ale acestor unghiuri sint egale,
Pentru aceasta folosim relatiile:

Aresin (sin z)=(—1)*z+Lkn; Arccos (cos &)= 4x+k -27;

Arctg (tg x)=x-+krn; Arcetg (ctg x)=x+kr. (keZ)

Demonstratiile acestor formule fiind analoge, ne ocupim de prima
dintre ele. Notam sin x=y. Conform formulei (1) din § 17:

Arcsin (sin x)=Arcsin y=(—1)atkn (k=Z),

o fiind un unghi din unghiurile al ciror sinus este egul cu y. Evideut, z este
un astfel de unghi. Prin urmare, inlocuind in relatia precedentd pe « cu z,
oblinem:

Arcsin (sin x)=(—1)fx+kn (k€Z),
c.oitad.

sin u=sin ». Unghiurile u, al céror sinus este egal cu sin », sint date
de relatia:

w=Arcsin (sin v)=(—1)tv+kn (k7).

1 {n ultimele doui relatii trebuie ca functiile tg » si ctg x sa aibd sens in punctul z,
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Reciproe, dacd u=(—1)fv{krn (k=Z), putem scrie:

r-+2 kw pentru k par,

r—v-+2 kn pentru k impar,

de unde:

sin u=sin (v--2kr)=sin v (pentru k par),

sin u=sin (x—uv4-2kn)=sin(r—v) =sin v (pentru k impar),
adica:

sin u =sin v.
Asadar, sinusurile unghiurilor u §i v sinl egale atunci, si numc’ atunci, cind:
u={(—1)rv+kn (kZ).

cos u=cos v. Unghiurile u al ciror cosinus este egal cu cos v sint date
de relatia:

u=Areccos (cos v)=+v-+k 2z (k=Z).
Reciproc, dacd u=+4v+k-2x (k=Z), obtinem:

cos u=cos (L=v-+k-27)=cos (J+v)=cos 0.

Asadar, fangentele unghiurilor u si v sint egale atunci, si numai atunci, cind:
u=-4v+k-Zn (k=Z).

tg u=tg v. Unghiurile u a ciror tangentd este egald cu tgv sint date
de relatia:

u=Arctg (tg v)=v+4kn (k=Z).
Reciproe, dacd u=v+kn (k€Z) si unul din unghiurile u, v este diferit de
I 4kr (ksZ), oblinem:
2
tg u=tg(v+ka)=tgo.
Asadar, fangenfele unghiurilor u §i v sint egale afunci, si numai afunci, cind:

u=v4-kn (ke2),
unul din aceste unqghiuri fiind diferit de% +kn (k=2

ctg u=ctg v. Unghiurile 1 a ciror cotangentd este egald cu ctgv sint
date de relatia:

u=Arcctg (ctg 0) =v+kn (k€Z).
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Reciproe, daci u=v-+kn (k=Z) i unul din unghiurile u, v este dilerit de
kn (k=Z), oblinem:

ctg u=clg{v4kw)=ctg o.
Asadar, cofangeniele unghiurilor u si v sint egale atunci, si numai alunci, cind:
n=v+kr (kez),
unul din aceste angyhiuri fiind diferit de kn (k<Z).

61. Ecuatii de forma sin f(x)==sin g(z) ete. Ecualia sin [(z)==sin g(x),
exprimind egalitatea sinusurilor a doufi functii, conform celor spuse mai
inainte, este echivalentid cu ecualia:

[(z)=(—1)¢y(x)+k -7 (k<Z).

Exemplu. Sd se rezelve ecualia:

sin 4dx -sin 2r=0.
Solulie:

Ecuatia poate [i scrisd sub forma echivalenti:
sin 4x =—sin 2x
sau:
sin 4o =sin (—2x),
de unde:

qr=(—1)¥(—2x)+kn (keZ).
Pentru k par oblinem:

du=—2x-12kr,
adici
=k Z:
3
pentru k impar:

dr=n-42xr+2km,
adica

k1
r= =+ kn.
2
Prin urmare, ecuatia datd esfe salisficutd pentru

xe{k E}kezu {-2- —}-kn}kez

Ecualia cos f{x)=cos g(x), exprimind egalifatea cosinusurilor a dous
functii, este echivalentd cu ecuatia:

flx)=tg(x)4k-2n (k=Z).
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Exemplu: Sd se rezolve ecualia:
sin 5z sin z=sin 4z sin 2r.

Solutie. Transformind produsele de sinusuri in diferente, obtinem:
% {cos 4x—cos b6x)= % (cos 2x—cos 6x)
sau:
cos 4r=cos 2,
de unde:
dx=42x-+k-2n (k=Z).

Ficuatia datd are riadicinile:

1:=-k§ si x=kn (keZ)

sau, eu altdi notatie:

1= {I —E}kez U{kﬂ}kez:{k g—}kez"’

Ecualia tg f(x)=tg g(z), exprimind egalitatea tangentelor a doud
functii, este echivalentd cu ecuatia:

[(z)=g(x)+kn (k€Z),

cu conditia ca, pentru ridéacinile ultimei ecuatii, valorile uneia din functiile
f(z), g(x) si fie diferite deg +kn (ks2).

Exemplu. Sd se rezolve ecualia:

lg »*=tg 2zx.

Solufie. Oblinem ecuatia de gradul al doilea in =

=2x-}kn (keZ),
ale carei radicini sint reale dacii, si numai dac#, realizantul

A=1+k=x>0,

adied pentru k=0, 1, 2, ...

Rezolvind ultima eecuatie, ohtinem:

r=11VILTkz (b=0, 1. 2,...)\
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Pentru aceste valori:
tg 2x=1tg 2(1 £ Y1 +kx) exista.
Prin urmare, ecualia data are ridacinile:
r=14+V1+kn (k=0,1,2,...).

Ecuafia ctg f(x)=ctg g{x) exprimind egalitatea cotangentelor a doui
functii, este echivalentd cu ecuatia:

flz)=g(z)+kr (keZ),

cu conditia ca, pentru radacinile ultimel ecuatii, valorile uneia din functiile
f(x), g(x) sa lie diferite de k= (keZ).

Lxemplu. Sd se rezolve ecaafia:
ctg 2x+tg r=0.

Solufie. Oblinem:

clg2r=—lgz
sal:
ctg 2r=clg (% +;r] »
adici
2;1::%‘ tz+kr (keZ)
sau:

+iw (keZ).

[CRRE

Insa pentru aceste unghiuri functia tgz (sau ctg 22) nu are sens. Prin
urmare, ecualia datid nu are nici o ridacini,

Observatie. Ecuatiile de acest tip se pot rezolva si altfel, si anume,
{ransformindu-se in produs suma sau diferenta functiilor trigonometrice
de acelasi nume.

De exemplu, pentru ecualia:
sin 4x-sin 2x=0
obtiiiem:
2 sin 3r cos x=0.
Ultima ecuatie este echivalenti cu ecuatiile:
a) sin 3z=0; b) cos =0 s.a.m.d.
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§ 19. Ecuatii trigonometrice reductibile
la ecuatii elementare i sisteme
de ecuatii trigonometrice

62. Ecuatii trigonometrice reductibile la ecuatii eare contin aceeasi
funcgie a aceluiagi unghi. Unele ecuatii trigonometrice se transforma cu
ajutorul identitatilor trigonometrice in ecuatii care contin aceeasi [unctie
4 aceluiasi unghi. In consecin{a, rezolvarea lor se reduce, in general, la rezol-
varea unei ecuatii algebrice in care necunoscuta este o lunciie trigonometricé
a unghiului ce trebuie determinat.

Ezxemple. 1) Sd se rezolve ecuafia:
9 cos?e—2 sin x+3sin z=2—2.

Solufie. Trecind toti termenii in membrul sting si {inind seama de iden-
titatea cos?r—1—sin%z, obtinem o ecuatie de gradul al doilea in sin x:

2 sin%z +(2—V3)sin z—y3=0,
de unde:

—24VIEVi+aVBH3  _a4Viie+Yd)

sin xr= -
4 4

Prin urmare, ecunatia datd este echivalentd cu ecualiile:
D VB sin et
H) sin .’E——mé-—, h) sin r=—1,

ale caror radicini sint, respectiv:

Tt(-—l)"g +k; x=(—1)k[-—g) +kn (keZ).

Asadar:
el(—1 I 4k —yert E ok ;
* { ) 3 + n}xezzu{( D 2 +Im};ezz

2) Sd se re‘:ol've ecuafia:
1—sin x==sin2 E__.i),
2 2
Solufie. Membrul sting se poate scrie sub forma:
T .
1—cos (— —a:)-=2 sm2(f_f .
2 4 2

Prin urmare, dupd reducere, ecuatia devine:
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de unde:
x=g- +k2n  (keZ).
3) Sd se rezolve ecuaiia:

sin®z cos 3x-cos? x sin 3xr=

oo | e

Solufie. Aplicind fcrmulele pentru functiile trigonometrice ale unghiului
triplu:

sin 3x =3 sin x—4 sin? z; cos 3z =4 cos®ct—3 cos z,
dupa transformiri, oblinem:
3 sin x cos x (cos? z—sin? z)= L
8
Tinind seama de identitatile:
2sin x cos xr:sin 2x; cos?z—sin® r=cos 2z,

ultima ecuatie devine:

I .
o sin 2r ces 2xr=

oo | =

sau, aplicind din nou formula pentru sinusu! cnghiului dublu:
: 1
sin4r=-—,
2

ale cérei radicini sint:

ki

1 1
t= — [(—DF aresin — +kx |=(—1)r = E &
4[( ¥ aresin = + 71:] (=1 2 +k 5 (k=2

4) Sd se rezolve ecuafia:
sin (:c+3°)_ 3
sin {a:+5“)— 5
Solufie. Formém proportia derivati:

sin (x4-3%)+sin (x+5°%) __ 345
sin (x4 5°)—sin (z+3% T 5—3

Transformind suma si diferenta de sinusuri in produs, obtinem:

sin (x+4°) cos 1°

cos (x44°) sin 1°

1 [k, fiind un numdr intreg arbitrar, a putut fi inlocuit cu —k.
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sau:
tg (x+4°)=41tg 1°,
de unde:
x=—4°+arctg(4 tg 1°)+k-180° (ksZ).
63. Ecuatii omogene in sin z $i cos x. Ecuatia
do sin® r+a; sin®=!x cos x+as sin?»—%z cos* T ... +-a, cost x=0,
unde cel putin unul din numerele @, a1, . . -, @n este nenul, se numeste ecuatie

trigonometricd omogend in sinz si cos z.
Considerim @o#0. impartind ambii membri ai ecuatiei cu cos”z, obtinem

ecuatia de gradul n in tga:
ao tg® 24 tgr—lr+ . . . +aa=0
care, rezolvati in raport cu tgx, ne conduce la cel mult n ecuatii elementare

de forma tgz=a (a real).
Daci ao=9, ecuatia dati se descompune in ecuatia cos x=0 si o ecuatie

omogena.
Observatie: Prin impartirea ambilor membri ai unei ecualii cu

cos®z se pot pierde ridacini (acele ridicini ale ecuatiei care sint, totodata,
radacini ale ecuatiei cosm z=0). in cazul de fatd nu se pierd insa ridacini.

futr-adevar, fie o o radicind a ecuatiei cos® z=:0. Deducern:
€08 Lo=C0S2Tp= ... =cos* xo=0.

Daca zo ar fi ridicini si a ecuatiei date, ar trebui ca ao sintzr,=0, adici
sin 7o =0, ceea ce este imposibil, fiindcd functiile sinus si cosinus nu se anu-
leazi pentru aceeasi valoare 2o a argumentului.

Exemple. 1) Sd se rezolve ecuafia:

\[3—:<in z+4cos z=0.
Solufie. Impéartind ambii membri cu cos x si separind termenii, obtinem
ecuatia echivalenti:
tgx=— V-Tg '
de unde:
V3) L. x :
r=arctg| —-% Fkr=— P +kn (k=Z).
2) Si se rezolve ecualia:

. s
sinéz -cosfr= i .
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Solutie. Ecualiz se poate yln
omogeniza folosind identitatea:
sin? x+4costr=1.

Obtinem:

- 1,
sinf r--cosf r— = (sin? x4+

~+cos? z)? =0
sau: A
sin®x—sintx cos?x—
—sin? xr cos! r4-cosé r =0.
. ) R A G e ;
mpirtind ambii 1embri ai 1 4
ecuatiei omogene cu cosé x, ob- =
tinem o ecuatie in tga:
tgd r—tg? z—tg2r+1=0
) Fig. 80.
sau, grupind ftermenii:
tgtx (tgtz—1)—(tg2r—1) =0,
adica:
(tg? e—1)2(tg® z41) =0,
de unde se obtin ecuatiile elementare:
tgr=-+41,
ale caror tadicini sint:
XT= 7—:- ka
- 4 + ‘c
si
:c=—§ +kz (k€Z).
Asadar 'ecuat,ia datd are radacinile:
T=-t i +kn  (keZ).
Observatie. Arcele (i —|—k7:) au extremitiatile in  punctele
4 kEZ

n r - A . : ™
7’ 5 T apartinind cercului unitate (fig. 80), iar arcele {— = +kw }
4 ke zZ

. Lo va T T ’ ooy
au extremititile in punctele 3 = 72. Prin urmare, riadacinile ecuatiei date si

numai ele, sint arcele cu originea in punctul A si extremitatea intr-unul
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Solutfie. Impirtind ambii membri cu \[3_§i trecind termenul consiant

- T T T k7 .e nss . . %
din aceste puncte. [nsa punctele 3§ 32: 5I ’ ’7I fiind virfurile unui pitrat {n membrul drept, obtinem:

(v. aplicatia de la pct. 8), putem scrie ridiecinile ecuatiei sub forma con- . ) )
centrata. sin x 4+ —V-?cos:c = V—?:— .
T 2n T T
=" kT =+ k- (ke 1 - )
. 4 4 4 2 Scriind—V? = tg = ecuatia precedenta devine:
64. Ecnatia liniard in sin z si cos z. Lcuatia )
. T . ™ T
a sin z+b cos z=¢, sma:cosg+cosa:smg=-f?—ws =
unde numerele @, b nu sint nule in acelasi timp, se numeste ecuatfia liniar& sau:
in sinx si cosz. Pentru alegerc con&_deram a;_E_O. ) _ _ i . )
Metoda unghiului aquxiliar. fmpartind ambii membri cu a §t notind sinx +E =
Ligner [_E/¢< E), obtinem, pe rind (v. pet. 48): de unde:
= B ! ’ -
a 2 2 x:(_l)j._g:_i_kn__é (!‘. EZ).
sinz+tgq>co§a;=i, o o
a Metoda substitufiei. Feuatia liniarad este rationald in sin a si cos z. Pe de
- - e . 4 x
sin  cos @4cos z sin g = % cos @ altd parte, aceste funciii se exprimi rational prin tg =i
o .
| sin (T+¢) =~ cos @ - _ 2te 1-tg
| a sin r==————, COS ¥ = —— 0 — ,
\ T x
| fiin - il 1tgi g
| S 08 ©=— = = -
![ nsi cos @ T Titity V& 15
. Deci, ultima ecuatie devine: Notind tg§=t, se obtine ecuatia rationali:
. clal
sin (x = ]
TIPS
sau: ) ..
sin (x4 o) T (c+Db)2—2af +c—b=0
unde se ia semnul + sau —, dupd a>0 sau a<0. Presupunind c¢+b#0 si A=a24-b2—c2>0, oblinem:
) f—t z __a -+ '\/02+b3—?2
Aceastd ecuatie are radicini daca -—V—ﬂ—_sz_z— <1, adicd c2<a?+b? - g2 — T ,
= RS ) de unde:
i ti conditie indepliniti si tinind seama de relalia rr
Presu‘?unmd aceas ondrpie p- ' sl (arctg a+ Vet * +kn) ka2
@ = aretg™, se determind radécinile ecuatiei: T
b
(—1) aresin £ 4 km —arctg b (k=Z) \ Observatii 1°Fuuclia 19;—:; nu are sens pentru x=n-+k- 2n (k=2).
Wil r=(— A —_— < . i
! 2 f e . e . .
TE' kYR 58 . In consecintii, ridicinile ecuatiei date de forma m+k 2= (k=Z), nu seafla
it Exemplu. S& se rezolve ecualia: printre radicinile obtinute anterior. In acest caz:
I | _— . .
t ﬁ \f3 sin x-+cos r—2==0. a sin (m+k -27)4-b cos (w +k - 2n)=c
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sau:
c+4-b=0,

deci ecuatia de gradul al doilea in f degenereazd in ccualia de gradul infii:

—2af—2b=0.
in concluzie, ecunatia a sin 2+D0 cos x=-—D> este satisfacuta pentru:

ze(x+1;2=)kezu{2 arctg (_ ﬁ)+k2n}
a

ke Z

2° In principiu, orice ecuafie care contfine functiile trigonometrice ale
. . . . . X . .
unghiului x se poate rezolva prin substitutie tga_——-t. De cele mai multe ori

se obtin insi ecuatii algebrice in { de grad superior, a céror rezolvare este
dificila. In afard de aceasta trebuie si se cerceteze dacad uughiurile pentru

3 €T P g - .
care functia tg = nu are sens verificd ceuatia respectiva.

Exemplu. Sd se rezolve ecualia:

sin x—4 cos x—4 ==0.

Solutie. Tacind substitutia tg-Z— =1{, obtinem ecuatia ralionala:

sau:

de uvnde:
x=2 (arctg 44-Iw), (k=Z).

Unghiurile precedente nu sint insi singurele ridacini ale ecuatiei date.

intr-adevir si unghiurile {m-k-2x}rez (pentru aceste valori tgg nu

are sens) verilicd ecuatia initiald;
sin(n +k - 2n)—4 cos(m -k - 2n)—4 =sin Tt—4 cos m—4 =4—4=0.

fn consecintid. ecnafia datd are ridicinile:

.'L‘E{T:-l-k . ZTt};cE ZU{Q al"('.tg 44k - P T
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sau:

salu

65. Exemple de ecuatii care se rezelvi prin descompuncre in factori
1) 54 se rezolve ecuafia:

sinzx cos x—sin? r—cosx -+ sinr=0.
Soluafie, Grupind termenii, obtinem:

(sinx cos z—sin? x)—(cos T—sin r) =0

sinz (cos r—sin r)—(cos x—sin 1) =0,
inca:

(sinz—1) (cosz—sinx)=0.

Asadar ecuatia datd se descompune in ecuatiile:

«) sinxr=-1; b) cosz-—sinx=0.

Ecuafia a) are radicinile {izt-l-k- 2:1}.1:62: Ecvatia ) este omogeni

in sinx si cosx si se transfoymi in ecuatia echivalenta 1—tgx =0, ale cirei

radacini sint unghiurile {%-}-krc }kEZ. In consecintd, cconatia datd are ri-

dicinile:

T {35 +k-27r.} U {_” +kr:}
2 k=2 4 ke Z.
2) Sit se rezolve ecuafin:
sin z+cos x+sinx cos x—I1 =0.
Solulie. Scriem ecuatia sub [orma:
sinz+4cosxr=1—sinr cosz.

Ridizind la pitrat ambii membri ai ultimei ecuatii si tinind seama de

identitatile sin?r--cos®t=1, 2 sinr cosr=sin 2z, ob{inem:

sau:

1 +sin 2r=1—sin_ 232—[—%-Si11? 2z

sin 2z(sin 2x—38) =0.

Fiinded al doilea factor este negativ, atunci:

sin 21 =0,

de unde;

x =k5" (kez).
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Insi prin ridicarea la patrat a membrilor unei ecualii se pot introduce
riidicini straine. Eliminarea acestora se poate face cercetind dacéd toate ra-
dacinile ultimei ecuatii verificd, sau nu, ecuatia initiala.

Seriind unghiurile =k 125 (k=Z) sub forma:

k'2r pentru k=4k’',

k'2m - g pentru k=4k'+1,
(k=Z)

k27 4-2 % pentru k=4k'+2,
Ic’27r—i—3% pentru k=4k" 43,
primul membru al ecuatiei initiale are valorile:
sin k'2w—+cos k'2n --sin k'2w cos k'2n—1=1—1=0
pentru unghiarile k'2m:
sin (k’2n+ %) -+ cos (k'QT:-i— %) +sin (k’2r:—1— %) cos (k'27r+ 3‘2-) — 1=

= sin = 4 cos = +sin FeosET —1=1—1-=0 pentru unghiurile
2 2 2

&2 + % . sin (k'2r+ w) 4 cos (k' 27+ w) 4 sin (k'2x+ ) cos (k24 1) —1 =
—sin m4 cos =+ sin 7 cos m— 1= —1-—1= —2 pentru unghiurile k'2r4m;

sin (k'2rc+ 3 -E) 4+ cos (k’2n+3 g) +sin (k’2::+3 -;i) cos (k’27r—§—3 %)—] =

—sin 3§+cos 3% 4 sin 3_’2Ecos 3§—1=—1~1=—2 pentru

&

unghiurile k2743 ";i
Asadar, numai unghiurile{k’Zn}k,ez si {k'27‘c—[- -;_}E-ez sint riadicini ale

ecualiel date.
Observatie. Ridicinile striine se puteau elimina si folqsiud fap-
tul ca primul membru al ecuafiei date este o funciie periedica, cu perioada 2.

. i - e 5 . . ™ i o w
intr-adevir este suficient si se verifice numai unghiurile 0 <k —2-<21'r adicd

. F— - T il W .
0, %, =, 3T . Se constatd usor ci, dintre aceste unghiuri, 0 si 5 verificd ecua-
2 2 .
tia initiald. Prin urmare, radicinile sale se obtin adzugind la unghiurile 0

. T . ¥ G
si — perioada funcliei:
2
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,L-.e{kzx}ﬁ.ezu{f.l_m,—.} ;
2 vz
rezultat obtinul si mai inainte.
3) Sd se rezolve ecualia:
sin 7x-+sin x+cos 8x—1=0.
Solulie: Grupind termenii, ob{inem:
(sin 7xr--sin )—(l—cos 8x)=0
sau, transformind functiile din parantcze in produvse:
2 sin 4r cos 3r—2 sin® 4z =0.
Ultima ecuatie este echivalentd cu ecuatiile:
@) sin 4x=0; b) cos 3x—sin da=0.
Ecuatia @) are radacinile xz:’:g(kez). Pentru a rezolva ecuatia b),
o scriem sub forma:
cos 3x=cos (g-—m) '

de unde:

3x=- (5‘4:5} +2kn (keZ).

Asadar, radicinile ecuatiei date sint:

7 o ki ﬂ}
$E{ 4}ksZU{2+ n}kezu{u_i— 7 Jkez

sag, tinind seama de incluziunealZ —H.'Z::} ClkZ :
2 keZ 4)kez

el ™ E _k_‘zl} .
‘ {c4}kEZU{I4+ 7 lkez

4) Si se rezolve ecualia:
sin? x-}sin® 2r4-sin? 3x4-sin? 4x=2;
Solufie. Ecualia datii se poate seric sub forma:

1—cos 2x 1—cos 4t 1—cos 6x 1—cos 8z
+ + =2

2 2 2 9

- & =

sau:
cos 2r-+-cos 4x+cos Ga-f-cos 8 =0,

9 — Trigonometrie anul II (sectla reals)
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(6. Sisteme de ecuatii trigonometrice. Gasirea ciii de rezolvare a unui
sistem trigonometric este, in cele mai multe cazuri, dilicili. De aceea ne
limitim la citeva exemple simple:

Grupmd in ultima ecuatie pumul termen cu al patrulea,.al do;]ea cu
al treilea si transformind sumele in produse, obtinem: i

I 2 cos Dx cos 3x+2 cos dx cos =0

sau: : 1) Sd se rezolve sistemul:

cos Dx (cos 3x-t+cos x)=1), . _
F sin r-sn §=-d,
‘ sau, transformind suma din parantezi in produs:

| ' ry=>0.
i | cos Dz ¢ns 2x cos =0

; 1 T
i de unde: Caz particular: a¢= = b= .

—I—A 7 2= +kn; 1= = +kn (k=Z). o o 5 s "
2 2 : Solufie. Transformzm in produs membrul sting al primei ecuatii:

!'“l Asadar, ecuafia dati are radacinile: 9 «in x—;—y cos :r:y .
| eelZpazl  UNZ4kZ) UL+ )
| 10 3 rez 4 2 ez 2 k=Z

Folosind a doua ecuatie, obtinem sistemul echivalent:
Observatie. Riadicinile ecuatiei sint arcele si numai acelea, cu

. i N A g i L . b =
originea in punctul A si extremitatile in punctele din figura 81, aparlinind 2 sin 5 ¢os o WS
cercului unitate. Insi punctele T 3% ...,19Z fiind virfurile unui deca-
100 10 10 x+y=>b
gon regulat, im P 3 I’ I 7 Z virfurile unui patrat, ridicinile ecuatiei Yo ipoteza ¢ sin 5%0 i a - 1, solubiile sistemulu dat se oiEa
se pot scrie sub forma concisa: 5 gip o
e I8 5 2= ] Ul + rezolvind sistemul liniar:
' T o 10 Jrez 4 Eig .
' : R 4+ arccos-—T R
+k _2;} P 2 sin Py
j ‘4 Jrez a+y _ b (keZ)
| 2 2
1§ adica: ) ) . o
- In cazu! particular se obline sistemul liniar:
v s 1 —_ 1
* ze | k—} U{—+ =Y — 4 arccos = k- 2m,
{IO—I_ 5)kesZ 4 9 —— 2 +
+1“:ﬁ sty = (k=eZ)
; Q}kez 2 6
I Sain;
Rezultatul precedent se pu-
tea ohtine observind incluziunea xt-" =+ Z -2,
2 3
‘ & g = .= gy = (keZ)
Ll — KTt — s + k = } x —F )
il Fig. 81. {2 + };;ez -C,{IO 3 JrkezZ 3 6 J
| 130 g 131
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de unde: ‘ de unde rezultd cii w si v sint radacinile ecuatiei de gradul al doilea:
il - T 1
| 2=1 +k-2m, r=—— +k-2m, 22—yz+ - =0 s.aa.m.d.
2 " ) . b ’
I 51 (!{‘E‘—/‘)
| g ; i . ine sistem: ebric:
yz—ﬂz—l.- on y= T .9 In cazul particular se ohline sisten:ul algebric
6 p —
i ‘ ‘ Li--v=1 —\/3,
i | 2) S se rezolve sistemul: uy=—V3
{ i ’
i cos 1 cus I =d, de unde rezultd c¢d u si v sint radicinile ecuatiei:
r—y=b.

2—(1—Y/3) :—Vy3=0.

i Solulie. Transforrnam in sumi meinbrul sting al primei ecualii

| % [cos (£+y)-+cos (x—y)]=a. Obtinem:
| Folosind a doua ecuatie, obtinem sistemul echivalent: : et p=z;—:f—\/§,
{ 1 $1
| 2 Fa 3y — _
i | J 2 JucB 808 U=t H::z:*\/& g==2 =1
' l r—y=h. sau, revenind la variabilele initiale:
In ipotezd ca |2a2—cos b|<1, se cObline sistemui liniar: { tar=1 i{ th:.ﬁvg-!
tg y=—V3, tgy=1,

{ T4y = tarccos (2a—cos b)+A2w, (k=Z)

r—i=b de unde se oblirn solutiile sistemului dat:

{ xr=45"+4k; - 180°, & 1 a=—00" 1% - 180",

ale cirui solutii sint solutiile sistemului dat.
y=—C00"+ k21807 g =454k - 180°,

3) Si se rezolve sistemul:

ki1 si ks fiind numere intregi arbitrare.
8

tg r-+-tg y=a,
4) Sd se rezelve sistemul:

ctg x clg y=0.
{ sin xr—sin y=a,

= 1
Caz particular: a=1—VY3, b=——"
3 v V3 cos r+cos y=>.

Solulie. Tntrodiicind noile necunoscute: Solufic. Transformind primii memkri ai ecuatiilor in produse, obiinem

u=tg x; v==tgy,

se obtine sistemul algebric: 5 sin e oy T sy,
u-tr=a, 2 2
1 T—1 x :
=B, 2 cos E=¥ cos T¥ =,
uy 2 2
sau, dacd b 0: In ipoteza ca bz40, ecuatiile ultimului sistem se pot impéarii membru
n-+4v=d, cu membru si se obtine ecuatia:
1
un= —1» tf"I—y— a
b g =
2 b
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sistemul echivalent:




wm
{ws |
=

z—y
2

= arctg -:— +k - (kei).

. . . . X a . ae .
Subslituind valoarea raportului —;4"-' intr-una din ecuatiile sistemului

precedenl, se obtine un sistem liniar in 2 §i y s.a.m.d.

Exercitil

Si se deterinine forma generald a unghiurilor o, fiind date valorile functiilor trigonometrice

1. a) sin a= yzi, b) sina=1; ¢) sin o= — 3 d) sina=0.

IS el

; d) cosa=—1.

o

1
. @) cos o==0, b) cos a= -i-; c) cos = —

3, d) tga=—1 b) ctga=1; ¢) tga=—\3; d) ctga=0.

intrebuintind formulele generale, sa se deternine urmitoarele multimi de unghiuris

4. a) Arcsin (_\_/;_); h) Arcsin Y; H ¢) Arcsin (—1).

n, V3.
a)Arccos | — 3 b) Arccos_,2_ ; ¢) Arccos 1.

-5
s

a) Arctg 0; b) Arcctg(—-i’?); ¢) Arctgy/3.
7. Si se giaseascd toate numerele Arcsin y,zg_ apartinind intervalului [0, 4=l

1 Py
8. Si se giseascd toate numerele Arccos (_E) apartinind intervalului [—2m, 2x].

9. Si se giseascd toate numerele Arcctg (—1) apartinind intervalului [—x, w].
i0. Sa se arate ca:

a) Arcsin[_\_/;.} |_J Arccos \L;_ CArctg 1 () Arcctg (—1).

b) Arcsin 1 | Arcsin (—1)=Arccos 0 | Arccos 2;

¢) (Arctg 0 | Arcetg 0) () (Arcsin 0-—Arcces 1)=Arccos (—1).

11. Si se arate ci numerele din dr.apta sint radicini ale ecuatiilor corespunzitoare;

a) 2 sin’ x=3 sin® x—sinx; — -7—;—, 1

n+2 3n—2
b) sin (3z41)4cos 3x=0; — — .
St 12
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cos ¥

b
12. Este numirul -E ridicind a ecuatiei =07

1—sinx

T
13. Este numirul 1- ridicinid a ecuatiei cos 2z tg(:c+ ;)=0?

14. Sint echivalente ecuatiile:
a) cos? x=0 si cos 2x=—1;

1
b) (1—2 sinzx) tgz=0 si (1—2 sinx) =0;

ctgx

¢) Isinz|—|cos x|=0 §i tglr=17
S se rezolve ecuatiile:

T 1

T+
15. a) sin (z—-é-)-——l=0; b) 2 cos

+1=0;

¢) tg 4x=0; d) V3 ctg (3z+15°)+3=0;

e) |sin x|—sin z=2.

~

16. a) cos? (x+30°)—sind(z+ 30°) = — % )

1
b) sin (24°—2x) sin(66°+:c)=;-;

sinx4+2cos x

3
¢) cosfr—sinfx=1; d) T;

sinzx—2cos x -
e) sin (g —:n:) cos 2x+4sin (2z—w)sin x=0;
f) sindz cos z—cos3x sin x=0,25.
x
17. a) sin 2x=sin 5x; b) sin 3x=—sin€;

cos 2z

¢) =0.

cos T—sin

18. ) cos (2x+10°)=cos(6z—10°);
b) cos (x+1)+cos (x—1)=0;
e) 2 coslxr—1=sin 4x.

1. @) tg(% +30°) —=tg (224 60°);

b) tg |~ t 7r+3:»:)
) et E ;
o5 o) —one(3

T 1
£0. a) cos 3x+ V?(g sin z= ;cos X

b) sin z+cos :z:=2v2_sin x COS I;

¢) sin (x+15°) sin (z—30°)=sin (50°+x) cos(85° —1x);
d) cos® 2zx4cos? 4x=1.
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=1

e
————

[
=

217.

28.

29.

3

) 2 cos? 2y occos Zaon b)) W1 =1,
) 2 sinfx—sine-—-1 =0; b) 2 cos 2o -7sing

1
¢) 3 oeos?r—sin2u -3 cos.a =0 d) lgxfelgr=2; ) cosdr—[sin x| = -

Ind. e) Se serie ecualin sub Torma cenivatenta 1sin x| f1]sinx[—3 =0
— A

a) J.‘i sinax feos v =0; ) sin2e—8 sinx cos v }7 coslr=0;

d) 9 sinZr 15 sin 2a7] 25 cosiy-=20;

¢) sindx-|-H coslu 2 sinfx cosfu—=2.

. a) cos x—|lgxl=1; b) (cos 4dx—cos 2x)2=sin x40,

Ind. a) Scriind ecuatia datd sub forma cchivalend |[1gzx|+ |1—cos 2|=0, rezultd
ci rddicinile sale sint radidcinile comune ale ecuafiilor g a=1—cos t=0; b) Din
inegalitilile |cos dx—cos 2r|< |cos 4x|+ |cos 2r|<2 st |sinx+5]=sinx5>4, re-
zultii e cei doi membri ai ecuatiei sint egali dacd si numai dacd (cos fr—cns 2x)?==1
si sin x4 5=4.

. a) V3 cos atsina=V3 b) 4 sinx+3 cos x=2;

¢) sin 3242 cos 3x=1.

. a) 5 cos (2x-4+18°)—12 sin (2x+18°)=13;

b) (4 sinx—5 cos x)2—13(4 sin x—5 cos x)+-42=0;
¢) |sin x|— |cos x|=1.

Ind. ¢) Functia |sin x|—|cos x|—1 admite perioada =. in intervalul [0, ?j[ ecuatia

‘ - '
data este echivalenta cu ecuatia sin x—cos x=1, iar in intervalul [?r:] — cu ecuatia
sin x4cos x=1.

Si se determine unghiurile unui romb, dacd raportul dintre perimetrul siu §i suma
diagonalelor este egal cu _2 VBB .

Ind. Se exprimi diagonalele rombului in funciie de latura si unul din semiunghiurile
sale.
Sa se rezolve ecuatiile:

a) cos x—cos 3r=sin 2x; b) 1—cos 2x=4 sin x;
c) cos 8xr—cos bxr= V3 cosx; d) tg x+tg 2x=>sin 3x cos x.

a) cos x+4cos 3x=cos Sx+tcos 7x;

x
b) sin 2x42 sin x=sin —2~;

¢) tgx-ttg 2x=tg 3x; d) cos x+cos 2x—cos 3x=1;
1 1 1 1 1 1

— =.—.-.3

tg2e ctglx sec?r  coseciy

e — [—

sinz coslx

Ind. Ecuatia d) este echivalentd cu ecuafia:
cos x—cos 3x=3 sinlr.

30. a) sin x4sin 2x4-sin 3x=cos z-4cos 2x-+cos 3a;

b) sindx-+costx=cos x;
o
¢) 1-+4cos 2z sin x=2 cos? E .

Ind. Ecuatia b) se poate scrie sub forma sinfaz=cos 2 sin%z.

3
31. a) sin® x+4-cos? 2xfcos? 3z = e

b) cos® x4cos? 2x+cos? 3xr=1;

. o T 3 b 9
c) 51114x+sm"(x——- +sind x4+ —|=—1"

2 4 8
. 1—cos 2x 14+ cos 2ux

Ind. Se folosesc identitdlile: sin?og=——: cos?q = T .

32. Sa se verifice cil perechile de numere din dreapta sint soluiii ale sistemelor:

x4+ y=120°,

9 (x=90°, y=30°) si (x=390°, y=—270°)
sin x+4-sin y=.—

2

1
COS X} CO0S Y= —) .

t

T s
(I = + (ki + k)7, y= n + Uy — ko) 7:)

tgrt-tg y=2

ky si kg fiind numere intregi arbitrare.
33. Sa se rezolve sistemele:

(
€os T cos J=

(SR

4 sin x+sin y=0,
a) b)
tgx—tg p=2;

T—p=60°;

cos 2xr—cos 2y = —

x ‘*‘ y=a,
c) d) _
1 sin x sin y=>.

sin x cosym—E,

(SR

34. 54 se determine cos (x-y), dacd « §i y satisfac sistemul de ecuatii:

sin x+sin y=a,
si a4 p2=0.
cos x+cos y=2=n,
. x4y
Ind. Se calculeazd b2—a? si b2+ a2 sau se transformii in produse i se deduce 1g .
35. Sa se rezolve sistemul:
tg x+tefy,
sin x=cos 2y.
137



36.

37.

9

T
ind. Se scrie ultima ecuatie sub forma sin z=sin (—— —2y)| de unde

T k9
g= = —2y+k-2n i a=2y— - H@k+1m,
2

Si se rezolve sistemul:

lzl+ ly|=1.

Ind. Se scrie prima ccuatle sub forma:

{sin x4-sin y=sin (x-+y),

o e x4y (cosﬂ — cos x—}-y) =0 §i se tine seama de [aptul cid inegalitatea [z]H
2 2z

+1yl= |k|-2n este satisficuta numai pentru k=0,

Si se rezolve sistemul:

cos T cos i sin (x—y)
a b a—b

cos @
Ind. Aplicind o proprietate a rapoartelor egale, sistemnul se scrie sub forma T=

cosy cosx—cosy sin(z—y)
= { ?
b a—b a—>b

s = T 08 g L 0.
ari, si sf——- —|J¢c —_ =0,
formiri, sin 2 co ( 3 2 7

» de unde cos x—co0s y=sin(x—y) sau, dupa trans-

Capilolul 'V

Aplicatiile trigonometriei in geometrie

§ 20. Relatii trigonometrice
intr-un triunghi dreptunghic

67. Relatii trigonometrice intre elementele wnui triunghi dreptunghic.
Sa considerdim un trinnghi ABC, dreptunghic in, 4 si si notim cu a, b, ¢
lungimile laturilor lui. Intre cele trei laturi ale triunghiului avem o rela-
tie exprimatd de teorema lui Pitagora, ¢i anume:
a?=h2--c%,

Din definiliile functiilor trigouometrice ale unwi unghi oarecare, date
in capitolul I, rezulti ci in triunghi A BC avem:

sin .B =

2 |%

% c c
y sin C= —; eosB:—d-. cos C=
a

Qs

te B=

U3

o |e

y ¢ctg B= Ly cth=-£'—-
b ¢

Din aceste relatii deducem cé putem exprima cateta b prin una din urmi-
toarele relalii:

b=a sin B; (1)
bL=a cos C; (1"

b=ctg B; (2)
b=cctg C. (2)
Relatiile (1) si (1) se pot exprima in felul urmitor:

Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea unei calete este eyald
cu lungimea ipolenuzei inmullitd cu sinusul unghiului opus sau
cu cosinusul unghiului aldturat.

Relatiile (2) si (2') se exprimii prin:

Intr-un triunghi dreptunghic, langimea unei catete este egali
cu lungimea ccleilalle calele irmullitd cu tangenta unghiului opus
sau cu cotangenta unghiuln aldtural.
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Aplicatii. 1° Stiind cd a=4 cm §i B=15° sd se delermine celelalle lalurl
si unghiuri ale triunghiului dreptunghic.

Tinind seamsa ca B+C=90° rezultd ca C=75°

Din formela (1) deducem:

b=1sin 15°.

Dar sin 15°=V6_:_\[_E- deci:

b= V6—}2~1,035 cm.
Analog avem:
c=4sin 70°=4 \% =V(§+‘\/§z 3,863 cm.

2 Si se demonsireze ¢ dacd ABC este un triunghi dreptunghic, afunci:

2b
tg 2C= '
- b24-c2
Avem:
o [
2tg C . —.—b— 2be
tg 2, = g = = N
§ 1—tg?C R s
1-— b2

3° Sd se arate cd, dacd intre elemenlele unui triunghi avem relafia
sin B+sin C

e ————— s

cos B+cos €

sin A =

atunci friunghial este dreplunghic.
Tinind seama de furmulele de transformare in produs a unei sume de

sinusuri si de cosinusuri, deducen:

_ B+C B—C
inBismc Mg T B+C A A
sin B+sinC _ —tg ~tg (900_____) = ctg =-
cos B+cos C B+C B—-C 2 2 2
2cos cos
2
Dar
2t 4
i
=
. 2
siti A = ’
1+tn2_é
2
deci relatia datad devine:
2tg—
¢ 2 1
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de unde:

Dar A este ungbiul unui triunghi, deci 0< 4 < 90°, adicé tg‘}- este un
2 2

numar pozitiv. Rezuita:

deci A =90°.

§ 21. Relatii trigonometrice
intr-un triunghi oarecare

68. Teorema sinusurilor. Fie ABC un triunghi oarecare, ale carui laturi
au lungimile a, b, ¢. Notam cu O centrul cercului circumscris triunghiului.
Vom presupune intii cii toate unghiurile triunghiului sint unghiuri ascutite.
De aici rezultd cd centrul O al cercului circumseris este in interiorul triun-
ghinlui (fig. 82, a). Ducem prin B diametrul BA’. Triunghiul A’BC este un
triunghi dreptunghic, fiind inscris inftr-un semicerc. Atunci finind seama de
relatia (1) din § 20 si uotind cu raza R raza cercului circumseris triunghiului
ABC, deducem:

a=2Rsin A"
Dar A'=A, avind ca misurd jumaiatatea arcului BC, deci
a=2Rsin A,
de unde rezulti:
a
=2R.
sin A :

Fig. 82
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Analog avem:

D IR g

sin B sin C

=2R:

Deci:

a b ¢
= . 2 ==
sin A sin B sin C

=2R: i1)

Sa presupunem acum cd unul dintre unghiurile triunghinlui ABC, de
exemplu unghiul A, este obtuz. In acest caz, centrul 0 al cercului circum-
scris este situat in exteriorn! triunghiului (fig. 82, ). Prin viiful B dueem
diametrul BA’. Triunghiul BCA' este dreptunghic, fiind inscris intr-un semi-
cerc, si deci:

a=2HK sin A",

Dar unghiurile A si A’ sint suplementare, ca [iind unghiuri opuse intr-un

patrulater inseriptibil, deci sin A'=sin A, adica
a=2Rsin A,
de unde

a

=2R.

sin A

Celelalte relatii se demonstreazi ca in cazul precedent. Rezulta cd si
in acest caz sint satisfacute relatiile (1).
Relatiile (1) reprezinta feorema sinusurilor:

Intr-un trinnghi raportul dinire o laturd si sinusul unghiului
opus este egal cu diametrul cercului circumscris friunghiului.

69. Teorema cosinusului. Fie A BC un triunghi oarecare. Si demonstram
mai intii ci intre elementele triunghiului.- avem relatia:
a=>b cos C+c¢ cos B. ()
Si presupunem intii c unghiurile B si C sint asculite, deci cé piciorul A’
al indltimii coborite din A este situat intre punctele B si C (fig. 83, a). Din
triunghiurile dreptunghice AA'B si AA'C deducem:

BA'=c cos B; A'C=b cos C,
deci tinind seama c¢i a=BA’'+A’'C, rezultd rclatia (2).

Daci unghiul B este obtuz, piciorul A’ al inaltimii coborite din A este
situat in exteriorul segmentului BC (fig. 83, b). Din triunghiurile dreptunghice
AA'B si AA'C rezulti:

A'B=c cos (180°—B), A'C=b cos C. '

Dar cos (180°—~B)=—cos B si tinind seama ca a=A'C—A'B gasim aceeasi
relatie (2).
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' a b
Fig. 83.
Analog se demonstreazd relatiile:
b=c¢ cos A+a cos C, (29
c=a cos B+b cos A. 2"

S& inmulfim acum relatia (2') cu b si relatia (2") cu ¢ si si le adunim,

Deducem: -
b2+ct=alb cos C+c cos B)+2bc cos A
sau, avind in vedere relatia (2)
b24-c2=a2+2bc cos A,
adica:
: a?=>024¢c2—2bc cos A. (3)
Aceastd relatie poartd numele de fecrema cosinusului:

Pdtratul lungimii unei laturi ¢ unui friunghi esie egal cu suma
pdtratelor lungimilor celorlalte doud laturi minus de doud ori produsul
lor inmulfit cu cosinusul unghiului dintre ele.

Relatia (3) se mai numeste forma trigonometricd a teoremei lui Pitagora
generalizatd.'

Observatie. [Formula (3) se poate deduce si cu ajutorul produsului

—_—— ——

scalar. Pentru aceasta este suficient si se observe relatia BE=AC—AB si

sd se facd inlocuirile corespunzitoare in ambii membri ai egalititii:

BC BC=|AC|*+|AB*—2 AC AB.

1La_geometrie‘ a fost demonstratd teorema lui Pitagora generalizata. Aceastd teorema
avea doud ft_)rmular:, dupa cum latura calculatd se opunea unui unghi ascutit sau unui unghi
obtuz. -Exprimarea trigonometrica unificd cele doua formulari.
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70. Teorema tangentelor. Si demonstram urmitoarea teoremdi, numild
teorema fangentelor: -t
Raportul dintre diferen{a lungimilor luturilor unui tmmﬂu st
sume lor este egul cu reportul dintre tangenta semidiferenfei si tun-
genla semisumel unghiurilor opuse.
intr-adevar, din teorema sinusurilor rezulti:

a=2R sin A, b=2R sin B, deci:

a—b 2R(s:n A—sin B) sin A—sin B
a+t+b T 2R (sin A +sin B) sin A+sin B

_A—B A+B A—B
2 sin cos tg ——
2 2
=" A+B A-B _ A+B
2 sin cos tg ——
2 2
adica:
' A—B
a—b_ & 2 (4)
at+b A+ B
tg——
Z
Analog avem:
B—C
b—c 2
B ee— ’
b4c B+C (4 )
g—
2
C—A
c—a 2
cta  C+A (47)
e
2
3 . . A+4B4+C - ol A+ D C .
Avind in vedere ca-j—+——=90°, rezultd cid g i_ e ctgE si
deci relalia (1) se mai poate scrie sub forma:
A—D
a—bd 2
b C
elg —-
2
de unde dedueem:
A—DR a—0n o
te —— cltg =
2 b D
Analog:
B—C b—r¢ A C—A c—a ;
lg =—0rclg —» lg = clyg —
g btce ] = B c-la 2
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71. Exprimarea funetiilor trigonometrice ale unghiurilor unui triunghi
cu ajutorul Iaturilor. Din formula (3) deducens:

p2lcZ—g?
cos A =——7—-
2be

Cu aceasta valoare a Iui cos A si calculam expresiile 1—cos A si 1 4-cos A4,

T o ; ; A
care inlervin in (unctiile trigonomelrice ale unghiului= - Avem:
)

i en AT b2t cf—a® 2be—b2—c2-ba® _ a*—(b—cP _ (a—bic)atb—c)

2bc 2be 2be 2be

s dfipltcel SetBof-g  Gdel-wl  frvenllitein)

2be 2be 2be 2b¢

Sa notdm cu p semiperimetrul triunghiului ABC, adica

krr—{-b—}-c
5 .

Cu aceastd notalie avem:

a—b-+c=2(p—b), a+b—c=2(p—c), b+c—a=2(p—a),

deci:
2Ap—b)ip— Pl -
1 —cos A.—:.LE._){.E__Q, 1 -cos A ::_M .
be be
" . - A
Avind in vedere ci 0<-= <007, aven:
ko)
sind — 4 f1—cos4 ! cost _ ~ [Tcosd
2 9 2 2
si deci:
f _ fp~b)(p—c} )
no :
A e
COS‘;)’ e P(P a) ; (5\\
- be

*Din aceste formule rezuita:

Jp—bNp—c) .
td__ v p(p—a) ' )
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Analog -avem:

tgE oy ARG B (6")
2 p(p—b)

G T v r
g (p—a)p—b) , (67
2 p(p—c)

72. Formule pentru aria unui trinnghi. Vom determina acum o serie
de formule pentru calculul ariei unui triunghi. Dacd notidm cu A’ piciorul
indl{imii coborite din A pe latura BC, avem:

BC AA’
5= (7)

Daca unghiul B este ascutit, atunci avem (fig. 83, a):
AA'=csin B. (8)
Dacé unghiul B este obtuz, atunci (fig. 83, b):
AA’ =c sin (180°—B)

si tinind seama ca sin(180°—B)=sin B, rezulti c¢a indllimea AA’a triun-
ghiului este dati totdeauna de formula (8). Inlocuind aceastd formuld in (7),
obtinem

ac sin B
== - 9
; ©)
Analog:
; be sin A ab sin C ;
s==28, s=BRE, ©)

adicd aria unui triungh este egald cu semiprodusul lungimilor a doud laturi
tnmulfif cu sinusul unghiului dintre ele.
Din teorema sinusurilor deducem:

a sinC

sin A
care, inlocuitd in (9), ne da:

at sin B sin C
= t

2 sin A

Dar unghiurile B4+C si A sint suplementare, deci sin A =sin(B4-C),
adica:
a® sin 8 sin C

2 sin (B4C) (]0)

S=
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Aplieatii

1° Si se delermine unghiul si laturile necunoscule ale unui triunghi stiind
cid a=4, A=60° B=45°
Tinind seama cd A +B-+4+C=180° rezulta ci C=75° si teorema sinusurilor
se serie:
4 b ¢

o

sin 60° sin 45° sin 75

de unde deducem:

4 sin 45° 2 4 sin"75°

e 1 |
sin 60° sin 60°

Dar sin 45"=_V2-_2:. sin 60“—'\/—3—, sin 75°=£‘;_\[2:_.

deci:
b W2 46 cmz(\/é'-s-v_i_l__ 23V2 +V8) |
V3 s Vi 3
2° Stiind cé¢ intr-un {riunghi avem b=2, ¢=3 §i A=60° sd se delermine

latura a.
Din teorema cosinusului rezulta:

a?=4+4+9—2-2-3 cos 60°=7,

=7

3° Sdsearalecd frinnghiul in care

deci

este dreptunglic.

Tinind seama de feorema sinusurilor, deducem

2 sin cos -
a-tc 2R (sin A4sin €) 2
b IR sin I} B B
2 sin 5ocos ~
Dar:
. A+C
COS — =S5In ]
; 5
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deci:

B A—-C
CcoSs — cos
2 2
== 1
B B
SHY— 51N
2 2
de unde:
B A—-C
C0S — ==CO0S
D) 2
care are solutiile:
B=A—C, B=C—A,
adica:
B4-C=A=90°,
sau:

A+B=C=90%
Triunghiul este deci dreptunghic in A sau in C.
4° Sd se arale cd {riunghiul in care
b+ 3—ad

b+c—a

L . 3
=a? si sin B sin C::

esle echilateral.
Din prima. relalie deducem:

b+ =(b-+c)a?
sau, avind in vedere ca b34c3=(b+4c)(b*—bc+c2):
b2 fct—bec=a’

Dar teorema cosinusului ne di a?=0b24¢2—2bc cos A, deci relalia de
mai sus devine:

cos A= %-
adici:
A=60°
si deci:
B4-C=120°
148

Tinind seama de formula de transformare in suma a unui produs
sinusuri, a doua relatie datd se scrie:

cos (R—C)—cos (B—{—C)——-% s
de unde, avind in vedere ci cos(B-4C)=cos 120°x-%;
cos (B—C)=1,
adica:
B—C=0
si deci:
B=C=60°
5° Sd se aruate c¢d un friunghi in care
atg A+btg B=(a+d) tgAZB
este isoscel.
Relatia datd se mai poate scrie:
oftsA—te 53] =ote “—tg B,

de unde, aplicind formula de transformare in produs si eit, gasim:

A—B i . A—B
sin
2 2
a =)
A+ B A+B
cos B cos

sin

cos A cos

“

sau, linind seama cd a=2Rsin A, b=2R sin B:

tg A sin—— =tg B ‘Sillé;—-B-
Rezulta:
A—B
sin = (tg A—tg B)=0.

Anulind primul factor, gasim:
A—B P
2 o
de unde, avind in vedere ci A si B sint unghiurile unui triunghi:
A=B.

Acelasi rezultat il gdsim anulind al doilea factor.
6° Sd se demonsireze cd in orice friunghi avem:

b cos B+ cos C=a cos(B—C).

de
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Din Lleorema sinusurilor deduecn:

asin 13 asin

% 3 s
sin A sin A
si deci:

a (sin I3 cos B+ sin € cos ()

b cos B-l-¢ cos (=

sin A

in 2B+4sin 2C 2 sin (B+Cieos(B—C
wa(sm +8in )= a in (34 C)eos( ) —d COS(P—-—C).

- 2 sin A ' 2 sin( B4+C)

§ 22. Tabele trigonometrice

73. Tabele trigonometrice. Am vizut in capitolele anterioare cum se
pot calcula valorile functiilor trigonometrice in cazul unor unghiuri particu-
lare, cum ar fi 30°, 45°, 60°, 90°, 15°, 75° 22°30'. In calcule intervin insa
si valorile functiilor trigonometrice ale altor unghiuri. S-a ivit astfel necesi-
tatea de a calcula valorile functiilor trigonometrice ale unui unghi oarecare,
de a se construi tabele cu aceste valori. Cuajutorul anumitor formule stabilite
in matematica superioarid s-au putut determina valorile [uncliilor trigonome-
trice ale tuturor unghiurilor de la 0° la 90 din minut in minut. Aceste tabele
poartd numele de tabele de valori naturale. De asemenca, s-au construit {abele
de logarilmi ai funcfiilor {irigonomelrice.

T Au fost editate o serie de astfel de tabele in care valorile funeliilor tri-
gonometrice sau logaritmii lor sint calculali cu 3.4, 5, 6 sau 7 zecimale. Existi,
de asemenea, tahele cu mai multe zecimale.

in cele ce urmeazd vom folosi cartea Tubele si formule de malemalicd,
fizicd si chimie, editatd de Editura didactica si pedagogica in 1964.

74. Tahele de valori naturale ale functiilor trigonometrice. In paginile
100—103 este datd Tabela 4: Valorile naturale ale funcliilor trigonometrice
ale arcelor masurate in grade sexagesimale. Aici sint date valorile functiilor
trigonometrice sinus, cosinus, tangenta, cotangenta de la 0° la 90° din 10" in 10

Cu ajutorul acestor tabele se determind direct valorile functiilor trigono -
metrice ale unghiurilor care se afld in tabele sau cu ajutorul unei operalii
numita inferpolare, in cazul unghiurilor care nu se gédsesc in tabele.

Astfel in tabele gisim sin 41°50'=0,66697, sin 72°10'=0,951953,
cos 24°20' =0,91116, cos b8°30'=0,52250, tg 11°40'=0,200648, tg(4°20' =
=2,08094, ctg 37°10"=1,31904, ctg 85°40"=0,07578".

1 in tot acest paragraf = reprezintii propriu-zis ==.
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Pentru a se putea calcula valorile functiilor trigonometrice ale caror
unghiuri nu se gasesc in tabele, se face presupunerea ca variatia functiilor’
trigonometrice in intervalul de 10" este proportionala cu varialia unghiului.

Sd calculim sin 34°22°.

Avem:

sin 34°20" <Csin 34°22' <sin 34°30’,
deci tinind seama ca:
sin 34°20'=0,56401, sin 34°30"=0,56641,
rezulté:
0,56401 <sin 24°22' «<0,56641.

In baza presupunerii putem face urmatorul ralionament:
dacd unghiul creste cu 10’ sinusul creste cu 0,00240
(de la 34°20' la 34°30") (de la 0,56401 la 0,56641);
dacd unghiul creste cu 2 sinusul creste cu

2.0,00240

(de la 34°20' la 34°22') T= i =0,00048.

De aici rezultad ca:
sin 34°22'=0,56401 +0,00048 =0,56449.
Analog se deduc calculele in cazul funcliei tangenla.
Sa calculam cos 59°47'.

a A T . T s ‘ -
Avind in vedere ci in intervalul [0, —] funciia cosinus este descresci-
2

toare, rezulta:
cos 59°40'> cos 59°47'> cos H9°50’

sau, deoarece cos 59°40'=0,50503 si cos H9°50’ =0,50252,
0,50503> cos 59°47">0,50252.

Descresterea valorii cosinusuiui fiind presupus3 proportionald cu cres-
terea unghiului, rezulta:

daci 'u]}ghiul creste cu 10’ cosinusul descreste cu 0,00251
(de la 59°40' la 59°560%) (de la 0,50503 la 0,50252)
dacd unghiul creste cu 7’ cosinusul descreste cu

7.0,00251
r= ——

(de la 59°40’ la 59°47') =0,00176.

Deci:
cos 59°47' =0,50503—0,00176 =0,50327.

In cazul functiei cotangenti calculele sint analoge.
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Si rezolvim acum problema inversii, si anume: fiind datad waloarea
unei funclii trigonometrice, si se giseascd unghinl din cadranul I a céirui
funclie trigonometrici respectivad are valearea data.

Sa calculim unghiul « din cadranul I pentru care

tg «=90,36529.
CAautind in tabela funcliei tangentd, gisim cé:

tg 20°=0,36397, tg 20°10"=0,36727
si tinind scama ci in cadranul I functia tangentd este crescatoare, rezultis

20° <a<<20°10".

Vom urma acum ralionamentul ficut la determinarea valoril funclick
trigonometrice, dar in ordine inversi:

daci tangenta creste cu 0,00330

(de la 0,36397 la 0,36727)

daci tangenta creste cu 0,00132

unghiul creste cu 107

(de la 20° la 20°10°);

unchinl creste cu
0.00132 10

—=4".

0,00330

(de la 0,39397 Ia 0,36529) =

Deci:
o =20°14"'=20°4".

Analog se condue calculele in cazul funcliei sinus.
Si calculam unghiul « din cadranul [ stiind ci:

ctg «=1.46138.
In tabela functici cotangentd gasinn:
etg 34°20"=1,46111, ctg 34°30"==1,45501.

Avind in vedere cii funeclia cotangenti este descrescatoare in cadranul J

rezultii:
34°20° <o < 31°20°.
Deci:
dacii cotangenta descreste cu 0,00910 unghiul creste cu 107
(de la 1,46411 la 1,45501) (de la 34°20" la 34°30")
dacii cotangenta descreste cu 0,00273 unghiul creste cu
0.0027:3 +10
(de la 1,46111 la 1,46138) L T
0,00010
Rezulla:

o ==31°20" -3 =342,
Analoy in cazul lnclici cosinus.

152

75. Tabela de logaritmi ai funetiilor trigonometrice. In paginile 106 —203
este datd Tabela 5: Logaritmii cu cinei zecimale ai functliilor lrigonomelrice
ale arcelor de la 0° pina la 90° din minut in minut. Ca si in cazul tabelelor
;!e va.!(.m navturale, in cz:zyl Lfngiuuri]or care se gisesc in tabele, logarilmul
uncliei se giiseste (lx_rocl, iar m.caznl. unghiuvilor care nu se gisesc in labele
se vor caleula cu ajutorul unei interpolari.

_ _Astfel gisim: Ig sin 17°34'=1,47974, lg cos 54°21 ':T;?Géb«l, lg lg 38°D2 ==
=1,90630, lg ctg 79°18'=1,27635.

Sé ardtam acum cumn se determind logaritmii funcliilor trigonometrice
ale wunghiurilor care nu se afld in tabele.

Si se calculeze lg sin 21°4517°

In tabele gisim:

lg sin 21°45'=1,56886, lg sin 21°46' =1,56917.

‘ f‘}vind in vedere c¢d in cadranul ./ funclia sinus este cresciitoare, iar
{unf,Lna logaritm este si ea cresciatoure in cazul in care baza este mai mare
deeit 1, rezulla:

1,56886 <lg sin 21°45'17"" <<1,56917.
Deci:

dacd unghiul creste cu 1’ logaritmul creste cu 0,00031
(de vla 21°45" la 21°46") (de la 1,56886 la 1—,56917);
dacd unghiul creste cu 17" logaritinul creste cu

17 . 0,00031
=

(de la 21°45" la” 21°45'17") —— =0,00009.
60

Rezulta ca:

Ig sin 21°45'17"=1,56886 -+0,00009 =1,56895.

Analog se fac calculele in cazul Tunciiei tangenti.
Sa se calculeze lg ctg 37°24'11".
In tabele giisim:

lg ctg 37°24'=0,11659, lg ctg 37°25'=0,11633.
Deci:

dacd unghiul creste cu 1’ logaritmul descreste cu 0,00026
(de la 37°24" la 37°25") (de la 0,11639 la 0,11633);
dacd unghiul creste cu 11" logaritmul descreste cu

(de la 37°24 la 37°24°11") a::%@ﬂ,nnous.



Rezulta ci: _
lg ctg 37°24'11"" =0,11659—-0.00005 =0,11654.

In cazul funcliei cosinus calculele sint analoge.

Sa ne ocupam acum de determinarea unghiului din cadranul I pentru
care logaritmul unei func{ii trigonometrice are o valoare data.

S& calculam unghiul % din cadranul I pentru care
Ig tg x=1,81942.
In tabele gisim:

]

[([=]
o
=]
J
[R]
4
w
(7]
=
=
Pk
(=]
(%)
C5
ga
—
da
[
o
)
(6]
=1
e
farp]
Pk
O
~1
o

Avem:
29736 << 22737
Daca logaritmul creste cu 0,00036 unghiul creste cu 1’
(de la 1,61936 la 1,61972) (de la 22°36' la 22°37');
dacii logaritmul creste cu 0,00006 unghiul creste cu

L8O
_ 0.0000€ - 60 =111,

(de la 1,61936 la 1,61942) :
0,00036

Deci:
a=22°36"4+10"=22736"10"".

Calcule analoge se face in cazul functiei sinus.
S& calculim unghiul « din cadranul [ stiind cé:

lg cos a=1,93241.
In tabele gisim:
log cos 31°8'=1,93246, 1g cos 31°9'=1.93238,
de unde deducem:
31°8"' <a<231°9".
Dacé logaritmul descreste cu 0,00008 unghiul creste cu 1°.
(de 1a 1,93246 la 1,93238) (de la 31°8" la 31°9');

daci logaritmul descreste cu 0,00002 unghiul creste cu

_0,00002-60""

(de la 1,93246 la 1,93244) «z- I
0,00008
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Rezulta:
a=31"8"--10""=31°8"1H"".
Aplieatii. 17 Sa se ddermine valoarea cxpresiei:

sin 5234 — sin 18°117

Ll cos 430027 -cos 31937
Aven:
sin D231 —sin 187117 =2 sin 17°11°30"" cos 35°22'30"
cos 43702 +-cos 31737 =2 cos 37°44'30"" cos 6°7'30",
deci:

I sin 17°11°30°" cos 35°22'30"
a4 == ®
cos 37°44°30" cos 6°7°307

Aplicind acestei egalitii{i logaritmii, gisim: 7
lg E=Igsin 17°11'30“ +1g cos 35°22'30"" —Ig cos 37°44'30"'-—Ig cos 6°7'30"";"

Din tabele deducem prin interpolivi:

lg sin 17°11'30"" =1,47065,
lg cos 35°22'30" =1,91137,
lg cos 37°44'30" =1,89806,
Igcos 6° 730" =1,99752.
Rezulti:
lg [ =1,48644,
de unde!:
E ~0,30065.
2° S8d se determine unghiul « din cadranul I pentru care
tglax =tg 57°21'10" 4tg 15°35'20"".
Avem:

sin 72°56°30"
cos 57°21°10” cos 15°35720"

2 —_
tgPa=

Aplicind logaritmii, gisim:
Igtga= % (g sin 72°56'30""—Ig cos 57°21"10""—1g cos 15°35'20"").

1in locul sciiderii ultimilor doi logaritmi se vor folosi cologaritmii acestora.
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Din tabele deducen:
lg sin 72°56"30" =1,98046
lg cos 57°21'10"" =1,73197
Ig cos 15°35°20"" =1,98372
deci:
Ig tg o= é-0,26477 —0,13238.

De aici rezultd ca: .
0 =03"26".

§ 23. Rezolvarea triunghiurilor

76. Rezolvarea triunghiului dreptunghie. TI} §“20 am dedus dn‘etﬁ:g
formule intre elementele unui triunghi dreptunghic. 5a ulﬂ'“f“} acum ace;.
formuie pentru a determina toate elementele unui triunghi dreptunghic
cind cunoastem unele dintre ele, vperalie cave se numeste rezolvarea triun-
ghiului dieptunghic. . ) _

Cazul 1. Se dd inolenuza « si unghinl asculit F,

Celelalte eleruente sint date de relaiiile:

b—asin B; c==a cos B, C=90"—DB.

Ca-ul II. Se d& o cateld b si un unghi ascufit, de exemplu C.
Avem:
b

B=90"—C, ¢=0blgC, a=

cos C
Ca=ul I11. Se dd ipotenuza « si v cateld, de exemplu b.
Avem:

5. .8 b [+]
¢=Va—03, sin B= —, C=%0°"-—-B.
a

Ca-ul 1V. Se dau catetele b <l c.
Celelalte elemente sint date de formulele:

R b . &
a=VE+e, tg B=~, (=90°—B.

Exemple ) ) L o
1) Sd se rezolve triunghiul dreptunghic in care ni se dd a=2 si B=22°30".
Avem:

b= 2 sin 22°30' = 2 Ve vE \/2 —V2=0,765;
2

c=2c¢os 22°30' = ‘2———*"”)+V2 = VQ -+ \/TZ 2:1,803;

2
C=90°—B=067°30",
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2y Sd se rezolve lriunghiul dreptunghic in care b=3, C=15",

Avem:
B=758"
c=3tg 15°=3(2— V3) = 0,804;
i3 3 2 lgvt)__v-g* . — - :
g= =— == BVO V2 g /F /) 2 1,035
cos 15°  yE -y V6 4-y2 62 3(\/’ \/Z)

4
3) Sd se rezolve lriunghiul dreplunghic in care a=3,892 si b=1,047.
Avem:

¢ =\/3,8523—1 ,hd72 =V(3,852 + 1,547 )(3,852—1,017) = \/5,399 2,305,
deci:

Lo | e

lye=— (1g5,39941g 2,305) =

(0,73231 40.56267) =0,51749.

B | e

De aici deducem:

¢=3,5279.

2 i b =
Din formula sin B — — rezulla:

a
sin B = ;Z;Z ’
de unde
lg sin B=1lg 1,547—3,852 =1,60380.
Deci:
B =23°10"43"
si

C=90°—-23°40'43" = 66°19'17".

77. Rezolvarea triunghiului oarecare. Si ne ocupiim acum de rezolvarea
triunghiului varecare. Pentru a putea determina toate elementele unui triunghi
oarecare cu ajutorul formulelor deduse in § 21, trebuie si ni se dea trei ele-
mente ale Lriunghiului, printre care sa se afle cel pulin o lungime sau o relatie
intre lungimi. Laturile si unghiurile unui triunghi se numese elementele prin-
cipale ale acestuia, iar cazurile de rezolvare ale lriunghiului in care ni se
dau numai elemente principale se numesc cazuri de rezolvare principale.

Cazurile principale de rezolvare ale triunghiurilor oarccare sint in nu-
méir de patru si anume:

Cazul 1. Se dau doud unghiuii si o lalurd, de exemplu A, B si .

Avem C=180°—(A 4 5B).
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Din teorema sinusurilor deducen:
a sin I3 a sin € asingA-|-B)

sin A sin A sin A
Problema are solutie oricare ar fi valorile celor Lrei elemente.
Cazul 1L Se dau doud laluri si unghiul cuprins inlre cle, de exemplu, a
b si C.
Din teorema tangentei rezulla:
A—B _a—b

i ——— =

2 ut+b

c
Clg -‘z

De aici deducem unghiul A—DB si linind seama cd A+ B=180"—C
giisim unghiurile A si B. Latura ¢ rezulld din Leorema sinusurilor:

Asin C
sin A

PProblema are solulie pentru orice valori ale elementelor, ccea ce se

poate vedea din constructia triunghinlui.

Cazul IIL. Se dau doud laturi si unghiul opus uneia dinire cle, de exemplu
a, b si A.

Din teorema sinusurilor deducem:

. b o
sinBB = —sinA,
a

de unde rezulti unghiul B. Unghiul C rezulti din relatia C=180°—(A -+ B),
iar latura ¢ din:

asin A

sin A
Pentru ca problema si aibd solulie trebuic ca:

EsinA<1,‘ (11)

a
adica:
= a
sin A < —-
b
i relalie este safisficuti si si notdm cu o un-

. . b ’ " g
ghiul din cadranul I pentru care sin o = — S A. Atunci avem doud unghiuri
a

Si presupunem ci aceasl

care salisfac problema, §i anutie:
By =a, B:=180"—ua.

b
1Tinind seama ca a=0, b=0, sin A0, rezulti — sin A >G./
a
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Valorile corespunzatoare ale unzhiului C sint:
C]:ISOO—(A +Cf.}, Cz::O‘[——-“‘l.

e . : b PP
Daca b<u, atunci avem — <<1 si tinind seama cia sin A <1, rezulld ca
a ' ' ’

b . -
. sin A <<1, deci problema are solutie.

Din_ b‘<a rezulti {'_-31 -.<A si deci By <90°. De aici deducem: B, <180°—
—d, adicd A 4a<<180° si deci Ci>0. Valorile By si C; satistac problema.

A doua solutie nu satisface preblema fiindeda z2—a <0.
Deci problema are o singura solufie acceplabild.

Daci b=a, A<90° avem sin B=sin A si deci B ?
da ) ] > =sin A 1=A, B:=180"—A.
De aici deducem Ci=180°—24>0 si C.=180"—(180°—A —§~.1;):0 deci
pmblemu‘ are o sinqurd solufie acceptubila. ’

Dacad b=a, A0, problema nu are solufii,

Daca b sin A <a<b si A<90°, relatia (11) este satisfi a
: A : s a ( satisfacutia. Avem
A<Bi<90 : arhpca A-+B;1 <1807 51 C;=180°—(A+B1)>0. Din B:=180"—B;
rezultd Co=180"—(A +B.)=B1—A=>0. Problema are doud selufii.

Daca b sin A <a<td st Ax90°, problema nu are solufii.

i D%%ﬁ b;inPA Tla si A <90° avem sin B=-1, deci B;==B:=90° si Cy=
ung;n'c.‘ —A. Problema are doud solulii confundate, triunghiul {iind drept-

Dacéd b sin A=a si A>90° problema nu are solulii.

_ Dacg b sin A>a, relatia (1!1) nu este satisfacutd si deci problema nn
are soluye. )

Cazul IV. Se dau toale laturile friunghiului.

Unghiurile triunghinlui date de relaliile:

A (p—b (p—o) — -
A4_ P (p—c ; tgli'—— (p—at (p—o) :
2 plp—a) 2 plp—"5)

C=180°—(A --B).

t

¥

S& analizim acum citeva cazuri speciale de rezolvare.

1) Se dau clementele ¢ si A si relatia a*—b*=[2,
Avem:

a? — p2 __ 4 R%in? A—4 R%in? B _ sinfd —sin® B (sin A<sin B)sin 1 —sinB)

2 4 R?sin? C sin® € sin? €
_A+B A—B A—-B A+B
2 sin = cos 2 sin~—— cos
o 2 2 2 2 __Sin(.—l—i—B)sin(A—B)
sin? B sin? C '
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et N

‘_ g

|
N f
|
R |
1
i

Dar sin (A -13) =sin C, deci:
sin(A—B) _ k?
sin C c
sal
sin(A— B) . 2
sin({A+B) 2
De aici deducein:
sinfA—B) —sinfA+B) c¢*—k?
B 1]
sin(4— B) Jsinc4 + 8) 24 k®

adica:
cos A sin B ct—k?
= ’
sin A cos B 24 k?
de unde:
2—k*
tg B= tg A.
24 k2

De aici rezultd valoarea unghiului B gi problema se reduce la cazul prin-
cipal L.

2) Sd se rezolve un {iriunghi oarecare cunoscind unghiurile A si I3 si semi-
perimelrul p.

Avem C=180°—(A+B).

Din teorema sinusurilor avet:

a h e B a—b+e¢ i 2p
sin A sin B sin C sin A +sin B+4sin C sin A +sin B4sin C
Dar:
i 7 3 A B [P
sin A -psin B4sin C=4 COS = COS — COS -
Deci:
I | A A
2p - 25in — cos — psin -
i 2psin A _ i 2 2 2 y
sin A --sin I1 -+ sin C A B G i &
4cos — Cos €Os — &4 o Themngtl o | 1 ma
b 5 i 2 2
Aunalog avem:
B . B
psing psm;
]j —_——— = ———————  *
G A B
510 ; Cos 72" cos ~2— cos -2—
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3) Sid se rezolve un (riunghi cunoscind latura a, unghiul A st indalfimea ha
corespunzdloare laturii «.

Avind in vedere formulele (7) si (10) care ne dau aria upui triunghi,
deduce:

a?sin Bsin C

= N,
sin A
de unde:
F % . hysin A
sin B sin (= -——.
a

Tinind sesma de formula de transformare o unui produs de sinusuri
in suma rezulla:

*

cos (B—C)—cos (B+C)= 24 |
a

Dar cos (B4C)=—cos A, deei:

S (B—C): 2N sin A—acos A '

a

Daca:

2N, sin A—acos A &1
»
@ .

din aceastd relatie deducem valoarea diferentei B—C, de unde, avind in
vedere ¢ca B++C=180°—A, rezullia unghiuitde B si €. Problema se reduce
la cazul principal de rezolvare 1.

Aplieatii
17 5 se rezolve Liunghial ABC sliind cd a =20, A =69", D =82°
Avem C=180°—(A 4 B}=29°.
Din teoremua sinnsurilor rezull:
_asin B _ 20sin 82°

b= -

sin A sin 69°

Logaritmind deducern:

Ig b=1g 20 +]g sin 82°—lg sin 69° =

=1,30103+1,99575—1,97015 =1,32663, .
de unde rezulti:
bh=21,21.
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Analog gisim:
e=10,39.
a0
Din leorema sinusurilor deducem:

. hsin & 1 3,76 sin 100°3° 1.’:.7(5 sin 79°07
sin 3= .
a 20,21 20,21

Logaritmind, gasim:
lg sin I3 =1g 15,76 +4-lg sin 79707 g 20,21 =
=1,19756 41,99328 —1,30357 =1,88527.
Deci:
B=50°9'36".1
De aici rezullic
C=180°—(A +B)=29"17"21".
Cu aceastd valoare putemn serie:

asin C 20.21 sin 29°47°24"7

20.21 sin 29°47'24""
Cii= '

sin A sin 100°3° sin 79°57°

adica:
lg ¢ =1g 20,21 +1g sin 29°47'21"" —lg sin 79°37" =
=1,30337 +1,69620 —1,99328 =1,00849,
de unde rezulta:

¢=10,20.

3° S se rezolve triunghial ABC sliind ¢ a=75, b=92, ¢=107.
Avem p=137, deci:

A (p—b}(pﬁcs
log — = — )
2 plp—a) 137 - 62

de unde:
lg tg% % (lg 45 +1g 30— 1g 137— 1g 62)=
=1 (1.63321 +£1,47712—2,13672—1,79239) =1,60061.
9

1Vuloarea H—=180"—50°9°36" =120°50'24" nu estc acceptabild pentru cia in acest caz
avem A B=220°53'24'"=180°. Dealtfel, constructia geometrica arald ci totdvauna pentru
a>b avem soluiie unica.
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Sa se rezolve un briunghi in ocare a= 20,21, b=15,76, A =100"3".

Rezulti ci:

adica:

=21°44'8",

A ==43°28'16",

Analog gasim:

Deci:

B=057°33'28",

C=180°—(A +B)=—78°58'16"",
4° Sd se rerntve Iriunghiul ABC sliind ca A =123°, u=181,60

b—0=29,54.

Din teorema sinusurilor deducem:

sau,

b—e a

sin B—sin G - sin 4

b—e

B—C B4 C
cos
2

2 sin

B+C
Dar cos +

; oA )
=sin —, deci:
2 2

A
(h—¢) cos—
B—-C

5 5 0.t ooy
- _ 2 t2 .54 cos 61°30 .

a

A A
2sln = cos I-
2

2 a

Logaritmind, gasim:

. B—
lg sin

=1,47041 4-1,67866—-2,25912 —3 88095,

De aici rezulla:

adica:

Avind in

B—C=854".
vedere cd B4C=180°—A =57°,

B=32°57', C=24:3’.

11*

B—
1Solutia

=180°—4°27" nu este acceplabila.

181,60

Asim:

~Ig 29,51 +1g cos 61°30'—Ig 181,60 =
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Cu aceste valoii din teorema sinusurilor deducem:
b=117,80, ¢=288,20.

5° Si se rezolve triunghiul ABC stiind cd a==32.41, 5=25,17, iar un-

ghiul A este dublul unghiului B.
Avind in vedere ci A =2B, teorema sinusurilor se scrie:

a . b
2sinBcusB_sinL’ '
de unde:
ik B a 32,41
= ———m—
2b 50,34
adica
lg cos B=:1g 32,41—Ig 50,34 =1,51068—1,70191 —1,80877.
Gasim:
E=49°54"40",
deci:

A =99°49°20"

De aici deducem:
C=180°—(A+B)=30°1¢'

si din teorema sinusurilor:
c=16,38.

§ 24. Aplicatii in geometrie, fizici si topografie

78. Aplicatii in geometrie. 1° Sa se calculeze lungimea Dbisecloarelor
unui {riunghi in funclie de elementele principale ale triunghiului.

Fie lo. I». . lungimile acestor bisectoare. Notind cu D piciorul bisee-
toarei unghiului A si aplicind teorema sinusurilor in triunghiul ABD, de-

ducem:
1 ¢

H /"'\-.:
simB G ADpE

_B— -C
_18°—B—C _qpe_B=C,

e o A
Dar ADB:AS@“-(B + _2_)-:130*’-13

2 2
. T -
deci sin ADB=cos
si relalia de mai sus ne di: _
c.sin B
L= .
nB-C
cos
2
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Analog avem:

asinC b si
lb y b= L g
C—A A—B

cos
2 2

cos

2" Sa se calculeze aria unui patrolater cunoscind diagonelele sale si un-
ghivl dinire ele. ,
Fie ABCD un patrulater oarecare. Daci notim cu O punclul de inter-
sectie a diagonalelor si cu ¢ unghiul diagonalelor, atunci avem (fig. 84):
Stapeny=S8(a08)+Sonc)+Swen+ Stopay,
adica
__04-0Bsin OB - OC sin (180°— oc - i
£ : P & - @) o ODsin ¢
2 2

GD - 0A sin(180°—gq)
2

-

sau, linind seama ca sin (180°—g)=sin ¢, rezulti:

2 2 -

__AC.BDsing
e —.
2
deci arie vnui patralater este egald cu semiprodusvl diagonalelor inmulfit cu
sinusul unghiului dintre ele.
3" Sd se determine unghiul format de diagonalele unui paralelogram in
funciie de lalurile puralelogramului si de unghiuri dintre ele.

Kk Bt Fig. 85.
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Fie ABCD un paralelogram si O punctul de intersectie a disgonalelor

——
(fig. 85). Notind a= AB, b=AD: dy = BD. dy= AC, ¢=A0B, si aplicind
teorema cosinusului in triunghiurile ABD si ABC, deducem:

dy =a® 4+ b2—2ab cos A,
di=qa?+b>+42abcos A.
in triunghiul OAB teorema cosinusurilor ne da:

di\? do\t ., di d:
al= [— — | —2—.— c0s5 o,
G+ G- g

de unde:
d?4-di=—da?
Cos p= ———
2d\d»
sau, tinind seama de relatiile de mai sus:

b2 g2

V(a2 + b2)2 —4a?hcos? A

Vi—coslo 2absin A

Ig P= cos @ = p2—a? '

cos =

De aici deducem:

4 S& se defermine volumu! si aria lalerald a vnei piramide hezayonals
requlate a cdrei indlfime este h, iar unghiul plan de la vir[ o.

IYic SADCDEF piramida si O cenlrul cereului circumsceris hexagonului

i s . T i SRl

ABCDEF (lig. 86). Avem SO =h, ASB=RSC=CSD=DSE =ESF=['SA=
=u,

Daci notim cu S aria hexagonului- ABCDEF, atunci volumul piramidei
esle:

V=—=—.
Notind cu a latura hexagonului, rezulld cd 0OA=q, ca fiind raza cer-
cului circumscris hexagonului, iar OM = UT V3, ca fiind apotema hexago-

nului. Deci:

60'@0 \/_

3V3

S= 3 =—— a&

Din triunghiul dreptunghic SAM deducem:
o
SM = z etg 72--

Seriind teorema lui Pitagora in triunghiul SOM, gasim:

3a> a® o
st g B
4 4 & 2
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Fig. 86. Fig. 87.
De aici rezulta:
5 4h2
= —
tg? z 3
c — -
£ 2
si deci:
B
§o _8VEE
ctg2i -3
2
adici:
Vo __ 2V3K
tg2 w 3
C — —
2

Aria laterald a piramidei este

' SM-ARB 32
S ‘\=GS(S.4B):-‘6‘—"-“"H$—9— (‘tgi,
2 2
deci:
6h2 ct -
ctg —
[ g
tg? : 3
[ —
# 2

8} 1% ;
5° Se dd un lrunchi de con cu razele bazelor R si r. Prin doud genera-
loare ale trunchiului se duce un plan care face cu planul bazei un unghi o.

Sa se delermine aria secfiunii stiind cd generaloarea lrunchiului face cu planul
bazei unghiul « (fig. 87). '

167



Prelungim generatoarcle AA, si BBy pind in punctul M. Notind cu

S aria secjiunii, avem:
S=Samc—-Sacy.
Triunghiurile AMC si A, MC, fiind asemenea, avem:
SA_sM_ G A2
S gme A M2

Analog, din asemanarea triunghiurilor AOM si A10M rezultd:

MM r
AM R
deci:
S a4,mc, .,
Samc e
de unde:
' Samc— Sayc, _ R*-1?
S amc e
adici:
5
5= 228 Sume.

Aria triunghiului AMC este:
Same= :; AC MK =AK -MK.

Din triunghiul AOK rezulta:
AK = YR*—OK-.

Dar OK=MO ctg ¢ (triunghiul MOK), iar MO=R tga (triunghiul

MOA), deci

AK =VR—R g o tg? o= — Vtg? o—tglo—
]

tg

- ﬁ\/(tg s 7=y 7 e, L \/

tg e

COS @ COS® COS@COSQ

R
=l iy (o—=) sin {(p4a).

'sin @ cos o

Din triunghiul MOK deducem:
MO

sing

MK =
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sin(g—a) sin{p+x)

sau, {inind seama de valoarea de mai sus a lui MO:

Cu acesle valori avem:

MK:ngm_

sin @

i i Riga
Same= sin (@ — a) si _
e Silwcosfx\/ (¢ —a)sin(g + «) sing
R2sina - ~
= o Vs (g —a)sin (o +a),
deei:
2 __ 2y
§ =22 \fsin (9—a) sin (¢+)

sin? p cos? o

79. Aplieatii in fizied. 1° Sd se delermine infensitatea F o rezultantei

a doud forfe de infensitdfi £

Aplicind teorema co-
sinusului  in triunghiul
A BC, obtinem:

AC:=AB:+BC*—
—2AB BC cos (180°—a),
adici:

?=F}+F2+42FF; cusa
22 0 razd luminoasd
strdbate o placd de sticld
limitald de plane paralele.
Sd se” delermine  pozifia
razei dupd lrecerea ei prin
placs (tig. 89).

Fie MN si PQ planele
care  limiteazia placa, d
grosimea plicii si n indi-
cele de refractie al ei. Raza
incidentai AB se refracta
de doud ori. fIntfi intil-
nind placa se refractad mer-
gind in directia BC, de-

terminatd de legea re-
fractiei:

sinec

sin a

si F2 care fac intre ele un unghi « (fig. 88).

M
]
| g
d E
[}
[ ]
1
oA
'
F /‘Q 4 a
: |
A 1
Fig. 89.
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La iegire din placd raza merge dupé directia CD, care se determind prin
conditia:
sinf

iny

w
=

Din aceste doud relafii rezull:
sin oo =sin v,
adicd, tinind seama cd « si v sint ascutite:
A=Y
Déci, prin trecerea unei raze luminoase printr-o placd cu fete paralele,
ea nu-si schimba directia.

80. Aplicatii in. topograiie. in numeroase probleme practice trebuie
si se cunoascid distantele dintre anumite puncte de pe suprafata pdmin-
tului si unghiurile dintre directiile determinate de cite doua din aceste puncte.

Masurarea directd a acestor distante si unghiuri este dificila si, in unele ca-
zuri imposibila. Folosind insad unele cunostinte cipitate la rezolvarea triun-
chiurilor, o astfel de problemd se reduce la masurarea pe teren a distantei
dintre dou# puncte i a unghiurilor dintre anumite directii; celelalte distante
si unghiuri se determind prin calcul.

Distantele pe teren se misoari, de obicei, cu lanful sau cu panglica, iar
unghiurile dintre doué diveclii cu grafometrul sau cu feodoliful. Pentru vizarea
obiectelor, teodolitul este previizut cu o luneti care se poate roti atit in pla-
nul orizontal cit si in planul vertical. In acest fel cu acest instrument se pot
misura unghiul dintre proiectiile orizontale a doud directii si unghiul dintre
o directie si proiectia sa pe planul orizontal.

Si ilustram acum cele spuse mai sus prin doud exemple simple.

1° Sd se delermine indllimea unui
turn wvertical, in ipoteza cd porfi unea
de leren din vecindtalea bazei turnului

esfe situala tn planul orizontal.

Fie AB .inallimea turnului consi-
derat si 0’ un punct din planul ori-
zontal (fig. 90). Plasind statia in po-
zitial verticali 0'0, se vizeazd din O

punctul B — virful turnului. In acest

—_—
fel se¢ misoari unghiul COB=a for-
Fig. 90. mat de dreapla OB cu proieclia sa
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pe planul orizontal. Avind in
vedere i distanta A0 =h se
misoard pe teren, problema
se reduce de fapt la determi-
narea catetei BC a triunghiu-
lui dreptunghic BCO in care
se cunosc unghiul opus si
cealalla caletd. Asadar

CB=btga.

Dacd =00 este inilti- c o

mea instrumentului de ma- Fig. 91
1g. B

surat unghiurile, atunci inal{imea turnului se calculeazi cu ajutorul formulei:
AB=ACH+CB="Nh+b tg a.

2 St.i se delermine distan/a dinire doud puncte A si B sifuafe intr-o porfiune
de leren inaccesibild, ,
vPresupunem cd existd punctele C si D, coplanare cu A si B, din care
?:‘ Vagt;l1 acrf';ste puncte si astfel incit distanta dintre ele si poatd fi misurats
ig, . Fi ist: intr i i dsuri
fia. 0 ). Fie Jl/dlfiflnﬁ&ntle punctele C, D si a, 8, v, & misurile unghiurilor

~

A4DB, BDC, DCA, ACB respectiv. Din triunghiul ACD, in care se cunosc

latura CD 5i unghiurile adiacente, obl{inem:

Wi bsin (o +3) ,
sin (& +B +v)
iar din triunghiul BCD:

BC— bsin 3 .
sin (B+vy+8)
.Tn a:cest fel in triunghiul ABC se cunosc laturile AC, BC si unghiul
cuprins intre ele; prin urmare se poate calcula latura A B. .

Exercitii

84 se rezolve irianghiurile dreptunghice In care se dau urmitoarele elemente;
a=627; B=23°3(r. -
. b=324,8; B=40°28",
. a=30,69; b=24,67.
b=20,18; c=28,93. ‘

b=320;

e te =

&

L3

SN |

g
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2

S4 se demonstreze cd Intr-un triunghi dreptunghic avem relatiile:

ta B4 1 __a+c
LR T
1 c+b
g ——+ tg2p= .
cos 2B & c—b

10.
11.
12.
13.

14.

16.

17.

18.

18.

20.

22.

AP l=5.
e te te

S4 se rezolve urmatoarele triunghiuri oarecare:

. a=14,5; B=40°40"; C=64"20".

a=11; b=8; C=42°40",

a=47, b=59; A=108".

a=345; b=384; ¢=113.

a=105; A=58° b+c=2186,5.

A=35°17"15""; B=62°43'30""; p=120.

S se demonstreze ca intr-un triunghi oarccare avem urmitoarele identitati:

S
2 p?

1 4B ¢
el fe— = — s
g2 g2 P
a4 B2+ 2=4S(ctg A+ctg BLctg Q).

asin (B—C)4-bsin (C— A)+c¢sin (A— B)=0.

A B L4
cos% — cos? — cos? —
2 2 p?
t—t—=L
a b ¢ abe

Sa se demonstreze cd triunghiul in care

—b)ct b2 . tg —
)
(p )cg2 F g2

este isoscel.

. S se calculeze lungimile laturilor unui paralelogram, stiind ci diagonala lui de lun-

gime ! formeazd cu laturile unghiurile o si .

{ntr-un friunghi oarecare ABC, indl{imea AD este laiatd de inaltimea CE in mijlo-
cul siu. Si se arate c¢d tangentele unghiurilor B si € ale triunghiului verilicd rclatia:

tg Blg C=2.

Si se calculeze unghiurile B si C In funclie de unghiul A.

. Se di un cerc cu centrul in O si un diametru AB al lui. Si se determine o coardd si

faci cu diametrul un unghi e« si sd fie impartit de cl in raportul m.

24.

ts

-

26.

30.

31.

32.

33.

5.

Si se calculeze Jungimile laturilor triunghiului ortic in funclic de taturile triunghiului
dat.

. 54 se caleuleze inlensitatea rezultantei a doud forfe concurente care fac intre ele un

unghi de 63°40 si au intensitilile F/y=174,44 N si Fa=240,10 N.
In planul P se duce dreapta (d) care face cu proiectia pe planul P a unci oblice (A)

m
unghiul 3 (0<:§< -T) Stiind ed dreapta (A) face cu planul P unghiul g, si sc afle

unghiul @ dintre dreptele (Jd) si (A).

. Unghiurile planc ale unui tricdru sint egale cu «, $, v. Si se determine unghiurile

diedre.

. Intr-o piramida patrulateri regulald, unghiul diedrn de la bazi este egal cu . Prin

muchia acestui diedru se duce un plan eare formeazi cu planul bazei unghiul B. 83 se
determine aria sectiunii dacd latura hazei este a.

. Intr-o piramidi patrulaterali regulatd este inscrisi o sferd de razi . Si se delermine

aria laterali a piramidei, dacd unghiul diedru dintre fefele laterale este egal cu a.

Sa se alle aria totald a unui con a cirui generatoare G este inclinali pe planul bazei
cu un unghi e.

Pentru a calcula distan{a dintre doud puncle A si B inlre care se alli un obstacol,

T

se alege punctul C din care se vid punclele A si B. Distantele AC, CB si unghiul ACB
—

se pot masura. Sa se calculeze distania A B, dacd AC=320m, CE=100 m si ACB=
=110°21".

Pentru a determina lifimea unui riu intre doud puncte A si B, pe prelungirea seg-

mentului BA se alege punctul M din care se vede A. Dupi aceea se alege punctul
N T

accesibil N. Stiind ¢d AM=50 m, MN=36 m, BMN=74°2y" si BNM=80°3%’, si

se calenleze distanta AB.

Pentru a determina distanta dintre doud puncte C s D, care nu se vad unul din celi-
lalt, se alege pe teren dreapta DN si pe aceast dreaptd punclele A si B din care este

vizibil punctul C. Dupa aceea se misoard distanfele DA= 836 m, A B=513 m si un-
TR e
ghiurile DAC=54°16"5i DBC=38°43". 54 se determine distania dintre puncteie CsiD,

. Pentru a determina distanla dintre doud puncte inaccesibile A si B. se misoard dis-

P SRy — T
tanta CD=245 m si unghiurile ACD=32°14", BCD =482y, ADC=62°7", BDC=
=81°17". 53 se calculeze distanta dintre punctele 4 si B.

Punctele A, B, ¢ formeazd pe teren un triunghi echilateral cu latura ¢=2,5 km.
TR

54 se ealculeze distanta de la punctul M, situat in interiorul unghiului A BC, pini la
punctele considerale dacd din punctul M latura AB se vede sub unghiul ¢=22°12",
iar latura BC se vede sub unghiul f=10°28 .

Ind. Se aplica teorema sinunsurilor in triunghiurile ABM, BCM si se determina un-
—
ghiul BCM.

13 — Trigonometrie anul II (secfia reald) ’ 173



Capilolul V1

Numere complexe sub forma

trigonometrica

§ 25. Reprezentarea geometrica
a numerelor complexe

81. Planul complex. Numerele de forma z=a iy, unde v st y sinl numecre
reale, iar 1—\/——1 si i2=—1 se numesc nrmere c'nrﬁple.'r'e.

Din aceastd definitie rezulti ed numerele complexe r-tiy cu y=1{ sint
numere reale. deci dacd notam cu R multimea numerelor reale si cu I omul-
timea numerclor complexe, avem R(CK.

Doud numere complexe xi-Hiyr si xa-biys sinl egale daci si numai daci
Ty=xz 81 Yr=1Y2.

Am viznt cum putem stabili o corespondentd biunivocid intre mullimea
numerelor reale si multimea punctelor unei drepte.! 53 araldm acum cum
putem stabili o corespondenld biunivocd intre mullimea numerelor complexe
«i multimea punctelor dintr-un plan.

IFie z—x iy un numir complex. Si considerdm un plan pe care sa-l
raportam la un sistem de doud axe ortogonzle Ox, Oy. Un punct M din acest
plan este determinat de coordonatele z si y si reciproc. Tinind seama
ci z=y--iy, rezultd ci exisid o coresponden{d biunivocd intre mulfimea nume-
relor complexe z st mulfimen punclelor M{a, y)din plan (fig. 92). Punctul M (z,y)
se numeste imaginea geomefricd a numzrului z. ifar z se numeste afirul
punctului M. Lungimea segmentului OM se numeste modulul numarului
complex z si se noteazd cu [z| sau p, iar unghiul orientat diutre axa Ox si
vectorul OM se numeste argumentul numarului complex si se noteazd cu
arg z sau cu ¢. Acest plan se numeste planul conplex.

—s _
Si considerim acum vectorul OM. Mirimile proiectiilor acestui vector
pe axele Or si Oy sint r, respectiv y. De aiei rezultda ca avem o

1Ajgebra, anul | liceu.
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corespondenta  biunivoca intre
mulfimea numerelor complexe si
muli{imea wvectorilor din plan cu
originea O (fig. 93).

82. Forma trigonometried a nu-
mirului complex. Daca notim cu A
proieclia punctului M pe axa Oz,
din triunghiul dreptunghic OAM
deducenu:

]

cos go==ff-, sin :p::‘?. (1)
[¢]

de unde rezulta:
T=p€oS @  Y=psin o

Cu aceste valori ale lui x si y,
numirul complex =z se scrie sub
forma

z=p (cos o+i sin o).

Aceastd formda a numarului
complex se numeste forma {rigono-
melricd « numdrulut compler.

Din relatiile (1) deducen:
tgo= 1.
T
De asememnea, din lriunghiul
dreptunghic AOM deducem:
OM2=0A2-{-AM?,
adici:

| 2] ==\ 42
Numirul complex x—iy se
numeste conjugatul numarului
z=r-iy si se noteazd cu Z. Din
definitia modulului si argumentu-
lui unni numir complex rezulla
(lig. 94):

|-z'—| =z, arg z2--2% - arg z

o

¥
Mtx.yl
i
I
1
i
I
el Vi i i
[/ My
Fig. 92,
¥ b

Fig. 23.

Mz}

Miz)

Fig. 94.



Imaginea geomelricd a numirului z este simelricid fald de axa Oz a
imaginii geomelrice a numarului z.

Numirul complex z==z-iy esle nul daca, si numai daca, x=y-=0. De
aici rezulld e daca z=0, atunci |z|=0 si reciproe.

Tinind scama de periodicitalea funcliilor trigonometrice. rezulti ca
doui numere complexe z;=pg; (cos giisin gi1) $i z2=ps (cos @2--15in ps)
sint egale dach i numai dacd pr=pz 3t o1 =q2+-2kn (k=7).

Sa scricm acum sub forma trigonomelricia citevi numere com plexe,

Exemple

1) Fie numarul complex =1 —i. [maginea geomelricd a acestui numir
este punctul M1, —1) silval in cadranul 1V (fig. 95, ¢). Avem:

tg g1=—1
o s = G 7
si linind secama ca My=cadran TV, rezulld ¢ ¢1= —. De asemenea, avem
4

p1= \/E, deci:

(1,3

7N

r

b et i i

M1 -1 w2

Fig. 95.
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2) Sa scriem sub forma trigonometricd numérul complex zg=1+i\/§
Imaginea geometricd a acestui numir este punctul Ma(1, V3) situat in cadra-
nul I (fig. 93, b). Avem g q)3=\/3 si avind in vedere cd Mzecadran I, de-

ducem (ps=1;-. Dé asemenea, avem p:=2 i deci:
T .. T
72 =2|c0s — -}~i sin — }-
(coeF 410 5)
3) Imaginea geometricd a numdirului zz3=2i este punctul My (0,2) situat
pe axa Oy, adicd ga= -;— (fig. 95, ¢). De asemenea, avemn ps=2 si deci:
T g e TE
z;—2(cos — -1 sin— |-
’ ( 2" 2)

4) Fie numdrul complex zs=sin a«—i cos a.

Avem:
. T . T
sin a=cos| ——e |; cos g=sin -m—oc);
2 2
adica:

9

s - ™
2y=008 | ——ot|]—i sinf| — —a
e b G
Dar: cos(f—a)=cos(u—-— E) si sin (E—a)=-—sin(a—-f), deci
2 2 2 2

v By T
Z4=C05(cx—- g)"l"l Sm(a_' E) ;
Rezulta:

|zg| =1, arg z =o:—§

5) Sa scriem sub forma trigonometricd numérul complex zs=1—cos a4+
+isin & (0<a<2w). Aven:

. o . PR 4 o
1—cos a=2sin? —, sina==2sin — cos —,
2 2 2

deci

25=2sin> sinZ 4 i cos ix—)-
2 2 2

- 1 n o o . ™ o
Dar sin —=cos8[ —==—]10c08 — =SID|—=——>»
2 2 2 2 2 2
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de unde deducemn:

R N - . . o . AT /
Avind in vedere ca Osror.é_zn_,rezulta 0 — <m si deci sin — >0.
2 2
De aici rezultd ca:
e T
[z5] =2 sin — . arg zz:= .
2

§ 26. Operatii cu numere complexe

83. Adunarea si sciderea numerelor complexe. SAa considerim acum
doud numere complexe zy=xi+4-iyh, Te=T2-4iy2.
Avem:
s1fze=x1 +az+1 (Y1 +ye).
De aici rezultd ca:
1 t-ce =241,
(z1+22) + 2o =1 +(22+23),
adici adunarea numerelor complexe este o operalie comutativd si asccia-
tiva.
Pentru a da o interpretare geomelricd a adunirii numerelor complexe,
sa consideram punctele M(z1, y1) si Ma(xz, ye), ale ciror aflixe sint nume-
— —
rele complexe zi, respectiv z; ¢i vectorii OM,y si OMz. Notind cu M punc-
tul care impreund cu 0, M; si M: formeazd un paralelogram (fig. 96), de-
ducem ca:

— — —3
OM =0M,+0Ma..

oy
De aici rezultd cd vectorul OM are ca proiectii pe axele de coordonate
numerele x1 422, respectiv yi-+y2, deci punctul M are coordonatele ri+2z,
y1+y2. Rezultd cad afixul punctului M este numiarul complex zi+ze.
Asadar corespondenia biunivocd stabilita intre mulfimea numerelor
complexe si multiinea vectorilor din plan se bucurd de urmitoarea proprie-
tale importanta:
- . s ok,
Daci numerelor complexe 2, z: le corespund respectiv vectorii OMy,

— . 5 - . pm—
OM,, atuneci sumei z14-z0 ii corespunde veclorul suma OM,-+0Ma.

Q astfel de corespondenti biunivocd se numeste izomorfism. iar despre
multimea numerelor complexe si multimea vectorilor din plan se spune ca
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yh
> il
Wizl L 121}
,f
P
rd
’/ rd
Mz M2y -2;)
-x 0]
0
Fig. 96. Fig. 97.

sint izomorfe. Se poate arvdta cd in acest caz orice proprietate a sumet vecto-
rilor este, de asemenea, nropriefate a sumtei numerelor complexe (de exemplu
comutativitatea si asociativitatea mentionate mai sus).

Din tl'iunghiui‘ OM M deducem:

OM <OM.+M M
sau, tinind seama ci MM =0M,, OM <OM:4+0M..
Bar
Oﬂj’:]zl-{—zﬂ, 0M1:|21l, Oﬂ/.Iz:!Z?L
deci
|71 422| < |21 ]+ |22 ]. (1
De asemenea, dacdi consideram numerele complexe 21 §i z, avem:
21—y =I1—X2 —I—i(y". —-yg).
. =3 === § e ek
Intre vectorii OM,, OMz si M.M, avem relatia (fig. 97):
ety —_— sl
OM:+M:M;=0M,,
de unde rezulta:

—_— ——p =y
MM, =0M; —0Mo,,

e———
deci vectorul M:M, are ca proieclii pe axele de coordonate numerele rj—2a2
. A - =t B - - .
si n—y2. Ducind prin O vectorul OM =M:M,, rezulta ca ligura OM.M M
este un paralelogram si A este tocmai imaginea geometricd a nuiadrului
complex 23—z,
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84. Produsul numerelor complexe. Produsul numerelor complexe z; si z3
se face dupd regula de inmulfire a polinoamelor, inlocuind pe i? cu —1, adica:

2172 =T1xa—Y1Ye Fi(T1yz +-2y1).

De aici rezultd ca:

Z1Zz =271,
(£122) 73 =721(2223),
21(22 -I'-Z.}) =122 -f*Z]Za,

adici inmultirea numerelor complexe este comutativa, asociativa si distri-
butivad fatd de adunarea numerelor complexe,

Sa considerim acum numerele complexe:
z1=p1 (cos @1-+i sin 1), z2=pz (c0S @a-+isin @s).

Ficind produsul acestor douid nuinere, oblinem:
z1z3==p1p2[COS @1 €OS Fa—sin @1 sin gz—+i (sin @1 cos ga+sin g2 cos @i)]
sau tinind seama de formulele de adunare a unghiurilor
n17e =p1pz[cos (@1 -+-2)4isin (@1-+o2)],
adica
[z1ze] = |z1] |z2|; arg (ziz2)=arg z;farg z. (2)

Deci, modulul produsului « doud numere complere este egal cu produsul
modulelor, iar argumentul produsului esle egal cu suma argumentelor.

S& demonstrdm prin inductie completd c¢d produsul a n numere com-
plexe z1. z2, ..., z, este dat de formula:

122 ... Zn=p1p2 ... pn[COS (p1-F Q2+t ... +@a)+
+isin (1424 ... +ou)l, 3)

unde am notat
pk=1'zk|, Pr=arg I (k"—‘l, 20 H).
Aceastd formuld este adevidratd pentru n=2. Si presupunem ca for-
mula (3) este adeviarata pentru n=p si sé calculim produsul numerelor com-
plexe z1, 72, « - . ZpZp41. 1N acest caz, notindz=121ze ... 75, avem |z|=p1 p2... pp.

arg z=o1+¢2+ ... + 9, Cu aceastd notatie produsul numerelor z;, z2... .,
Zp41 S€ Scrie:

2122 . . - IpIlpp1=1IIlps1
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si {inind seama de formula (2), rezulta:

|n1za . .o zppa]=2]|2p41, arg (2122 . . . 2pp1) =arg z-4arg z,,1,

adica:

2122 .« Zpya| =pipz .oy ppar, AT (a2 oL ) =1 Qe . .. F @yt

s1 deci formula (3) este demonstrati.

Pentru a da o interpretare geometrica inmultirii numerelor complexe, si
consideram punctele Mi(x1, y1), Mz (r2, y2) si E (1, 0). Pe segmentul OM,
se construieste triunghiul QMM direct asemenea triunghiului OEMl.(fig. 98).
Din aseminarea acestor triunghiuri rezulti:

T
BM _OM  sLoM-—-EoN.
oM, OFE;
Dar
OE::-I, OM1=91, Oﬂh:pz
- T
EOM1iq31, EOMzT-'sz‘
deci

—
OM =p1p:, EOM=¢1+9,

de unde rezultd cd punctul M este imaginea geometricd a numarului com-
plex 71z

S4 aplicim acum. aceste rezultate la un exemplu.

Sd se determine produsul numerelor complexe

™ P T
2y =008 — -}isin —.
2k 2k

unde ¥
k=0, 1,..., n, !
§ |
5 ™
Avem |zp|=1 si arg z;= o
k
'M/Irzzj
deci notind: i |
1
it Mz (z2)
Z=22021 « » « In, y wi2:)
avein e
0 £l
IZ’=IZUI I:1|... Z”L‘—l Fig. 98.
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si

™

™ ki
arg z=arg z,4-arg o+ ... +arg zm=n- 5+2—2 4. .. -g—wn-

Dar
1
1 1 1 2n+1 2n+1_1
1+4—4= 4 ... +t=—= L= %
2 22 2n 1 " an
2
deci:
m(2n+1—1)
arg z—= oa ’

Rezulta ca:

(2n+1—-1)
S_—.

2 n

. L (2eti-_)m
-1 5111(__..,)...... .
211

=0 :

85. Tmpirtirea numerelor complexe. Fie acum numerele complexe z
si zo# 0. Pentru a imparti numarul z; la z, trebuie si determindm un numér
complex z==x+iy astfel incit:

Z) =2Z2Z.

Inmultind aceastd egalitate membru cu membru eu Z;, obfinem:

2173 = 22727,

Dar z.72==|z2|? si tinind seama ci 2:#0, adicd |z2|+#0, deducem:

2179
N |z2]2
sau:
s (x1+iy1) (ve—iys) ;
x3+ y3
adica:

n_mttige | Ti—Tbe
7 a3+u3 x3+ 3
Dacd cele doud numere sint scrise sub forma trigonometric
z1=p1 (cos @i1-+isin @1), zz=p2 (cos @z-+i sin ), aceastd formuld devine:
kS s
2 =2 [cos (@1 —p2)-+i sin (p1—g2)],
e2

o

deci:

z
=L arg 2 —arg z1—arg 2.
|z2l 7
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Ca si in cazul ioterpretarii y
geometrice a inmullirii numerelor
complexe, sd considerim punclele
My, Mo st Il sid construim triun-
ghiul GM M direct asemenea cu
triunghiul OM:I  (fig. 99). Din Wil ~me Stz

asemanarea triunghiurilor rezulta:

oM OM To Tt Saas
— =y MOM, =EO0M,,
OE  OM, ! 2 \/tfzfzzi
o X
n Em
par Fig. 99.
OE:I, Oﬂfl=pt, Ol\-fzng,
T e
EOM1=?I, EOM;'::CPg,
deci

—
OM =2, EOM = q,—-ps.

P2
De aici rezulld ci punctul M este imaginea geometrici a numirului
z
complex 2.

)

86. Puterea numerelor complexe. Si luim acum in formula (3)
Pr=p2=...=p=p PI=9:= ... =u=09.

Cu aceasta oblinein:

Zn=p7 (cos ne-+isin we),

“)
adici:
|z0| =|z|», arg (z#)=n arg z.
Dar, pe de alti parte:
zn=g" (cos @i sin ¢)*
si formula (1) devine:
(cos @i sing)"=cos ne+i sin ne. (5)

Aceasta este [ormula lui Moivre.!

1A. Moivre, matematician [rancez (1667 — 1754).
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Si demonstrim ci formula lui Moivre este adevarati si dack n este
un numir iatreg negativ. Intr-adevir, daci n=-—p unde p>>0, atunci
avem:

1

cos @--isin @)= —m—— .
( P (P) (cos p+ising)p

Dar, tinind seama ci p este un numdr natural, putem aplica formula (3)
si deci:
1

cos dsin o)t =——————
( qJ_f’ @) cos ppi sin pp

sau amplificind fraclia din membrul doi cu conjugatul numitorului:
{cos @ -+isin @)"=cos pe—1sin po.

Dar cos pe—i sin pp=cos (—pp)+isin (—p9) si avind in vedere cd —p=n,
rezulta:

(cos @ +i sing)?=cos ne-+isin neg.

Vom da acum un exemplu in care si aplicam formula lui Moivre.

Ezemplu
Sd se calculeze expresia IE=( \/g—i)s(_l +i \/5)11. Dacd notdm
. y 2
71 = \/3——i, ze=—1-1 '\/3, avem |z1|=2, arg zjm-l—:-ji v |z2]=2, arg 2 = —;
deci:

11 PRI & | 21 .. 2
7, =2 cos—n+151n-—l).zzz2 cos—ﬂr+lsm—It .
6 6 3 3

Aplicind formula lui- Moivre, rezulta:

: 44 . . 44 .22 L. 22
z';=2B cos—--—-’-'—+lsm—7t ’ :121=211 cos-f-+lsm —-1),
3 3 '8 3

de unde:
E=21(cos 22m +1i sin 227) =212,

Aplicatii
1° Dacé ir (4) luim ¢= 1;-. obtinem:
in=cos 2= 4 isin —. (5"

2 2
Pentru n=4m avem:

- nrwt . nm 5
cos ?=‘cos 2mm=1, 5m-2— =sin 2mn =0.
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Penlru n=4m-1 avem:

cos = = cos (Qmu -} E) =0, sin n—ﬂ=sin(2m T4 E)= 1
2 2 2 9

& -

Pentru n=4m-+-2 avem:
nw

€c0s —
2

. nr .
=cos(2mr+x)=—1, sin —;;1 =sin (Z2mm-+x)=0.

Pentru n=4dm-+3 avem:

nm 37 . nm . 3 3
c0s — =cos(2mn +—T)=O, sin — = sin (var +-—E)=w—,1.
2 2 2 2
Cu aceste valori, formula (5") ne di:
i4m=1, j4m+1:i, i4m+2=__1’ j4m+3_;_i’ (6)

unde m este un numir intreg.

2° Si presupunem acum c¢a n este un numdar natural si sd dezvoltim
membrul intii al egalititii (5) dupd formula binomului lui Newton. Obti-
nem:
(cos @i sin g)n=cos" @-+iCl cos*—' p sin o+

+i2C2 cos"—2 @ sin® o+ . .. =+i*C% sin g.

Avind in vedere formula (6). aceasta relajie se mai poate scrie:

(cos @i sin p)r=cos® p—C2 cos»—2 @ sin? g+

+C% cos*—4 g sin® o+ . .. +i (€] cosm—? @ sing—

—C3 cos"—3 psin? ¢+ C5 cos"8 g sin® g— ... ).
Cu aceasta, Torraula (5) ne da:

cos ng=cos® p—C2 cos*—2 g sin? ¢+C; cos"~1psin® o—. ..

sin ng=C} cos*—'¢ sin ¢—C3 cos?—2 o sin? p+CL cosm=55int p—. o (7)
De aici rezuila:

C} cosn—1gsin go-—C: cosn—3p sin® g+ C3 cosn—Sp sinfg—. ..

tgny=

cosn\p_cf‘. cosn—2g sin? o+ C‘:‘ cosn—dg sinig—. . .

sau impirfind si numiratorul si numitorul fracfiei din membrul al doilea
cos™ gt
1 3 5
Cr tgp—C> tgd o+ C, tghio—. .. I
tgng=—o> = = (7)
1-C2 tg2p+Chtglo—. ..
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De asemenea, din formulele (7) rezulta:

ctgng—C2 ctgn—2p+Chctgrtp_...

ctgne=
CLetgn1g—C3ctgn—vo+C3 ctgn-3g...
Formulele (7), (7°), si (7") ne dau funcfiile {rigonometrice ale unghiului ne
in funcfie de funcliile trigonometrice ale unghivlui o.
De exemplu, si determindm funclijle trigonometrice ale unghiului 5¢.
Din formulele (7), (7") si (7”) deducem:
sin D =5 cos? o sin ¢—10 cos? ¢ sin? g+sins g,
cos dp=cos® ¢—-10 cos* @ sin? ¢4-5 cos o sin? g,

- Stge—10tg'e+taig

tgdo =
g 1—-10tg2p5tgde
= 5 p— a3 o
Ctgarp:dg p— 10ctg3 ¢ +5ctz g .

Setglo—10ctgio+1

87. Ridicina de ordinul n dintr-un numir eomplex. Si considerim acum
numirul complex z=g(cos p-+isin ¢) si si determindm ridicina de ordinul
n a lui. Pentro aceasta vom nota:

'i!/p (cos g-+isin g)=r (cos 0+4i sin 0).

Ridicind aceastd egalitate la puterea n si {inind seama de formula (4),
oblinem:

¢ (cos @-isin @)=rn(cos nf i sin n#).
Numerele complexe din cei doi membri fiind egale, deducemn:
rt =g, nl==942kr,

adica:

/7 (cos o+isin g)=p (cos 2k7=+q>+isin2k.-.+¢;).
n

n

Daci notin:
1

2kn4+ Cooa o 2km
Ek=pn(cos ? 4 isin == q°).

n n

1
1 pn reprezinta radidcina aritmetica.
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atunci avem:

1
n , 2L g g 2Rt
Ense=p [cos(iz +J)+ i sm(‘i:+ :
n n
st tinind seama de periodicitatea functiilor trigonometrice, deducem:
. . ‘
E;H+lc:‘::k'

Deci oblinem valori distinele pentru radacinile de ordinul n al lui z
dind Jui & valorile 0, 1, ..., n—1.

Rezultid formula:

1

{‘/:’-_—p”(cosM-Hsing"'*_—"ii’)(k:OJ..., A— T3, (8)

n n

Cu notatia de mai sus, riadacinile de ordinul n ale numirnlui complex
zsint %, 21, ..., Ep—1. Avem

1
- _ ("
Bul= | Bl = o =1 Eaa=p",
deci imaginile ceometrice ale radicinilor de ordinul n ale numidrului : sint
siluate la aceeasi dislanld de originea axelor de coordonate, deci se alla pe

—

"

un cerc cu centrul in O si cu raza p

Argumentele numerelor &g, Ep---s En—t sint respectiv;

.- I (1) 5
® 2n [} 2(n: )T
R T St
n n n n n
De aici rezultd ¢d dacd nolam cu y
M, M,, ..., M,_; imaginile geome- i
1 ¥ £ - —_—
trice ale punctelor £y, % .. .. S sty
alunci (fig. 100): »
P e 1
MoOM, =M OM:s = .. .= i
te | e Ho
= ﬂ’],! 72().,\’?,, = A"’,,,, 50“10 —. | X
n g i
Mgy
Dect imaginile ceometrice ale
radacinilor de ordinul n ale nu-
marului complex z lormeaza un
poligon regulal  inscris in cercul
1
s Fig. 100.
.

O cu raza |z|
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In particular, si determinim ridicinile de ordinul n ale numerclor 1}
si —1. Aver:

1 =:cos 041 sin 0, deci:
o 2k . . 25k
Vl:cos—ﬂ-+l sin —=
n n

(k=0,1,..., n—1).
De asemenea, avem:
—1=cos ®i ¢in m,
deci:
2k 4 1 R -1 N |
2 _1=COSM+1 Sn](_._m:t_)E
n

It
2 T S,

Riadicinile de ordinul n ale numirului 1 se numesc rdddcinile de ordinul
n ale unildfii. Si demonstrim urmitoarea proprietate a acestor radacini:
orice putere intreagd a unei rdddcini de ordinul n a unitdfii esle o rdddcindg de
ordinul n a unitdalii.
intr-adevir dacid notam

2kn 2kw
W= cos 25 ] @i ST (=01, . ¢ , H—1);
n n
atunci avem:
2kpr s 13
= CO0S pr-}-xsmzp“-
I yi]

Notind cu ki restul fmpértirii numarului kp la n, putem scrie:
kp=mn-+Fk,

unde 0<k €n—1, deci:

2k, 2k,
PT __ om= - .1 .
n n
adica:
2k . . 2k
wf = cos e i sint s

n

Rezultd wf =, relatie care demonstreazd proprietatea enuntata.

Sa aplicim formula de extragere a rddicinii dintr-un numir complex
la citeva cazuri particulare.
Exemple

1) Sa se calcuie:e'z\‘/l +iys
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Avem

deci:

VI—H\;%:{‘/B cos——.—w—{-i sin

1+i'\/§:2(cos§+isin %),

(k=0,1,2,3).

Cele patru radacini sint:

3 /14

2) Sa se calculeze L

Avem:

. B ™ i L, T pr o T .o Tm
I+I:\/_)(cos—4—+z smz), ]—zzv\/f((‘OS?-i—an—‘i)r

deci:

Rezulla:

Cele trei

b o T -——3—)—]-1 sin -—EZ)-—coa—-{-z sinZ .
1—i 2 2 2

B 2Rr:+~ 2k + =
Iti= o 2 4 sin——= (k=0, 1, 2).
1—i 3 3

radicini cautate sint deci:

‘/....
-—COS-— i .Slll——__
g & 6 2

5 . . bm -\,f
: §1=cos—ﬂ+1 sin = _ V3 4
6 6 2

[ - S

3x
2= (08 —
¢ 2

189



88, Ecuatii binome, O ecualiec de lTorma:
20 4 =0, )
aide a este un numir complex, se numesle ecuafie binomd,
Peulru a rezolva o astfel de ecualie vom scrie numarul —a sub forma
Lrigonotelrica:
—tt =g(cos p-isin ).
Cu accasla ecualia (9) devine:
20 =p(cos 4 -Fi sin @),

de unde rezulta:

1
N 2k . . Rkm+p
z=p”(cns L) —+1 sin +}')(.l«::{}, 1, ..., n—1).
n n
Deci cele n ridicini ale ecuatiei (9) sint:
1
I 2w+ . 2kw4
Te= g ”(cos cdin T ql—)(k:[)‘], coea —1),
n n

unde:
p=|—al, o=arg (—u).

Sa rezolvam acuin citeva ccuatii binome.
Exemple v
1) Sé se rezolve ecualia:

(23 hgb 4145 § =0,

Aceastd ecualie se poale scrie sub forma:

il 1451
s e
2—3i
sau-
f=1]—1.
R— = N an
Tinind seama cid 1—i x\/Q (cos o4 sin '—), ecualia datd devine:
4 4

R E - 0w WA
#=\2 [cos = +i sin =
4 4

de unde deducem ¢i radacinile ecualiei sint:

T 7
Shasig— 2k 4+ —
4 E

A e sooe o | B, o 5).
5 + 1 sin —— (k )

= 1\2/5 (cos
\
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n—

B ea—

1

1+iz)4_ 14-ai

1—iz 1—ai

2) 54 se rezolve evua!ia:(

unde « este un numdér real pozitiv.

Notind p=4/1-+a2, p=arctg a, deducem:

1 +ai=p(cos ¢+isin @),
| —ai =p[cos(—q) +i sin(—g)].

1+ai
1—ai

deci: =co0s 201 sin 2¢,
1z

§i ecuatia datd se scrie: (1
el 4

)Al =cos 2@ 41 sin 2q,

de unde deducem:
k=49

1—i%

14z i kn+o (k=0, 1, 2, 3).

-1 8in

De aici obtinem: .

k=
sin k‘r:-2+~q> +(f—-—cus -HE)

2
s )
kn+ km+
1+4cos 2 +1 sin b
Dar:
“ o oy R ke + " o kTt
1— cos i =2 sin? —mj—-ﬂ, 1-}-cos P —2 cos® L.
z 4 2
e i ok k=
sin!' ? =2 sin Mcos i g
4
deci:
; k= kr kn
2 sin 2y cos _’:..'I.'.?i. i sin ﬂ)
4 4
== ]
k ke + km+
2 cos (cos IR i si —‘—@)
4
adici: i

=—-tg}m—:'-°;()‘:=-—-0, 1, 2, 3)

Cele patru radicini ale ecualiei date sint deci:

~tg @, n=tg(Z+2), n=tg(& 2).2=t,, i ;-e)
Zi tg4,2 5(4+455 :4+4 a=ty -}-4
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|

1ig
2 zy=tg ‘-:i' Zy== ———= Iy ==—clg
1ty o tg = +1

L b
-~
o
|
I
-

i Q@
- |8

Exercitgii
1. Si se scrie sub formd trigonomeiried numerele complexe:

@) —1—0; B) V3—i; OVZ-iV2 @) 44 cos a—isina.

[

. 84 se facd vnrodusul urmitoarelor numere complexe, scriindu-le sub forma trigono-
metrica:

5= V3+i, n=2-2i, n=—1—i V3.
3. Sa se calculzze expresia:

{(V3—i) (sin a—1i cos &)
(—1+41)sin w.-+1 cos &)

4. Si se determine modulele i argumentele urmditoarelor numere complexe:

7= (1—iy3)% 22*\/(?'*“')‘23:6‘/%‘ L

1+itga)n 147 tg ne
5. S4 sc arate ca: {_+ g ) = g .
1—itga 1—itg no
6. Si sc calcuieze suma;
T 2n nn
o3 -‘—1- cos I cos —
e
2 92 on

7. Si se demonstreze formula:
nx  (n+1z
cos —sin ———
2 2

sin 4sin 2z+ + + - 4sin nz= .
T
sin —
2

§. 54 se calculeze urmitorii radicali:

a) ‘Vl_—z\/3—, b) {'/1+i; ) ':Vl-—-i-—cos Qo +isin 2

T
(0<u< -")'
2

9. Sa se rezolve urmadtoarele ecuatii binome:

a) 23—27=0; b) 44625=0;
€y B—i=0; d) (2—i)F—-F—i=0,

10. S3 se rezolve ecualia:

82744920,

Probleme recapitulative

1. Si se arate ca:

21
§ n_ cos® ka—cos? (;-—ka)

[
#—lm
2

T
km1 COS ka+ cos (E 4 ka)

3
Ind. T~, termenu! de rangul k al sumei precedente, este egal cu 7 .

2. S4 se determine constantele a, b, ¢ astfel ca expresia E=a sin x cos x (tg a4-clg x)+
+ b sin? © cos? x(tg? z+ctg? o)+ (c—2) sin? x cost x (tg? x+ctg? 2)+2(sin®  x-fcost 1)
sd nu depinda de x.

Ind. Notind sin2 2 a={, dupd transformari, se obiine:

1
E(t)=(c—2)— 5(b+2 ¢—1){+a+b+e, de unde: ¢=2, h=—3,

iar a este arbitrar.
3. Sd se demonstreze inegalitatea:

sin r—cos x

= 1.

1—sin x cos x|

20t
Ind. Cu ajutorul substitutiei sin x—cos x=?, inegalitatea devine T <1.
4. Si se arate i functia f(x)=cos ¢ x4 cos &, unde o este un numér irational, nu este

periodic.
Ind. Presupunind ci f(x) admite perioada T, pentru x=0 se obiine ecuatia cos a7+
+cos T'=2 care nu admite solufii dacd T>>0 si o este irational.

5. S se demonstreze cad functia:
f(x)=x—sinx

este strict monotona.

rp—x1 T+ 11
cos

: si dacd x>z, atunci

Ind. f(x)2— f(x1)=(x2—71)—2 sin

. ) Ta+1
2 sin 22 cos 5 <Xy =y,

6. Si se traseze graficul functiei:
f(x)=sin z|cos x|4-cos x|sin z|.
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Ind. Functia admite pericada 2 7 si

i
sin2x daci z= [0, 5],

3
—, 27:]

X 31‘:']
—sin 2x dacd x|, —
2]

ftx)= [ 0 daca x= {-;E, ’T]U[

V]

7. Sd se determine modulu! numérului complex:

oo (S oo T 2]

1+i
Ind. Notind T =z, obt{inem succesiv:

r=(1+2)1+2(1+2H ... (1+22" )=

= (=2+201+22% ... (14227

1—z

B ¢ e S & ki L € st WO 8 Bl 0 RN € il SO

1—z 1—z

n+1
s 1—z% ,

1—z

de unde

5
I (141), daed n=1,

1
(1-—- per )(1+1). dacd n>1.

8. S4 se stabileascd relatia:

cos ” 4r + ” 2n7 1
: cos — + ... +cos = ——
2n+1 2n+ 2n+1 2

Ind. Ecuatia binom# z2s+1 —1=0 are riddcinile

2k . 2wk
Tp=cos ——— i sin (k=0,1, ...,2 n),
2n+1 2n+1
2n 2n ek
far zp=0, de unde rezultdi ci suma partilor reale cos — este nuld.
}& 2 ,;, 2n+1
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| |
y
£
]

i
]
i
{
{

13*

. 2n ! dnk it 2n.2n 4 1.2x
Insi 05 == cos -CO0s
a3 eos 25 ( e il
(n—1) 2% 2.2n (n+1)2n n-.2n
+{ cos i, +cos )-I— . +(cos +cos ):
2n+1 2n--1 2n+41 2n+1
2n—1)=w 17
=1—2lcos —— + ... |cos .
2n+1 2n-+1

Mai departe se tine seama in ultima expresie de relatia:

[2n—(2k—1D]r k2w
Big tos—— (ks 25 vs » I
n--1 2n+1
9. Si se rerolve inecuatin:
asin & = geos 2, unde a=>0.
Ind. Daci 0<u<1, atunci asin 2> geos 2Ssin x<<cos x: dacd 1<, atunei
asin @ =.gcos {=Hsin x>>cos I.
10. S sc rezolve ecualia:
5ind z+sin® 2 2 4-sin33 x=(5in x-}-sin 2 x-|-sin 3 )%,
Ind. Cu ajutorul identitatii
(x+y+z)p—aB— Pt —B=3(x - y)(y+2)(z+ ),
ox

3x x
ecualia datd se scrie sub forma sin-; sin 2x sin '.)_COS:CCUSZT2—=O.

11. Si se rezolve ecualia:

(l—a2)cos 4 x—2(5—2a) cos 2 x+ D+ 13=0
si si se discute dupa valorile parametrului o.

Ind. Pentru ¢=1 ecuatia nu admite solutii; pentru g=£1 se obline ecuatia echivalenta

COS 2 x== care adinite solutii pentru
—
a2 1
— g_a+1<1, de unde ch( —00, — 2]

12. S3a se rezolve ecualia:
a?4-2 x cos(knx)+1=0. (keZ).

2

x
Ind. Ecuatia echivalentd cos(kmx)==—

Se obline solulia x=1 pentru k impar i x=—1 pentru k par.

13. Si se rezolve ecualia:

1
sind z cos r--sinx cos® r= o

admite solulii numai daca
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14. S4 se rezolve ecualia:

cos x+4cos 2 x4 ... 4COS N r=—

|-

Ind. Inmultind ambii membri ai ecuatiei cu 2 sinx si transformind produsele obti-

nute in sume, sau tinind seama de exercitiul 7 din cap. VI, se obline ecuatia echiva-
. 2n+1

lentd sin

2x
= =0 (rz£kx), de unde z=k

trar, nedivizibil eu 2 n41).
Pentru oricare din aceste valori ale lui k este deci valabila egalitatea

(k este un numdr intreg arbi-
2n+1

s k2m
cos ——
2 2n+1

15. S4 se rezolve sistemul:

1
= — E ,care constituie o generalizare a ex. 8.

1
2cosxrcos I y=a+t — -
a

2sinxsin3 y=1—a.

" . 1 . -
Ind. Fiinded |2cos xcos 3 y|<C2, iar |a + — | =2, sistemul poate sa aiba solutii
a

numai pentru |a|=1. Daci a=—1 sistemul ecste incompatlibil, daci a=1 se ob{in

solutiile z=(I+kjm, y=(l—k) g(!,kEZ).

18. 54 se arate cid dacd A, B, C sint unghiurile unui triunghi, atunci
cos A-+cos B+4ces C<a2.

Ind. Scriind sistemul sting sub forma:

B—-C

A
cos A+2sin 5 cos

si observind cid se poate considera: A <60°, prin majoriri succesive, se obtine inega-
litatea data.

17. Tiind dat un dreptunghi de dimensiuni a si b, si se construiasci un alt dreptunghi
de arie m?, astfel ca virfurile primului si fie situate pe laturile celui de-al doilea.
Ind. Notind cu « unghiul dintre dous laturi ale dreptunghiurilor considerate, se obtine
2(m%— ab)

sin 2=
a2+ p2

: s - a+h
Constructia este posibili pentru }Vab <m< —\75.#

18. O piramidd patrulaterd regulati cu latura bazei egald cu a si unghiul diedru de la
bazi egal cu 2« se sectioneazi cu planul bisector al diedrului de la bazi. Si se cal-
culeze aria sectiunii,

Ind. Se considerd planul determinat de virful piramidei si de mijloacele a doua laturi

. . 3 . . L sin? 2 & cos o
opuse ale baxei. Aria secliunii estc datd de relatia S=o2. __Tg__
sin® 3 &

19

20.

. Intr-un con se tnscrie un cilindru a cirui Inélfime este egald cu raza bazei conului.
53 se determine unghiul [ormat de axa conului cu generatoarea sa, dacdi raportul

3
dintre aria totald a cilindrului si aria bazei conului este egal cu L

Ind. Notind cu & unghiul cdutat, cu R raza bazei conului, iar cu r raza %avel eilindra-

r\r 3
lui, se obtine relatia 2 (H— }_{)I_{ = — care conduce la ecuatia 41g2x - 12tgu
+5=0.

. . 1
Solutia acceptabili este a=arctg E .
-+ -+ = Fa 3 > —F
54 se descompund o fortd F in doud componente Fy si Fp daca l_ - :;- si (Fg, F) =
g |

ol
- -
=2(Fy, F).

- —

Ind. Notind (I, FF)=a si folosind teorema sinusurilor, se obtine ecuatia
. . 2

3 sinlo—4 sing=0 cu solutia nebanali g=arccos — .

Mai departe, intensitatile fortelor F; si Fa sint date de soluiiile sistemului:
Fy _ 3
Fy 4 ?
Fi=I?1+F}—2FF) cos a,

1 3
adicd Fi=4)}, Fs=3 ), unde = E F, ? F.



Raspunsuri

Capitolul 1

b4 397 1 7 1, 47 n & bm . .
[.0)208,T6,c_) 1568 5 ‘2.(1)3, c) —0,5.5. 3.45“' 4. —4-| 3!'{5 6.a) 720° 4 w;
B - An |
) 225°, —+ 7.a) 36°%¢) 300°. 8. h) 97° 24, d) —148°59 . 9. 6,53 m. 10. 95,5°, 11. a) -5,
4
6)81':! 12, =10 wrad/s. 13. 404, 14. 9s. 15. dupd 12 min; 1 ord 24 min; 12(2n—1) min.
9

16. dupi 3 min; 27 min; 3(4 n—3) min.

Capitolul II

15 20 21 20 21
1.aq) 172=1524-8% sin o= — ete, 6.a)—» -——r —» —+ 7. 14 cm, 48 em. 8. 529 cm.
17 20 29 21 20
H) 60 T — _ -7 1—VF
o 2100 Lnnawasos Y3 o e V3, v3 1_":\_/5 13. _...‘/_
4 169 3 2 2 2

——

- _,,
w V3W2=1). o | Thi=3, AB=3 [CD|=1, CD=—1. 16 AB+BA=0, |ABI+
3

: d .
+|FA-!=4. 17. a) nu; b) nu; ¢) da, 18.d. 19 —-:-2—' 24. b) Ind. —500°=—2-360°4

42 2r 3 v 2
+220% d) ——%7—_-3—427:—?’-- 2.0 26 ~5VRo, S0 T 0 2 n-l —(@hD).

™
.

o
29, @) sin 38° ¢) sin(30°4a). 30. b) cos 89° d) cos (120“——2—)- 3. a) tg et

3
e tg (n—%)' 32, 1) cts(~ _E) 0 oty 33 @) 45° 30H44°30'=00% . ) T

b

) R_{-Ii}; ¢) R— ({—:—+k2} U (2kn)| 37. @) m b) m 38 a) pard; b) impard;
k3

¢) nici pard, nici impara; d) impard; e¢) nici pard, nici impard; f) parﬁ; 29, a) strict
cresciitoare; b) strict descrescitoare; ¢) nu. 40. a) y=[—13]; b) y=(L,7} ¢ ye[1,3].

i
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