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PROBLEME RECAPITULATIVE ] ”
DIN MATERIA CLASEI A 6-a PRI

(Notim eu asterisc pe cele pe care le considerim mai ’difi‘cile)

1. Dindu-se dreptunghiul ABCD (AB > BC) construim in interiorul
wiiu triunghiul echilateral EBC si in exteriorul sdu triunghiul echilateral
GAB. S# se demonstreze cd GE este congruentd cu diagonala dreptunghiului.

2*. In triunghiul ABC, 3 A = 60°, BB’ §i CC’ sint in&limi (B’ §i C’
sint respectiv pe AC i AB). Fie H ortocentrul triunghiului (punctul de inter-
noctie al indltimilor). Demonstrati ci:

a) Daci T este simetricul lui H fatd de AC, AHTC este echilateral.

b) Dacéa bisectoarea unghiului BHC taie cercul circumsecris triunghiului
ABCin Igi IB= IC, atunci ABIH si \CIH sint echilaterale.

3. Dacd ABCD este un paralelogram si daci inil{imea din 4 pe DC
onto congruentd cu cea dusd din- A pe BC, paralelogramul este romb.

4. Intr-un patrulater convex diagonalele sint §i bisectoare. Precizati
natura lui! (Cu ce fel de patrulater avem de-a face?)

b. Pe laturile AB, BC, CA ale unui triunghi ludm respectiv punctele
(", A’, B'. Demonstrati ci perimetrul triunghiului A’B’C’ este mai mi¢ decit
ool al triunghiului 4 BC.

6. In triunghiul ABC, unghiurile B §i C au mésurile de 70°, respectiv
(0", Fie BB’, CC’ indl{imi si BD bisectoare in triunghiul ABC. Si se deter-
mine misurile unghiurilor triunghiului determinat de dreptele BB', CC’, BD.

7. In triunghiul AOB din figura 0.1, care este isoscel (0A = OB), seg-
Imontele AC = CD = DB. Si se demonstreze ¢i unghiurile 0,, ¥0,, ¥ 0,
nu pot fi toate tre’ congruente intre ele.
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e T, T" punctele in care o tangentd comund exterioard ,atinge respectiv
ercurile. Linia centrelor QO taie a doua oardl cercurile in M g1 M’. Demon-
trati cd TMM'T’ este patrulater inscriptibil.

9. Cercurile de centre O respectiv O" si de diametre AA" §i AA” au
omune punctele 4 si B (fig. 0.2) Sa se demonstreze ca:

a) Punctele A’ B si A" sint coliniare.

b) Unghiurile triunghiurilor variabile A MN (unde M este pe cercul O
i M B taie a doua oard cercul O’ in V) au misuri constante.

10. Triunghiul 4 BC, inscris in cercul de centru O, are punctele B si C
xe 81 A descrie ,arcul mare®“ BC. Si se arate ci bisectoarea unghiului A

rece prmtr-un punct fix. Are vreo importanti faptul ci 4 descrie ,arcul
nare” sau putem formula o problemd analoagi privind ,arcul mic*?

11*. Dindu-se & puncte fixe, sd se ducd prin [iecare din ele cite o dreapté,
stfel incit aceste drepte sd formeze un patrat.

.12. In triunghiul ABC, I este centrul cercului inscris si dreapta A

1tersecteazd cercul circumscris triunghiului A BC a doua oard in L. Demon-
trati ¢d LI=LB=LC.

13. Dou# cercuri secante de centre O si O (fig. 0.3) se taie in A4 si B.
rin A §i B ducem dous drepte paralele care taie a doua oard cercurile
espectiv in M §i M' 5 N §i N'. Demonstrati ci MNN'M’ este paralelo-
Tam,

14. Se d& triunghiul isoscel ABC (AB = AC) si fic AH indltimea sa

in A si P un punct oarecare pe baza BC; perpendiculara din P pe bazd
ntilnegte dreptele AB gi AC respectiv in M si V. Se cere sd se arate ca:
a) triunghiul A MN este isoscel;

[ > D
b) A Hwe Y2 2',’.‘”

~. Sit so deducd de aici ¢cd suma MP 4 NP este
vonstanti eind P descrie segmentul BC';

o*) care este locul geometric al mijlocului segmentului MN, cind P
donorio segmentul BC.

16. Tn triunghiul ABC, A, este piciorul indltimii coborite din A pe
He yi ', B, C' sint mijloacele laturilor BC, AC, respectiv A B. Si se arate ci

L'IF("A, este un trapez isoscel. :

16. In triunghiul ABC, H este ortocentrul si 4’, B’, C’ sint mijloacele
Inturilor opuse respectiv virfurilor 4, B §i C. Dacd A, este mijlocul segmentului
HA, si se demonstreze cd:

a) I A,0°'A" = 90°;

b) patrulaterul A’B’A,C’ este inscriptibil.

17%. Cercul celor 9 puncte (cercul lui Euler)

I'olosind problemele 15 gi 16 s se demonstreze ci:

ilr-un triunghi, picioarele indltimilor, mijloacele laturilor i mijloacele
fopn utelor determinate de ortocentru si virfuri sint conciclice (se giisesc pe
un ae'logi cere).

180 Dacdl intr-un triunghi ABC, ¥ B = 60°, AB = 2BC, demonstrati
off triunghiul este dreptunghie.

19*%. Pe latura A B a triunghiului echilateral A BC se ia punctul E, astfel
molt 210 <= FEA. La fel, pe latura AC se ia punctul D astfel incit CD = 24D.
Demonntrati cit ITAFC = 90°, unde F este punctul de intilnire a segmentelor
no w EC

20. Si se construiascd un triunghi cunoscind lungimile a doud laturi
(AN yi AC) si lungimea inil{imii corespunzitoare laturii a treia (4A4°).

21**, In figura 0.4 patrulaterul ABCD este inscris in cercul dat,

LI\BC', AE = AD, CF || AB. CF = CD. Demonstrati ¢d DF | DE.
Fig. 0.4
28 Consbruiti un triunght ABC in care se cunose lungimea laturii BC,
manura unghivlui A4 i lungimea ind Himii BB'.
a0 5A se construiasca trivnghiul ABC in care se cunose: lungimea

il AC, o modianei A M gt mirimea unghiului A. Disoutie,




24. Pe laturile triunghiului ABC se construiesc: ,in afard trei triuns
ghiuri echilaterale: ‘A’BC, B’AC, C'AB. Demonstrafi ci:

a) BB =CC'= A4’;

b) cercurile circumscrise celor trei triunghiuri echilaterale au un punet
comun.

26*. Si se construiascd triunghiul ABC in care se cunosc lungimile
laturii BC si ale medianelor BB’ si CC'.

26. In triunghiul ABC se cunosc: lungimile laturii BC si ale indlis

~milor BB’ i CC’. Si se construiascd triunghiul.

27. S& se construiascd un triunghi cunoscind lungimile a doud laturi
si a medianei laturii a treia.

28*. Sd se construiascd un triunghi ABC cind se cunosc lungimile
indltimii, bisectoarei si medianei care pornesc din A (luate ca segmente),

29*. Doud cercuri (O) si (0’) sint tangente exterioare intr-un punct A,
Fie T'T' una din tangentele comune exterioare g§i M, M’ intersectiile celor
doud cercuri cu o dreaptd variabild ce trece prin 4. Sa se afle locul geometria
al punctului -P de intersectie a lui MT cu M'T'.

30. S& se construiascd un triunghi ABC in care se cunosc lungimile
indltimii BB’, a laturii BC si a razei cercului circumscris lui ABC.

31. Dindu-se trei semidrepte OX, OY si OZ (OZ interioard unghiulu
X0Y), fie M un punct pe OZ. S& se ducd prin M o dreapti care si intersectez
pe OX in A gi pe OY in B, astfel incit M si fie mijlocul segmentului 4 B.

32. Pe cercul circumseris triunghiului echilateral A BC se ia, pe arc
mic BC, punctul variabil M. Bisectoarea unghiului BMC taie coarda BC in T
Din T ducem TQ L MBsi TS L MC.(Q € MB,S € MC).

a) Demonstrati ci ATQS este echilateral;

#  b) Demonstrati c& punctele M, T, A sint coliniare.

CAPITOLUL 1

RELATII METRICE

INTRODUCERE

I woont manual vom prezenta, ca gi in cel pentru clasa a 6-a, teoreme de
geiimaetrie In plan. Stilul va fi acelagi.

I noont capitol urmirim sé demonstrim teoreme pe baza ciirora si
Fitsm ounlonla lungimile unor segmente §i mirimile unor unghiuri ce apar in
dilueito sonmtructii geometrice. Astfel ni se va deschide gi perspectiva, de
Seusipti, o n demonstra congruenta a doui segmente calculind ]ungimil(: lor
# snstatingd off acestea sint egale. Bineinteles cX, datoriti scopului descris
matxnua, vor I multe probleme in care concluzia va fi pincompletd®, de tipul
pd H " (Incare in loc de punctele de suspensie urmeazi s punem, abia la
#iligitul wau In cursul rationamentului, expresia corespunzitoare). ’

TEOREMA LUl THALES

W paraleli la una din laturile unui triunghi determini pe celelalte doud

turt sogmente prup«»l’li"»l!t.‘i('.

Fig. 1.1

Concluzia .
AD AE
= .
. AB AC
Domonutratin o vom face deocamdati, in acest paragral, numai in cazul
s wnal din cele doudt rapoarte este un numir rational.

Ipotezn:

D e



AD
AB
in 7 parti congruente prin punctele Dy, Dy, ..., Dg. Vom avea deci 4Dy
= D\D,=...= DDy = DyB. S& ducem prin punctele D,, ..., D; paralele
BC; ele vor tiia latura AC respectiv in E,, ..., Eg. Deci, in figura 1.2, vom ay
D.\E, | D,E, || ... | DE; || BC. :

)
Sd presupunem, de exemplu, ci - Sd Impdrfim segmentul 4

B/ \Eé’.
BA AL

Aplicind\teorem; asupra liniei mijlocii in triunghiul AD,FE,, precum
in trapezele D,E,E,D,, D,E,E.D,,..., DJEF.Ds, D;ECB, obtinem AE;
= E1E2 St == E5E6 - .EGC-

|

" % o AD., 2 AD . o
S& observim acum cd -2 = e deci AD,= AD, adicd D =
5 T S g Al
Deducem acum ¢d E = E, si, in sfirgit, este vizibil c& ok

Observajia 1. La fel se dovedeste ¢, in notatiile figurii 1.2, ave
DB EC

AB AC
e 5o g " . R s . . AD
Imp#rind relatia din concluzia teoremei cu cea scrisd aici, obtinem si 5533—
AE Y B, : y e 4
et Deci, oricum am scrie concluzia teoremei lui Thales (determi

segmente proportionale), obtinem un enunt adevirat.
Observajic. 2. Lungimea unui segment depinde de unitatea de misu

aleasd pentru segmente, in schimb citul lungimilor a doud segmente nu d

pinde Acest cit se numegte, dupd cum s-a invitat la Aritmetica, gi ,,raport
ungimilor celor doud segmente®. Este unul din primele locuri in care notiun
de raport, ,spune ceva® in Matematica.

Fie D un punct pe latura 4 B a unui triunghi 4
in care AB = 5 em, BC = 8 em si AC = 10 om (fig. 1.3). Se stie cd AD
= 2 cm. Prin D ducem o paraleld la BC care taie AC in K. S4 se calcule
lungimile ‘segmentelor AE, £C.

et
b ied

Lpvitogn

"‘ = ’I' lf(,' = 8' AC - 107 AD == 2.
DE || BC

Concluzia
AE =00 EC= ... .

Hesolvare®, Triunghiul despre care este vorba existy deoarece
B0 210 <84 5 Teorema lui Thales dg i g dests Zim 2
o T 5 10

A6 wilde obfinem AR — 4 §1 apoi EC = AC — AE

= 6. Deci concluzi
Bpleta onto: Al = 4, EC = i

Ohsorvafie, Dacd seriam teorema lui Thales sub forma A2 _ 4E

BB TN
REIBL notind AE = 2, deci EC — 10 — x, obtineam = = & si, rezol
Vil getifin, plsim x == 4 etc. IR L

2. P.e laturile unui unghi cu virful in 0 se dau punc-
D (fzg._ I.4). S& se precizeze pozitia punctului M de
Wsae (e 0 droptelor 4C $i BD calculind raportul e

Mo

le A, 1 ovoupoctiv ¢,

T . Y k)t .o o d t L
Howilvare, Pentru a putea aplica teorema lui Thales, si ducem prin 4

AL [n 22D gi sd notim cu X ul i i '
Hinln Ji 8 )¢ punctul in care ea intersecteazi
AN | D) (g 15). AR

= ol Lungimea

sepimentulul OX oste ines neounoscutd, dar teorema lui Thales in AQBD

S [) X BA
tEIT ol I \ il . \ ]
i nmm - es * de 0 L ¢o! i 1td
g > cum este ugor de obtinut concluzia doriti
fpttaga Hhnd formath din ligura 1.4): a4, e patid
M DC  BO
" \ il z \ ! i i
W wete tol o demonstragie, dar nu ,demonstrim® ol prezolvam® o problemi




Putem trece acum la demonstrafia teoremer (ut 1hales In cazul gener Py, 1 N Zf\ ,
(bazindu-se pe valabilitatea acestei teoreme in cazul cind unul din rapoart s ‘—'\(')
ce apar este rational). P
Fpntoen ! .
M e P , oncluzia
) 34 =x4, 2 XP=y¥B,
; 3 0 = XC 48 v 49 P
Fig. 1.6 Homonstrafio ) K Oa =G, 4) 4B 4c T pc°

ﬁﬁluw: 1) outo ovidonti, Co ngruentele 2), 3) se refery la unghiuri cor
mﬂmu. Primn proportie din &) rezulty direct din teorema lui Thalgzn

W0 o damonnteat, o ¢ PO p
A

:, = 7. ventru aceasta ducem QT| AB(T€ BC),

LB Mo formonzi astfel, pe de o parte, paralelogramul PQTB i deci

Fie r un numdr rational astfel ca r < ﬁ—% ,decir- AB < AD. Si ¢

struim un punct D’ situat in interiorul segmentului AD (fig. 1.6), astfel i
AD" = r+ AB. Paralela prin D’ la BC va tdia AC intr-un punct £’ situat

interiorul segmentului AE. Conform teoremei lui Thales pentru raport raj
AE’ . AE
=r, decl r < —.

AC
Am ardtat astfel c&, pentru r rational avem (r < ﬁ—g) - (r = %) .

AD)'

Iig. 1.8 \

70\
/
/
o/

| T b
= 01 po do alti parte se poate

™ A0 oy o ol aPI‘ICET teore.ma lui Thales (QT || AB) §i
0™ B¢ proporfie inlocuind pe BT cu pPQ,

Hinn rolagio ciutaty.

hsorvafie. P

Hor

nal, vom avea

B

AB
Pe baza proprietdtii ¢) de mai sus, teorema lui Thales este comp
demonstrata. :

La fel se aratd ci pentru r rajional avem (r < %) - (r <

obtinem

Observajie. Vom vedea in cele ce urmeazd cd, efectuind constru
geometrice asupra unor segmente cu lungimi rationale (chiar naturale), obti
foarte usor segmente de lungimi irationale. De exemplu, lungimea diagon
unui patrat de laturd 1 este un numdér irational. De aceea este importan
stim cd teorema lui Thales este adeviratd in cazul cind rapoartele ce apar
ea sint numere reale oarecare.

utem s considerim cX paralela PQ

. e intilneste prelungiri
Ihunghiului A BC; demonstratia rimine in es PR

entd aceeasi (fig. 1.9).

TEOREMA TUNDAMENTALA
A ASEMANARI™*

Teoremé., 0 paralela la una din laturile unyi trinnghi formenzil
eelelalte laturi un all triunghi eave are toate unghiurile respectiy congru
si toate laturile respectiv proporfionale eu ale eelui ini{ial.

Decl in triunghiul A BC ducem PQ paraleld cu BC (P £AB 0 &
notatiile fiind cele din figura L.7.

Prablomd rezoloati Se consider

un trapez OA4 B g
W o i oare 04 p M, de baze OM = b si

= a. Se alege un punct X pe dreapta O4 ; paralela prin X

* Aceastd formulare fsi va gasi semnificatia mai Urziu,
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. Probleme

. In interiorul unui segment AB cu lungimea de 55 cm se considerd

in punct C astfel ca . S S& se determine lungimile segmen-

elor AC si CB. 7
2. Aceeasi problem4 ca la 1, cu singura deosebire od se presupune C

ituat pe dreapta A B dar nu in interiorul segmentului 4 B.
Unde rezultd C: de aceeasi parte a lui A ca si B sau de cealaltd

rarte?
3. Se dau trei puncte coliniare A, B, C astfel incit C sd fie situat

ntre A si B. S se exprime fiecare din rapoartele z = o ez % PR _CA%

‘ CB'’
n functie de fiecare din celelalte doud. ~

4. Dacd A, B, C, D sint puncte coliniare, daci C si D sint situate intre 4

CA A o 5
= %ﬁ , 84 se demonstreze ci C = D.

§i B si dacd
CB

5. Aceeagi problemi ca la 4, insd presupunem c& nici C si nici D n “

este situat intre 4 §i B.

6. Trei drepte paralele determind pe doud secante segmente pro-
portionale.

7. Enuntati cazuri particulare ale teoremei lui Thales; si ale teore-
nei din problema 6 (amintiti-vd teoreme sau.chiar exercitiide anul trecut!)

8. Care este reciproca teoremei lui Thales? Este ea adevirati?

9. Fie M gi N puricte pe laturile AB, AC ale unui triunghi ABC, astfe
sa MN || BC. Daci % = 1—31— , si se calculeze %5 {

10. Demonstrati teorema lui Thales in cazul in care puncteie o
i £ nu se afld in interioarele segmentelor AB, AC; deosebifi cazul in
are ele se afld pe semidreptele AB, AC si cazul in care ele se afld pe
orelungirile acestor semidrepte.

11. Scrieti o demonstratie a-teoremei lui Thales, considerind

AD _ ™ in care m §i n.gint naturale, 1 < m < n (deci fard a particu-

AB n
lariza pe m $i n).

12. Fiind date trei segmente de lungimi u, v, w, s se construiascd u

segment de lungime z, astfel ca z = % . Caz particular: u =6 cm, v =10¢
w = 15 cm. " ‘
13. (Intrebare.) Puteti folosi teorema lui Thales pentru a construi
segment cu lungimea z = |/uv, u si v fiind lungimile unor segmente dal
14. Se considerd trei semidrepte Oz, Oy, Oz, punctele A, A; pe O
punctul B pe Oy si punctul C pe Oz. Paralela prin 4, la AB taie Oy in By, i
paralelala BC prin B, taie Oz in Cy. Sa se demonstreze cd CyA,|| CA.

Pt

W wdevirat ok (r -

ERemphe, nimn aven g <« b

LT

16, Se considerd
‘ 0 o m-punct D pe latura RBC 'l iului
—!32':.1“,“-: |'n n D laAB taie AC in E, paralela la BC prix?lfmtgiggjllglim o
. o n(o‘ \to Of dupdi un anumit numdr de astfel de construct,i’i o et(zz
Mro oesbo acel numir de cohstrud(,ii? e ity
16, Cum trebuie ales punctul D din

I 2wl aibi loe dupd un numsr mai mic dpl‘Oblema i o g e

e constructii decit in cazul general?

Bare onle ncel nou numdr ?
17. Fie D punctul in care bisectoarea unghiului 4 al unu; triunghi
Witorsootonzi Intura opusi BC': S§ se demonstreze cg 28 _ AB A i
I cegagl

probiloma pentra »bisectoarea exterioarg®... .

U8 Boriati o .
. Soriefi u,z(?lvarea problemei rezolvate 2 in cazy] in care punc-
“ilo Intre O i D, Ce constatati cu privire la rezultat? F

. Pe dreapta Oz se considerd punctele 4, B, C,iar pe dreapta
b

Hy punctele A’ B',C'. Daci AB’ ;o i g A
Bliven of AC' || cA'. : Il B4 st BC” || CB’, 84 se demon-

ful ¢!

#0. Dati un exemplu de proportie’in care un termen si fie numar

L e . g %
A Ol dar ol ceilalti trei s fie numere irationale.

FEOREMA LUI THALES IN €AZUL
RAPOARTELOR REALE OARECARE
Iainte do a demonstra teo
BIRLY 10 numerele reale.
#) Fiind date doud numere reale
WHR i volagiilo a < b, g = b,’b < a.
Ui alte ouvinte,
Wb vonle

rema in acest caz, si amintim citeva fapte
@ §i b, este adevirati una §i numai

< este o relatie de ordine totaly pe multimea numere-

W) Fiind date doudt numere reale a i b, aga incit ¢ < p existd un numy
, g ¥ ‘ s ar
;gu‘ ':ml Foantlel ca a <r < p (evident, r nu este unic, deoarece, conform
FRIRIARE propriotati, va exista §i un i :
: numdr rational i
i # =7 dooi § <) ete.). t‘ DD i
xomphificim aceasty proprietate astfel. Daci @ = 2.738 §1b = 3,069
) y = 9,

A 7w 29: dacd g — 2,839997... si b = 2.8400002...

A HID00K, putem_ lua

0) Duoli avem dousi numere reale @ §1 b asa incit, pentruy r rational
)

a) === (r < b) atunci q = b.
Avsnatn onto 0 conseci i i
‘ onsecinld a proprietit
Vi a proprietifilor a), b). Intr-adevir, dacs, de
y, atunel alegem un r ralional cu proprietatea a <

,0 I ave u i <
q m a l(" aratl l'”' a ( fl J ) (38| r 'i 1 ﬁ"ltﬁ
f / h aey i ( 1 118 (l 3( - a ] nes (](‘,V al y

ipilogn




la baze taie MB in Y. Presupunind ¢ >b, si se exprime lungimea y a
segmentului XY in functie de lungimea " a segmentului 0 X.

Ipotezp_ ~ Concluzia
OM || XY || AB, XY = |

OA =a,0M =b, AB =,

0X = ¢, AY = .

Rezolvare. Va trebui si deosebim mai multe cazuri, dupi pozitia lui
pe dreapta OA. , ,

In toate cazurile vom duce prin O o paraleli la BM si vom nota cu .
intersectia sa cu AB, iar cu Z intersectia sa cu XY. Din paralelogram
OMYZ, OMBD deducem cd YZ = BD =.b. Cum b < ¢, rezulti ci punct
D, care va fi acelasi in toate eazurile ce le vom deosebi, este situat intre |
gi B, iar AD = ¢ — b. '

Teorema fugdamgntal},a asemindrii in AOAD tiiat de XZ dé% ;

. Aceastd concluzie este valabild in toate cazurile, dacd tinem se

c — .
de observatia de dupd teorema fundamentald a asem#nirii.

Cazul 1 (fig. 1.10): X se afld intre O i A.

In cazul 1, Z va fi intre X gi ¥, deci = =% ": ; In acest caz rez
v 4 a ¢ —
/T ‘

tatul este y = b+ —— &
i a
Cazul 2 (fig. 1.11): A se afld intre O g1 X

Y
B8_-
M_—~— T\/ \‘
\ ,.AZ Fig. 111
D,J‘ > \
-~
g
oy ,‘{ ]
corespunde tot situatiei ,,Z intre X gi Y, deci rationamentul gi rezultatul

aceleagi ca gi in cazul 1.

80 vosultatul oste Y=

¥oonte o dronpta® 1y i
" pta® lui O gi cu semnul —»¢f
o —"cind X este la stinga'lu;
BRI - olnd Y se afly in semiplanul ,,de deasupra* ]uiSOIjngils:l 2’ 4 Z{ =
emnul —

"'"" r L1} “”“ '" ('ﬂl d
i (3] dodosub‘: 31 i i
'“ ‘“ ‘" “"l”l““," %4 ‘l“'i. y atun(;] I'P)Zultﬂtu] dln C(').lel 1. ar i] Valabﬂ

A vonsldertim gt L lungimi negative*,

Maleiiailog Heometrie ol, o Vil-a

Cuzul 3 (fig. 1.12): X se afly intre 0 $lintersectia C a dreptelor 04 gi M B

Fig. 1.12 *V
e
<\\ - EQ
D '
J,/M’ ~—
T 4
In acest caz, X
) 1 4 se aflf Intre ¥ i Z, deci X7 — b i obti o
g ) Y $1 ob{inem P
o= p 0T Tezultatul este y—p _ °—=b
a
Alogind X = ¢ obginem 2C _ _ %
e em— — 7 i 2
. - i demOC’::—b—, ceea ce ne
PEIo wit descriem cazul 3 $1 astfel: O intre 4 i PPT.
; a
c—b

Casul 4 (fig. 1.13): O tntre A i L
) ntre 4 51 X, 2z > b (cu alte cuvinte ¢ intre

C —

7 X).

B

/“4//'\

C // \3’/” /A

Flg, 1.18 . )\(

Ve -0 A

K
#
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P
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e
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In noost caz, ¥ se afi Intre X §i Z, deci X7 — y+b E o ¥t |
S y — = S |
c—b a |

[

x — b.

h! I’I’ll{l‘( . D J ( \% lder 1 + i
‘) , ¢ ﬂ(‘ii am
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). Probleme

{. Prin punctul P de intersectie & diagonalelor unui trapez, so duce

o paraleld la baze. Ea intersecteazd laturile neparalele in M gi V. Demon-
strati ci P este mijlocul segmentului MN.
9. Si se demonstreze ci dacd paral'ela i 2

unui trapez (M € AB, N € DC) taie diagonalele BD in 7
atunci M7 = SN. 3 _ ‘y
3. Intr-un triunghi A BC orice segment ?Q |BC (P& AB,‘Q %CA(:‘)

este impirtit de mediana AM (M fiind mijlocul segmentului BC) m’

5 segmente congruente. .

o & gSé se construiascd o paraleld la bazele unui trapez oarecare care
s3 fie impirtitd de diagonale in trei pdrti congruente. ‘
’ " = b sint doua segmente

. ah de mai jos AD = a $1 BC oui
paraleﬁe.lrbég;raC se taie in P. Segmentul PQ este paralel cu AD

(0 e AB). D

MN la bazele AD si BC ale
siAC'In S,

b Fig, [.14

A @B

Sa se exprime PQ in functie de a §i b. ;
6. Doui cercuri tangente exterioare au 1un,gamtkle razellgr R g.xnr
(fig. 1.15). Tangenta lor comuna exterioard I mtll_neitg linia ci_-
trelor 00’ in S. Sd se cﬂlculeze lungimea segmentului O'S in functie

de R si v,

AN :
55—

%. Un triunghi A BC are laturile AB = 9 cm, BC = 15¢cm §1-AC
— 18 cm. Se ia pe latura AB un punct D, astfel ca A‘D s ?m,tpgr
lela prin D la BC taie AC in E. Si se calculeze lungimile laturilor triu
ghllﬂlg\’ ?ﬁ’fmile neparalele BC, AD ale unui trapez ABCD se 1néer]sw
teazd in M. Si se calculeze lungimile segmentelor M{l, MB, MC,
tn functie de_laturile trapezulul (se va presupune cd baza marl'e5 es
AB).Y\[;lica‘giiﬂ numerice: a) AB = 20 c¢m, BC =6 cm, C’[?A-_—~ : c
DA = 8 cm, b) AB =20 cm, BC = 3 om, CD = 15 cm. = 9l

Fig. 1.8

16

Y. Dingonalele unui (rapez A BCD de baze 4B, €I se intersec-
toasd In V. SR se calealeze, in functie de lungimile bazelor si ale dia-
ponilelon trapezului, lungimile segmentelor VoA, N B, NGy ND. Apli-
Cubi numerice ;s ) A B 20 em G 10 eyl C 21 cm, BD =

12¢m: b AB 20 ecm, CD 10em, AC 15cm, BD = 9 cm.

Observafie. Cu cunogtingele de pind acum, nu putem calcula lungi-
mile dingonalelor unui trapez, cunoscind laturile sale. Vom ajunge si
fozolviin o astfel de problemd la pagina 53. Din acest motiv nu_putem
tuilicn problemele 8 gi 9 intr-una singura.

10. Se considerd o dreaptd d gi pe ea punctele 4,, 4;, A, ... asa
Inott A4y = A4,
pe d in punctele 4,, A,, A,, ...

(. S considera punctele B, si C; pe a; si punctele BQ, C, pe-as,
tonto In ncelagi semiplan determinat de d, astfel ca 4;B; =2 em. 4,C; =
« omy AgBy =6 cm, A,Cy = 3 cm. S& se precizeze pozitia punctului
M do intersectie al dreptelor ByB,, C;C,, calculind AN 81 NM, und
N onte piciorul perpendicularei din M pe d. .

h. Aceeagi problem# pentru punctul de intersectie al dreptelor D, D,,
Dy, Incare Dy este situat pe a;, Dp pe a, Dy pe ay, Dy pe a;, toate
I noolayi semiplan determinat de d, iar A;Dy = 1 c¢m, A,D; =5 cm,
Aelly » 10 cm, A, Dy = 3 em.

11« Tungenta comund exterioari a doui cercuri exterioare intilnegte
[l contrelor 00" in M. S se calculeze lungimile segmentelor MO,
MO™ 1 functie de razele R, r ale cercurilor si de distanta d = 00’ intre
ponbrale lor. : .

13, Aceeasi problemi ca la 11 dar pentru tangenta comuni inte-
ronra,

13, Acecagi problemd ca la 11 dar pentru cercuri secante.

11, Se considerd un cerc fix de centru O gi un punct fix A. Se ia

U punct M pe acel cerc gi se considers un punct N pe semidreapta A M
AN

AL
cotenl dat, & riominind si el fix.

nntlol on = k. Care este locul geometric al lui NV cind M parcurge

Ih. Acecagi problemi ca la 14, insa alegind punctul N pe dreapta
I Af antlel ca A sd fie intre M si N.

16. Se considerd doud cercurt neconcentrice, de raze neegale.

) Giisigi un punct A §i un numir % astfel incit locul geometric din
probloma 14, relativ la unul din cercuri, la 4 i la &, si fie. tocmai cels-
lnll oore, . ,

b) Aceeagi problemd in ceea ce priveste locul geometric din
probloma 15, :

¢) Co se Intimpli dacii razele cercurilor ar fi egale?

d) Tn eazurile in care cercurile ar fi exterioare, tangente exterioare,
provizagi pozifin punctelor de la a gi b, iar in cazurile in care cercurile
ar i mecnnte, tangente interioare, precizayi pozifia punctului de la a),

.= 1 em. Se duc perpendiculavele a,, a;, as, ...

1 ™




17. Se consider& un patrulater convex A L' gi un punct M ink
rior segmentului AC. Paralela prin M la AB taie B¢ in N, iar paralel

prin M la C'D taie AD in P. S se demonstreze cit —I;VI—Z— + %45 = {4

Hesulvaraa problemel 11 de la pagina 17 ne permite s& calculdm distanga

A8 b Luna bn punctul M prin formula Rdr » unde R este raza Soarelui, r este
- p

PRES Ll dur d onte distanta intre Soare gi Luni in situatia corespunzi-

Qua;s selipmet, dect diforenta dintre distanta de la Soare la Pdmint gi distanta

de s Pamdal In Lund.

Batels numerico astronomice sint: raza Soarelui = 695 300 km, raza
!s%ie = L7 dan,  distanta  Pémint-Soare = 149 450 000 km, distanta
PRl Lunf = 384 000 km. ,

Bfotutid ealoulolo conform, formulei de mai sus, obtinem, pentru dis-
Baibs e o Land fn punetul M0 valoare de aproximativ 373 000 km. Valoarea
Gﬁaeimnﬁ oate fonrto apropiatdi de distanta Pimint-Lund. Datele numerice
M al s elnt medii® s Pamintul se miged in jurul Soarelui, si Luna in jufﬁl
BRI il po sorouri, ci pe elipse si distantele de mai sus variazi. Calculele
;{é i inb col mai mult influentate de variatiile distantei Luni-Pimint,
Higkailh oe pointle lua valori intre 356 000 km si 407 000 km.

Flwi ahivma deci: de pe Pémint se pot observa eclipse totale, eclipse
patbinlo giealipre inelare de Soare. Cum punctul M este totdeauna aproape de
BRIl clnd aro loo o astfel de eclipsd, rezultd cd zona de pe Pamint din care
L} 'iﬁtﬁm ohserva, ln un moment dat, o eclipsi de Soare totald sau inelary este

gﬂa o In comparatie cu intreg Pémintul. Intr-un punct dat de pe Pamint,
Belipsnle o Soare totale, partiale sau inelare se pot observa,in medie.o datd
I8 AU e and, Ultima: eclipsa de goare,vizibild de pe teritoriul t&rii noastre (de
IR numad din sudul girii) a fost eclipsa totald din 15 februarie 1961 ; urma.
aten oolipel, de asemenea totald, va avea loc la 11 august 1999,

18. In paralelogramul A BCD unim A cu mijlocul lui BC gi B
mijlocul lui CD; cele doua drepte se taie in X. Care este valoarea rapof

tului % , unde M este mijlocul i BC?

19. Locul geometric al punctelor din interiorul unui unghi nealun g
pentru care raportul distantelor la laturile unghiului este egal cu
numir dat, este o semidreaptd cu originea in virful unghiului.

Aplicajie. Problema 11 ne permite si analizim ceva mai de aproap
fenomenul eclipselor de Soare. Stiti,desigur,cd o eclipsi de Soare are loc li
situatia in care Pimintul, Soarele §i Luna sint coliniare, iar Luna se afl
intre Pimint i Soare (fig. I.16). ’

{'1% O0—oO Fig. L1l

Soare Luné Pdamint

Aceste corpuri ceregti nu sint puncte, asa incit pentru a intelege m
bine fenomenul este preferabil s privim figura 1.17 (unde Pimintul n-a fo

figurat).

TRIUNGHIURI ASEMENEA.
CAZURILE DE ASEMANARE

Eclipsa de Soare se vede de orice observator de pe suprafata Pamii
tului, cind acesta este plasat in una din cele trei zone, insa ceea ce vede
pe cer diferd de la zond la zona:

Faptul pus in evidentd in teorema fundamentali a asemandrii ne con-

zona plinG  Zona hasuratd  Zong punctald s | W
) g8 urmatonren

Beatinifle. Fie A, B, C trei puncte necol {’, B', C’ alte
Fig. 1.4 Wl punele necoliniare. Spunem ed AARC ~ /N eitim aces
Whanehdul AN este asemenes cu trinnghinl A’ B'CYY) dacd” 974 =
C'A %
) C' i
1 ( 'A
doud trivnghiuri ge numese asemnenea dacd unghiurile
4 _ uent wighiurile celuilalt gi laturile ce se opun
Intrebarea care se pune este: de pe Pamint vedem eclipsa totald, pam fo #int proportionale.
Pt pay inglarat.Adicd; distanta o 1o buni lu pupotil fHlpen din. Higyea L4y * Valoaren comund a acestor rapoarte ge numeste ,raportul de ascmiipare al tri-

este mai mare, egald sau mai mici decit distanta de la Lund la Piamint? s or




Care sint exemplele do triunghiuri asemenea? SA observim intii cf do
triunghiuri congruente sint asemenea; dar nu pentru a considera astfel ¢
exemple am introdus definitia. Teorema fundamentali a aseminirii ne ar

BRRL 3 o asemanare. Doud triung

hiuri ce au dowd ! :
] woud unghiure respeectiy
WERIR IR avomenoa (lig. 1,22) : e

un mod .de a construi un triunghi asemenea cu un triunghi dat, dar necy A A
gruent cu acesta. » -
Observatie. La nofiunea de aseminare a triunghiurilor se ajunge g RN
cale intuitiva, considerind doud desene, al doilea (fig. 1.20) fiind obfini {i Pk Y o0 / B’
»mirind“ pe primul (fig. 1.19).
. \ Fig. 1.20 B8O \ c
& f e ut
o) e . Concluzia

LNABC ~ N A'B'C!
Doud triunghinri ce au cel
T semonna (Mg, 1.23).

Basul 1 e aneminare. . :
: i _ ¢ tret latury propor-
Ele ,seam&ni“, dar nu pot fi ficute si coincidd prin suprapunere. (I
segment din primul desen nu este congruent cu segmentul corespunzitor d
al doilea, insd raportul lungimilor lor este acelagi pentru toate segment
ce le putem considera in modul de mai sus in cele doud desene. Unghiul
doud directii din primul desen este congruent cu unghiul corespunzitor di
cel de-al doilea (aceasta §i dd senzatia de aseméinare). Considerind cea
simpld figurd — triunghiul — ajungem la definifia de mai sus.

La, fel putem sd gindim privin® doug hirti ale aceleiasi regiuni ficul
la scéri diferite. !

]

\ {J)C
N B

iy 1,08

e

Exist trei teoreme ce se numesc cazuri de aseminare ale triunghiurily B St
ale ciiror enunfuri sint analoage cu cele trei cazuri de congruenti. Inainte potesn ' _
a le enunta si demonstra, si observim ci daci AABC ~ AA'B'C' R Concluzia
AA'BC' = AA"B'C", atunci AABC ~ AA"B’C’ cu alte cuvinte

b td N ABC ~ A A'B¢”
triunghi asemenea cu un triunghi dat este asemenea cu orice triunghi co Bimmonateatiilo color troj Leoreme "
gruent cu triunghiul dat..

Cazul 1 de asemdnare. Doud Iriunghiuri ce au un unghi congruent

laturile ce-l formeazd proporfionale sint asemenea (fig. 1.21).

) ! . au o parte comuns. Anume:

7 Euisbiderim po semidreapta AB un punct B, astfel ca AB; = A'B’
S P Ay paralola la BC gi notim cu @, intersectia ei cu AC (lfljg— 1 24),
| ﬁ\ |
gl

Yo AC

/

A A

r
Fig. .21 Y>C

Iige. 1.24

B ¢

F Eanform tooromoi fundamentale a asemanacic avem g o igs g
' ' ! y TS 16y
Wik 0 1y 4 B, A8 Bl . AC

Ipoteza Conclu ) ABN. BC T AC”
p! Lianitne dao dumonalr , i ’ polr el . .
L Y % A , rab cd A AB)Cy ==\ A'B'C’ (si observatia dinai
A= Al e tH b ABC ~ AA'B'¢ L ' booso ‘ ‘ $1 0] )Sf»l\ﬂt,lﬂ amain-
X x4, 15 Yl VAN | ‘m L uctor va tnchoeia demonstrafia). Aceasta se va face in mod diferit

noolo trei teoreme, folosind cazul de congruenti

"HHH Hownre i

corespunzitor,

20




= : o i A'B = AB; deducem
AB AC AB AC

Z1= A'C’ gi cazul 1 de congruen{¥ arat¥ ¢ A AB,C,== A A'B'C'.
Cazul 2. Din JCB=3J AB;C, §i LB =3B deducem ci ILAB,C,mm
X B’ 5i cazul 2 de congruen{i arati acum ci A AB,C, = N A'B'C’.
. AB B,C, AC, A’B’ B'C’ C'4’ :
Cazul 3. Din = BC = AC ® 4B = BC = cA §1 ABI e |
i A'B’ deducem B,C, = B'C’ §i AC; = A'C’ si cazul 3'de congruentd aralfl
- ANAB\C, = NA'B'C’, q.ed. :
Credem c#& dupd parcurgerea acestui paragraf este clar de ce teorema |
de la pagina 12 a fost numiti ,teorema fundamentals a aseminirii”,
Observafie. Relajia de asemdnare intre doud triunghiuri are urmitoarele
oprietdti: ;
a. Este reflexivd; adicd orice triunghi este asemenea cu el insugi.
b. Este simetricd; adic dacd un triunghi este asemenea cu un al doilea
iunghi, atunci i al doilea triunghi este asemenea cu primul.
c. Este tranzitivd; adicd doud triunghiuri asemenea cu al treilea sint
ilemenea.

Cazul 1. Din A5 A0, A'B"  AC

18, B4 wo conatruiasch un piteat care skt aibi dond virfuri aldturate

B8 laben ¢ a noni triunghi, ine celelalte doud viefuri pe clte una din,
salelalie doull laturi ale triunghiului,

14, In figura 1.25,ABCD gi AMN P sint piitrate, E este mijlocul lui
g 0 oate mijlocul lui MN.

Flg 146

i Arvlitapi ot PD = MB.
b Avfitagl ol B

PQ ~ AM

0o Arfitapt ok A MST'~ N PSA.

I, In figura 1.26, ABC gi CDE sint triunghiuri echilaterale.

Bl AD = (G),BE N AC = {F},AD M CE = (V).

/\ S \‘-»-\_\@/T\E

Py, 1.20 R e NS ,
/ / P 7//\,\ !
S BB\ ~
FEN / \\\

Proprietétile a, b, ¢ sint consecin&g ale definifiei sau, mai simplu, ale
1izului 2 de aseminare, po

. Probleme

PR

1. Demonstrati c& doud triunghiuri echilaterale sint asemenea,
2. Doud triunghiuri dreptunghice isoscele sint asemenea. .

3. Dacd A\ ABC ~ A\ A'B'C’ gi dacd D si D’ sint intersectiile lui
BC respectiv B’C’ cu bisectoarele unghiurilor din A4 respectiv A’ atunci
AN ABD~ A\ A'B'D'. : ]

4. Aceeasi problemi ca la 3 pentru mediane in loc de bisectoare.

5. Aceeagi problem# pentru inilfimi.

6. Raportul lungimilor razelor cercurilor inscrise in doud triung
asemenea este egal cu raportul din definitia aseméndrii®.

7. Aceeagi problemd pentru razele cercurilor circumscrise.

8. Enuntati §i demonstrati o teoremi ce ar trebui si poarte numele
de ,,cazul 2 de aseminare a triunghiurilor dreptunghice®.

9. Intr-un triunghi, produsul dintre lungimea unei laturi ale W
lungimea in#l{imii corespunzitoare ei este acelasi pentru toate cele trei |

10. Intr-un triunghi dreptunghic A BC se duce indltimea A D cores

2
i \
y ,__%.,__LL//) D
i} o
B ne demonstreze o :
n Bl s AD.
b, A\ AGEF ~ /\ BCF.
i /KGN ~ /N DCN.

16, Din mijlocul D al laturii BC a unui triunghi 4 BC ducem per-
penidiculare po AB, AC; fie P, respectiv Q, picioarele acestor perpendicu-

punzitoare ipotenuzei. Si se demonstreze ci AB®= BD- BC si cll larn, B4 wo domonstroze of 2F _ AC
AD?* = BD- DC. AB
11. Se considers un segment AB si un punct M in interiorul sfu, 1 Triunghiurile ABC §i MNP au XA=IM, XA =90,
Se construiesc, de aceeagi parte a dreptei AB, pitratele AMNP yl U7 TP s 53°. SH se demonstreze cif sint asemenea.
BMDC. S& se demonstreze ci Lo este acelasi, oricare ar fi pozitia lul 17, Se gtie e A\ ABC~ /\ DEF, AB = 9cm, BC = 5cm, AC=
: NB ' S Mam, DE 99 em, Si se caleuleze EF gi DF. (Virful 4 corespunde

M in interiorul segmentului 4 B. Wb O 1l B gl C i ).

—_—




Aplicajie practicd. Determinati, prin mésurdtors, distania dintre onw
nomul din figura L.27,

1 Distorminatd, prin médsuritori, distanta de la A la B, unde B este
e esthl (Hg. 1,20),

Fig. L

i |lu1m'n_|inu[,i, prin misuritori, distanta intre punctele A4 si B
40 el insulele (Mg, 1.30). ) ’

Ar fi greu s-o misurdm direct, din cauza lacului. Procedim asti
legem un punct 3 (gi-1 marcdm, de exemply, cu un tdrug). Misurdm distan
le CM i MP i gisim, de exemplu, CM = 250 m, MP = 150 m. Masurdl
“unghiul CM P i géisim, de exemplu, ILCMP = 60°.

Desenim apoi pe hirtie un triunghi €’ M’ P’ asemenea cu A CMP astfol
uim un unghi zM'y de 60°, alegem un punct C’ pe M’z oarecare, de exempl
stfel tncit M’C’ = 5 cm (un astfel de punct incape pe hirtie, ceea ce nu B+

. intimplat dac# incercam si degenim un triunghi congruent cu ACM
MIP’ AI’C, ’ ’

i apoi alegem un punct P’ pe M’ astfel incit = - deci ——
e 3 9 g Mp . MC 150
=~——2§0 adies M'P’ = 3 cm. Wl ':‘ ""‘""l"“l" cum determind elevul din figura 1.31 inaltimea copa-
. : e trobuie ol si-gi construiased, din punct de v ’
Mzsurdm distanta C'P’ g1 gdsim aproximativ 4,4 cm. 0, ttalugin, i punct de vedere geome-
1
Fig. 1.28
XL 5cm
Triunghiul ¢’ M'P’ este asemenea cu triunghiul € M P, conform cazului
» A : 0 N
de aseminare. Rezultd ca Cp MO . deci CP _ 250 " deunde dedual
. T ol A 5

cd distanta C P dintre casd si pom este de aproxi}nativ 220 m.
Observatie. Vom invita mai tirziu s¥ calculim CP, cunoscind
MP y XCMP.




PUTEREA UNUI PUNCT
FATA DE UN CERC

Concluzia

-~ ~ ) MA-MB = Mc- pn
P :‘mgazﬁ" A MA(; ~ AMDB (cazul 2) deoarece KAMC = {D};{Ig’
1 (58 9 MDB (ambele au ca mésuri jumitate din cea a

; MA  MC
HA) Dl MD ™ 5 ete qed.

S Teorema outo adovirat
5 fiﬂ%w Iaigentolo duse din M 1
L Hannstingin wo faco la fel; p
M ahwervim, po figura 1.3
= Iy

Teorema urméitoare este o aplicatie a aseminirii triunghiurilor. Ka
fi aprut ca o problemi la paragraful respectiv, dacé n-ar fi prezentat o imp:
tantd deosebitd prin consecintele ei, ce vor fi enuntate in paragraful urmiil;

Urmirind demonstratia acestei teoreme; este bine sj fiti atenti la ,,00
pondenta virfurilor din triunghiurile asemenea ce’vor' apdrea, pentru a
siguri cd veti scrie corect relatiile ce vor rezulti din aseminarea acelor triu
ghipri.

d, in cazul cind M este exterior cer-
a4 cerc; pe o tangentd, punctele 4 §i B
entru a nu ne baza pe o proprietate a
‘ 1 4, in care O este centrul cercului, cj
_ PE= 3 UBO ~ 3x040) = L 300 = 1 i3
Teorems _lﬁ Wi o mal worio |, mis),

Daci printr-un punet fix M, nesituat pejun cere dat, ducem o secantlf
taie cercul in 4, B, atunci produsul M4 - M B este acelagi pentru toate seoM
tele ce trec prin M.

In demonstratie vom deosebi doud cazuri.

Cazul 1. M este in interiorul cercului (fig. 1.32).

O__8

=

Plg | ous

LT
“ wifile
B8 A enlo T oxteriorul cercului, numim
B0 o" valonron MA - [, unde A si
B8 Weoe prin M eu corcul (C), luats (tll semnul -

RN A ot Pe core, spunem, el puterea lui fafii de cerc este 0

1 B0 A onte in Interioryl cercului, numim >,.,'3u;tu0 r :ac I.ui M

"
onre VR i i
n‘ OAFOn M A - M B, unde A gi B sint interseefiile unei drepte oare
W8I A e corenl (C), luatd eu semnu] — . ‘

xPunct de putere pozitivd
fatd de (C)

Pig. 100 LY L ]
o) < \\ unct de putere nulg

Wl mue no conduce la urméitoarea
Fio M un punet §1 (C) un eere.

puterea lui W
B sint intersectiile unei drepte

Concluzia
A MA-MB = MC- M
Demonstratie. A\ MAC ~ /\ MDB (cazul 2) deoarece LA MC = DM

(opuse la virf) §i ICMAC = MDB (ambele au ca misurd jumitate
MA MC

misura arcului CXB). Deci i de unde, scriind c& produsul mesl
este egal cu al extremilor, obtinem concluzia dorit4.
Cazul 2. M este in exteriorul cercului (fig. I.33).

fatd de (C)

__*Punct de putere negativd
faté de (C)

mmwu 1 Co no-ar fi tmpiedicat s dim definitia de mai sus inainte
SR Loorama ? Dacll vrem s definim ,,puterea unui punct M fati

BB ()" aoonatn trobuio ) fie
: ! un element, in cazul nost
il 4§p‘mM imal do punctul M gi de cercul ’ i

BUA, Yedein o numiiral MA - MB definit




'tﬁlm BLaeginonto orientate de

forman 4 4 I 1
BE vl Wi cagzul ¢ e ool L]

atunc
0. Vom reveni la a

eastia problemi o

depindd nu numai de M si de cercul (') ci si de , directia® secuntel MAH,
alte cuvinbe, incercind si calculdm puterea lui M fatd de cercul (€) oxl
»pericolul® de a obtine rezultate diferite dacd folosim secante diferite.
intr-adevir aga ceva s-ar intimpla, am spune ci ,definitia este incored
Teorema de mai sus aratd cd asa ceva nu se intimpld, deci cd definitia ,
corectd”, adicd, oricum am alege secanta MAB, obtinem aceeagi valg
pentru MA - MB.*

iy e
i WL ot punebului fatii de corc, in definitia de maj

L Wi an nlige wonpn| PO secanta MAB. som (e .”Ilfl sus, este clar
i FAVRR oty wonn, dooi Bhdlail ihn (;m,’ g nnn.mlo (-)ru‘,l.‘ll,ul,(.! MA si

i S M va fiin exteriorul cercului
. ;l‘!uun, deci semne contrare, cind M va fi in interior. Cind
. = WU AT neosbe segmente este 5 e

2. De ce considerdm puterea unui punct fatd de un cerc ca avind sonl wontelor orientate Mfl, MB iat;j ;l(:;t?:ui p(;‘O](ll[usul MA 3 M/’: al

-~ sau —, dupd cum punctul este in exteriorul sau in interiorul cercul VA o ooro i negativ cind M va fi e ki fi in exterior,
Este primul pas pe calea ,folosirii numerelor negative in geometrie* in a pin Hilluigin do mai sus, B SSBCL
manual. Stim ci dacd spunem: fiind dat un punct 4 pe o dreapti d, al
pe d un punct B astfel incit segmentul AB si aibd lungimea de 2 ¢m, probl
are doud solutii, deci pozitia lui B nu este precizatd prin fraza de mai
Aceastd nedeterminare poate fi inlaturata ‘fonsiderind, in loc de segm
AB, care sint tot una cu B4, segmente ,orientate” .AB, care nu vor fi socol
drept tot una cu BA. Pe o dreaptd datd d alegem ,un sens” (materiall
printr-o semidreaptd a ei s) si vom conveni sd considerdm, dacd segmaol
AB are, de exemplu, lungimea de 2 cr, cd segmentul orientat AB are -2
dacd semidreapta AB are acelasi sens cu semidreapta s (deci daca eslo @
tinutd in s sau contine pe s) si cd segmentul orientat AB are —2 cm, d
semidreapta AB este de sens contrar cu semidreapta s (deci dacd n-are pu
comune cu s sau dacd intersectia lor este interiorul unui segment).

In acest mod

A Yosolvalh

MHE g, ol I clawa o 7-a,isi

DL ¢ . ¥ 1
" fagi pune problema: la ce distan{d trebuie of

atatuii lui Mihai Viteazul, astfel incit ea si-i apard cit mai

‘A | T ieg g
6 foriiulat dontul de ::::I:f‘i %sl‘dgrl?d ela RO pen-
i ‘ " 2C15. e Inte O T .
Yorhi do tndlgimoen belege Tudorica prin ,ott maj

| statuii? Nu, mi-a i i a

e , precizat Tudoricy, e '

i 5:"7 lfa;u mn:arvll WIALurE privirea mea, de la copl;taor‘;;]al;l;site iV(;Pllm

. (Mg L99). Ti ateagem atentia lui Tudoricy asupra faptuI;uI; c“a
a,

semidreaptc s

d l /,;;v' f / e »«:—-.\.\\u h ek
B A C OE F G
AB=-2¢cm EF=+2cm
; 8h i
= A P s
CD=+2cm GH=-2cm ———
»
Dupa aceastd conventie, dacd avem o dreaptd d, o semidreaptit
s, un punct 4 pe d §i un numdr ¢ pozitiv sau negativ, putem gisi un p {
B pe d si numai unul astfel incit lungimea segmentului orientat A B sit | — 0 ! N
Fig. L.ay

* In cazul de fafd am fi putut occoli discutia de mai sus, definind puleron
tului cu ajutorul unei secante precizate (cea mai naturald alegere ar fi fost: Wi
ce trece prin centrul cercului, fatd de cerc). Pe de o parte o asifel de definifig
fost artificiald, iar pe de altd parte nu in toale cazurile in care so dau  dofiy
situafii cum este cea deserisd mai sus ge pol alege agtfel de ,chicete privilegiot
a fegt aiel secanta ce trece prin contru,

LR Npronpo, g-ar
Wl ol wiol viefal 4o
A Bbaliiln aro sroliof )

putea si nu mai vad
curtl, ol numai cregtetul
D1 atunci Tudorie

i _‘nici copita calului ci
§1 urechile calului, Din
& a acceptat s simplifico pro-




blema. A formulat-o astfel: segmentu
(fig. 1.38), B este un punct fix interior

e —

entul AC este perpendicular pe dreu.pt
segmentului AC. Unde trebuio :

T
:

£ Bl ne arato oif puterea unui punct exterior unui cerc fatd de acel
L0 sebe sgelit ou pitratul distantei de la acel punct la punctul de
~ pulbant ul tangontoi dusi din el la cerc.
§ Tangontolo duse la doui cercuri secante dintr-un punct situat
§ disnptn oo troce prin cele .doud puncte comune celor doud cercuri
rﬂ 1 wsteclorul oolor doudl cercuri) au lungimi egale.
A, Daedl un punct are puteri egale fatd de doud cercuri secante,

=

1

x’ M, v r Lt ol wate wituat pe dreapta ce unegte cele doud puncte comune celor
}t t HHA uuiour,
X , A 4 Uure onto locul geometric al punctelor ce au puteri egale fatd de
N did orourl tangente?

K Tval corouri cu centrele necoliniare sint secante doud cite dous.
M4 6 winto oft oolo trei coarde comune sint concurente.
i, He dau doud segmente u, v. Construiti un segment de lungime

plaseze un segment MN (N € Az 51 MN _‘ Ax) astfel incit XBMC |

xim. . . ]
e Vom simplifica si mai mult problema. Este evident ca segmentul

i ilpi i ici pind la mivelul ochilor
int5 indltimea t de la télpile Jui Tudorlpa pind la :
3;3{}:::(::11;1: Tiilrrlltrz inil{imea AB a soclulu s1 ¢, iar b inil{imea statun. 5S¢

distanta d = NA. Mai desenim o datd figura (fig. 1.39).

He
V ¥, Mo dpu doudt puncte A, B si o dreaptd d. Si se construiascd un
.QM! i Liweo prin A, B gi este tangent dreptei d (4, B sint in acelagi
Siitplan fuga do dreapta d). Cite solutii are in general problema? Care
Weke curil de oxcoptie?

W Dl 0 noudl demonstratie teoremei de la pagina 286, in cazul cind
M sabi wxlorior oercului, ardtind aseminarea altei perechi de triunghiuri
Weett von conmidoerntd in demonstratia datd acolo.

U Dt 0 noud demonstratie teoremei: dacd intr-un patrulater
#yan dingonalele formeazd cu doud laturi opuse unghiuri congruente,
wiel wnghinrile opuse ale patrulaterului sint suplementare. Nu se va

| b i i ACR— pal plofient In demonstragie nogiunea de cerc!
o ta este cel cdutat si MP = a I

! tangen
tangent la Pz’ - M, punctul de ! :
d{:,v%‘ir pentru orice I’Junct M agezat mal_departe sau mai aproape de P, ui

.- B€
a arcului BC (fie cid dlnT mal ne

1 Ho oonsiderd un cere, un punct fix M nesituat pe acel cerc i un
MnAe (poritiv) k. Se considerd un punct 4 pe cerc gi punctul B de pe
Suldvonptn MA pentru care MA - MB = k. Care este locul geometric
B i decit jumitate Al lt M otnd A parcurge cercul ?
' ; 11 Care onto locul geometric din problema 10, in cazul cind M se
WA o oored v

14, He conmidersi un patrulater inscriptibil ABCD.

u. M4 ne construinsed un punct E, de aceeagi parte a lui AD
iR gL Nyl ) aatfol on /N AED ~ N\ BCD.

I Dencopeript pe figura formatd alte doud triunghiuri asemenea. -

i Domonuteati of AC+ BD = AD- BC - AB - CD.

i Naluagi constructia din problema precedentd in cazul unui
pabilutor convex onrecare A BCD gi demonstrafi cfi, dac AC - BD =
= ABAR D, atunci patrulaterul este inscriptibil.

C C ,p !

P, scidem ceva din ,mai putin decit arcul T)

Bine, dar care este in fond distanta a?.EspeA = |/ s(s —}—l fl{lli(‘
cuvinte n;edia' proportionald intre diferenta dlntr(; xglallt,m{e? Tos(,o( -

ic4, ou di - di i de la sol pind la virful sec

ici. cu diferenta, dintre distanta 3 s e
:;tlii()érlf,(}i;ea lui Tudoricd. Evident apare mal ugor de rezolvat problem
: rmulat nematematic solufia el. - ; o
s ;rrll multe din explicatiile care se dau cu ﬂleLO[‘ll'l el, mul.urmll,.mu‘ |
o forma de exprimare mal gimpld. Numai cd trebuie st ne obign

(G1H P




14. Ce devine enuntul problemei b daed doudl din cercuri sing
gente, iar al treilea este secant cu fiecare din elo? Folosifi rozult
pentru a construi un cerc ce trece prin doufl puncte date g esto tan
la un cerc dat.

JM Bt
: a&m L al unui cere,
R ooldlnlt punoy co

LA o tooremej puterii pune

nlegind un p
mun D al dr

tului fapd de cepe go obtine ducind
uncf: C' pe tangenta in 4 la cerc
eptel CB si al cercului (fig. 1.42),

RELATII METRICE
IN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC

Pentru a deduce o prim§ consecintd a teoremei din paragraful preos
(teoremd care se va numi ,teorema asupra puterii punctului fatd de ¢
s considerim un triunghi dreptunghic ABC cu 324 = 90°, s§ ducem

de centru B gi razd AB $i sd considerdm intersectiile sale D gi £ cu M I v A
4 An | AC AD Npe. & i
! S $1 AC?

Bl fbimghi dreptung
i Higind, obyinem :

‘; BEBin ontoto i. Tntr

b =CB- ).
11¢ 8¢ poate considera in situatia triunghiy-

un triunghi dreptunghie, o catetd este

Fig. 1.40 '

ig FHnaIn Iatre ipotonuzs §i proiecfia acestei catete pe ipot ¥

at y enuzi*.
i
.0
A C r'“ | hil / AC2:CB = CD
AB*=BC - BD .
-Cercul va fi tangent in A la AC, iar BE = BD = BA. Teorema niil
puterii punctului C fa{d de acest cerc ne spune ci AC? = CE - CD = (/] e — B

+ AB)(CB — AB) = CB* — AB® Obtinem, ca prim¥ consecinfd a tooH

puterii punctului fati de cere: R o e rrive

punct O in interior i :
B o conrcn 1 teriorul unuj cere $1 83 ducem

Teorema lui Pitagora intr-un triunghi dreptunghie, | 144) perpendicularg pe acest diametry ce trec prin

pétratelor catetelor este egald eu pitratul ipotenuzei.

B

Vig 144

Fig. 1.41

A G
BC% AB* AC?

Importanta acestei teoreme este foarte mare. Ea reprezintd Mg
‘unei probleme de tipul: se cunosc lungimile a doud laturi ale unui trl
gl misura unghinlui cuprins intre ele, si se calculeze lungimea colol
treia laturi (unghiul cuprins avind o valoare particulardl, de 90°).

Wi AD = DA', X BAC = 9, iar DB. DC = pA- pa’ DA*?

?U‘H PEulsol o a o unyl punct pe
BB P oo dvonpta,
L LT T e
it

6 0 dreapti infe
Proiecpin unui SO
poute evident in Hmpla ca I

legem piciorul perpendicularei duse
i) » ]

(l)!, esle segmentul determinat de
roiccffa unui segment S8 80 retneq
l‘l)




T 1 - I | 't ( ‘Iv nea / ’“l(',-.ll
i | 1“' unghie, ;.’,. ,j-xl met /
| I Iti m ii _ﬂu".ﬁ‘ un ;’;'lll“ff;ll it AL 4
T e0 oma Inai v i 4

Concluzia
4 AB L AC, AD | BC BC = AD =
ionalit futre cele doud seg- ’ ’ e el
ful unghiului drept este medie proporfionald fatre cele de AB =4, AC = 3, A8 Op'e
tusd din virful unghiulu ‘ ! - D
usa d"; e ‘;'m de ea pe ipotenuzi. Hezolvare. Din teorema |yj Pitagora deducem BC? — AB? 4 Ac? —
Mo aeterminate ae ea pe 1j : o3 ; e . .
mente determ 44 4 32 = 25, deci Bo — V25 < 5. Din teorema catetei deducer AB? —
. AB? 5 1
f‘.‘ HD- BC, deci BD = 25 adicd Bp — 18
/1S NA.NC ig. 1.45
: \\\ D°=DB-DC Fig
1

i Avem acum douj posibilititi
o n caleula Cp- una consts in a ap);

ma catetei pentry AC, cealalty
WA dorie CD~Re _pp_ 5 ‘;6 e 39 - In fine, avem tpej posibilititi

o caleula 4p- teorema Iyj Pitagora in tr

B ¥ o t demonstra si
fe. Teorema catelel §i teorema indlfimii se 15C;nd din relatiile
O‘b.i;ruvaiAABC ~ L BACHE, LABRTS A §112 felat,iv la care se
Pt : . alitate ale laturilor, cite doud rapodrte egale,
de proportione

scrie egal]la'ea d“”]e p ()dllSll[ llleZIlOI S1 Ce] al e m 10 .
r Xble 11071
(:ele blel teoleme de mail sus ne pelIIllt sa ,,Staplll]111 S]tuatla dlll flg‘llla

I. (;, in car 3 El

dusd din virful unghiului drept A4.

unghiurile dreptunghice ABD,
ACD yi teorema indltimii. Prima 45 47 VAR ZBpe o f et (‘—62)
5

12

Observatie. Din AABC ~. A pac deducem gi % =0 SudB-AC =

D
AD- BC, relatie care oferi o g patra posibilitate de calcul al lui 4p.
Aceasty relatie nu reprezinty altcev

a decit , aria la ABC, calculaty in dous
modupp (vezi s pag. 59*60)

4

> Intr-un triunghj dreptunghic ABC cunoastem
lingimile ipotenuzei B¢ - §1 ale inadlfimii 47 — h. S§ se determine lungi-
mile proiectijlor BD, DC ale catetelor pe ipotenuzy (fig. 1.48).

Fig. 1.46

/ -
s t t or e ne EInllt, CllIlOSClIld ]UIlglmlle a d()lla 1 £
C

a ipotenuza, inilti
in fi 1.46 — doud catete, ip ; g
ente ce apar in figura ) R
cele §as? ssgglé proiectii ale catetelor pe ipotenuza .“s?nu e g
ot Tinind seam4 si de ,,simetria Slt:uat,;lel R T
i pat”ru. tfel de probleme. Doud din ele sint mai difi ol il o
i lvate 2 si 3). Vom incepe ¢ ' j
inuare (problemele rezo S W, bt
in 1in ?Ontcl;:ali\lte(iase vor fi obiectul problemelor 1—6
simple, iar S

Ipoteza Concluziq
AB 1 AcC, 4D | BC, 8D =.,.0D w
o { “a, AD = p.

Hezolvare., Unghiul BAC fiind drept, rezultd ci BC este up diametry 4
“reulue eircumseris triunghiuluj ABC, deci centrul O g] 4
il uu’lm'lll lui BC, Deducem 04 = .

rezolvat. Ttrasmi* Erimmighi dreptunghic ABC, lungimi

“ ] lun
Droblemd  rezolvati 1. ig. 1.47). S& se determine
Crooema  re e cm st flC = 3 cm (flg' . * tenuzi
e ABaTn;ltimii’ si a segmentelor determinate pe ipo

mile ipotenuzei, '

cestui cerc go ajli
piciorul in&ltimii.

a - .
¥ BC = 5 $1.acum este simply (g con-

N i

leorema Juj Pitagora in ANOAD di op — \/(f)z = h* g1 obyi
S on l'l"/.!l“.llt, BD = BO + (05 4 o ety + \/(ﬂ}z
2 2

H )2 &
i \/( :) — /% Evident ¢ acest rezultat cope
R wattel ligura inett D s fie intre 0 §i (.

— MR D CO--0p
Fig. 1.47

|
Il

spunde ‘modulyj de n



ten{d a triunghiu:

te, condifia necesard si suficientd de exis
ientd pentru &

a i A fiind da ikl
2 (aceasta este conditia necesard i sufic
2

ui din enunf este 2 <

utea construi A OAD...). 98 :i
’ Odati determinate BD, CD, putem calcula AB, AC aplicind teorem&

lui Pitagora in A ABD, NACD.
Observatie. Tinind seamd de teorema :

i problema: cunoscind suma @ §1 prod.u.sul h '

CD), s4 se afle cele doud numere. Verificati §1

aceasta.

inaltimii, formulele obtinute {'ezolv :
a doud numere (lungimile BD
ey, ajutorul calculului algebrie

; Intr-un triunghi dreptunghic ABC se cunose

roblemd rezolvatd o. o - \ 3
lun irii,lidll;ne; crz;tete AC si a proiechiel BD a celeilalte ce.ltete pe 1pote21i1z0
;ﬁ ie afle lungimile ipbtenuzei BC si a proiectiei CD a celeilalte catete pe 1p

tenuza (fig. 1.49).

S,

~
y
/
/
v

8y
!
O

ot §

P
S . e - .
%

\

S
/
{

1

\

Concluzia
Ipoteza .
BC = w3 CD = 35

AB L AC, AD L BC.

Al =B, BD = 8.

Rezolvare. 53 c(_)nsiderém cercul
C T la acest cerc. Fie O centrul ce.rjculu
. CB, iar teorema asupra puterii I."m
CT = AC = b. Avem OT L CT si teore

i. Teorema catetel spune cd Ac*=CH}

2

d 2 i
— CO — OD :\/(E] +hr—

Oricum am alege doud numere b, d,
conditiile din enunt (se construieste A CO

Formulele obtinute rezolvd
dusul b* a doud numere (lungimile
ficali aceasta gi prin algebrd).

T cu X T = 90° etc.).

Crobleme

de diametru BD i s ducem o tangen |

ctului ¢ CT2=CD- C B. Deducem ¢
ma lui Pitagora in ACTO di CO

e ‘\/ (5“-)2 b, obtinem BC = CO + 0B = i;- + \/ (—“’2-)2 + b* iar CD 4

exista un triunghi ce indeplineg

gi problema: cunoscind diferenta d §i pr
CB, CD) si se afle cele doud numere (Ve

1. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 13 cm, iar una din
catete este de 5 cm. Aflati cealaltd catetd, indltimea §i proiectiile cate-
telor pe ipotenuzi.

2. O catetd a unui triunghi dreptunghic este de 10 cm, iar indl{imea
de 8 cm. Aflati celelalte elemente ale triunghiului.

3. O catetd a unui triunghi dreptunghic este de 15 cm, iar proiectia
sa pe ipotenuzd de 9 cm. Aflati celelalte elemente.

4. Indltimea unui triunghi dreptunghic este de 24 cm, iar proiectia
unei catete pe ipotenuzd de 10 cm. Aflati celelalte elemente.

b. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 50 cm, iar proiectia
unei catete pe ea este de 5 cm. Aflati celelalte elemente.

6. Proiectiile catetelor nnui triunghi dreptunghic pe ipotenuzg sint
de 7 em ¢i 63 cm. Aflati celelalte elemente.

7. Enuntati si demonstrati o reciprocd a teoremei lui Pitagora.

8. Deduceti teorema lui Pitagora din teorema catetei.

9. Redactati o demonstratie a teoremei lui Pitagora fird a folosi
cercuri, $1 nici teorema catetei (insd reconstituind figura 1.40).

10. Care este lungimea diagonalei unui pdtrat de laturd a?

11. Care este lungimea indilimii unui triunghi echilateral de
laturd 4 cm?

12. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic isoscel este de 4 cm. S&
se calculeze catetele triunghiului.

13. Un triunghi dreptunghic are o catetd de 5 cm, iar unghiul opus
el este de 30°. Calculati lungimile ipotenuzei, a celeilalte catete, a indl-
timii etc.

14. Intr-un trapez dreptunghic, bazele au 10 cm §i 7 cm, iar latura
neparaleld perpendiculard pe ele este de 4 cm. Calculati lungimile celei-
lalte laturi gi ale diagonalelor.

15. Un trapez dreptunghic are bazele de 11 e¢m §i 7 cm, iar una din
diagonale de 15 cm. S& se calculeze lungimile laturilor neparalele si a
celeilalte  diagonale.

16. Un triunghi isoscel are laturile congruente de 10 ¢cm iar baza de
8 cme. Caleulati inaltimea corespunzitoare bazei.

17. In problema precedentd calculati §i celelalte indltimi ale triun-
ghiului. ‘ ‘

18. O coardd a unui cerc de razd 15 cm are lungimea de 8 cm. Calcu-
Inl1 distanta de la centrul cercului la aceq coarda.

19. Care este cea mai micd putere ce o poate avea un punct fatd
do un cere de razd R? Care este punctul de putere minima?

20. Care este lungimea tangentei dusi dintr-un punct la un cerc
o vnzit 3 em, dacd distanta de la acel punct la centrul cercului este
o H om?



21. Calculati lungimea tangentelor comune a doud cercurl tangente Mai greu,

exterioare de raze I i r.

22. Calculati lungimile tangentelor comune exterioare si interioare
a doud cercuri de raze 8 cm §i 5 em, dacd distanta dintre centrele lor
este de 20 cm.

23. Dati diferite metode de a construi un segment de lungime |/ uv,
u $1 v fiind lungimile unor segmente date.

24. Gésiti un triunghi dreptunghic astfel incit lungimile laturilor,
a indltimii si a proiectiilor catetelor pe ipotenuzi si fie toate numer
naturale.

25. Latura unui romb este de 11 em, iar lungimea unei diagonal
de 15 cm. Este aceastd diagonald mai mare sau mai micd decit cealalt
diagonala?

26. Diagonala unui dreptunghi este 10 cm iar una din laturi este de
7 cm. Este acea laturd ,lungimea“ sau ,ldtimea“?

27. Un patrulater A BCD inscris intr-un cerc de razd 25 cm are dia-
gonalele perpendiculare, departate de centrul cercului la 7 cm respec-
tiv 15 cm. S& se calculeze lungimile laturilor patrulaterului. Si se cal-
culeze si lungimile diagonalelor 1 sd se verifice relatia din problema 12
de la pag. 31, adici AB - CD + AD - BC = AC . BD. ‘

28. Enuntati o reciprocd a teoremei indltimii care sa [ie incorectd !

29. Intr-un triunghi A BC, unghiul A este ascutit dacd si numai
dacd BC* < AB? + AC™

o grou dar nu dineolo e posibilitigile
tovedi ci orice triplet. de nume
i ohyine prin formulele de mai

g voastre de intelegere, este do a

niregi (x, y, z) pentru care g2 “riy% = 22

sus cu k, p. ¢ intregi ‘ A
1 P q intreg,

Dupa ce in ultimul paragraf am invitat si caley]
hodoud laturi ale unui triunghi dreptung};ic lun n
"W vom pune aci problema de a determina’
Wi triunghi dreptunghic $1 misura unuia d
moa laturii opuse acelui unghi (fig. 1.50).

feulam, cunoscind lungimile
gimea celei de-a treia laturi
» eunoscind lungimea ipotenuzei,
I unghiurile sale ascutite, lungi-

%

I}éspunsul la aceasta problema nu se
sa contind numai operatii cu numer
nu este insd atit de »Zrava® ineit 84 fim o
0 astfel de problemsi printr-o misuritoar

dou

poate da cu ajutorul unej formule
€ Cunoscute pind acum. Situatia
bligati s& rezolvim de fiecare daty
) . e. Anume, sj ob i a

v ; . servim a i
U triunghiuri dreptunghice cu X4 = 34" = 90° unghil; il CZ'da(j}{; o
, | . = rile din si
¥ sint congruente atunci triunghiurile sint :

care

Observcafie. Desigur cd ati rezolvat cu usurintd problema 10, aflind

astfel cd lungimea diagonalei unui pitrat de laturd 1 cm este |2 cm. Deci
constructii simple aplicate unor segmente cu lungimi rationale (chiar intregi
conduc la segmente de lungimi irationale. Descoperirea acestui fapt a produ
o mare surprizd in lumea matematicienilor greci, inaintea erei noastre.

b asemenea (cazul 2) si deci oo N
; - & . A,C, -
-k deci cunoscind Ipotenuzele lor si cateta AC

Hyista totus:

din primul determinim

vind probleme ati intilnit probabil si altele. Se cunoagte forma generald

tripletelor de numere naturale # 0 (z, ¥, z) pentru care 2% 4+ y? = 22, anum
x = k(p? — ¢%), y = 2kpq, z = k(p? + ¢?) sau acelagi cu x permutat cu

in care k, p, ¢ sint numere naturale, p > ¢ si, pentru a evita repetitiile, 8
presupune cd p $i ¢ sint prime intre ele si sint unul par si celdlalt impa
Prezenta factorului k este usor de inteles dacd avem in vedere notiunea
triunghiuri asemenea. Sd dim citeva exemple,{toate cu k = 1) p = 2, ¢ =
48 3, 4:5) p=3,4=2 48 (5,12, 13}, p =& g =1 44 (15,8, 17), p =3
g=3 da (7, 24, 25), p =5, ¢=2 di (24, 20, 29), p =5, ¢=4 d4 (9,
41) ete. Puteti folosi aceste triplete pentru a compune voi ingigi proble
in care sd nu ,apard radicali“ in cursul rezolvirii lor. Puteti verifica u
cd z, y, z definifi prin formulele de mai sus verificd relafia 22 4 y? =

U0 ugurintd cateta A°C din celdlalt (fig. 1.51)

e W
= P BC

';ll ll“rl‘ cu ‘“ 5] (‘9\' 3 8 '( e 84 ( oaste ( ‘: -
vint AEL(- b “Il;lfnt Sa fun at L m l“p )”.“l A l““' un t
7 '”]nghl

'4 " N + X
ptunghio care are masura unghiului f2 egald cu x, pe

ntru a putea caleula



\teta opusd unui unghi de mdasurd

se cunoagte ipotenuza.

Ajungem la concluzia cé este pre

srul sdu de grade, ¢i prin rapor

in orice triunghi dreptunghic ciruia

ferabil 83 caracterizdm mirimea unul
tul dintre distanta

Dim mat jos o tabeld (calculatd, de exemplu, pe baza formulei de mai
aiih) . In onre figursazd valorile lui sin x, cp trei zecimale exacte, pentru toti
¢ exnpimall printr-un numdr intreg de grade, cuprins intre 0° §i 90°.

nehi ascutit nu prin num y Y ]
legla un punct de pe una din laturile sale la cealaltd latura distanta de la ' 0 1 5 P ~ . = : -
cel punct Ia virfut unghiului (fig. 1.52). | s o SR A B . 5 ‘
éﬁf‘/ ) () 1 0,017 0,035 0,052 0,070 0,087 0,405 0,122 0,139 0,15
1 1) ‘ 1;).‘17(/% 0,491 0,208 0,225 D 0,25 292 0,309 0,3
/// S i ; ') | Uf)’/m Oé‘f)?ﬁ 0,3!5 0,3“1 4 54 0,469 0,485
o | No z o 2M Fig. 1.52 0" | 0500 0515 0,530 0,545 5 0,616 0,629
S | 10 | 0,643 0,656 0,669 0,682 7 0743 0,755
ot " Q,’itn)ff O«,/ij 0,788 0,799 ) 0,8 8- 0,848 0,857
ALLW:{_% ______ (0 ! 0,856 0,875 0,883, 0,891 ) 0,906 0,914 0,927 0,934
5 M AL 0,94() 0,946 0,951 0,956 0,961 0,966 0,970 0,974 0,978 0,982
B0 | 0,985 0,988 0,990 0,993 0,995 0,996 0,998 0,999 0,999 1,000

Rationamentul de mai sus (cu triunghiuri asemenea) ne arata ca acesf. 1
raport nu se schimbi dac# inlocuim punctul cu alt punct de pe acea latura
sau de pe cealaltd sau daci inlocuim unghiul cu altul congruent.

D,f
Fig. 1.53 \\
p /,r”' / \‘
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Definitie. Daci 0’
raportul dintre cateta opusidt ungt
shic eare are unul din unghiurile

.
de ‘", pinbut x 1* ; ochapicl
sale aseufite de masura .

dreptun

A7
A
/_/* 1
Ca . AM Fig. 1.5
7 ‘ gin ¢ = —— ig. 1.54
e | AO
P ,,// ar o;i
X O
0 M

t mai sus ci ,definitia este corectd"*
se de liceu cd s
.0 formuld in care apare O ,

Am vizu
Veti vedea in ultimele cla

masoard, ci se pot calcula printr
formuld ce ,incepe“ astfel:

: T 1 f e )3 + ‘_L.{Hﬂ)‘* N
e BT 120 {180

sensul acestei expresii.

. Vezi la pag. 28

< z < 90°, se numeste sin 2, si se eitegte 3,311"1118
ipotenuzit intr-un triunghl

inusurile de unghiuri nu
sumi infinitd

(ultima valoare este 1,000 cu ,rotunjire prin adaos)
Cu ajutorul acestei tabele putem rdspunde la doud tipuri de intrebdri:
1) S& se afle sin23°. G#sim din tabel sin 23° = 0,391; mai precis,
lsoarece tabelul contine valori aproximative numai: 0,3905 < sin 23° <0,3915.
2) Sinusul unui unghi este 0,32. Care este masura z a acelui unghi?

Pin tabel gisim cd sin 18° = 0,309 < 0,32 < 0,326 = sin 19°, deci z este
Yuprins intre 18° si 19°.

[ixistd gi tabele mai preecise, cu mai multe zecimale, gi din ,minut in
nnut ete.
Obsereatia 1. Putem determina masura x a unui unghi §i dacd stim de

. x N .
#romplu cd sin = 0,16. Din tabel obtinem 9° <—;— <10°,deci 18° <z <
20",
2. Din cele cunoscute pind acum putem deduce valoarea exactd a sinu-
irtlor a trei unghiuri. Stim (teorema lui Pitagora) ¢d intr-un triunghi drept-

§ihic isoscel de catetd a ipotenuza este a /2.

il
ave/ .
Pig. 1.55 ” Y
& f:{{f ift\'} "’\’\\ i
LAY I
(@]
|lh|‘| Hill /1r;\ o - Aﬂ — .,|‘/ 2
a [/ 2 2




Stim e intr-un triunghi dreeptunghic de ipotenuza a ce are un ungl
f . a

ascutit de 30° cateta opusid acelui unghi este 4 (deoarece ,,completind™ tr

unghiul se obtine uyn triunghi echilateral, fig. 1.56).

sin 30° =

e

Deci

bo | —

. 3
In acelasi triunghi lungimea celeilalte catete este ﬂ;:— (teorema 1

. A V3
Pitagora), deci sin 60° = S e
Problemd resoivatd I Cunoscind ipotenuza §i un unghi ascutit ale un

triunghi dreptunghic, sa se afle catetele (fig. 1.5%).

=

\
e

Fig. 1.57

\,
\|

Ipoteza Concluzia

BC =a, XB =, 34 = 90°.
Rezolvare. Avem, prin definit,ie,ég— = sin 2z, deci AC = a sin x. Teore
a

lai Pitagora dd AB = //a® — AC? = I/ 4 —a®s8in® 2 =a /1 — sin? z.

AB =a sin C

'Mai putem scrie, decarece L C =90° — z, si
= a sin (90° — z).

Observafre. Si remarcdm cd am seris sin®c in loc de
este o conventie de scriere.

dreptunghic, sa se afle unghiurile triunghinlui (fig. [.58).

AB = .. AC=]

(sin x)*; aceas

Cunoscind o catetd i ipotenuza unui triung

[ poteza
| 90°, BC a AC = "’

Concluzia
(lt I? = L., ‘j:('

Hezoloare. Conform definitiei avem sin B = z g1 aceastd relatie consti-
P !
Ll in rivapuns la intrebarea ,,care este misura SR
Misura 92C' se determini fie din JTC = 90° — J° B, fie din sin ¢ =
A.B)
Fa

‘}“}

. : e .
7a b (t,eorema lui Pitagora, sin C =
o

J'inind seamd de rezultatul din problema rezolvatd 1, se da:

- & < YU 8¢ numeste cos

Sinusul si cosinusul unui unghi se numesc si ,,functii trigonometrice ale

neolut unghi®,

™y

.i‘:
PSINUS?

g4

y w-){.». i P A O

1 4

Fig, 1.59

b, 0 < sine<1;0<cosz<1.

r). Aceasta ne permite si folosim tabelul de la
Pt 41 g1 la caleulul cosinusului unui unghi dat si la determinarea unui
gl cied 1 se cunoagte cosinusul.

l b 4 190°

(- Din rezolvarea problemei 1 am vizut c¢i cos 2 = |/T—sin? z deci
! | pentru orice x (cuprins intre 0° gi 90°).
\uonnta este o expresie ,triginometrici a teoremei lui Pitagora.

A2 ! -

Bin r\f‘ « SII 40 3 de P
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TANGENTA UNUIL UNGHI

Dac4 intr-un triunghi dreptunghic ABC cu A = 90° cunoagtem AC =
, iar cealaltd catetd AB = BCsinz

§i. C = x, atunci ipotenuza BC = o

=b sin« . aceasta am rezolvat problema: cunoscind lungimea unei cate
cos T i 1 )
gi unghiul aldturat dintr-un triunghi dreptunghic, s& se determine lungime
celeilalte catete. ' A AR
in rezolvarea numerici a acestei probleme, sintem in situatia 3
o impirtire a doud numere (sin z gi cos x) pe care le luim din tabelul de
pag. 41 . S& introducem:
Definifie. Se numegte t:
¢ '

i
- & < 90°, eftul dintre sinusul aceh
< < YU, CITULUINLE SiESU :

T

entit a unui unghi 2, pentra care U

unghi gi eosinusul siu.
sin a

tg 2

Tabela de valori a tangentei ugureaza calculul de mai sus.

) o / E 6 T %4
| 0 ! P 3 4 2] ) /

Se introduce $i:

Definitie. . Senumegte cotangenta a unghiuiil 1 P

ul unghi st S

lint i la gau., oto 2
ettul dintre essinusit a¢ Sat, ouf

-

unRlama
7. Probleme

1. Examinati tabelul de valori al sinusulu'i §i réspl.mdet,i la ir}treh}
rea: daci z < y atunci avem sin z < sin y, sin & > sin y sau SM &
= sin ¥? \

Demonstrati apoi rdspunsul (evident cd tabelul, 66y contine de
valorile lui sin # pentru z intreg, nu ne poate 'ajuta in ace.asté demo‘
stratie); amintiti-vd teoremele de la ,.,inegalitﬁ‘gl“ (Geometria cl. a VI4

2. Aceeasi intrebare pentru cosinus.

3 Examinati diferentele dintre valorile succesive ale sinusului din

tabelul de la pagina 41; mai precis examinati valorile expresiei sin(x + 1°) —

~sin & pentru x intreg. Unde creste sinusul mai repede, in zona valori-
lor mici sau a celor mari ale lui #?

4. Care sint valorile lui # pentru care sin x = cos z?

5. Ce puteti spune despre misura 2 a unui unghi ascutit pentru
care sin x = 0,8? Dar daci stim ci cos y = 0,55 ?

6. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic are lungimea g, iar unul din
unghiurile ascutite misura z. S4 se exprime lungimile catetelor, ale
indltimii, ale proiectiilor catetelor pe ipotenuzi.*

7. Inilfimea unui triunghi dreptunghic corespunzitoare unghiului
drept are lungimea £, iar unul din unghiurile ascutite ale triunghiului
are misura z. Exprimati lungimile ipotenuzei, ale catetelor etc.

8. Baza micid a unui trapez dreptunghic are lungimea b, latura
»oblicd“ are lungimea, ¢, iar unghiul ascutit misura z. Si se exprime
baza mare, latura perpendiculard si diagonalele.

9. Intr-un cerc de razi R se considerd un unghi la centru de misuri
x. Care este lungimea coardei ,corespunzitoare”?

10. Un triunghi isoscel are unghiurile de la bazi de misurd z, iar
laturile congruente de lungime a. S& se calculeze baza, iniltimea cores-
punzitoare bazei gi indlfimile corespunzitoare laturilor congruente.

11. Se cunosc lungimile bazei gi a laturilor congruente dintr-un
triunghi isoscel. S3 se scrie o relatie din care si se poatd determina
unghiul de la virf al triunghiului (relaia va contine, evident, ,sinus®
sau ,cosinus®).

12. Cunoscind lungimes gi li{imea unui dreptunghi, si se determine
misura unghiului obtuz format de diagonalele sale.

13. Un punct este la distanta de 15 m de centrul unui cerc de razi
2 m. Sub ce unghi ,se vede cercul” din acel punct (cu alte cuvinte,
care este unghiul format de tangentele duse din acel punct la cerc)?

14. Doud cercuri de raze R gi r au distanta d intre centre. Sub ce
unghi ge vad cercurile din punctul de intersectie al tangentelor comune

exterioare? Dar din cel al tangentelor comune interioare?

15. O dreaptd este la distanta d de centrul unui cerc de razi R.
Care este unghiul format de dreaptd cu tangenta la cerc intr-un punct
de intersectie al dreptei cu cercul?

16. In AABC cu LA = 90° ducem AD | BC,DE | AB, EF_|
| BC. Exprimati BF i AF cunoscind BC = a $i (B = z.

17. Aritati c¥ ctg 2 = —

tgx

18. Aritati cd ctg x = tg(90° — z).
19. Calculati tg 29°, ctg 44° etc.

* La aceast#t problemit ca gl la cele co urmeazit se vor considera gi exemple numaeice.




\

20. Ce puteti spune despre unghiurile x, y, dacd tgax = 2,1
ctgy = 0,5?

21. Aritati cd dacd z < y atunci tg z < tg y iar ctg z > ctg g

Vi trebui'sd deosebim doud cazuri.
(‘uzul 1. Unghiul cuprins este ascutit (fig. 1. 61),

G
/AN

22. Determinati tangenta si cotangenta unghiurilor de 30°, 45

gi 60°. a‘ LY
Fig. 1.61 g |
- | N\
In acest paragraf vom rezolva cele trei probleme puse incd de an &
trecut, la lectia despre constructia triunghiurilor. [ poteza Concluzia
. Intr-un triunghi se cunosc lungimile a doud latu AB =¢, AC=0b,b<c¢, XA=nu. BC = ...

Itezolvare. Rolurile ce le joaci B si 3C in enunt sint simetrice, de
aenon am precizat ¢d b < ¢, pentru a sti cd KB < IC, deci cd B este ascu-
{1l g1 cil figura aratd asa cum a fost desenatd. Vom proceda la fel ca in cazul
vunoret de mai sus: vom considera piciorul D al perpendicularei din C' pe A B,
vnro, datoritd ipotezelor, se va afla intre 4 si B.

in NACD avem CD =bsinz, AD =bcos z; apoi BD =c¢ —

bcos . Teorema lui Pitagora in A BDC di BC = |/ BD* + DC: =

|/ b* sin® z + (¢ — b cos z)% = |/ #2(sin® z + cos® z) + ¢ — 2bccos & =

sl misura unghlulul cuprlns Séd se determine lungimea celei de-a treia latu
si mdsurile celorlalte doud unghiuri.

S& considerdm intii un caz concret, in care si presupunem ci ,unghi
cuprins“ este dat nu prin misura sa ci prin cosinusul siu (fig. 1.60).

g4 |/ b + ¢* — 2be cos z.
Cazul 2. Unghiul cuprins este obtuz.
Ipoteza Concluzia « S
AB =5, AC =17, LA < 90°, cos A = 0,4. BC = g:c = |\
XB= Fig. 1.62 \

Rezolyare. Pentru a putea aplica relatiile din triunghiul dreptunghl
ce le cunoagtem, sd ducem indltimea BD. Vom avea din A\ ABD, AD . .
=ABcos A=5:04=2, BD=|/AB*— AD*= |/21, apoi DC =7
—2=25 si din ABDC, BC=|/BD*+DC?*= /%6, sinC = K?— I poteza Concluzia

L V46 AR = c; AT = b; A =z BC ==

Rezolvare. In acest caz B este sigur ascutit. Avem JCCAD = 180° — z
§i In continuare proceddm in acelasi mod ca in cazul 1 : AD = b cos(180° — z),

('D « bsin(180° — z), BD = ¢ + bcos(180° —z), BC=1/CD*+ BD?=
|7 0* sin%(180° — z) + (¢ + b cos(180° — 2))2 = |/ 8% + ¢* + 2bc cos(180° — z)

- % ~ 10,4565 =~ 0,67 ..., C o~ 42° ... jar 3 ABC = 180° — (X A4
]

+ 90 C) 22 180° — (66° + 42°) ~~ 71° (unghiurile din parantezi sint ambel
putin mai mari decit valorile scrise...)*.
Vom rezolva insd prima parte a problemei §i in cazul general, cu da

. : . i y CD
literale; se va vedea cum rezultatul ce-l1 vom obtine va fi esential in specil gl npoi sin B = B’
pentru problema 3. J , 3 A -
Observagie. Dacd examinim cele doud formule obtinute in cele doud
* Putem determina pe BD si ca AB sin A, iar pe C si din cos € = €D . .5 pgur pentru lungimea, lui BC observim vﬁ,. dacd definim, pentru 90° < 2 <
B I/ 46 IH0", cos x/drept — cos(180" — z), atunci formula de la cazul 1 este vala-




AD = " . iar

“

s 8 in;““nll pl l’]l ‘“ll"ula dp. méal 8 us 8 ar “
| 1 ] unt F F g *
1 ll'““ l 1 ]
n § ’HI ur 1
l“ d '8“ il l/ un ' “ll

‘* £ '" . ‘ -
= l I‘ ( l {
{s “H |\hl Ly Aae ()() ! Lulu I lu]l e I)l ¢ l()lll(‘l ore VA

L k see ; Splll] {1

din teorema lui Pitagora am deduce BD = |/ AB D \/ b ’ A o 0.

b Baturdl '
aburtle unui paralelogr I
logram au lungimi 5818, 1
QR ek gimile de 5 g1 8, iar unul din
Hyol b [
" "H]'n ulatt lungimile diagonalelor

.H . 2 . '¢ . ’
F & 'n wlall unghiurile dintre diagonale si laturi
' : . : ! > 8 agurl.

alovlati unghiul dintre diagonale

8., Probleme

1. Care sint toate valorile ce le ia c0s 7, cind x variazd de [

180°? De cite ori este juati fiecare din aceste valori?

2. Aceleasl intrebari ca la problema 1 pentru sin .

3. . Rezolvatl ecuatiile® cos & = 0.75 cos x = —{,39, co8 ¥
gin 2 = 04, sin9 = —0.34, sinz =2
1 este adevdratid p

' | ' . re ¢e C er » « .
. Hu ""t“ (h“' y X
' ”'1"”“' adao ]i I
‘ | ' 2 i‘ 1 cercurl de raze 9 Qi l } esl e de 2()
ﬁ ‘ "l‘ ”."l‘ I“"““l“'ﬂ (f(”“'d(” lO] comune l

slenin ”“Kl““l II"(I' t
e unu
h ' | ] ( ( anoe ele Ia Ple l]{)lla cercurt ”l'] l

precum 51
pusctele lor de intersectie

4. 8% se arate cd relatia sin® z -+ cos> & =
orice & cuprins intre 0° si 180°. e Avoongl problema, dist {i
5. Exprimati, pentru 0° < x < 90° . distanta dintre centre fiind de 5.
functie de sin 2, cos -
6. Este adevirat cd ¢
si 180°2 Dar sin & = /1 — cos 2* ?
7. in problema rezolvatd 2, figura 1.64,
fara a mai duce perpendiculara din B pe AC.
8. Un triunghi are unghiurile de 60°. 4b° si 75° iar laturd d
unghiurile de 75° si 45° de 4 em. '
a. Determinati jungimile celorlalte latury.
h. Folosind $i metoda gisitd in problema 7. deducell 0 exp

r o 1 ) sl cos(90° o
, sin(90° -+ 2) $1 cos(D0” M Hasolo unui trapez au 15 respectiv 9 ca lungimi
| spe Y ca lungimi iar laturile ne-

T E AT )

o x = |/ 1 — sin® z pentru orice a in

N L arnlA teapezal, asa
. a8 SHETERIR ?

determinati lungimg
i

o wlle cuvinte: nirl
vounghiurile ascutite
e wseutite ale trapezului sint alaturate

A i | M
hi “ul. wlatt lungimile diagonalelor trapezului
: alontaft unghiurile trapezului Y
B ur : zului.
‘uh wlatt unghiurile dintre diagonale si laturi
8 Lileulagt unghiul dintre diagonale ey

LR voralvagi 1 i
alvingi flocare din I
puncte bazindu-vi i i puti

Wl punctelor precedente ERRt b

pxactd pentru sin 75° si cos 75°.
9. Cele trei laturi ale unui triunghi au lungimile de 10, 125
a. Calculatl lungimile medianelor acestui triunghi. ‘

b. Caleulati unghiurile dintre mediane si laturite corespunzil

10. Un triunghi are doud laturi de 8 g1 11, jar unghiul cupring
ele de 60°. Caleulati lungimea celei de a treia laturt si masurile celol
doua unghiurl.

11. Un triunghi isoscel are laturiie congruente de 3, lar uf
din virf de 45°. Calculatl baza sa. inaltimea corespunzatoare
Deduceti valoriie evacte ale lui sin 990307 si cos 22730’ (in expl
lor vor aparea, bineinteles, radicali). ‘

19. Rezolvati problema 11 cu un unghi oavecare

13. Laturile unui triunghi A BC au Jungimile de A B - 6, BG
CA = 8. Pelatura B(" se alege un punct D astfel ca BD = 3. Dettly
jungimea AL \

14. Un triunghtarve o laturd de 12, unghiul opus ¢
ercului cireumscrins

B Hasolo unui tr i

rapez sint lungi de 16 si i
i . gi de 16 §i 4, una din 1 1
“ i din dingonale 12. Rezolvati pentrm SRt s
‘ “Wuhlmuu precedenta ’ i

B doun '

puncte ale unei drept i
> o an , pte departate intr
m;, e perpendiculare pe acea dreapti, de lun e'el'e 5. l.i* . Do
" Wil dintre celelalte capete ale ace%t(;r s e
-y | » acestor se

Ik v patrulater convex 4 BCD avem gmentez

B [ AR =13 BC

"

— e

12)/2, iar BD = i "
I " nlulmlllu 2;! (“II:h-lI}lfé)\ (l 9!17 C:l!(}lﬂam hlngimea diagona]ei AC
1 g1 unghiurile patrulaterului
erulul, unghiurile

W Hnpgonnle g |
i laturl, unghiul di '
A @ dintre diagon:
T T prablomele 23 il

2 in loe d

1’{' | A ] : 3 3 ]
AN ' mekt [ ext eric
y, PUI l 'l 1) (,Hf,(} imn HLP,H()I “’,, in exterioru

e B o oo |
o 56°, inr il : ', goroul ee trece prin A, B, C?

celelalte unghiur de 62° Determinatl raza ¢
ghinlul. . "‘“‘“ practice
15. 1n problema precedentd, determinafl g1 raza cerculnt in i i
H ‘ Vi v i '
! iplien vt 100X
WAy o ’_' fin practicd de la pag. 24 i rezolve
o TAPA o mat mfsura nimic ) olvati din nou pro

frunght.
pe hirtie.




w0 munea elovului din Higurn 131 dacil el are sebibrenpta AB. Se aratd ci CD" || AD, CL' || AE g1 se aplicd teorema lui
Phslon In A\ BD'C tiiat de AD i in /\ BAE tdiat de CE' ete.

I's baza teoremel bisectoarei vom rezolva:

Problema. Fiind date doud puncte A. B si un numir A diferit de 1.

: MA 5
4w alle locul geometric al tuturor punctelor M pentru care = k (fig.1.69).

Intrebdri. Cu ce se unjure Al
a dispozifie tabelul de la pagina 4 g
Cum puteti afla, fra a trece riul,

4 aparatul meteorologic din figur
: g _
1.67 este vézut de observatorul din punctul 0°

&
!
e

g 1.69 P

Fig. 1.67

Ipoteza
Mo
MU

k.

Hezolvare. Sa ducem bisectoarea interioard si cea exterioard a A MB.

Itlo vor tila dreapta AB in doud puncte C si D astfel incit, conform teoremei
DA

hinectoarel, %% = = k. Deci punctele C §i D sint fixe, nu depind de

M, i doar de A, B si k (vezi problemele 4 §i 5 de la pag.10). Avem si MC _L
| MD..., deci M se afld pe cercul de diametru CD.
Pentru a rezolva complet problema, urmeazd si demonstrdm cd orice

e {E IN PLUS
STEVA TEOREME IN
oo (FACULTATIV)

mnet M de pe cercul de diametru CD are proprietatea j}f_f‘l_ — k (scrieti ipo-
ina 11 s-a cerut <% se demonstreze:

i. Bisectoarele interioard si exterioari’a,la
¢ latura opusd tntr-un raport, ega

in problema 17 de la pag ‘

Teorema bisect(falr«
unui unghi dintr-un triunghi, lml;?l e
raportul laturilor ce formeazd unghiul (118

oun gi concluzia acestel parti a rezolvirii). Aceastd dem:onstratie intimpini
routiti mai mari decit ne asteptdm. Vom proceda prin urmitoarea metoda.
‘o nlege un punct M pe cercul de diametru CD, vom considera dreapta C M
I simetricul B al lui B fatd de CM (fig. 1.70).

r

M
M

,D:,»// //
/ b 90°
- é\{\o
A *

Fig. 1.68 Fig. 1.70

ol—

Dospro punctele € si D stim cii au proprietatea ce trebuie stabilitd, deci

saipunem oii M este diferit de aceste puncte. Rezultd cd CM nu este per-

swhivulnrh pe AB, deci B’ nu se afld pe AB gi dreapta AB' tale dreapta

Wi un punct M’ (acest ultim fapt rezulti din BC 2 CA, deci AB' 47 C M),

J;fl‘ﬂ n?ul‘ cit. M'C este bisectoarea 9ZAM'B, deci (teorema bisectoarei)
{

. = k.

Ipoteza DR EB A

= : : = =
{DABE %(DAC. %(EAB = %(EAC o =

une
ratia 0 vom schifa numel. Alegem pe dreaptd AB p

r 3 '
Demonst Ac. D tiind pe semidreapta AB' iar E

D', E’' asa incit AD = AE'=

| Bl il



GConform primei pargi a vezolvirii, M’ se va afla po corcul de diamet
C'D. Dar dreapta C'M nu poate avea mai mult de douit puncle comune ¢

acest cerc, deci M’ = M si %% =k, q.e.d.

Observatie. Pentru %k = 1, locul geometric din problemd este medi

toarea segmentului A4 B.
MA

Cercurile ce apar ca locuri geometrice ale tuturor M cu o =k, pent

un segment dat A B si pentru diversi £ > 1. se numesec cercurile lui Apolloni
Problema rezolvatd 2 de la pagina 9, impreuni cu problema 18 de |

pagina 11 aratd valabilitatea urmitoarei teoreme.
Teorema lui Menelaos. Daci o dreapti d ce nu trece p

-niei unul din virfurile unui triunghi 4 BC taie dreptele BC, CA, AB respect

in M, N, P, atunei MEZNC P4 ,
MC=NA PR i

Convenim, la fel ca in cazul puterii unui punct fatd de un cerc, si cons

% '« MB ; . Ao s :
derdm c& T este negativ dacd M se afld in interiorul segmentului BC si poZ

tiv dacdi M se afld pe dreapta BC, dar nu in interiorul segmentului BC. Valo

rea--1 din enuntul teoremei spune cj sint doui posibilitdti: dous din puncte
M, N. P sint in interioarele segmentelor respective iar al treilea nu (fig. 1.7
sauniciunul dintre cele trei puncte nu se afli in interiorul segmentului ref

pectin (fig. 1.72). A
J=)
N
Fig. 1.71
B c M
A
B (
WM i
N
o
Aceastd teoremd ne di posibilitatea sd i.mﬂginn‘m 0 metoda de a demof

stra cd trei puncte sint coliniare.
Urmétoarea teorema ne oferd o metodii do a demonstin o trei drepf
sint concurente.

Teorema lui Ceva. Dacit 2 onte un punel noslial P nici g
din ﬂ‘rolmrlu 1B, BC, CA, unde AL onte un lunghi, glhdued M N, P s
punciele de inforsecfio roespoctive ale lul A0 on He' Wl B o 04 & D o

MB NC P'A

— ' 1 (unde facem conventia de mai sus
MC NA P

| /1, ntunei avem

‘i privire la semnele rapoartelor ce apar) (fig. 1.73).

Fig. 1.73

B M C

(B0 poate intimpla ca figura sa arate altfel: numai unul din punctele M, N, P
#h ne afle in interiorul segmentului respectiv)

Demonstratie. Teorema lui Menelaos in A\ ABM tiiat de PDC d&
- THLEE e 41, iar aceeasi teorem# in A ACM tiiat de NDB di
Pl CM DA
N(' DA BM
NA" DM " BC

Sd inmultim, membru cu membru, cele doua egalitati. In dreapta obti-

. ¥ DM DA BM BM . CB

nem evident -1, lar in stinga BZ'EA_IeSte +1, T e
N0 njunge imediat la relatia doritd; mai mult, modul de redactare al demon-
ulrifiei nu este influentat cu nimic de inlocuirea figurii 1.73 cu o figurd descrisd
Jn paranteza de dupd figura 1.73° q.e.d.

Observatie. Dacd vom considera segmentele neorientate, atunci sem-
mil ,,—¢ (minus) din membrul doi al relatiei demonstrate dispare.

Si dam si ,rezultatul® problemei 13 de la pagina 50 rezolvatd cu date
literale impreund cu demonstratia sa.

Teorema lui Stewart. Daedi M este nn punet In interiorul
Inturii BC a unui triunghi ABC, atunci AM? - BC = AB* - MC + AC? -

BM — BC - BM - MC (fig. 1.74).

A

B S

Demonstratie. Teorema lui Pitagora generalizatd in AABM, NABC,
dfi AM?= AB®-} BM*/~- 2AB+ BM - cos B,
AC* == AB? 4- BC* /- 24D+ BC + cos B.



pe a doua, inmulfitd in prealabil cu BM. Relatia ce se obyine se serie, dup
ce trecem termenul AC*- BM in membru] doi:

de unde pinj la relatia doritd mai este numai un pas: BC — BM = MC.!

Elimindm pe cos # inmulfind prima relatie cu A g osedzind din
AM?- BC = ABYBC — BM) + AC*- BM - BC - BM(BC — BM)

9. Problemse pentru pa.rag;fafnx! facultativ

0

1. Ce devine teorema lui Stewart cind M este mijlocul lui BCY
2. Calculati lungimile bisectoarelor unui triunghi cunoscind lung
mile laturilor sale. ‘
3. Desenati o figuri in care, in acelagi triunghi, si se poatd apli
§1 teorema lui Menelaos $1 teorema lui Ceva, doui din cele trei pune
fiind aceleagi in ambele aplicagii. Enuntati rezultatul obtinut.
4. Enuntati si demonstrati reciproca teoremei lui Menelaos.
5. Aceeasi problemi pentru teorema lui Ceva. |
6. Se considers trei cercuri, ce n-au centrele coliniare, siastfel inc
printre ele si nu existe doud care s fie interioare sau tangente interioar
(Ch), (Cy), (Cy). Tangentele comune exterioare ale lui (Cy) 81 (Cy) se intil
‘nesc in A,,; definim asemindtor punctele Ag3, Ag;. SA se arate cj cel
trei puncte sint coliniare. ‘
7. Enuntati o probiems asemdndtoare cu problema 6, in care s
fie vorba gi de tangente comune interioare.

8. Cercul fnscris in triunghiul 4 BC atinge laturile BC, CA, AB if
M, N, P respectiv. Demonstrati cg AM, BN, CP sint concurente

9. Enuntati o problema asemdndtoare cu problema 8 in care si fi
vorba de un cerc tangent celor trei laturi ale unui triunghi, altul decf
cel inscris.

10. Care este locul geometric al punctelor pentru care diferen;.’

patratelor distantelor la douj puncte date si fie constants?

11. Care este locul geometric al punctelor ce au puteri egale fafd

de doui cercuri date? ]
12. Locul geometric din problema 11 :e numeste ,axa radical
a celor doud cercuri. Formulati si demonstrati o teorema care sy aib
drept caz particular pe cea din problema 5 pagina 31. ‘
13. Pe laturile BC, CA, AB ale unui triunghi se considerd punctelg

M, N, P astfel incit AM, BN, CP s§ fie concurente. Fio M, N’ f
simetricele lui M, N, P fatd de mijloacele lui BC, C'A, AN, Demonstra 1
cd AM', BN', CP’ sint concurente. |

14. Dintr-un pnnet M se duc porpondioulare po laturile BC, CA,
AB ale unui triunghi; fie D, K, I pretonrelo lor, B8 w0 domonstreze Y
BD? - CE* 4 AR o DY FoABR | Y Waonagl gl domonstragi

I'ﬂt'illl'(N‘lT

* Rosultntol we e et o bl

16, Detorminali looul goomaotrio al [)llllq',l:1)|(_n' pentru care suma gy
Lratelor distantelor lo douft puncte date 4 gi B esle uunsl,unl.ﬁ. i

16. Se considerd un punct A g1 o dreaptd d ce nu trece prin e], |.“..
d' paralela la d ce trece prin mijlocul segm‘ent,ulu.l cu (:u,pfal,’m‘c ijl IA i
in piciorul perpendicularei @ din A pe d. Sé.se demonstreze (:«l Imq.l
geometric al punctelor egal depértat? de A si d este tot l_lfm .(“ (’n:uI
geometric al punctelor pentru care dlstant,.a la a estf) medie proportig-
nald intre distanta la d’ si dublul distantei de }a A la‘ d. o

17. Intr-un triunghi se cunosc doud latur.l a, b i unghiul B opus
uneia din ele. Determinati cea de a treia laturd si cglela]te QOﬁué un;,r.hlvu.-.:
Discufie: in ce cazuri avem o solutie, in ce cazuri doud $i in ce cazupj
nici una’

——

Observajie. In paragraful dinainte am invé;at_sé rezolvé?rl. t(?.u,to ;'fi’l"
(to1 probleme ce ni le-am pus anul trecut cu ocazia (,tonstrmn.] ““.[Ilg l!.“,
filor. Anume: cunoscind trei din elementele unui triunghi (nu .toate unghiuri),
al calculdm celelalte trei. Din problemele ce le-ati rezolvat, ati invi Ln,t‘ sl m‘u
tulni lungimi gi unghiuri ce apar in paralelograme, trapeze, patrulatere oarg
" /(;;rl(i}:;';ile practice ale geometriei ne pun t‘ogr.naigstl'ol de ln'nl)lh;nn,

In acest paragraf ati luat cunogtind de posibiliti{i d.o a ('.()nl,‘l;lllll dog.
vollarea geometriei in stilul in care v-am prezentat-o. 'Apn-vn‘zn‘u“ Iu ’un“nnn
pol demonstra teoreme interesante, frumoase, a‘supra figurilor (,(,l.n‘( u :rtw
Lom; astfel de teoreme sint incd multe. Enufll',u.rlle lor nu su' f:omp.lu‘z;,i moi n.‘..
(o simplu este enuntul problemei 8, i ce 'dlflcllii, dacd nu imposi 1”.' . upm.(.
nolufia ei dacd n-am cunoagte teorema lui Ceva, A,VW" ns.l,[(&l 0 idee ‘w“.l”“
rosurselor de care dispune mintea noastrd in acliynea ei de cunoagtere u
In clasa a IX-a, la ,,Geometria in plan®, vet,i.relua anoﬂin@cle (:ﬂpﬁw,?
In clasele VI—VII la un nivel mai inalt de rigurozitate gi ve{i face cunogtin(

) ' eometrie. . ‘
- thrnlfoxi‘:;? ztg;igi mai bine decit a.cum.calc:llul alggbric §i lv.nt,l ;.ni(,ﬁ“
rozolva ecuatii de gradul 2, ceea ce vd va pcls.llomltfssa tratati multe din probje-
sle ce le-atl ind acum cu date literale.

i }:1 1:1:5; raezg};rlalt-ap veti folosi cunostintele din clasele VI—VII pentry
ntudiul figurilor in spatiu §i pentru calculul elementelor lor.

limii.



CAPITOLUL 2
ARII

INTR ODUCERE -

Notiunea de arie era bine cunoscut, inci dinainte de a fi inceput, ir
clasa a VlI-a, studiul geometriei. Astfel, in figura I1.1, intuitia ne indeamn
sd spunem cd aria ABC este mai mare decit aria DEF, in ciuda faptului ol
DEF este mai ,lungd“ decit ABC. Exists o situatie geometric in care ariil
se adung, aseméndtoare cu cele in care se aduni lungimile segmentelor sa
méisurile unghiurilor: in fig. IL.1 avem aria GHIJK = aria GHI + ari
GIK 4 aria IJK.

A " K

£
WH
B o F

Fig. I1.1

Dar noi nu am luat in considerare notiunea de arie cind am descris, in
partea 1 a manualului pentru clasa a VI-a, notiunile de bazi ale geometriei
plane. Este cazul si privim aceasta ca o lipsi? Nu, deoarece, astfel
det popiuni, sugerate de experienta noastrd si nu de logica dezvoltirii geome-
triel, mai pot apérea si chiar vor apirea in capitolul 3.

Ne aflam deci in fata unei situaii noi. Intuitia noastri pune in evidenti
0 notiune noud §i unele proprietiti ale ei. Noi ,,simtim® c# aceasta este o no‘piur’l
de ggometrie. Se pune problema si exprimim toate acestea in limbajul geo-
metriel noastre, cu alte cuvinte sd definim aceastd notiune §! 88 demonstram

proprietitile descoperite de noi inainte.

Cum In clagele precedonto alit mai Inviifal cum se calculeazia ariile, noi
Vi morgo aei drept la {intd", fard a ignora cunogtintele de pind acum
gaprn arvitlor (evident insd, fird a ne baza pe ele in demonstratii).

Observagie. Cind vorbim de aria unui triunghi, ne gindim de fapt nu la
#ria Hgnrii formatd de virfurile triunghiului, ci la aria ,interiorului triunghiu-
1", intoles drept multime a tuturor punctelor care se afli de aceeasi parte
# WiricAroia din laturile triunghiului ca si virful opus (fig. 11.2).

Fig. 11. 2

Dac# privim schema triunghi — interiorul siu - aria, observim c#
floofirni triunghi, chiar gindit ca o figurd formatd numai din trei puncte
(virfurile) ii corespunde o arie. Un astfel de mod de a gindi scurteaza expune-
i, evitind repetarea inutild a cuvintului ,interior®.

8

Aria unui triunghi

Definifie. Prin aria unui triunghi Infelegem jumitate din pro-
flusul dintre o laturd a triunghiului i inilfimea corespunzitoare acelei laturi. Cu
#lle ouvinte aria unui triunghi este egali eu jumdtate din produsul dintre

ghnzd si | Andlfime*).
Aria triunghiului ABC o vom nota S4pc.

#
o AB+CD
Fig. 11.3 dABc = AL
904 |
A 0 B

Avem trei posibilitati de a calcula aria unui triunghi dat, corespunza ~
jonre celor trei laturi ale sale, §i nu stim dinainte ci toate trei conduc %a
acelagi rezultat. Ar fi trebuit deci sd demonstram, inainte de a da d'efinit,la
do mai sus, o teoremi, al cdrei enun{ il puteti usor deduce (vezi chiar pro-
hlema, 9, pag. 99\ ‘ ;

Teorj'enm asupra, puterii punctului apiruse ca o teoremd importanta;

din ea am dedus teorema lui Pitagora. Teorema ce va trebui s-o demonstram
| atit de

alci, desi|,de neinlocuit® in acest paragraf, nu apare ca o teore

.-.)l.'.a'lillilsu in nlbo cupttole incit sd merite s3 fie pusit in rind cu teorema



lui Thales, cu cea a lui Pitagora ete... O astfel de teoremi se numeste ,lemd
deci prin lemi vom intelege tot o teoremd, insa care are numai un rol ajutit

Istoria matematicii cunoaste insd exemple in care o ,umild lemd"
sfirsit prin a deveni mai celebrd decit teoreme demonstrate pe baza
Un astfel de exemplu il oferd lema urmatoare:

Lemi. intr-un triunghi, produsul dintre o laturi §i indl{imea cor
punziitoare ei este acelagi pentru toate cele trei laturi (altfel spus, defini
precedentd este corectd).

\‘\"«. Fig. 11.4

Ipoteza Concluzia

AD | BC, BE 1 AC (fig. 11.4). AD - BC = BE -AC
Demonstratie. NACD ~ ABCE, conform cazului 2 de asemdnar

X . AC __AD )
decarece I ADC=90° = X BEC 5i ¥ C=3C. Rezulta — =70, de und

obtinem, scriind c& produsul mezilor este egal cu al extremilor, relatia di
concluzie. ’
Observatie. Aria unui triunghi depinde de unitatea de masurd aleas
pentru lungimi. Dacd tnlocuim aceastd unitate cu alta, de k orl mai lung1
decit prima, atunci lungimile tuturor segmeptelor se impart cu k, iar toat
ariile triunghiurilor devin de 4* ori mai mici. -
in introducere am vorbit de o situatie in care ariile se adund. Un pri

fapt de acest fel este stabilit in teorema urmétoare: . _
Teoremi (proprietate de aditivitale peniru arii). Dact D este u

punet din interiorul laturii BC a unui triunghi ABC, atunei Sapc = SaBp
-+ S,.\l‘ﬁ fig. 115)
(fig LN -
TN
/1 \\
f \

/ . Fig. 11
/ \
[90% Y
B H D o
' . BC - AH
Demonstratie. Si considerim indl{imea AH. Avem Sapc = - 3
' . >+ AH
L \BD+DOMH _ BD-AH | DOAH _ 5, 4 Sucn, qued
7 ; ;

« Nanp + Sacp, deci Sqpe ="_"__"_ +

Observagie. Enunful , propriotifii generalo de aditivitate" esto complicat
§l o | vom da. In problemele 6, 7 do mai jos, vom indica alte oxprosii alg
simntol proprietditi; in paragraful urmitor vor apirea,de asemenea,ulte pro-
pritigl clirora, li se potrivegte acest titlu.

In incheierea acestui paragral, sii aritdm cum teoremele demonstrate
#lil, doyr simple, permit scurtarea rezolvirilor unor probleme.

Problen . S se demonstreze ci suma distantelor unui punct,
i intoriorul bazei unui triunghi isoscel la cele doud laturi congruente este
cuilanta.

)
Fig. I11.6 —~ /. ¢ p
I poteza Concluzia
DE 1 AB, DF 1| AC, AR= AC. DF | DF = ... (constant).

Demonstrafie. Aceasta este una din problemele ,,de cl.a VI-a“. Acum putem

fivn domonstratia astfel. Sa scriem, conform teoremei de aditivitate, Sape

AB -+ DE

AC-DF _ AB(DE 4 DF)

Obli-
2 2 2

wom DE + DF = 2‘;“;‘?, deci este aceéasi pentru toate pozitiile lui D in

inferiorul segmentului BC.

1. Exprimati aria unui triunghi dreptunghic.

2. Calculati aria unui triunghi dreptunghic isoscel de catetd a.

3. Calculati aria unui triunghi echilateral de laturd a.

4. Cunoscind dou laturi $i unghiul cuprins intre ele, exprimati aria
unui triunghi. Care este raportul ariilor a doud triunghiuri ce au un
unghi congruent.

5. Calculati aria unui triunghi ale cdrui laturi au lungimile sale
13, 20 si 21.

6. Pe laturile A B, AC ale unui triunghi se considerd punctele D, F.
Aréta‘gi cd Sapc = Sapr + Sepr }- Sger.

7. In interiorul unui triunghi A BC se considerd un punct M. Ari-
tati cd Sapc = Samm + Seem + Scam.

8. Intr-un paralelogram ABCD avem Sapc = Spsc.

S

* Problemele 12 gi 14 sint facultative,

6l



9. Haportul distantelor de la mijlocul unei laturi a unui triunghi
celelalte doud laturi este egal cu inversul raportului laturilor respecti
10. Demonstrati, prin arii, teorema bisectoarei (pag.52 ).

11. Intr-un triunghi 4 BC, simetrica medianei AD fuld de bise

Definifioe. Prin arla unul patrulater convex A BCD infolegem numd-
Ml Sape + Sapc (vezi fig. 11. 7),  notat eu 8, p0p.

(fsercalie. Problema corectituamn acester definitii,rezolvaty prin lema
procedenti, apare datoritd faptului c¢d am convenit s considerdm patrulaterul
LAC'D drept, tot una cu BCDA ete.

Inainte de a enunta teorema privind aria unui paralelogram, sii reamin-
Hin oit dacd avem doud drepte paralele a si b (fig. 11.8), atunci distanta de la
i punct A de pe a la dreapta b este aceeagi pentru toate punctele A & a;
W o numeste ,distanta de la a la b si este tot una cu distanta de la b la a

JAeat o red i FB
toarea AL taie BC in F. Determinati raportul o

12. Simetricele medianelor unui triunghi fata de bisectoarele vir
rilor respective sint concurente. i

13. Suma distantelor unui punct din interiorul unui triunghi echil
feral la laturile triunghiului este constanta.

i4. Demonstrati, prin arii, teorema lui’ Ceva (pag.54—55)

£5.) Raportul ariilor a doud triunghiuri asemenea este cgal cu pate a — A A B
tul raportului de asemanare. . . _ 900\

16, Raza cercului insecris intr-un triunghi este citul dintre dubl Fig. (1.8 s
ariel triunghiulul si perimetrul acestuia. b 904 90/9

17. O paraleld la latura BC a unui triunghi A BC taie laturile A A A 2%

i

AC in M, N. S& se arate ca aria triunghiului A BN este medie proporti
nald intre ariile triunghiurilor ABC si A MN.

18. Ariile a doud triunghiuri congruente sint egale.

19. Care este locul geometric al virfului A al unui triunghi

Vom numi indltime corespunzitoare unei laturi a unui paralelogram
(distanta intre acea laturd si latura opusa.

Tooremd. Aria unui paralelogram este egald cu produsul dintre o

A B, ce are virfurile B, C fixe iar aria constanti? Inturii a sa si indl{imea corespunzitoare.

A & B
T ¥
ARTA UNUT PATRULATER ; g
Fig. 11.9
inainte de a o defini, avem nevoie de o lema, la fel ca in paragraf i ;
precedent. Anume: |
Lemi. Fie ABCD un patrulater convex. Atunei Sapc + Sanc D A C
= Sgcp + Sasp (fig. 11.7). Ipoteza Concluzia
‘,"\ AB ” CD. AD Ei B(fw, SABCI) =CD:- AA'.
AA’ | CD, CC" | AB.
Demonsirajie. Avem AA’' = CC’ conform proprietitilor distantei Intre
\ (reptele paralele AB, CD mentionate mai sus 1 AB = CD(opuse in paralelo-
~ \ ‘ ot - s AB-CC' | CD.AA' J
A 5 & Fig. 11.7 x kram). Obtinem S, zcp =S 3¢ + Scp = : & =+ - Lo CD-AA",
/ C Ny Consecinta 1. Aria unui dreptunghi este egali cu produsul dintre
X% lungimea si litimea sa. -
s\\\ A B
%
i i 1 ; 90 90°] |
Demonsirajie. S3 notim cu O intersectia diagonalelor patrulaterulu ig. 1110 900' 90° Sancy = AB AD
Conform proprietifil de aditivitate avem Sapc -+ Sapc = Saos + Spoc + i sl

W) C

4 Snoa + Seon = (Seor + Scon) + (Saos + Spoa) = Seep + Sann, (),{-e»d'



%, Aria unui pitrat oste egald cu pitratul lungimil
oy

Consecinia
laturii sale, | '
iy pnt.r?ulater convex gi demonstrati cd in fiecare din aceste cazuri
s arilor celor doud triunghiuri este egald cu aria patrulaterului.
dufinitd in problema 5.
7 7‘. Fje ABCD un patrulater convex, E un punct interior laturii A B.
Aritagi €8 Sapcp = Sape + § escp-
B. Fie AI?CD un patrulater convex, M si N doud puncte interioare
Hpoctiv }aturllor AB, CD. Aritati c¥ Sipop = Samnp + Seunc.
| . Fie M, N, P, Q puncte interioare laturilor AB, BC,CD, DA ale
il patrulater convex ABCD. Demonstrati cd Sapcp = Syunpg +

I Sumn + Scewp + Sprq + Saoum-

/

e TPE—

Sapcp = ARB? Fig. IL11

W

Teorem 4. &

trapez este egald cu produsul dintre semisum

itz

azelor sale si indlfimea sa (inlelegind prin indlfime @
— IQ. Definiti aria unui pentagon convex; va trebui demonstratd in
prenlabil o lems.
¢ I oy SR - | ll Cunoscind lungimile laturilor unui patrulater convex, determi-
| ey Hnli aria sa.
o a SEE - '
o ‘lu. Aplicatie practici. Ce trebuie misurat pentru a determina ariile
y. 11 din figura 11.14°
’ e 4
Concluzia ‘ ;'/ 3
Ipoteza ’ AB +CD . npy / \a ~' %
’ SABCD Se e D - |“il,'. 11.14 3 \\
AB || CD, DD’ | AB. | N > \ »
Demonstrajie. S& ducem $i BB’ | CD, B’ fiind situat pe dreapta CD. \ ~ . »
\/,/‘ \,«-”/’/

Avem BB = DD’ (distanta dintre dreptele paralele AB, CD). Objinem
AB-DD’ CD-BB’ AB + CD)DD’
Sapep = Sapp + Seep = —— +— . +2 DD’ o,
Observatie. In general aria unui poligon se defineste ca suma ariilor
unor triunghiuri in care acesta ,,se descompune (fig. I11.13).

13. Cum fac.et,l pentru a determina aria unui teren care are in inte-
lirul siu o clidire (este vorba de aria terenului ,,inclusiv® clidirea)
Iidire de o formd mai complicatd? ,

Fig. 11.13

1. Aria unui pitrat este de 5 cm?2 Care este lungimea laturii sale?
2, Exprimati aria unui romb in functie de lungimile diagonalelor sale.
3. Cunoscind lungimile celor doud diagonale ale ‘unui patrulater
convex cu diagonalele perpendiculare, s se afle aria sa.
- 4, Exprimati aria unui patrulater convex in functie de lungimile
diagonalelor si de unghiul dintre ele.
5. Definiti aria unui patrulater concav ca diferenta ariilor a doud
triunghiuri. Aveti nevoie de vreo lemé in prealabil?
6. Indicati trei moduri in care se poate ,,descompune® un patrulater
concav in doud triunghiuri, dupd niodelul situatiei din defini{ia ariei

_M. Cu.m facefi pentru a determina aria unui teren in care un virf
I6 Inaccesibil? gt

i
Fig. 11.16 !
|
|

oroabi s rezolvali problomo do tipul 12—14 efectiv po toren



15. Se considerd mijloacele M, N, P, (Q ale laftirilor A B, BC, @
DA ale unui paralelogram. Dreptele AN, BP, CQ, DM determind
paralelogram. Care este raportul dintre aria acestui paralelogram si
a celui inigial?

16. Raportul dintre baza mare gi baza micd a unui trapez est
Se duc diagonalele gi se prelungesc cele doud laturi neparalele pind ¢
se intilnesc. Si se afle raportul dintre aria fiecdrui triunghi forma
aria trapezului. Puneti in evidentd cele doud triunghiuri de aceeasi a

17. Aflati unghiurile unui romb a cédrui laturd este medie prop
tionali intre diagonalele sale.

18. Se did un patrulater ABCD si sc cere si se construiasci
triunghi ADE a cdrui arie sd fie egald cu aria patrulaterului.

19. Daca segmentul ce uneste wijloacele a doud laturi opuse
unui patrulater convex imparte patrulaterul in doudi patrulatere

acecasi arie, atunci patrulaterul initial este un trapez sau un pa
lelogram.

20. Construiti un triunghi ABX care are acceasi arie ca si
patrulater convex dat ABCD,

In incheiere, vom prezenta no0 0/ oo poute stabilt teorema

¥, !'(,‘,v ara cn ajuiori FLGet e r

Pig. 11.17

In figura 11.17 ABCD este un patrat, AM = BN=CP =
"AM = a, iar AQ= BM = CN = DP, AQ = b. Din triunghiurile ¢
gruente AMQ, BNM, CPN, DQP deducem congruenta unghiuri
marcate cu o linie, respectiv cu doud gi apoi, pe baza teoremei s
unghiurilor intr-un triunghi, ¢§ MNPQ este un dreptunghi. Din ¢
gruenta aceloragi triunghiuri deducem c& MN PQ este un pitrat. Scri
(vezi problema 9) Sapcp = Sunpo + Sanrg + .-, deducem cd (a+-b)

= MN? + 4 %’5, deci MN? = a? -+ b% ceea ce este Locmal teorema

Pitagora.

Problema distractiod. Tmpartiti poligonul din figura 1118 in cinci
p polig K Y

goane astfel incit, aranjindu-le altfel, i wo formesa din olo un patm

Rezolvare. Aria poligonului este 3, doct laturn patentulid co we va for

v fi /3. Daca examindm mai atent ligura, gisim in ea segmente de lungime
7 = Va.
|72, 1/5, dar nu de /3.

S& transformam intil poligonul intr-un dreptunghi, de form mai apro-
platd de cea patrata.

Fig. 1119 |

#
P

Apoi sd transformdm dreptunghiul intr-un paralelogram, ce are una din
laturi /3, dar avind grijd si nu atingem tiieturile existente.

3

Fig. 1L

~
o

Latura din stinga a triunghiului G se calculeazd prin teorema lui Pita-

gora, gé\sindu-se%3~ < 1, de unde sintem siguri cd tdietura ce separd pe G

nu le intilneste pe cele dinainte.

In fine, cum aria paralelogramului obtinut este tot 3, ca si a figurii
initiale, rezultd ca iniltimea sa corespunzitoare acestei laturi va fi |/3 si,
taindu-l dupd aceastd indltime. vom putea compune pdtratul dorit (vezi
fig. 11.21). Dar problema cere s tdiem poligonul in 5, iar tdietura dupa acea
inaltime riscd sd conducd la 6 parti, cu exceptia cazului cind am face-o ince-
pind din coltul dreapta jos P al paralelogramului (fig. I1.21).

Nu cumva atingem cu aceastd tdieturd ,bucatile mici“? Un calcul ne

o N ! - ; y :
aratd cd nul Distan{a MN este de‘:_ vezi fig. 11.19 — iar indlfimea din

P taie dreapta MN Intr-un punct Q aga incit A PMQ este asemenea cu G §i



~

— S O l/3 . i alitatea
i / 'C ..___1 =_——> (lngg
ACoe8 aseminare obwnem |/§- 3 de unde M 3 ? .

T 7 )
s : _>__).
rificd prin calcul direct sau prin ridicare la patrat [ e

X

i 2 e '”‘”('f‘“","
i \ i (} — 18,
1. o <", '
\\;;{i / \ r N / /’/ Fig. T1.21
\:\ti \ ] g \\. \
\ (;" '._/”” i ’ --MM-\.\ C \

apta i
; punct la distanta de—{

1sd & paralelogramului intr-un

. : AL g
1 dreapta al acestel laturi, decl In interiorul

Existd si altd solutle:

Fig. 11.22

3]

ssiti i altele!

fralio o incercali si .
L et e st ; blemd si in alte poligoan

Eventual incercati aceeast pro
ram, un triunghi etc.

POLIGOANE REG ULATE

- Numim poligon regulat u]n po
-‘vli.\-ll,i”: T 5 aJ6s
,ongriiia;ité i§i toate unghiurile congruent(‘a int pie o
: 4 printr- cedeu oarecare impa .
Dacé printr-un pro 2 [ ity
i i e fiecare din ele,
1 rzile care subintind p :
pgale gi ducem cO ; i
d%viziune succesive, obtinem un astfel de polig

in n (n > 3) arce

Fig. 11.23

e: un paralelo- |

ligon c¢u toate laturile

unind punctele de

Unghiurile acestui poligon sint congruente fiind inscrise in arce de
360"

misurl egale cu <+ (n — 2) iar laturile sint congruente subintinzind arce
1

I

: 360°
de aceeagl masurd: .
n

Am pornit prin a constata ci astfel de poligoane regulate existd. Si
(demonstrim urmditoarea:

I oremié: QOrice ‘i"iz:‘i!;ﬁ'u?? recguliat ce §N.§Z‘:‘,a‘f tnserle Mtr-un eere.

Fig. 11.24 0%

Demonstratie. Dacd A, =) L, =X 4,=...=374, s laturile

N A =A4,4,=A4;4,..=A,4,, ducem mediatoarele laturilor 4,4, si 4,4,
(vezi figurile I1.23 I1.24 si notatiile de.acolo). Mediatoarele M,0 si M0
#ne intilnesc in 0. (Dacd nu s-ar intilni, ar inzemna ci sint paralele deci cd
9 A;AzA3 = 180° ceea ce este absurd). Triunghiurile A M,4,0 =
= /\ MyA,0, (M, si M, fiind mijloacele laturilor 4,4, respectiv 4,43). Re-

sultd cd OA, este bisectoarea lui 3CA;4,45. M,0 fiind mediatoare, segmentele =

0Ay = OAs. Ducem OM; | A3Ag. Triunghiurile AOA; M, =/\ OA3M; peéiitru
ol ipotenuza OA; este aceeasi §i I M,A30 este jumitate din unghiul poligonu-
lui, deci congruent cu JC0A;M;. Rezultd cd si M,A3 = A3Ms, deci OM; este
mediatoarea lui A3A, deci, 043 = 0A,. La fel se aratd cd 04, =04, etc.
Deci toate punctele 4,, A, ..., A, sint egal depirtate de 0. Teorema este
demonstratd. Acest punct O se va numi centrul poligonului regulat.

A

Fig. 11.25 \ Al

Vom nota latura poligonului regulat cu n laturi cu I, (ﬁg. I1.25). Stiind

¢t un unghi la centru care subintinde o laturi de poligon regulat are =

g1 cunoscind raza R a cercului circumseris poligonului, putem calcula 4 M (unde
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Daeli unim din doudl in doui viefurile unui hexagon, de pildd A, ¢, E,

180 180%
— M Whjinom un triunghi echilatepal, Caleulind din formulele laturilor gl apote-

M este mijlocul laturii AA"). AM = R sin — . gl deel [, = 2H sin -

n n

Segmentul OM dus din centru, perpendicular pe laturd in punctul M se va 8§ molor, obtinem Ly = R |/3 gi ay = -
: _ _ . _ ; » 180° : :
numi apotema poligonului regulat. O vom ng}a cu @y, §i @, = I cos ~ L patrat (poligon regulat cu 4 laturi), unghiul la centru corespunzétor

Dac lucrurile par simple presupunind deja facutd impartirea unui cerc in
arce egale, existd totusi anumite dificultdti de constructie. De pildd s-a de-
monstrat cd impdrtirea unui cerc in 7 arce egale nu se poate face cu rigla si
compasul (aceastd demonstratie {ine de fapt de algebrd si nu de geometrie),
Fiti atenti: Nu am afirmat cd nu s-a ficut pind in prezent. Am afirmat cd
este doveditd imposibilitatea acestei operatii. Constructiile pe care le gasiti
prin anumite cdrti de desen sint aproximative, contind si pe gradul de imper-
fectiune a obiectelor cu care desenim (grosimea minei creionului de pilda).
Ele nu constituie procedee exacte ci numai utile.

Vom gisi cd unghiul la centru corespunzitor laturii unui hexagon
regulat este de 60° (fig. I1.26). De aici rezultd un procedeu simplu de construc-
tie a sa. Toate triunghiurile avind un virf in centrul hexagonului §i ca laturd

#to de 90°. Aplicind formulele obtinem I, = R|/2, a, '=~L/2E'

»roligoane” regulate stelate

Dacd impérim cercul in cinci arce egale gi inim punctele de diviziune
din doud in doud, segmentele AC, CE, EB, BD, DA vor fi laturile unui

Jpoligon® regulat de un tip anumit: Laturile lui se intersecteazs si in interio-v
il vercului. Acest ,,poligon® se numeste stelat (fig. 11.28).

Fig. 11.28

Fig. 11.26

(El este un poligon regulat concav.)

Atunci cind am ficut afirmatia c& orice poligon regulat are virfurile
fio cerc, demonstratia de mai sus era valabild §i pentru ,,poligoane“ stelate:
il #-a intrebuintat nicdieri in demonstratie faptul ci poligonul ar fi convex.
[tobuie numai si considerdm laturile complete, nu portiuni din ele, cu virfu-
tllo lui, extremitatile laturilor, agezate pe cerc.

opusd lui, laturile hexagonului, sint triunghiuri echilaterale. Deci latura
mésoard cit raza: lg = R. Impértim un cerc in 6 pirti egale luind un punct
A pe cerc drept centru si cu o ,,deschidere” a compasului cit R, trasim B si
F fig. I1.27). Mutind apoi succesiv centrul cercului obtinem si celelalte
puncte de diviziune, virfurile hexagonului ciutat. Observim ci este sufi-
cient si gasim cu compasul numai trei puncte consecutive 4, B, F, si pe
celelalte le aflim ducind diametrele cu aceste extremiti{i. Apotema a4 =
w3
2

O primd constatare:

Presupunem cd un cerc a fost impértit intr-un numdr par de arce egale
il ducem ca laturi coardele sdrind peste cite un punct de diviziune. Obtinem
in poligon regulat cu un numdér de laturi de dou# ori mai mic. De pild& unind
virfurile unul hexagon regulat din doud in doud, obtinem un triunghi echila-
lornl. Se pune deci problema ,,simplificarii cu un factor comun al numérului
lo diviziuni 1 care am impartit cercul si al ,pagilor-arcuri pe care i
sirim® cind ducem corzile-laturi.

Fig. 11.27

Sd presupunem c& am impdrtit un cerc in 14 arce egale. Facem un
lubel in care apare ca fractie ireductibild raportul dintre numéirul de arce
iifiale gi al ,pagilor sdriti“. In functie de acesta vom preciza natura poligo-
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nului obginut. Notdm cu n numirul de diviziunl Inigiale, cu &k ,pagii (arg
subintinse de o coardd) gi cu [ fractia ireductibila ob{inutd din simplificar
raportului n/k.

2
I I 164 v \ VI
n 14 14 14 14 14 14
k 1 2 3 4 5 6
p 14 2 14 ¥ |
f 14 Vi 3 5 3
e
. = S | =
42 ZwE | 3B (20F | 8. |BOE 3. | B3
= 5 B ~ | OH 5
=e | 3HE | fEH | 35E | 25 |35%| 25 | 49
:E Sz | 52 JE4 | R (SRS aE
28 885‘« eS| 2R T A | TZwn Z &

Am oprit aici tabelul. Daci k = 8, atunci n — k = 6 si este ca si cum
fi inceput si socotim de la punctul initial pe cerc in celdlalt sens. Dac¥ in
de 14 am fi avut un numir impar de diviziuni initiale, de exemplu 2p
ne opream la k = p; de exemplu la n = 17 ne opream la k£ = 8.

Altd constatare: dacé fractia ireductibild este un numir natural, poli 5_‘
nul este convex. Dacd numitorul lui £ nu este 1 atunci poligonul este stelj
§i anume steaua are atitea ,colturi® cit aratd numéaritorul.

: Deé; nu toate poligoanele stelate cu acelagi numir de colturi sint ,a
menea“. Heptagonul din coloana a IV-a diferd de cel din coloana a VI

Mahal - wldata
Tabel de rezZuitane

L=2V10=2y% as == (/5 +1)
By s R\ e
ho =2 (V5 ~ 1) aw=" /10 1213

Tabelul ar deveni mal ugor de rofinut daod am adiuga la ay gi la I, olte
un factor /1 pe lingd R; ultimolo doud linii din tabel nu trebuie memorate.

12. Probleme

1. In triunghiul echilateral 4 BC de laturi « (fig. 11.29) se 1au punc-
tele N, M€ AB, N, P"€ BC, M'.P € AC, astfel ca MM’ || BC,
NN'||AC si PP’'|| AB.

A~
/\2’5
/"/ .\ y
¥ \
/ \
/ 3 N gk
/ D
Fig. 11.29 f\/g’/ \ \[
/A N\
SIS / \\ :
/ N i
L ,__.,..,.._.—:\.;_,. " .4"'i‘, ! X
B N > (

Determinati z in functie de a astfel ca hexagonul MM'PP'N'N sk fio
regulat. ;

2. Pdtratului din figura 11.30, de laturd a i se ,,taie colfurile“ in aga
fel inctt s& ,,r¥mind* un octogen regulat. S& se calculeze latura z a octogo-
nului In functie de latura a a pitratului (fig. 11.30).

!_‘,@ % — ,v_ .v‘ 53 - ‘
W
74 N
, |

Fig. 11.30° i
Y : v 4
E \ S
l e — s—

3. Cunoscind l,; §i R, calculati a,,.

4. Folosind patratul inscris in cerc de razi R, calculati latura octo-
gonului convex inscris in cerc in functie de R.

5. Pe laturile hexagonului regulat 4 BCDEF se construiesc in afari

patrate, gi in virfurile hexagonului, cu doud laturi ale acestor pitrate
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SPTRALAY LUL ARHIMEDIE, Pe segmentul AB = 1 ducem perpen-
<‘ ﬁ?«‘ftlmn n, i.. Segmentul ALy — |/2. Pe AB, ducem perpendiculara
Bl | gl continudm cu acelagi procedeu: B,By | AB, (ByB3 = 1) ete.
B Loorema lui Pitagora rezulti A B3, ::]/3‘, AB; =4, =2, 4 B, =1/5 etec.
'itﬁeu'lmlilnl construit segmentul AB,_, = l/;li—“_l, construim AB, ;= [/7_7,—

ca laturd, triunghiuri echilaterale de tipul lui BHI, Si se procizeze ce fel
de poligon este GHIJKLMNOPRS (fig. 11.31).

Maisilonl duce la construirea lui [/;Z prin .recurenti®, adica folosindu-ne
Fig. 11.31 W Lanntructia prealabild a segmentelor /2, |/3..., V/'n—1.

£/

Duci reugim, raza R fiind datd, sd putem ~cuprinde” in compas un
Sgmont de R]/2, am reusit constructia (fig. 11.33). Ca in orice problema de
siliatiuciie, sa considerdm problema rezolvatd: pornind dintr-un punct arbi-

6. Precizati natura poligoanelor regulate pentru n = 7. Cite , tipuri®
de heptagoane stelate existd?

7. Precizati natura poligoanelor regulate corespunzitoare impértirii.
cercului in 21 arce egale. Faceti tabelul.

8. S4 se stabileascd m&sura unui unghi al unui dodecagon regulat
convex (n = 12).

9. Dacd un poligon are toate laturile congruente este oare regulat?

10. Dac¥ un poligon are toate unghiurile congruente este oare.
regulat? ]
11. Gésiti numérul diagonalelor unui octogon regulat convex. Era
necesar si precizim c# poligonul este regulat?

12. S& se demonstreze cd in orice poligon regulat convex se poate
inscrie un cere, adics se poate construi un cerc tangent la toate laturile

Fig. 11.33

fii 1, considerdm virfurile consecutive ale hexagonului regulat inscris in cerc
H, (', D. Decisegmentul AC = R /3. Cu o deschidere de compas cit AC
#hvontrul in A 1 apoi in D, trasim doud arce de cerc care se taie in J.
Cumniderind - triunghiul - dreptunghic A MO, segmentul OM = R /2. Deci
conntruim intii virfurile trapezului A, B, C, D, apoi cu ,deschiderea® AC i
uxnlu-IvA A s1 D trasim arcele de cerc care se taie in M, »prindem* in compa,s
diulanta OM si o ,purtdm® pe cerc de trei ori. Obtinem astfel virfurile patra-
Ll cautat.

sale.
Si se arate cd centrul cercului inscris coincide cu cel al cercului

circumscris poligonului regulat convex.

FER OV L
£#t} i 1L

¥ nui seement de ROLNE n unaGe n oesi T LCE

Stim cd construim pe /2 cunoscind segmentul unitate (fig. 11.32).

24 poty Sd se arate cd dacd doud
Wimere positive au suma constantd, produsul lor este maxim cind ele sint egale.
Vom incerca o solutie geometricd a acestei probleme. Pentru aceasta

Fuyg. 11.82 piten s o formuldam si in felul urm&tor:
Sd se demonstreze cd dintre loate dreptunghiurile cu perimetru consiant,

W cea mar mare o are palratul.

* Problemi dath la etapa pe municipiul Bucaresti a Olimpiadei din 1978,

~7
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' i e v ssvwrwcweguearoptunghiul DEFG
memmmml  Jungimea DG = a + 2z §i li}imea ED = a — x (fig, 11.34).

ate da prin puterea punotului-
in cercul de centru O, cea mat
%r oricare alty coardd A'B

0 altd solupie la noeasti problemd se po
lgrior: dintre toate corzile care trec prin M,

A > 4 Wi oste AB 1 OM (fig. 11.36). Intr-adev
x 1 A
Iy
3 Aﬂ”?lB
JI |a-x Fig. 11.34
A Fig. 11.36 B
D C & a3

Evident ambele au acelagi perimetru. Cu notatiile din figur¥, e
compardm aria pédtratului ABCD cu cea a dreptunghiului DEFG revine
preciza care din ariile dreptunghiurilor A BHE §i HFGC este mai mare. y
bele dreptunghiuri au cite o laturs z. Dreptunghiul II are cealalti laturd
x mai mici decit o are dreptunghiul I. Deci dreptunghiul II are aria mai m

S& spunem gi altfel: - ]

Aria lui ABHE este ra. Aria dreptunghiului HFGC este z(a —
= qx — x% Vizibil aria lui EFGD este mai mici decit a patratului AB
pentru ci az > ax — z* solutie evidenty. (Egalitate am avea daci z :

Aceastd problemi rezolvatd ne poate duce gi la 0 a doua:

v -S4 se arate cd dacd doud numere pozitive
produsul constant, suma lor este minimd cind ele sint egale. “

Vom porni de la problema precedent: in figura pe care am fic y
pentru ca s-o rezolvim, pidtratul ABCD si dreptunghiul DGFE au acel

_perimetru gi ariile diferd pentru c& dreptunghiul (II) este mai mic decit dre
unghiul (I). Deci adfugdm la dreptunghiul IT dreptunghiul cu interior ha
rat (I11) FN MG astfel incit dreptunghiul (I) si dreptunghiul CMNH si devi
echivalente (fig. 11.35). Deci pédtratul ABCD si dreptunghiul EDMN 3

A B
H FN

i B'N* = R* — ON* > R? —
> AB adicd B'M + MA' >
M,AM-MB=A’M'MB’=

g trece prin M are distantd ON < O'M ’de’c
L OM? = BM?, deci 9B'N >2BM, deci A'B
% AM + MB. Dar aplicind puterea punct\uxlul
= gonstant gi problema este demonstratd!

LUNGIMEA $§1 ARIA CERCULUX

mii unei curbe si a ariei ,mirginite®
unele detalii ale lor, necesitd cunog-
m demonstra formulele pentru
uitiv de a ajunge la

Calcularea si chiar definirea lungi
dy 0 curbd inchisd sint probleme care; il:l
ffe ce nu le aveti incd. De aceea noi nt vo ;
1 gimea §i aria cercului, ci doar vom arita un mod int
1 S& considerim doud poligoane regqlate. convexe t;u acelafrnnumér de
\uri, de exemplu doud octogoane, inscrise fiecare in cite un cerc.

A M

> V/1 "Fig. 11.37 (\
]jjj Fig. 11.35 ‘\\\
i-m CE _;\ )': B ,’/1 C
b 1 b ol f cu R, r razele cercurilor in care sint

S3 notam cu P, p perimetrele lor,

Inscrise.

echivalente (produséle DM - MN si AB- AD sint egale), dar perimetrele Ko 84B _ ___A'__Bi'_ -2 ca urmare a faptului cd A AOB ~
diferd, cel al patratului este mai mic\ deci 2(DM + MN) > 2(AB + AL p 8A'B° A'B r os o5 S A s
W ~ AAO'B’ (cazul 1, de exemplu: =5 = rgh o

76
"M




pacht am considera in loe de octogoane, poligoane cu un numdr foar

mare de laturi Inscrise in aceleagi cercuri, relatia P o Bor rémine adey
P r L

rat, iar P ar fi ,aproape" de lungimea L a cercului de razi R, p ar fi ,apre
pe* de lungimea [ a cercului de razi r. !

Obtinem, schimbind mezii intre ei, ﬁ;— —I—, adicd: raportul din
r

lungimea unui cerc gi raza sa este acelagi pentru toate cercurile.
Acest raport constant se noteazd cu 2w; valoarea aproximativi a lui
este 3,14159... (r este un numir irational); nici 2l nu se ,,mgsoara“ ci se dete

mind, de exemplu, prin formula, ce contine o suma infinit4, si pe care o v
invita in clasa a XII-a: i

n=2[/§(1—§{—3'+ : : +)

5 . 32 T 7. 38

Lungimea L a unui ¢eere, de razii R este seali cu 2= tnmultit cu 7, adl

L = 2=R. : A
* S4 revenim la figura I1.37 si si notam cu Q lungimea liniei ABC fol
matd din trei laturi ale octogonului. Avem O L -
ABC ; oy 3 ; ; ,
- relatie ce ramine adevératd chiar daca arcul ABC ar fi mare (pri
ABC intelegem misura, in grade, a arcului ABC).
S& pastram punctele A si C fixe si sd considerdm, in loc de un octogo;

un poligon regulat cu un numir mare de laturi, inscris in acelagi cere, avin
A i C printre virfurile sale (pentru aceasta numadrul laturilor sale il vom aleg

un multiplu de 8). Rela’gia%:. “;BC

60°

poligon; Q va fi ,aproape” de lungimea M a arcului ABC, iar P va fi, ai

mai inainte ,aproape“ de lungimea L a cercului de razd R. Obtinem —};—f-

ABC
= ——, de unde deducem:
360° i
Lungimea unui are de eere da .adsurd u dintr-nn eeco

umn.it pes . ix A :
dat} de formula »—‘~ (u fiind exprimati in grade).

iS5V

p— \

. " /\X e

N\

: "’) 7\ 3
"N YA \ \
&R \i / | &

' ) R R
\ - ok ke 3¢

e

Fig. 11.38

ABC.... Ea este egald cu 85408 =

slratia este riguroasd si ne conduce la:

| {nscris in cercul de razd R, atunci perimet,rul sju va fi

percului, iar apotema ,,aproape
aria unui cerc este egald cu jum

va rémine valabild §i pentru aces

1 razd R os

Si revenim din nou la figura 11.37 gi si considerdm aria octogonului

8AB-OM _ P-OM  ping gaici demon-
2 2

i \ umiitaten
Teorema. Aria unui poligon regulat convex este egalit cu j

produsului dintre perimetrul si apotema poligonului.

%r foarte mare de laturi,
»aproape* de lung'imea
« de raza cercului. Ajungem !a congluzla ot
itate din produsul dintre lungimea §i raza sa,

Dacs vom considera un poligon regulat cu num

R

R
adicd L

2

Aria unui cere de razi R este egali eu =R

in fine, sd considerdm, in figura T1.37, aria poligonului AB...CO. Ea

oty Baanll Jui
i ori aria tri iului = din aria octogonuiu
cu de trei ori aria triunghiulul AOB, deci cu — v

este egald

360°. Tinind punctele 4 §i C fixe i m&rind mult numérul lflturilor. poligq::::;
1’{ (acesf pumar riminind un multiplu de 8), aria pohgonul\p con:xABc
::!I;i'u aCO va fi ,aproape de aria marginitd de razele 0A, OC s arcu

otc. Ajungem la:

Definitia. Se numeste sector
al unui cere si din razele acelui cere cu

SR

Aria unui sector cireular al unui cere de razid o
urd u (exprimatd in grade) este dati de formula e

circular figura formatd dintr-un are
capetele in capetele arcului.

R ee eorespunde unui

are de mas

; ‘ bE 1 » » p p )

i rafi - ~ aici.
sugereazd numai un rationament, mal rafinat, ce nu l-am precizat
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13. Probleme 11, Calculati aria din figura 11,43 (hagurat¥), precum gi perimetrul

il hagurate, razele celor trei cercuri fiind toate egale cu 2.

1. Aflati aria cuprinsd intre un arc de 60° al unui cer¢ de razd
i coarda sa.

2. Aceeagi problem# pentru un arc de 240°.

8. Pe cele trei laturi ale unui triunghi dreptunghic ca diametre s
descriu cercuri ca in figura I1.40. Aritati ci aria haguratd este egald cl

aria triunghiului. ' Fig. 11.43

4

Fig. I1.40

A

‘4. Doui cercuri secante au razele de 10 si 7, iar distanta centrelor
de 15. Aflati aria portiunii comune a'celor dou# cercuri.
"b. Aceeasi problemd, cind distanta centrelor este de 5. ‘
6. Doui cercuri tangente exterioare au razele de 9 i 4. Aflati aria
cuprins¥ intre cele doud cercuri i una din tangentele comune exterioare.
7. Aflati aria hexagonului regulat de laturi a. i
8. Aflati perimetrul figurii I1.41, dacd raza cerculul este 6 gi dis-
tanta de la centru la virf este 12. -

. Pig. 1144

\ y
SRS
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10. Aflati lungimea §i aria unui sefnicerc. Desenat;i. Qeistematich SCIMEI Cli b VIi-8
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_ Detinigle. Sa conmlderam o dreapta d; un segment (ahignuit) u po
ca ghun ,sens” pe d, dat printro semidreaptd s a lui d,

Fig. 1113 o, Sl dis

Acestea fiind ﬁ:)cate, definim mdsura unui segment orientat TE de pe d,
§i 0 notdm tot cu AB, astfel: :
B fazul l. Daed B = A, miisura segmentului orientat A5 este considerati
0:AA4 =0,
Cazul 2. Dacd B # A, misura segmentului orientat .:1—5 este egald cu

hmgin.xea segmentului (obisnuit) A B, eu semnul 1~ daey semidreapta A B are
acelagi sens cu s §i eu semnul — daei semidreapta 4 B are sens contrar cu s.

Capitolﬂl 3
TRANSFORMARI GEOMETRICE

In primele paragrafe ale acestui capitol vom prezenta citeva nof

pregititoare. ig. 111.4
; LA

A B D &

SEGMENTE ORIENTATE SITUATE
PE ACEEASI DREAPTA

L = —
D.eCl f{B—}— BA ———‘O. Dacd mésurile a dous segmente orientate sint
egale si nu sint 0 atunci segmentele (obignuite) corespunzitoare sint congru-

ente. Reciproc, dacd AB = CD atunci avem e + C—D: semnul fiind -
sau — dupd cum semidreptele AB §i CD sint de acelagi sens sau de sensuri
contrare. ‘
Teoremi. Daed 4, B, C sint punete coliniare, avem ;1—5 -+ EE = :4-7
Demonstrafie. Va trebui si considerim mai multe cazuri.
. —_— —
Cazul 1. A = B. Relatia se reduce la AC = AC.
Cazul 2. B = C. Analog. ;
2 i — —_—
Cazul 3. A = C. Relatia devine AB + BA = 0; am observat mai sus

ol este adeviratda. -
Cazul 4. B este intre A si C (fig. 111.5).

Doud semidrepte de pe aceeasi dreaptd pot fi de acelagi sens (cul
Fig. |

cuvinte se poate ca una sd fie inclusd in cealaltd), sau de sensuri contrari

Fig. ‘(

alte cuvinte, in caz contrar, sau intersectia lor este interiorul untii segn
sau ele n-au nici un punct comun). 4
Observajie. Dacﬁ\d\ # B, atunci semidreptele AB §i BA au st B 5 ‘ .
contrare. \\ A(‘ Fig..I11.5 A A G
Definifie. Vom pumi segment orientat o figurd formats din} ;
puncte 4, B, nn neapiirat diferite, luate in aceastd ordine. §
Segmentul orientat format din A §i B se va nota ZE
Deci 44 este i el un segment orientat, iar, pentru A # B, segni 0]
orientate 45 gi BA sint dif:iite (spre deosebire de segmentele ,,obigw
AB 31 BA care sint aceleasi). | ; i
e Punctul 4 se numeste originea iar B extremitatea segmentului orig
ARB. ‘ : '
|

\

Semidreptele AB, BC, AC au acelasi sens deci AB, BC, AC au acelagi
semn si relatia se reduce la AB 4+ BC = AC. :
Cazul 5. A este intre B i C (fig. 111.6).

Pig SRR G e Rt oo
o Al C
. . ) sy e gt
AB g BC au semne contrare, BC > AB, A(' are acelagi semn cu BC'

g1 relatia se reduce la BC — AB = AC..



Cazul 6. C' este intre A .81 B,
Se demonstreazi asemindtor cu cazul 5.

Observaii. 1. In definifia m&surii unui segment orientat de pe o dreapts
datd, putem alege dintr-o datd unitatea gi sensul, alegind unitatea de misurd
drept un segment orientat nenul, ce urmeazi(sd aibd masura 1 (fig. 111.7).

Somidrepte deo acelagl sens si de sensuri contrare
Jpo drepte paralele

S& considerim toate dreptele paralele cu o dreaptd datd, si considerim
0 secantd gi un semiplan determinat de acea secantd. Toate semidreptele
obtinute intersectind acel semiplan cu dreptele paralele cu dreapta datd le
vom considera c& sint de acelasi sens.
£ Dacd acum vom alege doud semidrepte situate pe doud din dreptele
~ paralele din figura I11.8, vom spune c& semidreptele au acelagi sens daci
fiecare din ele are acelagi sens cu semidreapta din figura I11.8 de pe dreapta
pe care este situatd, sau dacd fiecare din ele este de sens contrar cu semidreapta
respectivd din figura II1.8; vom spune cd semidreptele alese sint de sensuri

" Fig. 111.7

2. Notiunea de misurd a unui segment orientat §i teorema demonstratd
mai sus ne permit si demonstrim unele afirmatii fird a mai considera mai.
multe cazuri corespunzitoare diferitelor pozitii relative a punctelor de pe o

dreaptd. De exemplu: 4 j
D oblemd re ~oloaiiFie 4, B, O trei puncte coliniare, fie A" simetricul] ,///7
lui A fatd de O iar B’ simetricul Iui B fatd de 0. Si se demonstreze ¢i A'B’' = //
= AB.
Rezolvare. Ipoteza se scrieOA’ = AO0,O0B’ = BO. Demonstratie: A'B’ = Fig. 1118 »{,/
Sl —

/e

7
7

contrare dacd una din ele este de acelagi sens gi cealaltét de sens contrar ¢u
semidreapta respectivd din figura I11.8 (s, gi s, sint de acelagi sons, ¢, ¢l fy
sint de acelagi sens, iar r, gi r; sint de sensuri contrare) (fig. I11.9),

—_— —_— —_— — — |
— A0 + 05 = - 04’ + 0B = — 40 + BO = OA + BO = BA deci,
cum am observat dupd definifia masurii unui segment orientat, A'B’'= AB,

14. Probleme

. . . -—> ——-> )
1. Dacd 4, B, C, D sint puncte coliniare, ardtati cd AB + BC -+ YA s
_, iy , Y i

+ CD + DA =0. ‘ J 4%/ Sy

2. Care este relatia intre misuri de segmente orientate care defi- / v 0 h
neste mijlocul, M al unui segment (obisnuit) AB? ‘ ) //“f e f,

3. Daci segmentele (obignuite) AB §i CD au acelagi mijloc, atunci Eign s A
—_ —_— § ‘ A = p’ € et -
AC = ——BD 7 % ///; i /:2

7,
A

S4 observam c& aceste conventii nu depind nici de secanta aleasy i
nici de semiplanul ales ( flg 1. l())

&\\ \/{% /&\ _%
Fig. 110 § W’, & e %

4. Dacd AB = CD demons at,l cd AC BD. ‘
8. Fie 4, 0, O’ trei puncte co mare, fie B simetricul lui 4 fat,i

de O i C simetricul lui B fatd de 0 Aritati c& AC = 2-00'. |
6. A, B, C, D fiind puncte coliniare, ardtafi ci AB . C'D + :4-5

—_— — —>
DB+ AD - BC = 0. :
- 7. A, B, M, N fiind puncte colinjare, A # B, M # B, N#ng

—_ —>
M——A = E—{i—. B.I'étatl ca M N o 4 < Bl
W 6 | ¥ N 7)
il s
1 1/ R 7/




| lnci teoreme diferite (faptul ce corespunde primei figuri din 11113 nu
#LA titlul de teoremi). Aceasta este posibil datoritd notiunilor introduse

SA& ohservim gi efi, daecd incorciam si ,acorddm' in acelngi mod sen-
surile pe doua drepte concurente, nu reugim, deoarece ,acordarea® va depinde
de secanta folosita (fig. T11.11). i

A 8 A

Fig. IIL.11

=

Acordarea sensurilor pe toate dreptele paralele cu o dreaptad data,
acordare descrisd mai sus, ne permite ca, odaté aleasd o unitate de masura si |
un sens pe o dreaptd, si misurdm cu ele toate segmentele orientate siturte |

Fig. 11743

pe drepte paralele cu dreapta data (fig. II1.12). BE. Probleme

1. Se considers unghiurile Oy, 2'0’y’ in care Oz §i 0z’ sinf para-
lele §i au acelagi sens, iar Oy si Oy’ sint de asemenea paralele gi au

A B

- ncelasi sens. Demonstrati ci cele doud unghiuri sint congruente.

fg e 2. Doud unghiuri cu laturile paralele si de sensuri contrare sint
U D C congruente.
s 3. Doud unghiuri cu laturile paralele, doud de acelasi sens si doud

(e sensuri contrarii, sint suplementare.

Nu avem insd voie sd masurdm cu ele segmente orientate situate pe 4. Considerati un triunghi A BC, alegeti pe fiecare din laturi cite o
unitate de mdsurd §i un sens, considerati o paraleld la BC si exprimati
leorema fundamentald a asemdnirii folosind numai misuri de segmente

orientate.

drepte neparalele cu acea dreapta \

si D doud puncte pe b Fie M mijlocul lui AC, N mijlocul lui BD. Atunm ‘
i 5. Considerati doud drepte paralele, doui puncte 4 si B pe prima

gi doud puncte C i D pe a doua, §i unitdti de méisurd gi sensuri pe una
din cele doud drepte paralele §i pe AC. Considerati un punct M pe AC

e S0 T A7
M si N sint situate pe o paraleld la a §i b siavem MN = el o
Enuntul dat reprezinti o teoremd, ,compusd“ din alte sase, indicate |
in figura I11.13, care corespund cazurilor A = B sau nu, C = D sau nu,
AB = CD sau nu, semidreptele AB i CD sint de acelasi sens sau de sensuri |

g intersecl:ia N intre paralela prin M la cele doud drepte §i BD. Expri-

mati y = MN in functie de z = AM (si de AB CD AC, care sint

constante).
6. Fie A’, B', C', G’ picioarele perpendlcularelor din virfurlleA By

ale unui triunghi gi din punctul G de intersectie al medianelor sale pe
o dreaptd d.

contrare. / I
Aceastd teoremd nu ne face deci sa afl#m nici un fapt nou, Ea este |
importantd deoarece reugegte s& unifice intr-un singur enunt, destul de sim-

(s



e — e —
Exprimati GG’ cunoscind AA4’, BB, CC",

VECTOR

Cele aritate in paragraful p%ecedent ne conduc la:

ele sint echivalente in unul din urm#toarele doud eazuri:
154 = ¢, B=D.
2.°A #°C, B # D si sint indeplinite simultan eondifiile:
a. AB |CD sau A, B, C, D sint coliniare
b—AB = CD. :
¢. Semidreptele AB si CD aun acelagi sens.

AR B D s
i A P rie |

A & b B D
S& observim ci nu putem impune condifia ¢ atit timp cit n-ar fi |

impusd conditia a. T

Orice segment orientat este echivalent cu el insugi; dacd un segm
orientat este echivalent cu al doilea, atunci §i acesta este echivalent cu ]
mul; doudl segmente orientate echivalente cu al treilea sint echivalente 1

ele.

Fig. 11115

Definifie. Se numegte vector o‘xgul(,ime formatd din toate segm
tele orientate echivalente-cu un -segment. orientat dat. ‘

SRS Al — i
Vectorul format din toate segmentele orientate AA se va numi ,,v

torul nul“.

In vorbirea curentd vom spune ,vectorul 4B“ in loc de ,vectorul
. . -_* . . .o —-* . :
contine segmentul orientat AB“ §1 vom spurze deci ¢& ,,vectorii AB gl

A 4 “ s, —
coincid®, sau cd ,sint egali“, in loc de ,segmentele orientate AB §i CD #

echivalente®.

/
/

Si observim cft fiind date un segment orientat A_ﬁgi un punct C,
oxistd un punct unic D astfel incit segmentul orientat CD s& fie echivalent
tu segmentul orientat 745
/5
AB CD / .

A /C
Fotoges A

1) 2) 3)

Fig. I11.16

Anume: dacd B = A, alegem D = C, iar dacd B # A atunci ducem
prin C dreapta d paraleld cu AB (dacd 4, B, C sint coliniare, d se alege drept
AB), alegem pe ea semidreapta s, de origine C gi de acelagi sens cu semi-
dreapta A B i, in fine, alegem pe s punctul D pentru care CD == AB.

Pe scurt: orice vector se poate ,ageza“ astfel incit si aibd ,originea"
in orice punct dorim. :

Problemd rezolvatd
; 3
Dacd AB este echivalent cu CD, demonstrati ¢4 AC este echivalent

P,
cu BD.
Rezolpare. Cazul 1. A, B, C nu sint coliniare.

‘Datoritd faptului ci semidreptele AB si CD au acelagi sens, ABDC
este un patrulater. El este un paralelogram, deoarece laturile opuse A B, DC
sint paralele gi congruente. Rezultd cd si AC, DB sint paralele gi congruente;
de asemenea, cd semidreptele AC, BD au acelasi sens. Cele trei fapte, impre-

. —_—
und, afirmi, conform definitiei, cd AC si -1-3_5 sint echivalente.
Cazul 2. A, B, C coliniare. Atunci gi D rezult¥ situat pe aceeagi dreapti

cu 4, B, C si urmétorul calcul cu misuri de segmente orientate: l—i’_g ~ B4 -+
—_— e — P e e

+ AC + CD = AC + (CD — AB) = AC ne convinge de valabilitatea enun-
tului si in acest caz.

Rezultatul din aceastd problem# ugureazi rezolvarea citorva din pro-
blemele ce urmeazi:

16. Probleme

1. Desenati doud segmente orientate care 8§ indeplineascd doud din
conditiile @, b, ¢ §i 8% nu o indeplineascd pe a treia. Din cele trei vari-
ante ale acestei probleme, care este ,absurdg“?



In cele ce urmeazd vom presupune cfi ,ne-am fixat pozijia“ din care
Wi planul gi deci cii am precizat, pentru orice semidreaptd, care este
Iplunul de la stinga ei gi care este cel de la dreapta ei.

" In legiturd cu aceasta, sint valabile urmétoarele proprietdfi:

n, Dacd dou# semidrepte s si t au aceeasi origine §i dacd ¢ este situatd
miplanul de la stinga lui s, atunci s este situatd in semiplanul de la
pla lai ¢

2. Fie A, B, (' trei puncte necolininre. Convingeti-vi ¢l exista un
punct unic D astfel incit ABCD sd fie un paralelogram. Caracterizai-l
,vectorial“ in doud moduri. '

3. Dacd AB este echivalent cu A'B’ gi BC este echivalent cu B'C’, |

- T 3 e . .
demonstrati cd AC este echivalent cu A’C’ (direct este mai greu decit
s-ar pdrea la inceput; folositi problema rezolvata). :

4. Intr-un paralelogram A BCD se noteazi cu E, F mijloacele latu-
rilor AB, CD. In figura obtinutd g#siti toate perechile de segmente
orientate echivalente, cu capetele in cite doud din punctele A, B,

X
semiplanul /de la.
stinga ui s \\S\\

C, D, EF, | P SN s 7 N io
5. In problema 4, completati figura cu inci un punct, situat pe Fig. 111.18 / Q\\ K
una din dreptele 4B, BC, CD, DA asa incit s putem forma cu el un //‘.‘\é\o o 6&
. : = . e Ry
segment orientat echivalent cu AC. In cite moduri puteti face aceasta? (7?1 g

6. Un triunghi echilateral ABC are ,.centrul“ in O. ,,Asezati* vec-
torul OA cu originea in B, apoi in C. Precizati in fiecare din cele doui
cazuri pozitia ,extremitdtii“ vectorului.

7. Indicati perechi de segmente orientate echivalente pe figura
formatd dintr-un triunghi $i mijloacele laturilor sale.

b. Dac¥ s gi ¢’ sint cele dous semidrepte diferite, cu originea in O situate
reapta d, atunci semiplanul de la stinga lui s este tot una cu semiplanul
I dreapta lui s

semiplanul de la stinga lui s =
Fig. T1L.19 =semiplanul de la dreapta lui s’

UNGHIUR]I ORIENTATE
' s } 5

Acest paragraf este aseméinitor ca idee celor privind segmentele orien-
tate de pe aceeasi dreaptd i de pe drepte paralele; aci ins situatia nu ne
conduce la notiuni ce au complexitatea notiunii de vector.

Dacd privim foaia de hirtie ,,de deasupra®, asa cum facem de obicei,
atunci, relativ la orice semidreaptd, unul din semiplanele determinate de
dreapta pe care ea este agezatd ne apare ,la stinga“ semidreptei, iar celilalt
»la dreapta“ semidreptei.

¢. Dacd Oz, 0’2’ sint semidrepte paralele de acelasi sens, dacd Oy, 0y’
Il de asemenea dou# semidrepte paralele de acelagi sens si dacd Oy este
fint# in semiplanul de la stinga lui Oz, atunci Oy’ este situatd in semiplanul
In stinga lui 0"z’

o 4
diefam’;ﬁ%ﬁ ' d: 6;?52’;%1,0 Fig. 11117 semiplanul /de la stinga lui OX’
] ; Fig. [11 20 cmemcmaem
=l ’ *' : :
e el lui s o semiplanul de la srln)qa lui Ox

0O X

4
4

Daci insd am ,intoarce foaia“ gi aceasta.ar fi transparentd (ar fi mai
greu si realizim aceasta privind-o ,de dedesubt), situajia s-ar schimba:
semiplanul ce apdrea ,la stinga“ semidreptei ar apdrea acum ,la dreapta“
ei gi invers.

Observajie. Am prezentat notiunile din acest paragraf, ca §i din cel
upra semidreptelor de acelagi sens i de sensuri contrarii, la nivelul intuitiv,
fol ca in partea I a manualului pentru el a VI-a,

a0



Definifle. Prin unghi orientat. vom Infelege o figurd formats
Jouit semidrepte &, & eu aceeagi origin~ nu neapdrat diferite, conciderate |
aceastd ordine 1l vora nota 3¢ (h, k). ; |
Deci: 26 (k, k) este gi el un unghi orientaf; iar, pentru & # k, unghi
orientat 6 (h, k) este diferit de unghiul X6 (k, A).
Pafinitie Prin misura unvi nnghi orientat > (h. k) notais (o]
> (k. k) vom intelege.
a. ‘0% dach =k

b. +4180° sau —180°, daed unghivl (obignuit) I (h, k) estr alungl
c. In celelalte cazuri, misura unghiului (obisnuit) < (4, 4), iuatd @
somnul -+ , daed & este in semiplanul de la stinga lui 2, si cu semnul — dacy

ta lui 5.
/ ;{ r.-,,u_,.‘,...«__“..‘...,«,.‘...mmf"}

/
J

/ :
Vs (hk)=+45° [ ¥ (hk)=-120°
/ / Fig. 1L

i it A

este in semiplanul de la dreap

4
1 AT

*(hk)=0°

hk ke Iﬁfi‘s,ﬂ;‘,}iz?é?(?‘*'_wh

Observagii. 1. Conventia de la ¢ in legdturd cu semiplanele n-avea sel
in cazurile a §i b; de aceea a trebuit si le considerim separat. ]

2. In cazul b din definitie, facem o conventie care se poate enunta
astfel: in calculele cu misuri de unghiuri orientate, considerdm totdeauna
360° = 0°. Aceasta este o situatie aseminitoare cu cea in care sintem inten
satl, In aritmetic, de resturile impartirilor numerelor cu 4, de exemplu. |
studiul acestor resturi scriem 4 =0 (mod 4) sinu 4 = 0; +2=—2 (mod"
ginu 42 = —2. Aici vom scrie, de exemplu, +180° = —180° (mod 360°

Reamintim c# 2 = b (mod ¢), unde a, b, ¢ sint numere {ntregi, inseam

¢ divide pe @ — b. In cazul nostru u = v (mod 360°) inseamna: citul %v

un numadr intreg. ]
3. Oricare ar fi o mdsurd de unghi u $i o semidreapta &, existd o sem
dreaptd unicd &, cu aceeasi origine ca $i &, astfel incit >¢ (&, £) = u (mod 360
Dac# pentru —180° < u < 180° aceasta se poate infelege din figus
111.21, s& considerdm cazul z = 1 000°. Avem 1 000° = 3 - 360° — 80° = —§)
(mod 360°), conform conventiei explicate la punctul 2. Deci problema,

acest caz, se rezolvd ca in figura 1T1.22. Fig. 111,

*(hk)=1000°

(mod 360°) ho (). 1000 "
e el | Kl(\: 4 |
1000°=-80° -\
(mod 360°) e
\5\
k K

09

] Un caz mal familiar este u = 280°, de exemplu, in care scriem u =
Elaggj — 80° == — 80° (mod 360°) i care se rezolvi deci tot ,prin figura

'4..Dac§ privim planul ,din partea cealalti“ atunci mésurile tuturor
linghiurilor orientate apar cu semnele schimbate.

1 Urmitoarea teorem& are aceeagi importantd ca si cea aseminitoare

ilo la segmente orientate de pe aceeagi dreapti: permite calcule §i demonstratii
firk a mai face figura, fird a mai considera toate cazurile ce pot apdrea ca
lirmare a pozitiilor diferitelor semidrepte unele fati de altele. Bineinteles ci
l!: (‘iemonstrapia ei va trebui si considerdm toate aceste cazuri, cu toatd ,,hir-
Noia‘“.
Teoremd.
ol :

P (u, &) = P

Jaed u, v, w sint trei semidropte cu aceeasi origine, atund!
( (s 2) -+ 2F {9, w) {mod 360°). =

Demonstratie. Cazul 1. u = v sau v = w. In acest caz relatia este evi-
(lont, unul din numerele din partea dreapt fiind 0° ... .

Cazul 2. u = w. Relatia se reduce la >¢ (u, v) = — 6 (v, u); ea rezulti
(lin definitia m&surii unghiului orientat si din proprietatea a, ilustratd in
figura 1I1.18.

Cazul 3. Unghiul >¢ (v, w) este alungit, iar celelalte doud nu sint nule.

Woeaami— -.»‘,..,.‘,,._‘\.w,_., —ee U]
\

\
\ \

A\,
.&-M,:).w..._‘,N..‘..__w_,.,. s Y

Fig. 11123 &

KA i i
W

In ambele situatii, relatia rezultd din > (u, v) + > (v, w) = 180°.
Cazul 4. Unghiul >t (u, @) nu este nici alungit nici nul.
Privind eventual ,,din partea cealalti“, putem presupune cd @ se afld
In semiplanul de la stinga lui u. Sd notim cu u’ §i w" semidreptele ce ,,prelun-
gosc” pe u i w.

Fig. I11.24

Deosebim patru subcazuri:

a) v se afld in interiorul 6(u, w) (fig. I11.25,a). In acest caz relatia este
E(u, w) = f(u, v) + (v, w), despre care stim ci este adevirata;

b) v se afld in interiorul 2¢(w, u’) sau coincide cu u’. In acest caz relatia
oste (u, w) = f(u, v) — >6(v, w), despre care stim cd este adeviratd
(situatie asemdndtoare cu a); ,




TS ST T O T TS i

¢) v e afld in interiorul “f(u, w') sau coincide cu w', In mod asemanale

; o i oM
cu b) ajungem la “f(u, w) = (v, w) : ‘:(’(u, ; : 8 o
)d)J'u sz afla in intt;riorul “6(u'w’). Aici apare situalia deosehitd legaté‘
conventia de mai sus. Relatia devine 26 (u, @) =‘:—?§(u,lv) — 26(v, w) ( !
360°). Stim de la ,unghiuri in jurul unui punct ca %lu, v)+ :Aé(vA,'
-+ :@(w‘ u) = 360°; aceasta aratd ca diferenta dintre membrul intil $i:
i '\
9-lea al relatiei, impartitd la 360°, da rezultatul 1. Cu aceasta teorema 9

lemonstrata.
ae " v W
V
u' u u =
a) . b) 2
Fig. 111.25 w W &\ v
74 \ﬁ u o u g
|
cl Y w 9

17. Probleme

1. Considerati un triunghi ABC. Convingeti-va cd sau pentm-l to‘;v
cele trei semidrepte AB, BC, CA ,virful ramas® se afld in semlpla,
de la stinga, sau el se afld in semiplanul de la dreapta pentru to

Enuntati teorema asupra sumel unghiurilor unui triunghi consig
rind unghiuri orientate. q & 5 B 3
9. Aritati cd teorema asupra sumel unghiurilor unui trlunghl o
nutd in problema precedentd rdmine valabild g1 pentru trer punc

* coliniare (dar distincte doud cite doua). el ‘
3. Desenati un pitrat A BCD astfel incit C §i D sd fle in seml‘pl
din stinga semi’dreptei AB. Cave sint mdsurile unghiurilor orlenta

5
“6(AB, AC), %(CB, CD), (DB, DA), %(AD, AB) eifc..A ’
4. Desenati un hexagon regulat ABCDEF astfel incit C, D, E,.‘
s1 se afle in semiplanul din dreapta semidreptei AB. Care sint masur
unghiurilor orientate $(BC, BA), %(CD, CA), (FC, FB), >%( !
ED) etc.? : Vil st 4
5. Se dau doud drepte a, b concurente in.O si pe fieccare se va;
cite o somidreaptd a’, b cu originea in 0. Cite valor} poate lua mas
unghiului orientat 2f(a’, b') (prima semidreapta fun(.l cea dg pe «
Aritati ci 2 26(a’, b') ia aceeagi valoare in toate cazurile descrise.

6. 5o dou doud semidrepte A, k de origine 0. Cite semidrepte b de
origine O existd astfel ca >6(h, b) = (b, k)? Dar astfel ca B(h, b) =
= —6(b, k)? ‘

7. Oricum ar fi punctele 4, B, C, D diferite doud cite doud, avem
$(AD, AB)+ 6(BA, BC)-+ %(CB, CD)+4 X%X(DC, DA)= 0°.
Demonstrati aceasta in general gi apoi considerati cazuri speciale ca exem-
ple: patrulater convex, concav, existd un punct comun interioarelor
segmentelor AB, CD etc.

8. Fie 0, A doud puncte pe o dreaptd d, fie B alt punct in plan si
C simetricul lui B fatd de d. Avem £(0B, 04) = — -(0C, 0A).

DESPRE TRANSFORMARI GEOMETRICE

Obisnuim sd gindim cd doud triunghiuri (sau, mai general, doud figuri
geometrice, desi nu am discutat acest caz pind acum) sint congruente daci,
desenind una din ele pe o hirtie transparentd, putem si le facem sd coincidd
prin suprapunere. Ne-am ferit pind acum de astfel de ,,argumente” in rationa-
mentele noastre. In acest paragraf vom da o expresie matematic precisi a
notiunii de suprapunere, sau, cum se obignuieste a i se spune, de izometrie.

5'

Fig. 111.26

Din punct de vedere geometric, o ,suprapunere” apare drept un proce-
deu de a considera, odatd cu fiecare punct P, punctul Q bine determinat
pentru o suprapunere dat#, in care este ,mutat® B ‘

Dar aceasta nu este altceva decit ,,0 functie definitd pe plan, cu valori
in plan®.

Definitie. Se numeste transformare geometried o funcfie U : n —
— 7 unde = este planul, gindit ca mulfimea punectelor sale, cu alte cuvinte o
transformare geometrich este o funefie definitd pe plav eu valori in plan.

7 o= Matermatioh guometie ol w Viisa




I Altfol spus, o transformare geometricd oste

punct P din plan un punct bine determinat, care

din plan,
Dar nu orice transformare

a fi o suprapunere, De exemplu, 1

IA,
' xA_. XA

d

+

P este in semiplanul din stinga,
gi U(P)= A, dacd P este in se
mare geometricd U planul este
Aceasta nu este 0 suprapunere;
puncte. ‘
Definitie. Se :
puncte diferite in puncte difer
cu el :
Cu alte cuvinte,
dacd:

strivit®

i a. Pentru orice 4 # B avem 'U(A) * U{B).—
b. UA)U(B)= AB pentru orice A # B.

:- i R
. 7 ‘e\_ ‘
\

VAT

B

Exemple. Am vizu
care o vom nota cu Sq,

eometrick apare drept ceea ¢o
r? figura 111.27, sd definim U(P)

U(P) = A, dacd P este pe dreapta din figurd 1
miplanul din dreapta. Prin aceastd transfor- /-
{n cele trei puncte A_, Ao

o suprapunere nu

o eox o dued

numesgte izometrie 0 ‘\sformare geﬁii!(,lfiti ce ducl
« by . h ;

ite gi care duce orice segment intr

transformarea geomet

S = ‘/ﬂ?';)': 4:3 4}

t in clasa a 6-a cd simetria fata de o dreaptd d, pe‘;f
este o izometrie.

un mod d6 & atagn fiecirui

depinde do P, notat U(P),

Am viizut de asemenea ofl simetria fayit de un punct ¢, pentru care vom
Introduce o notayie la pagina 100 este o izometrie.

A U(B)

gindim noi

A dacd

| U(A)U(B)= AB

A0 = U(4)U(0)
etc.

Fig. I11.30

L84

7

Fig, 1L

B

UrA)

i

18. Probleme
1. Dacd U este o izometrie §i ABC este un triunghi echilateral,.
atunci U(A)U(B)U(C) este un triunghi echilateral.
2. Dacd U este o izometrie gi 4, B, C sint puncte coliniare, atunci
U(A), U(B), U(C) sint coliniare.
3. O izometrie duce un triunghi intr-un triunghi congruent cu el.
: 4. O izometrie U duce interiorul segmentului AB in interiorul
- segmentului U(A4)U(B).
5. O izometrie duce un paralelogram intr-un paralelogram.
6. O izometrie duce un p#trat intr-un patrat.
7. O izometrie duce o dreaptd intr-o dreapti.

8. Dacid A, B, C sint necoliniare gi U este o izometrie, atunci
K UA)U(B)U(C) = X ABC.

A
modifica distantele intre |

anul congrusid

ric U se numeste izometrie

Fig. 111.28

TRANSLATI

Definifie. Fie v un vector. Se numeste translatie de vector v, trans-
aroa geometrici 7, care duce un punct P in extremitatea vectorului v,
Bl cu originea in P.

"_/V’
Fig. 111.31 /
AB= Sd(A)Sd(B) Fig. 11I. 2
ete.

Observatie. Translatia de vector nul este aga-numita transformare iden-
, lransformare ce las# pe loc toate punctele P. Ea se va nota cu /.

Teoremi. Orice translajie este o izometrie.

97




19. Probleme
1. O translatie duce un cerc intr-un cerc.

2. Doud cercuri de raze egale pot totdeauna si fie ,suprapuse“
printr-o translaie.

: 3 ;T (e lop
Demonstrafie. Fie A §i B doud puncte oarecare, A’ §i B' imaginile lo

i AA’ si BB vor fi deci
prin translagia considerabd. Segmentele orl'entate AA' 51 - vo 3
echivalente, deoarece ambele ,fac parte“ din vectorul translatiei. Vom ea‘

osebi doud cazuri. s 1
Cazul 1. A, A’, B, B’ coliniare. In acest caz ipoteza se poate scl‘l

2 [ '3 ' 4
A4’ — BE si concluzia AB= A“B’' rezulti din A'B’= A'A + AB
_ AA+ AB+ BB = —AA’ + BB’ + AB = AB.
Cazul 2. A, A’, B, B’ necoliniare.

3. O translatie duce o dreapti d intr-o dreaptdl paraleld cu ea, sau
tot in d.

4. Singurele drepte transformate in ele insele de o translatie de
vector nenul T, sint cele ,,paralele” cu vectorul v al translayiei.

5. Se considerd doud cercuri gi un segment. S #e construiascd un
punct M pe primul cerc gi un punct N pe al doilea agn Inolt segmentul
MN si fie congruent gi paralel cu segmentul dat,

6. Aceeagi problemd ca la b inlocuind unul din serourt ou o droapta.

7. Se considerd un pitrat A BCD do contru O, Fle M, N, P,  mij-
loacele laturilor AB, BC, CD, DA. Si wo procigese porlfiile punotelor
Ta5(M), Ta5(N), Ta6(P), Ta6(Q):

8. Se considers un hexagon regulat A BCDEF, de centru €, 84 we

precizezé imaginile virfurilor sale prin translagia de vector A0, Avoongl

1

A

A v . Tig. 111.32

B
B

Ipoteza ’

AA' | BB', AA’ = BB. ' ’
i AA' de i dreapta BB'.

Semidreapta AA’ de acelagl sens cu semidreapt

In acest caz incepem prin a observa ci AA'B'B este un patrulater

A A

problem3 pentru translatia de vector OB. La fel pentru oen de vootor
—
AC.

9. O translatie transformd o semidreapts intr-o semidreaptd para-

' arti i ipotezei. Aving leld gi de acelagi sens cu ea.
adicd nu arata aga , ca urmare a parfilor 1 §i 3 ale 1p d et
il i lent cu el.

laturile opuse AA’ s BB’ paralele §i congruente el este pa?ralelogrfam. Rezul
AB = A’'B' ca opuse in acest paralelogram (pentru a evita folosirea, ca m4

« din clasa a 6-a, se poate arita ci AABA’ =

11. O translatie transformd un unghi orientat intr-unul de aceeagi
masura.
sus, a unei teoreme ,suplimentare
= AB'A'B, cazul 1). i . : |
Observ;yie. Fie T o translatie. Cunoscind imaginea T(P,) prin aceas§
translatia T este perfect determinatd: @

12. Poate o translatie de vector nenul sd transforme un poligon in
el tnsugi? :
13. Dati exemplu de o figurd care sd fie transformatd in ea insisi

translatie a unui singur punct Py, de o translatie de vector nenul.

14. Ari#tati cd o transformare geometricd ce transformd orice seg-

i Py T(Po)- : ‘ .
este translajia de veotor Po ’ ment orientat intr-unul echivalent cu el este o translatie.
L .

Intuitiv, un vagon de cale feratd, pe 0 portiune dreaptd de linie, exec ‘1
o translatie (pozitia sa,-la fiecare moment fixat, se obtine printr-o anumiy
translatie, ce depinde de acel moment, din pozitia initiald = fig. [11.33).

ROTATII

Definitie. Fie C un punct fixat gi » o misurd de unghi‘ orientat.
iufia de centru ' gl unghi orientat 1 se definegte drept transformarea geome-

‘\-,\_H"

aa



trlelt Ro, o co duce C in ¢ lar un punct P # C fntr-un punet Q =_=-'R(-,,,\P)

definit prin % (CP, CQ) = u, CQ = CP.
Q

. GARRL Fig. 111.34

¢ P ‘ 1
Observafii. 1. Rotatia Rc, o’ de unghi nul este transformarea identicd I.f
2. Rotatia Rc, 180 de unghi orientat 180° este tocmal simetria’

fatd de C. o ‘

@ 7800

I Fig. 111.35

P

Teoremid. Orice rotatie Rc, u este o izometrie. -
puncte oarecare M, N, si notdm

Demonstrajie. Va trebui s& alegem doud
(N) si sd demonstrim cd M'N' = MN.

' = RC,u (M)a N = RC,u
N necoliniare. °

Cazul ,general® C, M,
Ipoteza
CM=CM,CN=CN,
$(CM, CM') = %(CN, CN') (= u). ‘
Demonstratia in acest caz. Avem >%(CM, CN)= $(CM, CMI+
(M, CN) = X(CM, CM') + $(CM', CN') + ~%(CN', CN) = %(CNy
CN') + $(CN', CN) +$(CM', CN') = *(CM, CN'), deci ICMCN =
= % M'CN'. Rewultda AMCN = AMCN' (cazul 1) si deci M'N'= MN.
vazul ,special” C, M, N coliniare. !
Subcazul €=M sau C= N rezult.
Subcazul C # M, C # N. Din demonstratia de lac
*%(CM,CN) = *%(CM', CN'), valoarea lor fiind in cazul
Deci daci semidreptele CM, CN sint de acelagi sens, aga sint gl semidre
CM', CB', iar dacd CM, CN sint de sensuri contrare, aga sint siCcM,

% imediat din definitie: CN=CN"..4
azul general rezultd
de fatd 0° sau 180°

i
{)

ptel

by
3

I'ig. 111.36

M NMC N

In prima situatie avem MN =|CcM —CN' | = |CM — CN | =
= MN, iar in a doua M'N' =CM' +CN' = CM + CN = MN, q.e.d.

Un carusel executd o roti
. ! l“ﬂ Y
vagonului de cale feratd pag 98 ), Schosant, preainarercaglild miganies

Fig. 111.37

20, Probleme

1. O rotatie duce un cer
¢ intr- i
ey e un cerc. In ce caz o rotatie datd duce
2. Doud cercuri de r i
& i cel aze egale pot fi ,suprapuse” pri i
al cargl 1gxgh1 orientat poate fi ales cum dorimp : (;’ v
. 3 ;
iinins ;:at;};;e :lansfom.nfﬁ f)ldreaptﬁ intr-o dreapté. Poate fi dreapta
cea initiald? identics ieti i
care au loc aceste situatii. 3 e i
4. i 1 i :
= prec(i)z ::tag,u? transﬁ')rma o semidreapt intr-o semidreapt4. In cazu-
dac’é s o :ap:m‘solut',la problemei 3, in care se poate pune problema
dact pta imagine este de acelasi i
mlt,lalg, precizati care este situatia b e e
r Sv . . § .
e di us; sg.l;fliriu;;‘scét un tr(;unghl echilateral cu un virf dat i cu
uate pe doud drepte date. ieti si i
care pé'obslema are o infinitate de solutii g o
. S& se construiascd un pa .
y . . patrat ce are doud virfuri
cercur; déte, 1aAr unul din celelalte doud intr-un punct dat? vt
S. Aare sint rotatiile care duc un triunghi echilateral in el insugi?
9. ceeasl problema pentru un piatrat. d
16 Aé:eeagl Problemé pentru un hexagon regulat.
. Se considerd un hexagon regulat A BCDEF si figura H formatéb

di!l blei cer ri —l e"l[‘ §l (I[l[ l]‘el er ri e

w s
razi — AB de-
y de centre B, D, F. Care sint rotatiile ce transformi figura

H in ea insigi?
prin rotatia B, 4. - Precizati imaginile virfurilor patratului
i SRR 2 e S, PSR e
sale prin rotatiile Ry, 0. Aceea!i}i) :Il'oblfl;lﬁl) I}.)Z(ﬁ::ltllglafi?i]e gwie 8




em——— T

18. ¢ si D fiind puncte diferite, determinatl un punct X astfel

Re..o0 (X) = Rp,—g0"(X). Aceeagi problemd Infocuind —~60" cu +4

La fel cu -+60° +60°

Problema rezolvati. Dindu-se trei drepte parglele (fi?:ate) sd se
struiasci un triunghi ecnilateral cu virfurile rgspectlv pe fiecare dintr
Observatie: dacd existd unyl, prin translatie de-a lungul dreptelor pU
obtine o infinitate. ' s
) SOLUTIA 1 (folosind numai cunostinte de clasa A 6-a). Sint |
dreptele a, b, ¢ (fig. 111.38). Considerim problema rezolvata.

a Q “ A
b "Xp
B .
v , Fig. 111.38
C 1,
I a2

figurd) AD L csi CM inalfimea triun.g‘
mijlocul sdu. Patrulaterul ADC M este 1nst
Deci D, = C, = 30°. M este de asement
nt punctele unde DM taie pe b, ret
cem AD | ¢, ADQ = 30°, ludm mil
B. AB este la

Ducem (notatiile sint cele din
-are taie segmentul AB in M,
tibil 3 ADC = JLAMC = 90°.
mijlocul segmentului PQ (PsiQsi
tiv a). Problema este terminatéa: .du L DY,
segmentului PQ. Unim A cu M gi prelungim pind tale b in

i jului cdutat. '
trlung;‘gﬁ‘;} :I('}?A 2 (prin aseminare). Da«?é distanta dintre a §i b est: !
dintre b i ¢ este n, latura AC este impartitd in xtaport.ul m/fz. Cuxrll lt;'aB :30
ghiurile echilaterale sint asemenea, ludm .un trlunghl. ech{latzl\'ﬁ gl v,
impértim latura A’C’ in raportulhm/n prin }l)ugctul' mterlo; 5( 1§;em
Ducem prin 4’ si B’ paralele o’ §i b" la B. N' gl c?b'gmem o figur ,{ s
cu cea ciutatd. Fie d’ distanta dintre a' si ¢’. Prin procedeul constru

Fig. 111.39

de a patra proportionale”, cunoscind distanta d dintre dreptele a 1 ¢, @
nem latura AC a triunghiului 4 BC céutat.

SOLUTIA 3 (prin rotagie). Rotind pe A in jurul lui B cu 60° ,,ajungem*

" In C. Deci rotind dreapta @ in jurul unui punct fixat la inceput B pe b, obti-
nem acolo unde ,rotita® lui a taie ¢, punctul C, deci avem latura BC a triun-
‘ - ghiului. .

PROBLEME RECA PYTULATIVE

1. In triunghiul ABC, latura BC = 5 ¢m, medianele CC’' = 6 ¢cm
§i BB’ = 4,5 cm. Si se afle celelalte laturi ale triunghiului.

2. Trapezul isoscel ABCD este circumscris unui cerc. El are AB,
baza mici, de 2 cm §} baza mare CD = 8 cm. Se cere raza cercului inscris
gl laturile neparalele. ‘

3. Intr-un triunghi isoscel 0A B (0A = OB), 3 AOB = 36°. Luim

T\

pe latura OB punctul C interior, astfel incit CAB = 36°. S& se demon-
streze cd:

a) NACB ~ NOAB,

b) OC=AB = AC. it

4. Intr-un cerc de centru O inscriem un poligon regulat cu 10 laturi
(decagon regulat). Fie A B, BE gi EF trei laturi ale sale consecutive. AF
se intersecteazd cu OB in C. Notind AB = BE = EF = 1,04 = 0B =
= R demonstrati ci T

a) CB=R-—-1;

b) 0C=AC, 0C =1;

¢) RRR—1)=1% sau ! + Rl — R*=0;
“d) Verificati relatia - + Rl — R* = (142 i) (¢ L S
§i gisiti de aici latura decagonului regulat convex in functie de raza

cercului circumscris, it
5. In trapezul dreptunghic ABCD, inil{imea BC = 4 cm, baza
mici AB= AD, iar baza mare CD =8 cm. Determinati misura
comund a bazei mici i laturii AD.
6. In figura R.1 cercurile de centru Oy, O,, O; §i raz§ Ry, Ry, Ry
sint tangente la dreptele V7', VT’ si tangente exterioare intre ele.

Fig. R.1

Demonstragi cd aria cercului (Op) este media proporfionald intre
cea a cercurilor (0,) gi (Og).
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7. Printr-un punct fix P situat in interiorul cercului fix de centl‘
O(0 # P) trec coardele perpendiculare mobile AB, CD de mijloag
M si N respectiv. - : o
S& se demonstreze ¢ MN are mirime constanti.
8. In cercul de centru O, A si B sint doud puncte diametral opus

15. In figura R.3, A BC esto un triunghi ' i
3, ghi oarecare, A BDE
plitrate. S& se demonstreze ol a) AC = BG, b) EP | PG, e

Fie M si N doud puncte yariabile pe cerc, astfel incit m =9
Dreptele MB si AN se intilnesc in P. 4
a) Cite grade are LM PA?
b) Care este locul geometric al punctului P? i
9. In triunghiul ABC, 3XBAC = 60°, BD i CE sint iniltimi, i
0 este mijlocul segmentului BC. 1
a) Si se demonstreze cd: AOED este echilateral. 1
b) Dacid AC = 4 cm si AB este de mirime variabilj, s se giiseas
valoarea minimi a laturii triunghiului echilateral OED. )
10. Si se determine care este dreptunghiul de arie maxima insc
intr-un cerc de razi 1.
11. In triunghiul isoscel 4 BC este inscris un cerc. Laturile 4 B
= AC, AB = 13 cm, iar baza BC = 10 cm. S& se calculeze raza cerc “
inscris.
12*. Se di un cerc $i A un punct exterior. Ducem AT §i AS ta
gente la cerc (fig. R.2). (S i T sint pe cerc.) Coarda T'L e paraleli cu
Segmentul AL tdie a doua oard cercul in Q. Demonstrati cd 7Q int

0

v 16. Un semicerc cu raza R este inscris Intr-un trapez isoscel (adicy
I centrul pe baza mare DC, si este tangent celorlalte laturi 4B BC
| DA). Unghiul, ADC format de o latury neparalel cu baza mare ar
0%, S& se afle aria trapezului. v
» 17. S4 se afle aria unui trapez isoscel, gtiind ci bazele sale sint 12

)l 20 cm, iar diagonalele sint perpendiculare fntre ele.

Simie terigonta AS Yo I, meflongl 4. - 5 .18. Intr-un pitrat {IBCD sint inscrise doud semicercuri cu diametre
AD §i BC. Un cerc mai mic este tangent la ambele semicercuri §i la

latura AB. Sj se socoteascd raza acestui cerc in functie de a, latura 4 B

7 4 19. Segmentul 4B = g, fix, este in acelasi timp coardi i tangenty

i doud faercuri concentrice de raz§ variabili. S¥ se demonstreze c¥ aria
broanei circulare cuprinsi intre ele este constanty.

20. In pitratul ABCD de laturi a (fig. R4) se inscrie triunghiul
APQ cu 3QAP = 30°; ( pe segmentul DC si P pe segméntul BC)
A PQ = 90°. Se cer laturile acestui triunghi. ‘

D QC

13. Se di un triunghi ABC. Pe prelungirea laturii AC se § Fig. R.4

un punct D, astfel incit ¢ CBD=3(BAC. Demonstrati ci: a) B
este medie proportionald intre AD st CD; b) BD este tangentd
cercul circumscris triunghiului ABC.

14. Se di triunghiul dreptunghic ABC cu XA = 90°, AB =1
AC = 4. ! : :

S& se giseascd latura patratului AMNP, unde Me AB, N € Bl
Pc AC. Catetele fiind b, ¢, aceeagi intrebare. !

21'. Se dd triunghiul ascutit unghic ABC in care CB = 3 §i ihélti-
ion {1A = 2. SH se afle latura pitratului inscris in triunghi (doug
Irfuri pe BC, celelalte doug respectiv pe AB, AC).




inigial, rgmine numai
] ma, 'y
ghiul ABC, al triunghiul A’'p'c’. Construifi din noy triun.

22, In figura R.5 A BC este un triunghi isoncel tnsoris intr-un pitra
(AB = AC == a) i pe indl{imea AD ca diametru se construiegte un cer

care taie AB In M gi AC in N. Se cere MN in functie de a. :
(Olimpiadﬂ H,F,G,’ 1977)

A .

Fig. R.5

N T A

23. Demonstrati cd orice figurd plani care are doud axe de simetl
perpendiculare are si un centru de simetrie! Reciproca este adevirati
24. Cu laturile cit ale respectiv triunghiului echilateral, hexagonu
regulat §i pdtratului inscris in acelagi cerc, se construieste un triung|
S4 i se precizeze natura. Gisiti raza cercului circumscris lui.
25. Pe segmentul A B se consider punctul M variabil si, de aceel
parte a segmentului, triunghiurile echilaterale A MC si MBD. Cercut

28. Un tr i
. apez isoscel cu b e
= 2b, este ci . ;- 0aza micd AB = 24 gi baza mare D"
? olreumseris unui cerc. Se cere arjg tra}fez lui gl
ului.

a) Fi
) Fie M un bunct pe 4B, ynN I BD, (v e AD), NP ||Ac

(P cp), Py | BD
. ! ’ ( < B ' ’
00 M §i M’ coincid. QS BO, o |1 4c (u € 4B). Demonstrati

b) Calculati laturile lui prv PQ in cazul in care el este romb

30. Constr uiti un ¢r lunghi 4 BcC cunoscind raport | 1 Oj; . 8
lntura BC — '4 §1 raza cercului circumseris R — 3 ik 45T

31. I.n figura R.8 catetele 4 5 — 3cm gi A—C =014n(.:m ale triunghiului

dreptunghic 4Bc & .
e sint diametrele a 4 : 4
fars. Sy se calculege tangenta 7§ comlfrlllégl asc?;lc?:;cu” Rk

Fig. R.6

1y A, D, N sint coliniare.

2) gasiti locul geometric al lui P, mijlocul lui CD, cind M se mi§

3) mediatoarele segmentelor CM si MD trec printr-un punct|

4) dacd AM = z §i AB = a, si se exprime CD in functie de a §

26. a) S se arate ci simetricul ortocentrului unui triunghi fatd
o laturd se afld pe cercul circumscris triunghiului.
b) Si se construiasc# un triunghi cunoscind: o indl{ime, ortocen

fixat pe ea §i mirimea segmentului dintre ortocentru si alt virf.
v 27. Triunghiului ABC i se prelungesc laturile a, b, ¢ cu segn
tele CB' = a, AC’ = b §i BA’ = ¢, cum se vede in figura R.7. Se

i 33. Infi
tine un nou triunghi A'B’C’. Daci stergem cu radiera triung s B9 ABC osto un triunghi echilateral gi ge construies
| c

8
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la toate aceste semicercuri, S& se afle aria porflunil hagurate in funcfie
de [, latura triunghiului echilateral.

SOLUTII

PROBLEME RECAPITULA.TIVE

DIN MATERIA OLASEI A g.g

g ’ : . i 3 ote... 8. Cu notatiile dj
respectiv celelalte laturi, se construiesc trei arce de cerc ca in figura

R.10. S& se calculeze aria hasuratd in functie de /, latura triunghiului.;

85. Dintr-un triunghi dreptunghic cu catetele b, ¢, sd se ,decupeze ‘,

cercul inscris. Se cere aria rdmasd din triunghi (fig. R.11). = AN, debi ipot
- . W da ) ipotenuzele

BC=n4DC (cazul 2)
AD E DC, ABE BC',

Fig. R.11

TR | Fig. S.0.3
36. Pe laturile AB gi CD ale patrulaterului convex ABCD se ial
respectiv segmentele AM = NB, DP = QC. Si se arate ci daca ariill
lui AMPD si NBCQ sint egalé. patrulaterul ABCD este trapez (fig
R.12) .

| : A w1
b, lese Imedi JLe ool W i b
Inifiale. 6, 5e ?Of ];’2;29g;hta§;1 de laturi in triunghiurile f,
ir {1 isoscele, gi go aioi o Ar insemna (fig, 5.0.3) ¢4 atit Aoéjate cu laturile
- (listincte pe aceeasi dr cd dintr-yp punct se pot duce D cit si pnOCR
Mmontare, 9, . dreaptd. 8, ge dovedegte ¢ ' doud perpendiculare
n figura §.0.4,, XABA' — gge unghiurile opuse sint supli-

D - P Qi g
. 37. Intr-un cerc dat de centrul O i de razd 2 cm inscriem un drep "
unghi variabil A BCD. Pe latura A B ludm punctul M. Ducem MN. || AC ig. 8.0.4
(M € BC); NP | BD (P € CD), PQ|AC (Q € DA). Aratati ¢
MN PQ este paralelogram §i calculati perimetrul siu.
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10, Este mijlocul ,arcului mic® BC. Nu are importan{ii: troco prin mijlocul |
arcului pe care nu-1 descrie A. 11. Considerdm problema rezolvati, Cercurile cu
diametre DA respectiv BC au cite un semicerc pe care se afli doud virfuri ale
pitratului (fig. S.0.5.) Fie M §i N ,mijloacele* celorlalte doull semicercuri,
Pe aici (conform problemei precedente) trec bisectoarele-diagonale ale unghiu«

R A

VO RICH I = [V v QP i D al .
%gn;entt dl’n A paralel la BC. AH4i ¢) looul geometric al Tu E esto un
+ -saturile neparalele sint congruente: una este linie mijlocie si i
gl'u/(‘ha,Tiilein t;‘fg, Wﬁlggh.i gﬁptuzghic este jumitate din Jipgignﬁzgfti(imz()i

- 4ol 1 AL AC, deci C’ e’ f
floud unghiuri opuse, srepte: figura gc(l)g AL A0y Patlneati e
o

Fig. S.0.9
Fig. S.0.5 -

B

(=
vilor patratului. Deci unim M cu .V si prelungim pina taie semicercurile cele=
falte. Obtinem P si R, virfurile pitratului si de aici incolo problema este’
simpld. Examinati cazul cind M gi NV coincid. 12. I fiind pe bisectoarea X4,
arcele BL si LC sint congruente (L este punctul unde bisectoarea din A taie a

,, A G

1. Folosind rationamentul din ultimel '

i, Folo _ 1 ul di e doud probl

Hrfuri gi laturi ale triunghiului. 18, Prelungim ;C’ ouaé'nl)e : r;;}‘t E lleaf(()’:l]'zleaa]:;

i triunghi isoscel A ABD cu 3CBAD = 60° deci echilaternl, 19, Din problema

Ifcedentd ICEDA = 90°, din congruenta triunghi Y

, din urilor A .
u]s) ?fc f,fg :—_r:) eg:ﬁb};". Deci fiug’b insariptibilg deci 9:4?3 ﬂ”gé’k%g‘?."e’&'-
10, ndiculara pe indltimea {4', apoi cu centrul in A sl doul
ie cit AB respectiv AC intersectim aceast fh dout
luii (cu unghi obtuz sau ascutit) figur(; Ss.05.18.e RS, REG Rous

j\\ |
A B C MC

Fig: S.0.10

b X 4: = X B, =¥, (le vom nota pe toat ~
180° — 321, Din triunghiul isoscel .DCF? rezulteé - X1, 5.0.41) $ADC =

§i pe bisectoarele lui B si C, cu notatiile din figura S.0.6. IL = 2-K
XILC = X2 + X3, deci ICIL = ¥2 4 X3. |

18. X B' = CABB etc., deci A'B’ || A"B” (fig. S.0.7).
14. @) Cu notatiile din figura S.0.8: LA, = A= M, LA, =K ANE. Di
aici, M, = XANE, si AAMN isoscel. b) Ducem AE | MN, EN = EM,

M

>
™

Fig. 8.0.8

|

Matematicd geometrie cl, a Vil-a
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Q:FDC- 180-—(180—-4a+41)_ qa-—ql.
2 2

{EDA=18O°—7(360°;—<1a—<{1)= <\):a-:<11 — 90,

0A taiem dreapta A'M 1 i

nBb . &

wint cgnstante fi)ind »inscrige* Ipx: r("e.s o
wvede® segmentu] 77 sub acelagi up

Unghiurile 3= M si 3= p' (s

etﬂ;_lv arce fixe, deci g:}%: es;te(clogr.lsfe.\?l.t1 4%
- ‘i ghl, §1 anume de 90°, XM sixm fiingi
ADC =180° — X1,

XEDF = X EDA + 3 ADC — XFDC = .ft_u;j_.l_ — 90° -+ 180° =

Fig. S.0.13

— gt Zro Rl _gp pdet Al Ao S

22. Intli construim triunghiul dreptunghic BB'C unde se cunosy ipotenn?
BC si cateta BB’. Apoi prelungim B’C pini taie arcul care ,,vede* segmentu
BC sub unghiul A. Sint doud solutii dupd cum construim arcul capabil dé
A de o parte sau de alta a segmentului BC. 23. Pe coarda BC construim arcul
capabil de unghiul JCA. Cu raza MA §i centrul M tiiem cu un arc de cerg
acest arc capabil de A. figura S.0.12. i

Fig. S.0.14

flomplementare. Solutia est i

; . { e deci un ce i '
gmé‘un cerc de raza R in care geo ia r(;: gg (i(ljl;metru SRR
U0 iametru BC se ia coarda BB’ Uni b L
borcul de razi R. Ac e

. o0lo se va gisi
l. Considersm problema r§z Osllvglggl'ctul A. Prob]

Se construiegte

Jungimea BC, Pe coroul

B' g1 prelungim pini taj
ema poate avea dou}; lolut?i]i?

: 0 .
8.0.15). Punctele 4 si B sint ooal depértateeiit: a5 n:;eiliz?‘nim 0AB (fig,
+ De ¢ 80

N\ Fig. S.0.12 sugerons

N

B M € |

Intersectia este punctul cdutat. Existd doud solufii dacd se taie arcul capabi

in 2 puncte, una dacd cercul de razi MA i arcul capabil sint tangente, nicis
una dacd MA > MN (MN | BC) si o infinitate de solutii dacd 4 = 90
) BC 1

siM S - ‘ {‘ Doci luim pe OZ segmentu] M P =0

24. Se gdisesc trei triunghiuri congruente. A doua intersectie a doud cercun

se afld pe cercul circumscris unui patrulater... ‘ {

X respectiv 0¥, egal depdrtate de /.

M .
i punctele 4 gi B ant cel,ecggsz;l&r‘n paralelogramul 408 p de

25. Construim un triunghi de laturi BC, % BB’ si %CC’. De aici rezolvare

este imediaté... 26. Pe semicercul de diametru BC cu centrul in B respecti
C ducem corzile BB’, CC'. Unim B cu C’ §i C cu B’ §i se vor tdia in A,

27. Se construiegte un triunghi cu doud laturi cit cele date, si a treia cit dublu
medianei. Dublul uneia dintre medianele acestui triunghi (precizati care
este latira a treia ciutatd... 28. Considerdm problema rezolvatd, avind cercu
circumseris lui A BC, prin D mijlogul arcului BC trece prelungirea segmentu
lui AI (bisectoarea cunoscutd) (vezi figura S.0.13). Perpendiculara din M
mijlocul lui BC trece prin D gi prin O centrul cercului; mediatoarea corz
AD trece §i ea prin 0. Problema este rezolvati: construim triunghiuril
dreptunghice ANAA'I i NAA'M, ducem MD perpendiculard pe A'M gi {D}=
= Al N MD. Mediatoarele lui AD §i MD se intilnesc in 0. Cu o razi of




CAPITOLUYL I
I pag. 10:11 ’ i
1. AC = 25 cm, CB = 30 cm. 2. &4 = 275 cm, CB = 330 cm (C se gisef

in afara segmentului 4B, mai aproape de A4). 3. z =4 Y = 2z, /Z 58
3 2
4. Folosim una din proportiile derivate: €4 24 L CA+ LR o D
CB DB CB DB
@27? = %2— < CB'= DB « C = D. 5. Rationament asemanitor ca la |

Y
6. Se aplica teorema lui Thales de mai multe ori... 7. Teoremele in legaturd
linia mijlocie. 8. Daci este corect formulatd, reciproca este adeviratd;

monstratia se face prin metoda reducerii la absurd si folosind rezultatele
la problemele 4 si 5. 9. ;% = %. 10. Se folosesc, de pildd, doud triunghi

congruente. 11. Revedeti demonstratia teoremei lui Thales, care a fost fael
pe un caz particular. In loc de D, veti avea D,, iar B ar juca rolul 1 i
Evident, neparticularizind, va trebui si apelati la un ,sir de puncte®, scri
de exemplu: ,,Dy, Ds,..., D,", adicd nu puteti s enumerati toate s'»"
12. Cu notatiile din figura S.I.1 ,,purtim®, in continuare, pe aceeasi sel
dreaptd segmentele de lungimi @ §i u (OM = w, MA =u) §i, cu origis

o SR Y A 5
;"\/{\\\ "

PP

Fig. S.L1.
.4

A o paralela la MN; BN = z. 13. Nu putem »incepe® dintr-un punct
segmentul z trebuind sd aparé pe ambele’pte in pozitii care nu-si corespuf
Trebuie folosit un alt procedeu. 14. Se foloseste teorema lui Thales in AOAy
si AOB,C, si apoi reciproca acesteia in AOA,C;. 15-16. Desendm 6 segme
paralele la laturi, daca punctul D nu este mijlocul lui BC, si 3 daca BD =D
Se demonstreaza folosind repetat teorema lui Thales si problema 4. 17. Pj
lungim latura CA a triunghiului ABC cu segmentul AM = AB. Tini

Thales in AMBC. In cazul bisectoarei exterioare purtim segmentul A
= AB astfel incit M si fie in interiorul lui AC (dacd AB < AC) ete... 18.
cedeul este asemandter: Punctul M nu se giseste in interiorul unghiull
MA AB OD B L
=" ,——_ 19. Se aplicd teorer
MC CD OB ‘
1 £ . o e P . o
— . Dati alte exemple fara sa amplificati sau sa folos
6. V2
proportia de mai wus.

dar A ramine intre O si B. Se giseste

I. Cu notatiile din figura S.1.2, ge

n triunghiurile DAB § CAB si

unghiurile DAC sau DBC;
de la (1). 3. Exprimind doug

8. Cu notatiile din figura S.13, z =

9. Cu notatiile din figura S.14. (DB
fundamentaly g aseménér‘if.\ ND

NC — _na
atb
A 41
A /% i
RN
Rl 3 i
C }
Fig. S.1.4
10.

l('l impl t‘ 8 }, T1¢ '” 1 A A = nr p 1 l, = n — 1+ by
a ryl segme U ‘ 1 cm i i
1419 apo u] . D] AON

a. Folosim notatiile din figura S.1.5: B\,

apl.iczi teorema fundamentali a asemanirii
pol teorema lui Thales in unul din tri.

se (I)bt,.].ne MP = NP. 2. Procedeu similar cu cel
relatii de aseminare unde figureazd un raport

ac ‘ad

ete.

R 7 y'=b—-a
=m, AC = n) se obtine,din teorema
. _ma NB mb b
» i » NA == i
a4 b a-+b a+b.

Fig. 8.1.5

=5cm, B,C, = 3em. Revine
=2 (om)




41 131

AQ = Tyem, PQ= T em.
11, MO' = % (0" fiind centrul cercului cu raza mai mici), MO L
71 Bl e
12. Pentru tangenta comund in&erioaré Mo’ =d—r, s P (vezi
R+r R+r «
procedeul analog de la problema 6). 13. MO:RdR ! M0'='Rdr
— 7 —

14. Un cerc cu centrul O’ pe OA, cu raza de k ori cit raza cercului dat, astfel
incit %XA = k. 15. Rationament similar cu cel de la 14. 16. Punctul se afla la

intersectia tangentei comune (exterioard sau interioard) cu linia centrelor.
17. Prin doud aseminiri se ,transpune® suma de rapoarte pe diagonala AC.
18. 4. 19. Se aplicd teorema fundamentald a asemanirii. :

3. pag. 22-23 ‘
1. Au unghiuri respectiv congruente. 2.-3. La fel cu 1. 4. Cazul doi. 5. Cazul |
1. 6-7. Formati doud triunghiuri asemenea. 8. Raportul ipotenuzelor egal cu
cel a doud catete implicd aseminarea triunghiurilor (cazul 2). 9. Cazul 1 de
aseminare: douid unghiuri au laturile respectiv perpendiculare. Atentie:
aceastd proprietate va fi utild la capitolul arii! 10. Se aplicd problema prece-

dentd. 11. Din asem#narea triunghiurilor APMC §i \MN B rezultd: Z%% il

== % = constant, pentru cii raportul dintre o laturg a unui pitrat i diagonala |

sa este constant (usor de demonstrat cu cazul 1). 12. Construim un patrat
oarecare MN PQ cu latura QP pe BC si M pe AB, unim B cu N si prelun-
gim pind la N’ pe latura AC (fig. S.1.6). Ducem apoi N'P" | B( elc. Patra-
tul ciutat este M'N’P’Q’. 13. a. Din congruenta APAD=AMAB. b. Din
asemanarea NABE ~ /\NAMQ (cazul 2). ¢. Se aralid i MB L PS, gi cd patru-
laterul convex PATM e inscriptibil. 14. a. Dincongruenta AECB = ANDCA.
b. Din a. rezulti AGC B inscriptibil si de aici imediat b. c. Patrulaterul CDEG
inscriptibil (din a) etc. 15. Am demonstrat ci intr-un triunghi, produsul
dintre indl{ime si latura pe care cade este constant. Deci DQ «- AC = DC - AA"
(in ANADC), PD-AB = BD- AA' (in NA , (A" fiind piciorul indl{imii
din A) dar BD = DC si de aici relatia cerd@d este imediata.

A St A

Ky

O
QfF--t-
0

Q

M

e Fig. S.1.6
N 71N 7

B = C i

pag. 31-3 1
1. Comparim in figura S.1.7 APAT ~ APTB (cazul 1). 2. Se aplici in ambele
puterea punctului §i se pune in evidentd secanta comund. 3. Se demonstreazi
cd un punct care nu se giseste pe acea secantd comund are puteri diferite fatd

116

Fig. S.1.7 Fig. S.1.8

de cercuri, unind punctul cu un punct de intersectie al cercului i constatind
cd punctele celelalte de intersectie cu cercurile difers. 4. Tangenta comuni
In punctele lor de tangentd. 5. Intersectiim doudi locuri geometrice de tipul
celor din problema precedenti (secante comune) si punctul se giseste pe
locul geometric corespunziitor gi celei de a treia pereogi. 6. Pe aceeagi semi-
dreaptd d, cu o extremitate comundi ducem segmentele u gi v, gi pe segmentul
care este diferenta lor, luat drept coardd, construim un cere (fig. S.1.8). Tan-
genta la acest cerc este 1/ uv. In particular pentru comoditate, seia coarda u-y
ca diametru. 7. Unim A4 cu B gi prelungim pinil taie dreapta d in M. Construim
p= |/ MA -MB. Apoi luim pe d segmentul MP = p, care o0 ponto lua in
doud sensuri, gi construim cercurile ce treo prin P, B, A, Sint doud, dupi
cum am luat pe dreapta d punctul £ de o parte sau do alta a lul M, Daoit
AB |/ d, atunci punctul P de tanjenta se obgine duoind mediatonren neg.
mentului 45, la intersectia ei cu d. Atunpi solugin este unlofl, N, Gompardimn
triunghiul AMAD si AMCB gi finem seama ofi unghlurile opuse tnte-un
patrulater inscriptibil sint suplementare. 9. Dacil 1; w0 My, pentru o
KAMD = L BMC, rezultd 3 Dy= ¥ C, (fig. S.1.9).

4 B

Fig. S.1.9

£N6 5

Aplicil};} chzul ﬁ’]ﬂn azemé;lgrea DNAMD ~ ABMC rezulti si asemina-
rea A i~ [AB, deci I (5= B;, A= Dy, deci 2(X1 + X4 +
-+ X5 -+ X6) = 360° «> (324 + 35) - (X4 -+ 36) — 180°. 10, Cu notatile
din figura S.1.10 avem pe de o parte MA - MB = k (din ipotezd), pe de alt
parte MA - MC = c (constant) (ca putere a punctului M fat¥ de cerc). Ficind

Fig. S.I.10

LT




0 gregoala tipichd In rormularea acestel reciproce se race m enunyul urmator:
wDacd piitratul ipotenuzei este egal cu suma pétratelor catetelor, triunghiul
onte dreptunghic”. Or,am admis de la inceput c¥ triunghiul ,are* catete, deci
ol este dreptunghic. Demonstrafia se face prin constructie: se d un triunghi
ou laturile a, b, ¢, i pe laturile unui unghi drept desenat alituri Jlxoy, se
oarty respectiv segmentele OC = b, OB = ¢. Rezult§ BC = |/ b2+ ¢* = a.
Din congruenta celor doud triunghiuri rezultd adevirul afirmatiei. 8. In
Migura S.1.13, folosind notatiile ei: ¢ = za, b2 = a(a — z), adunind obtinem
bt 4 b = a(x + a — ) = a’.
9. In AABC cu <34 = 90° luim pe ipotenuza BC punctele D # E astfe]
th BD = BE = BA, D fiind intre B si C (este ca si cum am fi dus cercul

A
S

| ¢/ | b |
Nu. S.1.13 / J \
4 2 ;% -

raportul, -Mﬁ‘é- ic'— (constant). Decl dacl A descrie cercul dat, & descrie g1 ¢

gt t e
un cerc, raportul dintre razele celor doud cercuri fund:, avind centrul 0’

MO k),
( MO n) - 1 . |
11. Daci M se afl¥ pe cerc, ducem diametrul ce trece prin M (MN) (fig. S.1.11) ¢
Punctul P astféel incit MN - MP =k va fi (din aseménarea AAMN ~
~ APMB, cazul 2) piciorul perpendicularei din B pe diametru. P este flx,.,'l

B mobil, deci descrie coarda perpendiculard pe MN, 1

ol
{

b

B a-x G
._._.4-«”/‘4 ’ J " . e
- - de centru“B gi de razid BA...). Cu ajutorul triunghiurilor isoscele BAE, BAD
i cu 904 = 90° aréitim cd XE = I DAC :%{ABC (de fapt am redemon-
Fig. S.I.1t

; . L ; #trat pe figura noastrd teorema asupra unghiului inscris). Avem AACD ~

12. a) Pe latura AD construim unghiul CEDA = ¥ CDB, trlungl}mrﬂe, AC CD = -

AEDLi ~ACDB (x). b) Se observi ci si AADB~AED§ (xx)-EC) Din (g)d 4 ~ NECA, el AC?=(CB + BE)(CB — BD)etc. 10.a ]/2.11. 2 /3.
c L

(xx) rezultd respectiv (cu notatiile din figura S.1.12) e -;-
de unde bd = AE - BD, ca = DB+ EC. Adunind: bd + ca = BD(AE + EC),:
g.e.d. Aceastd teoremi se numegte a lui Ptolemeu.
13. Demonstratia se face prin reducere la absurd. )
14. Construim un cerc oarecare ce trece prin.cele doud puncte, astfel incit |
el 84 taie §i pe celdlalt cerc. Ducem secantele ﬁnune ale celor dou# perechi §
de cercuri. Din punctul lor comun ducem tafigénta la cercul dat. Obtinem ¢
astfel un al treilea punct (cel de tangentd). Cercul circumscris ultimului punct
si celor date este cercul ciutat. Constructia se simplific daci triunghiul format §
de centrul cercului dat si cele dous puncte date esteisoscel. Sint doud solufii. -

6. pag. 37-38

N i : s
12. 2]/2 ambele. 13. Ipotenuza este de 10, cealalti catets de 5]/3, inilfimea

Cde 5 1_/_‘)_3_ etc... 14. Latura ,,oblici“ este de 5, diagonala mici de |/ 65, diagonala

- mare 2 }/29.15. Existi doui posibilititi: a) inil{imea de 2f 26, cealalti diago-
nali de 3Y17, latura ,oblica“ 2J30; b) iniltimea de 4¥ 11, cealalti diagonali

3V33,latura ,,oblica“ 8Y3. 16. 2 V2I. 17. 8Y21/5. 18.4=}209. 19. Ducind
. prin punctul M o secantd ce trece §i prin centrul O, deducem®cad puterea lui
M fata de cerc este OM* — R®. Ea este minima dacd OM = 0 deci cind punctul
. este in centru, caz in care puterea este — R2 20.|/55. 21. 2|/ Rr. 22.]/391.

¥231.23. Folosind teorema inilt{imii intr-un triunghi dreptunghic, sau, caz
. general, folosind puterea punctulul intr-un cerc unde se poate duce o coarda
de u + v. 24. Considerind triunghiul de catete 3 si 4, ipotenuza este 5, pro-
iectiile catetelor pe ipotenuzi sint 16/5, 9/5, iar indltimea 12/5 (vezi problema
~ rezolvatd 1). Considerdm acum un triunghi asemenea cu el, ,raportul de
nseminare® fiind 5 etc. 25. E mai micé cea datd. 26. Cea datd este ,litimea“
- adici latura mai mic# a dreptunghiului. 27. 5 /10, 13 /10, 15 /10, 9 1/10;
48 $i 40; 48 - 40 = 5]/10-15]/10 + 13}/10 - 9]/ 10 sau 48 - 40 = (5 - 15 +
{13 -9)10 -etc. 28. ,Dacd intr-un triunghi ABC, D este piciorul inil{imii
din A i AD®* = BD - DC, atunci 9Z4 = 90°“. Fals, deoarece D ar putea si
nu fie intre B §i C. 29. Construim triunghiul B'A’'C’ cu A’ = 90°, B'A’' =
&= BA, C'A’ = CA. $tim din clasa a 6-a,c4 3C4 < I A’, dac¥ §i numai daci
BC < B'C’ ete.

1. 12, 80 25 14% o proiectia catetei cunoscute pe ipotenuzd este 6, ipotenuza
13 13 13 - i _.

este §9, cealaltd catetd %), proiectia celeilalte catete pe ipotenuzd este 3
3 - » !

a 3 i iectia ei tenuzi 16, |

3. Ipotenuza este de 25, cealaltd catetd de 20 §1 proxect}a ei pe ipo i
iar ill)lilt_imea 12. 4. O cateti este de 26, cealaltd catetd 62,4, ipotenuza 67—,6 !
ete. . Cateta cu proiectia cunoscutd are 5} 10, cealalta cateta este de 15[/1_(_), !
iniltimea de 15 etc... 6. Insltimea are 21, ipotenuza 70, o catetd 71/10, 1

- by e . . . 3 lw"
cealaltd 21]1/10 etc... 7. Dacd intr-un triunghi pétratul unel laturi este ega |
cu suma pétratelor celorlalte doud laturi, triunghiul este dreptunghic. Atentie: ]

I
i\
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v ¥ ¥ i 7 e Ve @l - RIM = AU, B8G8 08L0 44 008 &) lnalgimea corespunzatoar
1. sin 2 < sin y. Considerdim un sfert de cerc unde AOH = & gi AOC = 2 ' ’ e ook

(O este centrul cercului (fig. S.1.14). Evident CC" > BB’ (jumitate din coard

i . oste a - sin 2, fiecare din celelalte in¥l{imi este 2a - sin 2+ cos z. 11. sin = =
mai apropiatd de centru) sin 2 = s sin y = —n%(unde R este raza cerculu o

a ;o z b e
s : 4 . we — (fig, §,1.17). 12. tg. = = — (fig. S.I1.18).
Fractiile au acelagi numitor gi este mai mare cea cu num#ritorul mai mar ‘lb( p ) it el L

2. Rationament similar cu ceMprecedent, se obt{ine cos z > cos y. 8. Sinu "
creste mai repede in zona valorilor mici. 4. z = 45°. 5. Din tabel 53° < z |

C

R B

Fig. S.1.17 -~ Fig. S.L.18
Fig. S.I.14

X A
@ 10 E |
< 54°; din tabel 33° < 90° — z < 34°. 6. Din figura S.I.15 rezultid pe ling

cele notate cd inidltimea este a sin x cos z, lar proiectiile pe ipotenuzi sil
o . o 1
a-sin®r si a-cos®x.

18. sin £ = ;23 (fig. S.1.19). 14. sin * = ﬁ-f-'!, bin = £ &'J’ (conditiile R 4
it r < d duc la existenta tangentelor).

Fig. S.J.19
g 16, cos o = -d—(ffg. S.I.20).'
e it R
e g h o ) A
7. Privind figura S.1.16, AC = —, AB = BD =h -tgz, DC =
n x cos x Y i
= h - ctgr, unde numim tangenta unghiului z (notat tgz) raportul dintr
- cateta opusd lui gi cealaltd catetd, gi constatdm gistg » = Z’OZI , lar cotangent
X
unui unghi (notati cu ctg x) numim raportul dintre cateta alfiturata si cealalt 2V2
catetd; se verificd ugor ci ctg z = “——. 8. Cu notatiile din figura S.L.A
sing | 60° Jee
Y - _ B
Bi D 20 T
c —— Fig. 8.1.20 Fig. S.1.21
Fig. S.I.16 : _ b0t 1
16. BF = a-cos'z, AF = |/ (a-cos z+sin 2)? 4 (a- cos?s — q - cos® z)2 —
- X - azsin z - cos x |/ 1 + sin%z - cos%s.

8. pag. 50-51
1, [—1, 1] fiecarc valoare o singuri datd ! 2. [0, 1] in afard de capete, fiecare
Valoare de doud ori ! 3. xo241° ..., ¥22113°, cos x=1,6 imposibil ; x~223°...,
Mn z = —0,34 deocamdat¥ este imposibil, sin z = 2 imposibil. 4. Se foloseste
loorema lui Pitagora. 5. 8in(90° + z) = cos z, c0s(90° + z) = —sin z. 6. Nu.

D b+ccos x €
DC =b -+ c:cos 2z, AD = ¢ sin z, BD =. |/ b* + c%in? z, AC"‘
= |/e%in? z + (b + ¢ cosz)? "

120 121



B G i e o oyl el sl st | h) R B0, ABCD we caloulensn (i §i WV fiind

0,423 — 0,466) o« 7,08, proieciile lui 4, ¢ po

. a bl P4 A i lui Bitagora). M, CN (toorema lui Pitagora generali i
b edlsad=a1% 20 =3V ORI i & S i o2, 54,50l o i
[ 2/ . (V3 i it se foloseste suma furi lagonald g1 cite douy laturi...: |
BC = BD + DC = 24 9 l/ze 2V2(_§_ Bl 1)(hg. S.1.21). 3\1) este St ou o <u3§£1turl'légz‘ intr-un triunghi. 25. Dupi cum {B'.:
(/5 /33 g. 5657 '
b) sin 75° =2 22 ('/___32+_1] ; cos 75° = ’_’/22(1/___23 A EJ' PUg. 5657

1 (:U nOt.il(‘i“e din ffgura S.I.23: m2 £ b2 4 o2 a?

9. ,,,1=Vf‘*+w2_“74 TG e T e Y B
10. Notind cu A unghiul de 60°, AB = 8, AC = 11 obtinem din teorema A
e 1Hys 5 Vi
Pitagora generalizati BC = |/97; sin B = ;1;/9_3 ;. 810 Cr= l’l—/%_; (B 5iC se 4 V\‘
ROV A N e A S S 4 g B\
vor calcula din tabele). 11. 8 Y2— |/ 2, —Y2_ _4y/2+1/3; FATR IO [t
Veye ‘ AR o v
__:———: b = a2 ) /‘“ ‘ﬂ '.*4 5‘-—-‘.. ! | \ s ;:l ;) \ —-._._\h‘h
sin 22°30" — _K_?_Q.__'/_j_ , COS 22°30" = l/j%l/_z. 3 12. 16 sin % ” Zz ™ J:i ¢ \ ‘\\\:\;,/’
N
x .z 1 —cosz T 1 + cos x o o
8 cos—, sin— = \/—-—-2—~——, co8 s -\/“‘—2—‘—“ 13. 6. Fig. 8.1.23 :
6 6 e , Fig. S.I.24
= ~ 7,24 (cu rotunjire prin adaos).

14. R = o
sin 56° 0,829

» Se aplicd teorema bisectoarei gi :
y §1 apol Stewart. ;- clab b2,
15. r = 6tg 31° o~ 3,606 Se obfine: 222 4 _t%c

__ a%e . § h.oe H i
W » bisectoarea unghiului A... 4.5, Enuntarea

i 0L T ipro . :
R U] procel nu ridicd dificult i, demonstr :
| : ; . il area ei se f i
17. a) (dy, 2)*> = 89 + 80 cos 50° = 89 4 80 sin 40°. b) —~S’2 = s"; & , ﬂ:: laphcéctleor P lui Menelaos in Ay, piiicgdp I;g:‘;gl:}%er;?pla " blsurd.
i : Hiontelor o 1L é ortul seg-
o 1t : ) ; ; = —, unde s- ; . AT ; -
il PN (se exprimd « §i B prin sinusurile lor). [ b 86 day i‘w.z s . au folosit notatiile din figura S.1.24.
Y/ 89 — 80 cos 507 ; i ngen telorrs; Ifrblercurg exterioare doui éite doux Cy, Cy, Cs. Fie M., ; d
18. a) 121/14 | b) unghiul ascutit dintre tangeng@inre cosinusul cos a ——=, W M, intersecl;rjl: ltnterloare ale cercurilor C,, s, j’fmaia fol glgltexgecma
A 4 23" sint colinialfleng;n(t]ilor tc?'!'ljune Einere DemonStpPati léé 1]’1103
y ‘e i ' . notati 1 1 PRE 12y
19. a = ..; b) cos a =2 . 20. Fig. 5122 \ — se aplica teoremalQiRMIktatele (segmente) dintr-un punc Iy géﬂefifﬁ‘fiosxiéf’e’nid"’a jinind cont de
Sl N _ o xact acelasi enunt. i > e, aplicdm teorema
lui Pitagora generalizatd unui triunghi cu laturile 13, 11, 6 si se obfine ci ,'3“’011‘3 celor trei laturi, nisituat gz’z ilr?t{gr?ilé;m} t»(}ercul. ins,?"‘ 18 cu ,un cerc
unghiul opus laturii de 13 este obtuz. Din lungimile proieciilor laturile groendicu pe segmentul de dreapty cal:- riunghiului“. 10. Doug drepte
neparalele pe baze, apoi iniltimea trapezului. b) Rezultd aplicind Pitagors o Prolectla medianel triunghiuluj ey virf : li,l!%m punctele, demonstrind
l0reu aceeasi... 11, Se aplic4 rezulta mobil pe latura fixatd, radmine

datelor obtinute. ¢) Cu ajutorul teoremei lui Pitagora generalizatd, din acelagl
triunghi. d) din triunghiurile dreptunghice din care am calculat diagonale'
se deduc §i unghiurile dintre diagonale §i baze etc. e) Utilizind suma unghiu
rilor intr-un triunghi. 21. Diagonala nu poate forma un triunghi impreuni e >
laturile de 4 §i 6, deci ea formeazd un triunghi impreund cu baza de 16 § bte trei). Demonstratia pe baza problemei 11

latura de 6. Cum 12 < 16, latura de 6 nu poate forma unghi obtuz cu bazi Ourelor in triunghi. 13, A MB Ncel i la fel ca Ia
mare. Din teorema lui Pitagora generalizatdi, proiectia diagonalei de 12 pf - X ghl. 13. Avem M\C'I_VI'P\B ME L
baza mare este 11 i;— > 4, deci trapezul este ca in prima figur. Se contin‘u . D* = MB* MD* Se scriu alte asemenea 5 relatii; Jsli in]Oc%gsa in

i ia_de demonstrat 1 se ob g :
intr-un mod aseméndtor cu problema 20, 22. Sint doud solutii dupd cum acel % I situate pe Jatur%le Bc, Eﬁe 2 deﬁgt:]tr?]ﬁ?.t Reciproca: daca _punctele
capete sint de piir{i diferite sau de aceeagi parte a dreptei: |/4% 4 (7 + b) idi riunghi satisfac din enunt,

tul de la problema precedentd si se obtine

concurenta media-
=1 (Ceva),M\; ik
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' . : ) A“ - :
. Folosind si teorema direotd doducem cd F 3
penlgié:’u l-_:.r;;'iinn_Mlmplgn.Asi ;;-2:x;pune°m c# ambii membri sint ozntn}h deix |
—ﬁ F, F' sint de acoagi parte a mijlocului X a lui AB ca i B. v?ﬁ gl
O TR = (FX — XA)? — (FX — XB) = 2FX - XA si dooi rosultd F2 20
~ P Sl e st P e S Pl
atenti i i u ambele puncte I, | . 15.
;:'?)Ill)tl:aﬁi T?‘:;?:e:g ((‘l:?xrgex;trul in miglocul X al lui AB, sau multimea format d

numai din X X22
2
L XA=XZ XA*= X73, XY* 4 AY =
i YX: (AT — AS)? = (XT + AS)?
XY?=2XT-4AS
AS =85 =TZ (fig- S.1.26). 3

6. Sapc = Sapk + Swew = (Sape + Spor) + S i i

! W . pee (se aplicd de d :
};‘roprletatea de aditivitate). 7. Se prelun,gegte Ajlcl pind tali)e BC in N?‘ffvg;r:
P Sany + Sanc = (Sany + Spun) + (Semn ~+ Scya) 81 apoi Supc =
= Synp + Sunc (de trei ori aditivitatea). 8 Unul din triunghiuri are aceeagi

arie cu un altul care impreund cu al doilea triunghi din enu
1 C ( nt completeazd
paralelogramul.9. Se tine cont ci mediana imparte un triunghi in alfe doui

triunghiuri de aceeasi arie. 10, Cu notatiile din figura S,11.1 (i este bisectoarea

A

Fig. S.11.1 TRV

hf /

, ' . =

Al l| ' Fig. sxz B# { ic
| '
'l
Z

lui A) exprimdm in dgué moduri raportul ariilor:

) bg¢-sin —
Sapl __ *h 2
s

ETN T L e
17. (Figura -S.1.27)

Sacr yh Vi % Prin simplificare obtinem relatia ceruti de

|porema bisectoarel.

| FB _ Sarp _ AB-AF-sinc _ AB* AC-AD'sinz
FC Sarc

e L y _ AB*Sacp __(ABg
AC-AF+siny AC* AB-AD-siny  AC:SaBp AC} ;

1. Reciproca teoremei lui Ceva, folosind 11. 13. Suma distantelor este oy

v . . . . . 2 ’
It fndl{imea triunghiului echilateral (a este latura lui). 14. (Figura S.I1.2)

0 solutie dacd B > 90:, b<a

1 solutie dacd B >90°, b >a o

0 solutie dacd B < 900, b<a-sin 2 B
1 solutie dacd B < 90°, b = a " 8In

9 solutii dacd B<90°,a-sinB<b<a GCOSB

1 solutie dacd B<90° b2a

== :l—_' e L p ‘ . S l[a
Int 2 SOlu [ Iig o]

" CAPITOLUL 1Y % €

. 61-62 on _ BM  Spoc _ CN  Saoc _ AP .
10, p98 : VT s, oG DM, Spoc _ OV, Sa0e 4% avind basele 40, BO, CO respec.
1. Semiprodusul catetelor. 2. S "3;‘- 3.5 = P 3) 34T T comune. Egalind produsul membrilor din stinga cu cel al membriior

I dreapta, obtinem relatia ciutata.

Fie ABC, A'B'C’ gi D, D' picioarele indl{imilor din 4, A'. Avem N\NABD~
/\A'B'C’, deci -‘f - - AB " BC i Sapc pl. BC+AD ! BC \8
A'D A'B B'C’ Sa'ne B'C'«A'D BC )’

b) Raportu p oduselo i juri te. 5. S
P 1 latunlor care formeaz!i unghlurlle congruen .
_—--') ;l)t-—l a : —se : — unde p == a———-—*——b . ﬁl a, b, ¢ laturile tl’i\ll’lghlu ‘




1
16. Fig S.I1. 3) SABc = SAOB + Syoo + S,‘ocl= TAB ‘R
+5-C4-R ~ — (AB+BCHCA)R etc.

17 SN oy AR LSRG — AC | ieorema lui Thales etc.
* Samn AM  SaBN

' 1
18. Evident: % ah = ah.
19. Doud paralele echidistante fatd de BC.
11. pag. 64-66

. . i A i gan dvnd “‘
155 1/3 cm.2. —;—dldz. Sau se mai poate considera ci este ,,inscriptibil )

dreptunghi (fig. S.11.4)

3. Procedeu identic cu cel de la romb: S = E dyds.

4. Inscriem patrulaterul intr-un paralelogram si obtinem § = — L ddy
(fig. S.11.5)
3 ”'m“m\ Tt / L
ﬁféf_ww ,[,fcu, Cconinpe ,,..__.,v-.._;‘ /, /,
/ /i { o il e / ’/ 1

/ E //" 3 / [« \

ol ,&5,’;', ,...w.—../ !
5. S = Spac — Spac (fig. S.IL.5). 6. a)

gura S 1L:5, Duccm prin 4 §i € paralele

S = H s h b) Alte doui descompuneri le obtinem fie prelung vind AD

Una din descompuneri este cea ‘
la BD si notim cu h distanta dintré

Bl L 0

1 . taie CB in M, ﬂe relungind CD@mﬁ taie AB in N. Scriem: S S ==
il ot = Sanp + Somp + Somc = Sawp + Smpc. dam e

7. Cu notatiilo din figura S.I1.6 putem descompune patrulaterul £BCD ducind
diagonala BD, Deci:

B
| A b
Fig. S.I1.6 ﬂ %
o -

Seppc + Saep = Sepc + (SEep 4 SaEp) =
8. Cu notatiile din flgura S.IL7

Sepc + Sasp q.e.d.

Fig. S.IL7 Fig. S.IL8

| D N

C

Samnp + Sunc = Saunp + Sunc + Suce = Samcp + Sucs = Sapco.
9. Ducem o diagonald a lui ¥NPQ de pildd MP si se ajunge la problema
precedentd (fig. S.II.8).

10. Lemd: Fie ABCDE un pentagon convex (fig. S.I1.9). Atunci oricum am
duce o diagonaly, ,,descompunem pentagonul intr-un triunghi §i un patru-
later a cdror sumd de arii este constantd. Aceastd constantd se va numi aria
pentagonului convex. Cu notajiile din figurd, dup ce am dus o diagonalj,
de exemplu EC, si cercetdm Sepc + Sapcp. a) Mai ducem o diagonal¥ din-
tr-una din extremltél}lle celei deja duse, de exemplu £B.

2

Fig. S.IL.9

Avem Sgpc + Sapce = Sepe+Secp + Sepa = Sepep -+ Sape. In acest
caz lema este demonstratd. b) Dacd ducem o diagonaldl care nu are ca extre-
mit&ti pe K sau €, de exemplu BD, avem:

SaBcE - Scp; = SABMF' + Swue 4 SMc 0 4 Supr = Sappe + Sepe q.e.d.

B N P R T T T



{7 4. 6. Poligon regulat cu 12 laturl (laturi congruente). 6. Facem
; PN dreptungh! m;, il din care rezultd doud tipuri de heptagoane stelate:
] lll'“\; contbr ) ; i ' dal —— im—— R oo FUUSP ST AT LTS U0 DO SONY 3BT S SR S SR SO ATS S IR JRESs
11. Nu |’"";"RP:3 (::':.‘i',:",ll;}_"\]" paralelogram cu o laturd .a[,q‘];!‘?)m;l Y | bl AR U p s i
wll‘mgl;r“:;“)om iyl 80T A8 000 a" '[) .s?lllljl o(th‘;l-ma dia'lg()nulu ln o n 7 7 7
u T : lintr-un Vvir A N ' BNy 200 (9] A
onin Inturl: trebuin 10 1 he cumomuto dovt unghin UL e ; 3
(rospn(;'lllvo::“": “mﬁ la p,,‘\,mlul.or... - 13. SO. gPIE(,I(i] 1;8)) ’ iegmi‘mﬂnm‘lm . L R VNS L el A _H. . e
aP G lugllin? aria patrulaterului ABCD (fig- 5. of iiela 1807 yi po ) 7 /2 713
1'41. (égﬁ‘/l“) XFDA. Avem deci, prin diferentd pin . b ; ; ]
rile TA LD, 3 R T I
de aici: AD* sin FDA - sin FAD. heptagon hept‘agon heptagon
_____ el e e convex steiat steiat
Sarp = 9sin AFD —
Bt gt 20 a0l 2t a | m| o] o2l 2l
A B Bt 2 (3| 4] 56| 7] 8] 9]10]1
x| fwm b ha s e T
F ////// . [ |2 2 Thilirg 5 2 S | 3 3 | 10| 1
n 21L NRLI ALY TL 2L 7L| 21L| 21L
dll’d 7L 3L
D ovx | Bte- | yx | ste- | ste- | ste-| | ste-| ste- | ste- | ste-
D lat lat | lat | lat lat | lat | lat | lat
Yig. §.11.11 S e SN ;
Fig. S.11.10 Fig: B

: v, do K8 A" 9 NU ! contraexemplu: rombul diferit de pitrat. 10. NU ! Contra-
i seeagl arie, ¢ '
15 1. 16. In figura S.11.41 AEBD $1 AEAC au aceea§

I dreptunghiul. Se ajunge la intrebarea fireascd: oare pentru orice
4 40 ponte construi un contraexemplu? Incercati! Pentru a doua intre-
itell duce o paraleld... 11. N-are importantéd dacd octogonul este regulat

W, 18, Triunghiurile fiind congruente avind laturile respectiv congru-
#lit congruente gi indl{imile...

M B

i i ‘ ]
Dlrap - ‘! a"L(‘c 1)7 SAEB o 2 a“«, SEA(; ] (l}lh, SA”( “h(h

2
. 2 . 4 2 (U 1 h L
artele ultimelor trei arii cu aria tmpqz@ VOII; f’lL .udr/igco /\A)A'l g'
Tk 1). Rémine de exprimat in functie de a, f, kel 7
ol ‘oo)b\m‘ din aseminarea lor cunoscind suma In: .\. o
(‘:m*’l’;uocml dintr-unul din virfurile B sau (,‘(dc. p\lflfil(lnzn s : pa
18‘ om/h ce nu trece prin acest virf (BE | AC) (fig. S.11. )i ‘.A;;"',.')f L
12 ald A i) > J
(19 L('u notatiile din figura S 11.13 (M mijlocul lui AB, N al lm

lip 1 V unch per
S pDacd §i Sapn = SpNc cum rezultd din ipotezd, atuncl perp
Aro;IAO “IﬁNs.-—- h, §i problema este rezolvatd.

s V3
] &y

alln aria | intregii“ figuri, adicd se aduni aria triunghiului cu aria semi-
Bllor dosenate pe catete. Din aceastd sumi se scade aria semicercului
il po ipotenuzd. :
jghiurilo de lingd latura de 15 sint ascufite (fig. S.I1.15). Aria ciutatd
o ariilor celor doud sectoare din care se scade dublul ariei triunghiu-

/ A
3 b /J,mﬁg\\
ll).[ :"“ 12 \‘ "mw-&w\‘w% [(’)e‘;" M
7 ) e e --n:--.:ﬁm "\.‘\J 3{/,1 //.1,
? # - el \\ g/j //f
. 2 i 1 mitorul \
_ 8.9 pme— = a(})/2 — 1) (am rationalizal nu W il
1oz=2. 2 0=770 R _Lam=h) W
g . v e -
cind fractia cu V2 - 1) 8. a, =VR ; :
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Wﬁfjnpﬁ. ;
. Figura S.11.14 si
sectorului din cercu ( riv
doudt raze §i linia centrelor. 6. Aria trapezului minus suma

aria ciutatd este aria sectorului din cercul mic plus
1 mare minus dublul ariei triunghiului format. de

ariilor cele
sectoare (fig. S.II.16). i
//// / \:\-M
[ fooNirs
( (,,)\ 1 ,
t \ / 4 | P
) \ \ Ll
\ \. \ /o
N o P — "’"’,D
e T ‘ Y R
Fig. S.11.16 Fig. S.IL
21/73
o e 3‘.‘.51/__

8. In figura S.11.17 30 = 60°, TS = SP = 6 /3, arc TMP = 4.
Conturul are 8m + 12 /3.
9. Fig. S.11.18

s 4 ” o~

Rig. S 1118

< 34w + 421/ 3
Se gaseste —%—l/——

= R?
s 10. Lo ==R; SN =".

11. Din aria unui triung at
de razi 2; obtinem §'=22Y3—m); P =2
12. S = 36 — 9= (procedim asemiinitor cu 11); P = 6.

CAPITOLUL 111
14. Pag. M

AB 0 4+ CA CDiL DA wasc 0 adunim si folosim EZ
1-AB+BC+CA=0, CD + DA 4+ AC =0 adunam § :

4+ AC =0

: — —_—
2. A% = MB, sau relatia echivalentd M4 4 MB =0.

ci i
3. Fie M mijlocul; AC = —CA = AM- MC= MB+ DM = —Dbb.

- — —_— —>
4. AB L BC+CA=0, BC+CD+ DB
‘ altfel, adundm —EE la relatia din ipoteza:

. 9 —
i + B =Ch + Bl =« A0 = B0 ~ ~ DB.

130

hi echilateral de latura 4 scidem aria unul semicer

— —
— 0 deci CA = DB etc,

AVEOILL (Probl. 4) AV w= UD, B = U C., V0l AC = A0 -+ OO0 = AU -~
— —_— r— — P —
b OB 4 BO' + O'C = 20B + 2B0" = 200"
g . m— L —— g iy | e —l s
W AB = AD + DB, AC = AD — CD, BC = —DB — CD
Inlocuim gi obtinem, dupd desfacerea parantezelor, O in stinga.
—_—

—
Wlocuiesc AN cu —NA gi, ca urmare a proporiei, deduc

i Dacd unul este alungit aga este si celdlalt. Dacd fie M punctul de intil-

o o lui Oy’ cu Oz de exemplu IL2'0'y’" i Lz My’ rezultd corespondente

M identice) analog ICx My’ si I x0y.

, Unul din ele si opusul la virf al celuilalt satisfac ipoteza problemei 1.
Unul din ele 1 cel obtinut din celdlalt inlocuind una din laturi cu ,,prelun-

lron* ei sint in 1poteza problemei 1.

iy I'ie M, N punctele in care paralela taie AB, AC (fig. S.I1I.1).

— — -

B avoo Lo M il figura S. II1. 2

Be-
o
iy
D' G \D
\N' M/ \\ N
Nonn
G AN B%

Fig. S.IIL1 Fig. S.111.2
— — e g — —
AD' | BD,y — MN — MN' + N'N; MY _AM® robl. 4); N'N = AB;
—_— —_—
CD’ AC
(') = CD + DD’ = CD — AB se inlocuiesc una cu alta gi rezultd (evident,
‘ ! = —> —> L
In expresie apar si AB, CD, AC drept constante).

i Fie D mijlocul lui AB, D’ piciorul perpendicularei din D pe d.
Ac R e i
Avem, ficind z = i in problema 5: DD’ = (AA’ + BB') iar ficind

—_—

AC o 2DD’ 4+ CC’
Y — - in problema 5: GG’ = Lol » inlocuim ete.
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1O Pag oy

1. a. b gi nu e (fig. S.0113) e lna CMy == DE

CMgE= DOy G | -
) a8 OC, C/dy ™ 9 Gy AgE= AL, Ay SS

1 i pen— —
74" AMy = 5 AMy yi avem AC echivalent cu ml, E/;;m Wm m;

2u -
=4 ll’“""
s: ochivalent cu BD echivalent cu (‘E D este simetricul lui C fata de O,

_ , ool i B
a, ¢ gi nu b (fig. S.I11.4)

B :
2 1BICD . e na
A/D fig, S.MLA y:

Y il
b/

b, ¢ gi nu a absurd.
2. Ludm CD echivalent cu BA (fig. S. 111.5). Este tot upa cu A 1
valent cu BC

rllu Mlll9 i ‘\

B — .
j.ﬁ. B, NAM sialte 2 triplete.

' ‘.'” )4.9
r \ » o i/
/ J /
!Lt : (; r——-___—‘ j,y“
Fig. S.I1LS /') ,/ ¥ ’ 0
/
§ m B A E B Af

(A, AC) + >6(BC, BA)+ %(CA, CB) = 180°.

3. Conform problemel 1e701vate obtinem AA echivalent cu MM _
il doilea caz se obtine —180° care este considerat tot una cu 180°

echwalent cu CC decl AA echivalent cu (‘C’ si (iar problemu

AC echivalent cu A’ C j : - ; A
4. F1gura SII 6 1 i $.111.10 b i

ABs1 DC; AL, EB, DF ch AD, EF gi BC; AR s1]1C Bl gi 1D
gi cele obtlnute prin ,,permutarea capetelor in fiecare segment i
5. Figura S.IIL.7.

Wi, AC) = 0°, 26(BC, BA) = 180°, 6(CA, CB) = (° etc.

[y LR G MM
B SESAC

/ /

CM=B(
N AL B s ,
I’ "‘W—u
/ gt .
M, A Fig. 511111 a
Fig. S.ILL7 Fig. S.111.8 v

Y Wig SR D

_420°, —90°, 30°, —
132 : O
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B. Dacit tnlocuim a’ cu a” (fig. S.111.12) ()‘l)bingl]‘lt B
“6(a’, b') = S%(a", a') 4 B(a’, b') = 1RO° 4 el b.)

b
- Ve /
/ Fig, SA0012
a’ e a

e f

Deci o astfel de inlovére duce de la valoarea x la x 180" O nou[:

duce la z + 180° = z etc. ' r ,
‘l,):(:(i l(‘lboeuiiavalori x; & -+ 180°. Dublul lui d& valorile 2z, 2x - 360'.
gingurd! ' ;e |
6. Séreometric douii: bisectoarea “t(h, k) 8l ,prelungirea® ei. S0 ponis
caleul >6(k, k) = >6(h, b) + (b, k) deci 26 (h, b) = >E(h, k), dar putemn

1 o M ;
un-multiplu la 360° deci > (k, b) = p “t(h, k) + 180° n. Se ob{in 2

W

(AL (1) AD elc.
aaulli, daci de ox., 12 este intre A gi €, cd U (A) U (C) == U(A) J (B) 4
L (M) U ("), deci U (A4), U (B), U(C) nu pot forma un triunghi.

3

W,

LTI B

‘el rationamentul de la probl. 2.

| mai wimplu este: in figura imagine diagonalele se taie in parti congru-

B ‘('.mmidm'ﬂm imaginea punctului de intersectie a diagonalelor patrula-

lul Initial, aplicim problema 4). O adaptare a rationamentului de la

lﬂlllll 2 nratd cd 3 puncte necoliniare merg in 3 puncte necoliniare.

Muginog este paralelogram si folosim si problema 3.

ublomn 2 ne spune cd imaginea este formatd din puncte coliniare. Fie

M doull puncte pe dreapta initiald, X un punct pe dreapta U(A4) U(B).
nomidreptele U(4)X, U(A)-U(B) coincid, fie ¥ pe semidreapta AB

folt Y = U(4)X; vom avea U(Y) = X (probl. 2. 4). In caz contrar

)’ po prelungirea semidreptei A B.

Tsnl 3 de congruenta.

PR 04 -
tincte ‘z (b, k) s,;i-fz- ~%(h, b) + 180°.

7. Vezi problema 1 %O
~(AD, AB) + (DB, DA) + %(BA, BD) = 180",

CB. CD) + $(BD, BC)+%(DC, DB) = 180".
iéd(un $i {in ;eam:fde <%(BA, BD) + >$(BD, BC) = >(BA, BC)
“(DC, DB) + (DB, DA) = %(DC, DA).

Jiannlatia 7, fiind isometrie, duce un cerc dat (de centrul O siraza R) intr-o
W i cerculul de centru 7'(0) si raza R. Fie X un punct pe acest ultim cerc

, — e s o

it ) nstfel ca XY echivalent cu 7(0)0. Rezultd T(0)X echivalent cu QY

hlomn rezolvatd pag. 91), deciOY are lungimea R, Y este pe primul cerc, iar
PO —_—

¥) X deoarece Y X rezultd echivalent cu OT(O) deci cu vectorul trans-
i 7

Dach O g1 O sint centrele, consider 700

| 5 »> R g e
A T'(A) este echivalent cu BT(B) deci T(A) T(B) este echivalent cu 4B
Whloma rezolvata pag. 91), deci s-a vizut (proi:. 7, set 18 pag. 99) cd o
Iitrie duce o dreaptd AB in dreapta T(A) T(BH) etc.

s AB o dreaptd. Pentru a fi transformatd in ea insdsi de T, (stim cd
# dusil in una paraleld cu ea sau in ea insisi) trebuie ca punctul C = T,(4),

Fig. S.111.13
Suma este —360°

—

it de ,AC echivalent cu v* si se afle pe AB etc. 5. Fie AB segmentul
-

Suma este 4-360° i MN (:ong_rl_lfnt gi paralel cu AB este tot una cu MN este echivalent

b‘. J
- »

=»
Al wau cu BA, deci cu: N este fie transformat din M prin translatia T3%,

‘ i
f‘/—\\“ i ¥ oo
Fig. S1LI [ M : AR 7 N y \\
/ Suma este 360° (si incd wl B O O & O B S !
/ in care este —360°) \ )| ; : /
7%, A Lipdi Lt S A i i S
o & { ;
! b [/; i / i
Fig. S.11L.15

Fig. S.111.186
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P PN TR, Dech 86 aloge /¥ 1a una din interseciiie coreuiutar

X

lo 7' acea tramsformare, A un punct fix, X unul variabil. B « T(A).
— e
M ) oo T'(X) atunci AX echivalent cu BY deci (problema rezolvatd la
- —
.M XY echivalent cu AB, adicd Y = Taf (X).

formatolo primului core prin celo doull translagii. Pot fi 0, 1, 4
6. La fol 0,1, 2, 3, sau 4 solufii.
7. Le-am notat M’ ete,

- CN' = CP' m ONE
\ v B : P, 101~102
AR ke T Hutalie aplicatd centrului O il duce in O’ (0" = R, 4(0)). Fie M’ = R, .(M).
[ Nl . tutia fiind o isometrie, O'M' = OM dar O’ este fix deci M’ descrie un cerc
' » ' ' L scngl razd cu a primului. Dacd punctele C = O (coincide C cu O) atunci
Q 11'\/(/\4) il wo va transforma in el insugi. 2. Centrul C al rotatiei se va gisi pe media-

lon lui OO’ (linia centrelor) i unghiul 9COCO’ poate fi construit cit vrem

‘ N' Fig. 811 o
et o ' PTG 0 i
D PO | A G
it bis-d) by
A2 \ i B /; '
; \ Nodof TR P 4
Fig. S.111.21 X &

Hitnjia este o isometrie. considerdim M’ = R (M), N' = R. .(N) i
& M, . (P) imaginile prin rotatie a punctelor coliniare M, N, P. (N intre
)l ). Daci M’, N', P’ nu sint coliniare rezultd M'N’ + NP’ > M'P".
‘M.N! 4 NP = MP dar M'N'= MN, N'P'= NP, MP= M'P’, con-
oo Kerd : 3 by
% womidreapta OX luadm punctele A si B (A intre O si B). Deci OA
fl -« OB. Ele au imaginile respectiv A’, B’ iar O’ i corespunde lui O.
Bl A’ i B’ nu se giisesc de aceeasi parte a lui O’ rezultd cd A'B" + 0’4" >
' dar A'B'= AB, O'A' =04, 0'B' =O0B. De aici contradictia. 5.
lloriim problema rezolvatd in cazul in care d || d”. Dacd rotim A4 cu 60°
litul lui O, ajungem in B. Deci solutia revine la a roti pe d cu 60° in jurul
} 41 acolo unde ,rotita“ lui d taie dreapta d' avem punctul B. O solutie
WILA se poate da gi prin asemdinare considerind ci toate triunghiurile
lilorale sint asemenea i impdr{ind latura 0'A” a unui ,model“ echila-

| ('A'B’ cu punctul C’ intr-un raport egal cu %% . Gasim apoi prin Thales

Fig. S1iL.18a. ‘ Fig. S.11L18 b

9. S-a vazut ci din AT(A) echivalent cu BT(B) rezultd A8 vchi

T(A)T(B) etc. 10. Vezi problema 9. 11. Vezi problema 8 si problem
15, pag. 89. 12, Nu, devarece dacd 7 este translatia 7, §i A"m i
poligonului §i By = T,(4), atunci poligonul va trehui sd confini s
A, Bi; B,.. voliniere $i cu ABy = ByB, = ByB; = ... care roull

e Wlra proportionald, segmentul O'D’, putem construi apoi pe ,,model”
istincte., il Fia o .

)

AT NRSHEr RS

o g SR

13. O dreaptd (vezi probl. 4}. dond drepte paralole, intevsechia & Bl 22

determinate de 2 drepte paralele.
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unghiul A'0'D" gi probloma este rezolvati. Dacd d gi d' nu sint paralele, |

proceddm totugi ca in prima wolufio.

Avem o infinitate de solupii duodl d « Ry 40(d’) adic d' este chiar rotita®

cu 60° a dreptei d). -
6.’ Rotim. primul cerc @ cu 90° In {m‘ul unctului fix ' gi intersectdim cu cercul
0'. Pot fi 0,1,2,3, 4 solu}ii. 7. Colo do 120° cu centrul C in centrul cercului cirs
cumscris triunghiului echilateral dat. 8, 9, Soluyii aseménitoare cu 7. 10. Dacll

O este ,centrul hexagonului* regulat, Ry, ;0 8int rotaiile care rezolvd pros

blema in afari de rotatia de ,argument® 0.
11. Solutiile sint pétratele punctate:

# B
Fig. s.111.23  DB) A

|

|

| At o

(C) 0y

Fig. S.111.24 L

13. a) Cu notatiile din figurd

Fig. S.IIL.25

S

e

PROBLEME RECAPITULATIVE

1. Fie G centrul de greutate al triunghiului. Pentru ci medianele se intersec-
teazd la doud treimi de virf gi o treime de ,,bazi“, rezultd BG = 3 cm, GC =
= 4 cm. Folosifi reciproca teoremei lui Pitagora, JTBGC = 90°, si teorema
lui Pitagora gi AC = /73 em, AB= 2 /13 cm.

2. Folosim faptul ci tangentele duse dintr-un punct la un cerc sint congruente,
aici BC = AD, BC = 5 cm. Apoi, fie prin teorema lui Pitagora, aflind inil-
timea, fie prin teorema indl{imii, aflind raza cercului inscris, obtinem r = 2 cm.
3. a) Triunghiurile au unghiuri congruente.

b) In AOCA, JOAC = ¥XCOA = 36°, deci CA=0C. Dar §i NCAB este
isoscel deci CA = AB.

4. Pentru a, b, se foloseste problema precedentd; c) Prin aseminarea triun-
ghiurilor ACB si OAB; d) Se efectueazd inmultirea in membrul drept. Din
c) gi d) rezultd cd produsul este O cind unul din factori este 0, deci numai

S
{ —= R 3

5. Aplicind teorema lui Pitagora, se ajunge la ecuatia 64 — 16z + 2+ 16=
=28 deci'z =5 em. Ly
6. Din aseminare rezultd cd RZ = R;R,si de aici obtinem relatia imediati.

(In fond, se poate exprima gi tg O3V 7’ in trei moduri.)

7. Patrulaterul OM PN este dreptunghi, deci MN = OP.

8. Triunghiul A PM este dreptunghic si are un unghi de 50°. Deci ¥ MPA =
= 40°. Punctul P vede segmentul fie sub un unghi de 40° cind M, N sint pe
semicercuri diferité determinate de A B, fie de 140° cind sint pe acelasi semi-
cerc. Deci P descrie un cerc. :

9. a) OE = OD (mediane in triunghiuri dreptunghice cu aceeagi ipotenuzi),
si ITEOD este unghi la centru care subintinde acelagi arc cu unghiul inscris
X EBD = 30°. (Patrulaterul BEDC este inscriptibil); b) OE este minim cind
BC este minim, deci cind este perpendicular pe AB. BC in acest caz este
4f3cmsi OE=2 {3 cm. ;

10. Considerdm ,jumitate“ din dreptunghi determinat de o diagonald. Tri-
unghiul dreptunghic astfel format are inil{imea corespunziitoare ipotenuzei,
maximi atunci cind aceasta este egald cu raza. Deci dreptunghiul céutat
este pitratul si aria sa va fi 2.

11. 13'1 cm. 12. Din aseménarea triunghiului TMA cu AAMQ (fig. S.R.1) gi
aplicind puterea punctului M fa{i de cerc, se obtine relatia ceruti.
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18. Se compard triunghiurile BDA gi BCD. Cercul circumscris N\NABC e8
tangent la dreapta BD, So folosegte puterea punctului.

Fig. 8.R.A
14- X == !-g > o ——b_c_._.
7 h 4

AAEH = AAG] etc... 16.S = RM2 ¥ 2—1). 17. § =256 cm?. 18, v =3

19, s=“7'n 20,0, V=25 9, VT 23, VeV 3 . g1 4
il Ly & 3 :
. 22. MN = %1{5_5_ 23. Centrul dﬂmetrie este intersectia cei
doud axe. Nu, contraexemple: paralelogramul! 24. Se aplici reciproca teorem )
lui Pitagora. Raza ciutati este B_‘é_i, unde R este raza cercului initial. 25.1) S¢
aratd ci ICAMN + JCMND = 180°; 2) Un segment de dreaptd paralel cu
AB i de doud ori mai mic (se completeazd, prelungind AC i BD, un parale
logram); 3) Mediatoarele din enunt sint i bisectoarele unghiurilor B §i A
In fond, chiar mediatoarele din enunt sint , fixe“; 4) CD = |/ 32%+a® — .
26. a) Ortocentrul descrie un arc capabil de suplementul unghiului 4§
deci simetric cu ,celilalt* arc. b) Se determini pozitia acelui virf. Acest vinl
impreund cu un capdt al indltimii gi cu simetricul ortocentrului faté de celdlalt
capit determind cercul circumseris triunghiului etc. 27. Consideram problemy
rezolvatd, prelungim CC’ pind taie A’B’ in C,, ducem din B parelels, BA
la CC’ (E & A'B’) $i constatdm cd A'B’ este impirtit de £ §i C; in trei pér|
congruente. Analog, proceddm pe celelalte doud laturi A'C’ i C'B’. 28. 'S =
— 9(a + b) |/ab. 29. Se aplic teorema lui Thales de 4 ori, I = 2. 30.

el
= =12

‘aplicd teorema bisectoarei gi faptul cd bisectoarea unghiului A trece prinm

locul arcului BC. 31. TS = /6. 32.a) AAOB~ AAOQ'C, unghiurile din
fiind suplimentare, triunghiurile fiind isoscele si subintinzind unghiuri la ce

: i u gt
tru de masuri egale. b} D sa fie piciorul in&ltimii.33. Lil/n 12): 6.1/3 ’

2r — 33 )2 ot be 1 = ;

34 T 12 35.7 SRR e s 5 be Gict e L :;
36. Daci 4 & p-ar fi parale! cu CD, si dacd s-ar intiini in partea stingd aj
figurii 11.59, atunci indljimea din D NAMD ar fi mai micd decit indliuneal
din Q a NAEN{ g de asemenea indl{imea din M a AMDP ar fi mai mich |
decit indl{imea din B a ABCQ; deci, ar rezulta aria AMPD < aria BNQC,!

b2c2

37. 8 cm.

CUPRINS

Probleme recapitulative din materia clasei @ 6-8..000vett
CAPITOLUL 1
Relatii metrice

Intrpducere .c----l-cn-n.l--.-cucuov'--t- .....

i Thales....oce-v" i e R
%emxl:[:rllz lluui Thales in cazul rapoz}rti,ielor reals SOTGEAPE S AT,
Tzcc))rema et £ asemégiras.e.rﬁ'éﬁare ......................
Triunghiuri asemenea. Cazurile i alinare, - s st Ra AR
g unui.pm}ct ’ftiltjndg%:iﬁ c(fre};t.u'nghic ......................

.. n ‘ i - v o
Rela 11 metrlc.e 1 S T T e S OB U
Sinugul §i cos1nusulh1;nu1 e )
i i
ngenta unul unght :

Rotorvarea triunghiurilor eaFSeard «:2 211100 L
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