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PROBLEME RECAPITULATIVE 
DIN MATERIA CLASEI A 6-a 

(Notăm cu asterisc pe cele pe care le considerăm mai dificile) 

1. Dindu-se dreptunghiul ABCD (AB > BC) construim in interiorul 
11 11 triunghiul echilateral EBC şi in exteriorul său triunghiul echilateral 
<.'A TJ. Să se demonstreze că GE este congruentă cu diagonala dreptunghiului. 

2*. 1n triunghiul ABC, ~A = 60°, BB' şi CC' sint inăJţimi (B' şi C' 
111 11 L respectiv pe AC şi AB). Fie H ortocentrul triunghiului (punctul de inter- '. 
11 1 o\,ie al înălţimilor). Demonstraţi că: ' 

a) Dacă T este simetricul lui H faţă de AC, !:::,.HTC este echilateral. 
b) Dacă bisectoarea unghiului BHC taie cercul circumscris triunghiului 

11 llC in I şi IB =IC, atunci l::,.BIH şi l::,.CJH sînt echilaterale. 
3. Dacă ABCD este un paralelogram şi dacă înălţimea din A pe DC 

1 l.11 oongruentă cu cea dusă din A pe BC, paralelogramul este romb. 
4. Intr-un patrulater convex diagonalele sînt şi bisectoare. Precizaţi r · 

11 11 l,11ra lui! (Cu ce fel de patrulater avem de-a face?) 
G. Pe laturile AB, BC, CA ale unui triunghi luăm respectiv punctele 

<'', A' , B'. Demonstraţi că perimetrul triunghiului A'B'C' este mai mic decît 
1111 1 ni t riunghiului ABC. 

6. 1n triunghiul ABC, unghiurile B şi C au măsurile de 70°, respectiv 
j O". Fie BB', CC' înălţimi şi BD bisectoare in triunghiul ABC. Să se deter-
111111 " măsurile unghiurilor triunghiului determinat de dreptele BB', CC', BD. 

7. ln triunghiul AOB din figura 0.1, care este isoscel (OA= OB), seg-
11111 111.o le AC= CD= DB: Să se demonstreze că unghiurile ~01 , ~02, ~ 0 3 
1111 pol fi toate tre; ~ongruente între ele. 

o 

Fig. 0.1 

3 



N. 110110 C'tlfTllr'I llt' c~.~11 ll 'U c' 91.' ~ 111 l , l'UI 1111111 n 11H· 1un1·1, III 1111111 · 1 ui / I , 

' io '/', 1" p1111ctnlo 1n •;11 1·0 o l,1111go11t11 •:0 111t11u~ •·x Lnl'io11r11 „11l.i11gi 1 " l'('flJH'CLiv 
orcu rihl . Linia con trolor 00' laio u <loun om·;1 cerc urile in M şi M'. Dornon ­
Lraţi că T MM' T' este patrulater inscriptibil. 

9. Cercurile de centre O respectiv O' şi de diametre AA' şi AA" au 
omune punctele A şi B (fig. 0.2).Să se demonstreze că : 

a) Punctele A', B şi A" sînt coliniare. 
b) Unghiurile triunghiurilor variabile AMN (unde M este pe cercul O 

i MB taie a doua oară cercul O' în N) au măsurî constante. 

Fig. 0.2 

10. Triunghiul ABC, înscris în cercul de centru O, are punctele B şi C 
1xe şi A descrie „arcul mare" BC. Să se arate că bisectoarea unghiului A 

rece printr-un punct fix . Are vreo importanţă faptul că A descrie „arcul 
nare" sau putem formula o problemă analoagă privind ,,arcul mic"? 

- 11 *· Dindu-se 4 pu:qcte fixe, să se ducă prin fiecare din ele cite o dreaptă, 
stfel încît aceste drepte să formeze un pătrat. _ 

. 12. în triunghiul ABC, I este centrul cercului înscris şi dreapta AI 
1tersectează cercul circumscris triunghiului ABC a doua oară în L. Demon-
trati că LI:::::: LB = LC. 

' 13. Două cercuri secante de centre O şi O' (fig. 0.3) se taie în A şi B. 
>rin A şi B ducem două drepte paralele care taie a doua oară cercurile 

espectiv în M şi M' 1 N şi N'. Demonstraţi că MNf:V'M' este paralelo­
:ram. 

N N' Fig. 0.3 

14. Se dă triunghiu l isoscel ABC (AB _AC) şi fie AH înălţimea sa 
lin A şi P un punct oarecare pe baza BC; perpendiculara din P pe bază 
ntîlneşte d~eptele AB şi AC respectiv în M şi N. Se ce1-e să se arate că: 

a) triunghiul A MN este isoscel; . 

/li J' I NI' b) A II Si1 flll d(HI ucil <lo aici că suma M P + N P est e 
2 

11111111.11111.11 ci n<l P <le::>crie sogmcntul BC; 
n"') ('l\l'O oste Jocul geometric al mijlocului segmentului MN, cînd P 

d1 1 1•rio 1-1ngrn0n lul BC. · 
1r •. T 11 triunghiul ABC, A1 este piciorul înălţimii coborîte din A pe 

/Ir '.·i I ', W, C' sînt mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AB. Să se arate că 
I li<" A 1 este un trapez isoscel. 

rn. In triunghiul ABC, H este ortocentrul şi A', B', C' sînt mijloacele 
11.t tll'llor opuse respectiv vîrfurilor A, B şi C. Dacă A 2 este mijlocul segmentului 
li I , 1111 se demonstreze că: 

11) -}:::: A 2C'A' = 90°; 
h) putrulaterul A'B'A 2C' este inscriptibil. 
17"'. Cercul celor 9 pun::te (cercul lui Euler) 
'olosind problemele 15 şi 16 să se demonstreze că: 
1 l.r-1111 triunghi, picioarele inălţimilor, mijloacele laturilor şi mijloacele 

111111 11.o lor determinate de ortocentru şi vîrfuri sînt conciclice (se găsesc pe 
1111 111• 1 .1 ~ i cerc) . 

1 Ducă într-un triunghi ABC, 1:: B = 60°, AB = 2BC, demonstraţi 
l111111ghi11l este dreptunghic. 

III"' . Pn latura AB a triunghiului echilateral ABC se ia punctul E, astfel 
1111 ft '' /1/1

,' EA. La fel, pe latura AC se ia punctul D astfel încît CD = 2AD . 
1111111 111111 t.r11(.i că 1:=AFC = 90°, unde Feste punctul de întîlnire a segmentelor 
/li> IJI IW. 

:.lO. Sil se construiască un triunghi cunoscînd lungimile a două laturi 
( I li ·,o1 AC) şi lungimea înălţimii corespunzătoare laturii a treia (AA '). 

'H """· 1n figura 0.4 patrulaterul ABCD este înscris in cercul dat, 
t I 1111< ', AE = A.D, CF li AB. CF ::::::=:CD. Demonstraţi că DF -1. DE. 

E 

~ 
I A 
I 

1 : 1 ~. 11 . '• I 

1
'', l'.11111.t1·11i\i 111 lriu11ghi 11 BC în carcsecunosclungimcalaturiiBC. 

111, 1111 111111 111 il11i I !." l1111g 1111l'n i.1;,lţ.i mii TJB'. 

·~ ~· •• "I li C lli1 'll'lli·1,( 11 t 1·i 1111gl,i1 tl ,1 /1( ' Îll ' 'I II'(' „, . ('llll lHW: lt11t g i11i.nn 
I I\ 111 11 li<', 11 11 11 1d111111 ·i )I.li ~ i m ,, ri1r11 •;i 1111 • hi1d11i , 1. J)i 14 c:11\iP . 



24. Pe laturile triunghiului ABC se construiesc: „tn afară" trei Lriun 
ghiuri echilaterale: A'BC, B'AC, C'AB. Demonstraţi că: 

a) BB' =CC'= AA'; 
h) cercurile circumscrise celor trei triunghiuri echilaterale au un pun t, 

comun. 

25*. Să se construiască triunghiul ABC în care se cunosc lunglmiJ 41 
laturii BC şi ale medianelor BB' şi CC'. . · 

26. In triunghiul ABC se cunosc: lungimile laturii J;JC şi ale inăl\.i 
milor BB' şi CC'. Să se construiască triunghiul. 

27. Să se construiască un triunghi cunoscînd lungimile a două latur i 
şi a medianei laturii a treia. . . 

2'8*. Să se construiască un triunghi ABC cînd se cunosc hmg1m1)1 
inăltimii bisectoarei si medianei care pornesc din A (luate ca segmente). 

' 29;. Două cerc;ri (O) şi (O') sint tangente exterioare într-un P.unct A. 
Fie TT~ una din tangentele comune exterioare şi M, M' intersecţnle cel~r 
două cercuri cu o dreaptă variabilă. ce trece pri'n A. Să se afle locul geometr1 0 
al punctului .p de intersecţie a lui MT cu M' T'. . . 

30. Să se construiască un triunghi ABC în care se cunosc lung1m1lo 
înălţimii BB', a laturii BC şi a razei cercului circumscris lui ABC .. 

31. Dindu-se trei semidrepte OX, OY şi OZ (OZ interioară unghiului 
XOY), fie M un punct pe OZ. Să se ducă prin M o dreaptă care să intersect ez 
pe OX in A şi pe OY în B, astfel incit M să fie mijlocul segmentului AB. 

32. Pe cercul circumscris triunghiului echilateral ABC se ia, pe arcul 
mic BC, punctul variabil ,M. Bisectoarea unghiului BMC taie coarda BC în T. 
Din T ducem TQ J_ MB şi TS J_ MC. (Q· E MB, SE MCJ. 

a) Demonstraţi că 6, TQS este echilateral; 
J h) Demonstraţi că punctele M, T, A sint coliniare. 

RELAŢII METRICE 

111 111111tl rnnnuAI vom prezenta, ca şi în cel pentru clasa a 6-a, teorem do 
11 1111 I 1 1 111 pl11n . Sti lul va fi acelaşi. 

111 111111111 , 'upitol urmărim să demonstrăm: teoreme pe haza cărora si'I 
1 11!1 111 • 1d 11 11!11 lungimile unor segmente şi mărimile unor unghiuri ce apar în 

tlll 1 111 1 •11111 !.1 · 1ioţii geometrice. Astfel ni se va deschide şi perspectiva, do 
11qil11 , d11 11 dotnonstra congruenţa a două segmente calculind lungimile lor 

I • 11 I 1df 11d oH ncestea sint egale. Bineînţeles că, datorită scopului deacrifl 
li i, 111 1'1 11111lte probleme in care concluzia va fi „incompletă", de tipul 

" (111 1:11„0 în loc de punctele de suspensie urmează să punem, ab1n 111 
fir I 111 ~ 11 11 111 01irsul raţionamentului, expresia corespunzătoare). 

'J'EORElUA J,UJ rl11IAJ,E8 

I I' 11 111·1.1 la una diu laturile 111111i triunghi 1leh•rmină 11e relclnlfr dn11.1 
• 11 11111 (• 11r1111or{ional<'. 

A 

Fig. I.I 

c 
'"" ' "~d l ' Concluzia : 

Al) AH ... 
A li Ar: 

I 1 11 1111111 1tl , 1 · 11~i11 n voui faco doocu rnduLă, în ncosL p11n1gnlf, 111111wi tn coz ul 
l11d 11111tl d111 nnln clo11 1 rnpoarto cAL un· n11m/lr r11\.ionnl. 



Să . I I , .' li> :.! ~ y 1 X , . t I 1 pl'C:;up11n e 111 1 uU 1•xu 111 p 11 1 <;a . •.Jil n 1p 111· 1.pll Hq .(llWll ,ll / 
A I/ ? 

în 7 părţi congruente prin p uncLcle D 11 l>i, ... , D6 • Vom aven deci AD1 = D1D 2 = ... = D5D 6 = D 6B. Să J ucem p r·i n punctele D1 , .. „ D0 paralolo I 
BC; ele vor +ăi >l lat ura AC respectiv in E1 , . .. , E 6 • Deci, in figura 1.2, vom avo 
D1E1 I/ D 2E 2 :1 .. . li D,,Er; li BC. 

A 

DJ,.fa ----""" 
D1i1fo--------\ 

05.ifa---- ------\· 

F ig. I.2 

~ '\ 
Aplicînd teorema asupra liniei mijlo(_lii în triunghiul AD2E 2 , precum 

in trap~zele D 1E 1E 3D 3 , D 2E 2E 4D 4,.„, D 4E 4E 6D6 , D 5E 5CB, obţinem AE 1 = E 1E 2 - • •• = E 5E 6 = E 6C. 
Să observăm acum că A D2 = ~ = _:iD ; deci AD2 =AD, adică D = }) 

AB 7 AB 
V • ' ' • • "b ' V AE 2 Deducem acum ca E = E2 şi. in sf1rs1t, este v1z1 il ca - -· = - . 

. ' AC 7 

Obserr.iaţia 1. La fel se dovedeşte că , în notaţiile figuri i I.2 , avor 
DB EC 
~=-· 

A,B AC 

Impărt,ind relat, ia din con cluzia t eoremei cu cea scrisă aici, obtinem si !!_D 
' ' DB 

= AE_, Deci, oricum am scrie concluzia teoremei lui Thales (determin 
EC 

segmente proporţionale) , obţinem un enunţ adevărat . 
Obser-r.iaţi(}. 2. Lungimea unui segment depin de de unitatea de măsur 

aleasă pentru segmente, in schimb citul lungimilor a două segmente nu d 
pinde Acest cit se numeşte, după cum s-a învăţat la Aritmetică, şi „rapmL11 
ung1milor celor două segmente". Este unul din primele locuri în care noţiuno 

de raport, „spune ceva" în Matematică . 

. Fie D un punct pe latura AB a unui triunghi Afl( 
in care AB = 5 cm , BC = 8 cm şi AC = 10 cm (fig. I.3). Se ştie că AD 
= 2 cm. Prin D ducem o paralelă la BC care taie AC in E. Să se calculo1. 
lungimile ·segmentelor AE, EC. 

. A 

Fig. î .3 

B 

'' '"'' li Con cluz i: , · 
AE = .. „ EC = ... . 

I '• /U ' 8, .AC 10, AD o: 2. 
/) / i,' li /)(,' 

111 •l1•11rr•. 'l'ri11n ghiul desp re care este vorha există 

deci 

deoarece 
2 AE III H I :1. Tom·1·mn lui Thales dă !i!~ = AE 

A B AC' 
11 '1( 111 11 111 A fi' == -1 şi apoi EC =AC - AE = 6. 
••N l.n ( / 1,' '1 , E C = 6. 

-=-, 
5 lO 

Deci concluzia 
111 1'1• I I 

' I• ' i 1•11( / •. l)no1I. se ri um t eorema lui Thales sub forma _:'!_~ = AE, 
DB EC 

111111 1111 l l11d AH - x deci FC = 10 _ x obt" 2 x . 
' , ~ , 11neam - = --- s1, rezol-

i I 1•11 111 1, 1 ;.~i rn x = 4 etc. 3 10-x' 

2. P.e laturile unui unghi cu vîrful în O se dau punc-
/l 11• 1111 •1·l iv r:, D (f1g 14) sv . · · · a se precizeze poziţia punctului M de 

11 d1·1•pt.1•lo r "AC şi BD calculînd raportul MA 
Mr 

c 

0-----Jl_~ 
A B 

' '
1
'
11

1
1
• Pon Lrn a .;putea aplica teorema lui Thales, să ducem prin A 

I I Iii III> H,I Hit uot,am cu X punctul în care ea intersectează pe oe 
/I/ I) (li/' · l. .r> ). 

o 

I 11 11 11 111 l111 'f'lt1tl1•flîn /\ CXA Lr iot"deDM dav!_~A_ DX I · 
'" '' " . ' JJ4C = -D C . _.ung;mea 

D \ '' iii • inca n1w11rwscut.il , dar t eorema .lui Thales în /\OBD 
/J I I ·I --· 

JIU /IU \ r: 11 rn l''lt.c 11şor de nht.in ut con cl uzia dorită 

11 I l.11·11111L1 d111 1'11'11 1·n I.~): 1~1.::!._ 
III< , 

{)() 

/) ( . 

//,I 

//() 

11 1111 ".t„1111111 1111 \ I, „ d11 1• 1111„d 1111 11 111.l„;'\ 11 1" 1· 1 „ 1., .1,11 1v11 111 „ 11 pi·iiJ.l, ,
111 11

. 



• 
Putem trece acu.rn lfl. dnnonstratia teorem1·1 lui 'l'lwfr.\· ln rawl f{t'nt11 11' 

(bazîndu-se pe valabilitatea acestei Leororno in cazul dn<l unul dm rapon1·Lt1I 
ce apar este raţional). 

A 

Fig. I.6 

Fie r un număr raţional astfel ca r < AD , deci r · A B < AD. Să con 
AB 

struim un punct D' situat în interiorul segmentului AD (fig. I.6), astfel în1 I 
AD' = r · AB. Paralela prin D' la BC va tăia AC într-un punct E' situa i, I 
interiorul segmentului AE. Conform teoremei lui Thales pentru raport rfl.1.i1 

l AE' d . AE 
na, vom avea--=r, ec1 r<-· 

AC AC 

m aratat ast e ca, pentru r rat10na avem r < - --+ r < - . A V f I V • l ( . AD ) ( AE ) 
' · AB AC 

La fel se arată că pentru r ra~ional avem ( r < ~~) --+ (r < · ~~) . 
Pe baza ~'.oprietăţii c) de mai sus, te9rema lui Thales este corn pi 

demonstrată. 

Obser(Jaţie. Vom vedea în cele ce urmează că , efectuînd constr111 · 
geometrice asupra unor segm ente cu lungimi raţionale (chiar naturale), obţi111• 

foarte uşor segmente de lungimi iraţionale. De exemplu, lungimea diagon 11I 
unui pătrat de l atură 1 este un număr iraţional. De aceea este importan l. 
ştim că t eorema lui Thales este adevărată în cazul cînd rapoartele ce apo i· 
ea sînt numere reale oarecare. 

TEORR~L\ l~TJNDA REN11„\J1Ă 
A AS.RMĂNĂRH* 

T <'n r cm ă. O paralelă la una diu laturifo un ui triu nghi fn1·111Mz 
eelelalte la turi u 11 al1 trim11~hi <·ai·e am toate unghi urile res11ed iv 
şi toate laturile r espeeHv pro11urponafo <'n ale <'ehti in ipa1. 

Deci în triunghiul ABC ducem PQ paral elă cu BC (Pic: AB OE Ir 
nota\.iilc fiind cele dm fjgura 1.7. 

11 11 111 ,, 

I li /1 ' 

I lfi. I 

Co nelu zin 
J) -9:: A = 1.:::A' 2) -9:: 1\ == 1.::: BI, 

3) -)::: Q2=1.:::C ' 4) ~ = AQ = P(} 
/ I 111 11 1111(1 

2 AB AC B C · 

I q ''' I) n11 l,11 nvidnnt.i'L Congruenţele 2) 3) ser f V l h' . 
1 • • • ' e era a ung 1Ur1 cores -

i 1111 11 111•opor·1.10 din fi) rozultă direct di t l . 
, , n eorema m Thales. 

11 d 11 d111111111 11 1r11 f, (·il .''!! l Q Pont · t d 
A(: m: · ruaceas a ucemQT//AB(TE BC), 

' ' 1111•1111111 111 'l ll lfel, pc J c o parte, paralelogramul PQTB şi doci 
A 

8 T c 
li I , :;:

1 
"' ,;'.,1.1·11 pn„f.o so poate aplica teorema lui Thales (QT li AB) şi 

I r' li< ' În u!Lima proporţie înlocuind pe BT cu PQ, obţinem 
111111 11 i1d11t.111 i · 1~11f.11UL 

''" i 11 •1 1(11· 1'11f..111n Au considerăm că paralela PQ întîlneşte relun irile 
' 1111 I 1111111: f1111Ji11 ii IJC; demonstraţia rămîne în esenţă aceeaş~ (fig. gl.9). 

I f11 I III/I Otl 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 

C T 

So ( ; ~n1iidor1111n trapez OABM, de haze OM= b şi 
a. Se nlogo un puncL X p c dreapta OA; paralela prin X 



• 
. Problemt~ 

. ln interiorul unui segment AB ·CU lungimea de 55 cm se consideră 
4r [, S . l . ·1 m punct C ~stfel ca -- - = - . ă se determrne ung1m1 e segmen-
CB 6 

.elor AC şi C B. 
2. Aceeaşi problemă ca la 1, cu singura deosebire o.ă se presupune C 

ituat pe dreapta AB dar nu in interiorul segmentului AB. 
Unde rezultă C: de aceeaşi parte a lui A ca şi B sau de cealaltă 

>arte? 

3. Se dau trei puncte coliniare A, B, C astfel incit C să fie situat, 

t A · B Sv · f' d' l CA CA . CD n re şi . a se exprime iecare m rapoarte e x = - , y = -- s1 z = --
GB AB ' Ali 

n funcţie de fiecare din celelalte două. 

4. Dacă A, B, C, D sînt puncte coliniare, dacă C şi D sint situate intre A 
. B . d V CA DA V d t V c D şi s1 aca -- = -- , sa se emons reze ca = . 

' GB DB . · 

5. Aceeaşi problemă ca la 4, însă presupunem că nici C şi nici D nu 
este situat între A şi B. 

6. Trei drepte paralele determină pe două secante segmente pro­
porţionale. 

7. Enunţaţi cazuri particulare ale -teoremei lui Thales; şi ale teore­
mei din problema 6 (amintiţi-vă teoreme sau,phiar exercjţii de anul trecut I) 

8. Care es.k.,reciproca teoremei lui Thales? Este ea adevărată? 

9. Fie M şi N puricte pe laturile AB, AC ale unui triunghi ABC, astrei 

ca MN li BC. Dacă~=~, să se calculeze AN. 
AB 11 NC 

10. Demonstraţi teorema lui Thales în cazul in care puncteie v 

şi E nu se află în interioarele segmentelor AB, AC; deosebiţi cazul în 
care ele se află pe semidreptele AB, AC şi cazul în care- ele se află pe 

prelungirifo acestor semidrepte. 
11. Scrieţi o demonstraţ,ie a - teoramei lui Thales, considerînd 

AD m ' · ' . ~ t l 1 (d • fv v t " -- = - m care m ş1 n.bm natura e, ~ m < n ec1 ara a par 1cu-
AB n ·· 

lariza pe m şi n). 
12. Fiind date trei segmente de lungimi u, v, w, să se construiască 11 

segment de lung~me x, astfel ca x = uv . Caz particular: u = 6 cm, v = 10 crn, 
w 

w = 15 cm. 
13. (Întrebare.) Puteţi folosi teorema lui Thales pentru a construi 11 

segment cu lungimea x = V uv, u şi v fiind lungimile unor segmente da toP 
14. Se consideră trei semidrepte Ox, Oy, Oz, . punctele A, A1 pe O 

punctul B pe Oy Şi punctul C pe Oz. Paralela prin A 1 la AB tai e Oy ln B 1, i 
paralela la BC prin B1 taie Oz in C1 . Să se demonstreze că C1A , li CA. 

• u •. '''. oon11 it1, ,., 1111 punot D e l . ' . . 
I 11111111 111 111•111 n 111 A// l,uii AC tn E a~aJeJ~Lt a lJC . a lrn~nghrnJui ABC . 

i.11 111;•d.11 o dup1 •111 nnumit număf de tf {1dBC prin E ~?-ie AB tn F etc. 
111 /J i ,111·11 11111.o \ < l x d .as e e construcţu „ne întoarcem" 1 ci nu mur e construcţii? 

IO. I :1111l l.rnlwi o alos punctul D d' bi 
111 /I „ 11111 lrn_i d111l1'1 un numxr - . mdpro ema 15, pentru ca intoarcerea 
1 u mai mic e construcţii d tt t 1 

'" 11 1111 1,1; 11 00 1 nou număr? ec n cazu general? 

11. 1•' 1, !) pun ctul în care bisectoarea unghiului A al un . t . h' 
. m rrnng 1 

l11l11111111lt11111N l11t11J·a opusă BC · Să se de t ă DB AB 
· mons reze c - = _ . Aceeaşi 

I 11 · DC AC · 
i111 ' '"" pn11 tn1 „bisectoarea exterioară" .... 

I H. Soi ioţi rezolvarea problemei r - l 
ii I ' ••id.o l11 t,r o O şi D Ce constataţ· ezo ".'a.!e 21tn cazul în care pune• 

· I cu privire a rezultat? 
Io. 1•, drea pta Ox se consideră punctele A B C . d 

I I / 11111 11 111 111 A', B', C'. Dacă AB' li BA' i BC' ·,, c' I, i:r pe reapta 
11 11 11 11 AC'// CA'. · ş B, sa se demon-

o. Duţi un exemplu de proporţie'în care un termen ă r v 

111J11 f ' u1· I.op ceilalţi trei să fie numere iraţionale. s Ie numar 

11111111 111 d11 u domonstra teorema în acest caz să a . t' , 
t 1 111 11111111 rnln l·oale. ' mm im c1teva fapte 

'I J1 t11d d11t,o două numere reale a şi b, este adevărată un . . 
11111 111 111( 11 111 a < b a = b 'b < a ŞI numai ' , a. 
t " 11 11 11 'uvi11Lo, < este o relaţie de ordine totală pe mulţ1'me 
, li a numere-

' ' '' "" d11i,o două numere reale a şi b aşa încît a b · v , < , exista un număr 
' 11111.fnl c11 a < r < b (evident r nu . t . d . ' .es e unw, eoarece conform 
p1 11 111·111 l,/'i (,1, va exista şi un număr raţ' ional s c ' . 

I b l . ) 
u . proprietatea I, I 1101 ,\' . O C • • 

rn 11qol1frn1 111 iwoustu proprietate astfel Da ~ 2 738 . 
I . · · ca a = ' · · · ŞI b = 3 069 

1111 „ ~.!J; du că a = 2,839997 .. . şi b = 2 8400002 pute ' 1 „. 
111 1111111 ' ··· m ua 

' ) I >1u 1 i1 v1 111 do111'i n nm m·o reale a şi b aşa încît t . 
I , pen ru r raţional 

111 uv i 11 1 n (r . a)... (r b) atunci a = b. ' 

'i 1111d i1 n11 l.1 o oo 11 11111:i11(,fi u propr·i etăţilor a) b) . 1ntr- d ă d 
1 """" ' a ev r , acă de , 111 11 i1v1111 " . b, uf,1111ci uJcgorn un „ ra~ional cu prop1·i etatea ~ < 

/1 11 11v11 111 „ . li ud11v 1h11 1, dur „ , a f11l fJ doei . f" I 
I I ' · '~ ' r neoe ov ilratii I'" 11!1. 111 , 



la baze taie MB tn Y. Presupuntnd c > b,- să se exprime lungimea y a 
segme~ţµlui XY tn funcţie de lungimei: x· a segmentului OX. 

Ipote~a _ 
OM li XY li AB, 
OA= a, OM= b, AB = c, 
OX = x.1 XY = y. 

Fig. I.10 

- z lJ 

Concluzia 

XY = .. 

Rezolva'l'e. Va trebui să deosebim mai multe cazuri, după poziţia lui 
pe dreapta OA. 

In toate cazurile vom duce prin O o paralelă Ia BM şi vom nota cu 
intersecţia sa cu AB, iar cu Z intersecţia sâ cu XY. Din paralelograme 
OMYZ, OMBD deducem că YZ =BD = .b. Cum b < c, rezultă că punct 
D, care va fi acelaşi în toate ·eazurile ce le. vom deosebi, este situat între 
şi B, iar AD = c - b. 

Teorema fu~dam~nta~a asemănării în D,OAD tăiat de XZ dă; 

= _E_ . Această concluzie este valabilă în toate cazurile, dacă ţinem se 
c - b . - · -- -

de observaţia de după teorema fundamentală a asemănării. 
Cazul 1 (fig. I.10): X se află între O şi A. 

I 1 Z f . î . . X . y d . X y - b . 
n cazul , va _1 .nt!'e_ ş1 , ec1 - = -- , în acest caz. rez 

· . · a c - b 

tatul este y = b·+ c - b x. -
a 

Cazul 2 (fig. I.11): A se află între O şi X 

y 

,,,, Z Fig. 1.11 o_,,.. 

Cazul 3 (fig I 12) . X se flă î t O . . 
. . . a n re ş1 intersecţia C a dreptelor O A şi · MB. 

8 

Fig. I.12 

T" ncest caz, X se află între y şi z deci XZ - b . . 
1i 

11 
' - - Y şi obţinem 3.. = 

iar rezultatul t c b a ,, /, es e y = b - --=- x. 
a 

A lol{tnd X = C obţinem oe b . b =-, dec10C=~ 
a c - b c _ b • ceea ce ne 

I""'" I.o 11/t descriem cazul 3 şi astfel: O între A . X ab 
ŞI , X<-. 

I I 9 

, c-b 
< 11 .: 11.l il (fig. I.13): O între A şi X, ab 

\ ). 

z 
I li 1111011 1, onz, y se află între X şi z, 

11 11,11 1,111 ~ lHtO y =~ X_ b. 
a 

x >~(cu alte cuvinte C între 

8 

deci XZ = y + b, x = ~ 
a c-b 

I J/1 r1 i•o ( i iJ. Ducii uni conveni să "d 
f I . cons1 erăm pe x cu s 1 " „. " " " dl'1111 pLn" lui O . " emnu + cînd 

ş 1 „cu semnul -" cînd X este 1 t1 \)1 . 
•' 11111111 I nl11d y IJO nfl il 1 . J "a s nga m O, pe y cu 
I I n sem1p anul de deasupra" l . OA . 
•li I ~1 1 ufl l u ool do dodosubL t ·~ m ş1 cu semnul -X 

corespunde tot situaţiei „Z între X şi Y", deci raţionamentul şi rezultatul I 
aceleaşi ca şi ln cazul 1. 

111 I 111d" nH l11 l11.ll.o o11:t.11ri . . , a unei rezultatul din cazul 1 a.r fi va.labil 

111111111. o l >1111rvoţ, io no aru.tu ox se . . 
I I u apr opie momentul cînd î 

11111N 1 111 11 1 IJ • „11111 1-{ Îllii nr gntiv " · vom nvăţa 



•. ProhlNno 

~1 puncLul p de inLersecţie a diagonalolof' unui L1·n_1H1z, HO duco 

0 paralelă la baze. Ea intersectează la~urile neparalele în M ş1 N. Demon· 

straţi că P este mijlocul segmentulm MN. . 
2. Să se demonstreze că dacă paralela MN la bazele AD ş1 B~ ale 

unui trapez (M E AB, NE DC) taie diagonalele BD în 1' şi AC în S, 

atunci MT = SN. 
3. într-un triunghi ABC orice segment PQ li BC (PE AB, .Q E Aq) 

16 

este împărţit de mediana AM (M fiind mijlocul segmentulm BC) m 

două segmente congruente. . 
4. Să se construiască o paralelă la bazele unm trapez oarecare care 

să fie împărţită de diagonale în trei părţi congruente. 

S. în figura de mai jos AD = a şi BC = b sînt două segmente 
paralele. DB şi AC se taie în P. Segmentul PQ este paralel cu AD 

(QEAB) . D {;ne 
A Q B 

l<'ig. I.14 

Să se exprime PQ în l'uneţie de a şi b. 
6. Două cercuri tangente exterioare au lungimile razel~r . R şi r 

(fig. l.15). Tangenta lor comună exterioară TT' întî~neş1te .lm~a cei:i­
trelor 00' în S. Să se lculeze lungimea segmentului OS m tuncţ1e 
de R şi r . 

Fi~. 1. 1. 

7~ Un triunghi ABC are laturile AB = 9 cm, BC = 15 cm şi AC 
= 18 cm. Se ia pe latura AB un punct D,astfel ca AD= 6 cm; par 
lela prin D la BC taie AC în E. Să se calculeze lungimile laturilor triu 

ghiului ADE. . . 
~ Laturile neparalele BC, AD ale unui trapez ABCD se mterse 

tează î~ M. Să se calculeze lungimile segmentelor MA, MB, MC, M 
în funcţie de, laturile trapezului (se va presupune că baza mare es 
AB).).\ plicaţii numerice: a) AB = 20 cm, BC = 6 cm, CD= 15 CJ 

DA= 8 cm, b) AB)~ 20 cm, BC = 3 cm, CD= 15 cm. DA= 9 cr 

11 I >1. 11' 1111 .il1·l 1· 1111111 I 1.11w/ I /, c / 1 d 1• 11,11.v I /;, ( 'N ._1• inti·rsi·c 
, , I I I I I \ . I •• „ ( .il11il1 z'.·· .111 111111 \11 ' dt • l11il!' Îlll Îl1 · l> ;1zdo1 ş i ak di a-

l 11 ii i J„1 lr ,rp<' z1il111 , 11111 •11111' 1· '-<'g1111·111t•lor \.1, \' /J, ,\" (', ND. A li-
•\1 1 1111111111 11 11) IH l 0('111 ,( '/) IO cm . J(' 21 Blrf -

1' I ) I/' , cm, _, -
' 111 1 

• > W 1·111, ( !> 10 cm, .·IC . 15 cm , Bf) = 9 cm. 
0111·1·1·1•11(11· C11 1'11:10~1.in(,clc de pînă acum, nu putem calcula lungi-

111111• 1'111go1111lnlor 1111111 t.mpez, cunoscînd laturile sale. Vom ajunge să 
11 1ilv11111 o 11 Hl.l'ol do problem ă lu pagina 53. Din acest motiv nu putem 
1111 ii w11 p1·olili •rrll!l1· 8 şi !) 1ntr-una singură. „ 

IO. 1-in 1 · 1>11:;id oră o chcaptă d si pe ea punctele A A A asa , 0' 1, 2, ... , 

111 1 I 111 1, 11,112 „. --= 1 cm. Se duc perpendiculal'ele a a a .. 
0' ll z, ··• 

111 d 111 p11111'l.Plo A 0 , A 1, A 2 , ••• 

ll , S 11 no.n s idc.ră punctele B 1 şi C1 pe a1 şi punctele B 2, C2 pe·a2, 

I 1111I11 11 111"Cil11~1 Ho.nr 1plan determinat de d, astfel ca A1B1 = 2 cm. A 1C1 = 

I 1·111 , 1 1 2 11 ~ 6 cm, AzC2 = 3 cm. Să se precizeze pozitia punctului 
11 1'11 111t , rn· H 1 w (. i<~ al dl'CpLelor B 1B 2, C1C2 , calculînd A

0
N Şi N M, unde 

' " I 11 111c ·1or·11I pf1rpendicularei din J[ pe d. . 
h A 1·0011 ş i prohlerr~ ă pentru pu netul de intersecţie al dreptelor D1D 2

, 

11 /111 , 111 1·,111·0 D1 este situat pe aii D 2 pe a2 , D 4 pe a4, D
5 

pe a
5

, toate 
111 111 •111111)1 IHJ.miplan de terminat de d, iar A 1D1 = 1 cm, A 2D 2 = 5 cm, 
I 1/1 1 10 c·i11, A 5D 5 = 3 cm. 

I I · '1'1111g-enta comună exterioară a două cercuri exterioare intîlneste 
I 111 r 1 1 11 I mior 00' în M. Să se calculeze lungimile segmentelor MO 
I/fi ' I 11 1'11111'\.ic de razele R, r ale cel'curilor şi de distanţa d = 00' într~ 

I I rrl i11ln 1111' . 

I•, . Âc"<'eaşi problemă ca la 11 dar pentru ~angenta comună inte-
1 I 11 III I , 

I a. i\c · nonşi problemă ca Jq 11 dar pentru cercuri secante. 
11. .'-11• c : ons id eră un cerc fix de centru O şi un punct fix A. Se ia 

111 p 11111 • t III po ncel ce1·c şi se consideră un punct N pe semi dreapta AM 

I I 
.· IN • · 

I n 1•11 
1 

i11 =- k. Cal'e osLe locul geometric al lui N cînd M parcurge 

11 11 111 1'111, k ri'imînind şi ol fix. 

I • /\c·f'<•1u;; i pnoblentii ca la 14, însă alegînd punctul N pe dreapta 
I li 11 111 led 1· 11 A sil fi e lnt.I'e M şi N. 

IH. :'-11· . con ~ ideră do11ă. cercun ne<.:oncentri0e, de raze neegale. 
11) ( • Htţ r 1111 puncL A ş1 un număr k astfel încît locul geometric din 

p11dtln11111 1 li, r·olnLiv lu unul din cereuri, la A şi la k, să fie. tocmai celă-
11111 1•111·1 ·. 

Ir) /\1·1 1<1111;1i woblo.mă În ceea ce priveşte locul ~eometric din 
11111Iii1111111 1 r) . · 

1•) C:n H<I 111 1.îrnpl l\. dndi rnzole cercurilor nr fi egale? 
tl\ r li 1·11z11rilo în cnr1 corcn ril o ar fi oxl.orioare tanaente exterioare , o ' 

pr '" 11,11ţ1 p1>~. 1ţ111 puncl.olor do la a şi b, in1· !o cnzuri lo !n co.re cercurile 
111 I 1 Mrn •1 111I1• , t.11111-rnn I,< in Lo1·ion1· , procizn\.i pozi(,111 p111w t 11 Jn i de Jn a). 



17. So consideră un pull'Ulator convox A fi( ' I> ~i 1111 pu11cl M in l,11 

rior segmentului AC. Paralela prin M la All Lt\io JJC tn N, iur purufol 
MN MP A 

prin M la CD ta.ie AD în P. Să se demonstreze că AB + CD = J • 

18. In paralelogramul ABCD unim A cu mijlocul lui BC şi B III 

mijlocul lui CD; cele două drepte se taie în X. Care este valoarea rapor 

tului XA , unde M este mijlocul lu'i EC? 
XM . 

19. Locul geometric al punctelor din interiorul unui unghi nealull f( 

pentru care raportul distanţelor la laturile unghiului este egal cu 11 

număr dat, este o semidreaptă cu originea în vîrful unghiului. 

Aplicaţie. Problema H ne permite să a.naJizăm ceva mai de aproop 
fenomenul eclipselor de Soare. Ştiţi, desigur; că o eclipsă de Soare are loo 1t 
situaţia in care Pămintui, Soarele şi Luna sînt coliniare, iar Luna se ufl 
intre Pămînt şi Soare (fig. I.16). . 

o~~~~~~~~~~-o--o 
Fig. J.ln 

Soare Lună Pămlnt 

Aceste corpuri cereşti nu sint puncte, aşa incit pentru a înţelege m11 
bine fenomenul este preferabil să pr.ivim figura l.17 (unde Pămîntul n-a fo11 

figurat). 

Fig. J. 17 

-------
Eclipsa de Soare se vede de orice obser"."ator de p~ suprafaţa Pămh1 

tului, cînd acesta este plasat în una din cele trei zone, insă ceea ce veffo 

pe cer diferă de la zonă la zonă: 

zona plină zona haşurată 
......... 

1,\ \ /)// 

..... 
Fig. 1. I 

întrebarea care· se pune ~ste: de pe Păm1nt vedem eclipsa totală, pur 
ţială sau inelară? Adică: distanţa de la Lună la punctul M (cea din figura l.11) 
este m.ai mare, egală sau mai mică dectt <listanţ.a ele lu Lun1J. ln P1\rnînl i' 

11 1 1111 1111 11 1 p1'11ldrn11oi 11do111 p11gi1111 1Y 11 0 por.roito si11:u l ·1il11rn ui st11nţu 

11111 111 p1111 11 l.11I M prin fur.mula __±· , 11nde R este raza Soarelui, r e~te 
fl - r 

I 11 111 1 111• rl 111tl.o di fd,nnţu 1ntro Soare şi Lună în situaţia corespunză­
' l 1 p1111 , rl 1111 1 di rororq,n d .inlro distanţa de la Soare la Pămînt şi distanţa 

fi1111l11I 111 l.1111 . 

l ti lnli 111l111qrion nf!Lronomice stnt: raza Soarelui=695300 km, raza 

I 1 /111 1!111 , difl'tmrţa Pămint-Soare=149450000 km, distanţa 
. uv~ooo km. 
1•11 lottl<1lo, conform formulei de mai sus, obţinem. pentru dis-

1 tlo 111 I ,1111 111 ptuHJlul M,o valoare de aproximativ 373 OOO km. Valoarea 
t lt 111 11 11 111 f1111rl.11 np ropi ntu de distanţa Pămînt-Lună. Datele numerice 

111 „1111, „1111 dii": Pll.mtntul se mişcă in jurul Soarelui, şi Luna în jurul 
1rl111 11q 11111111 1·01u·i, c i pe olipse şi distanţele de mai sus variază. Calculele 

ll H " 1111. 1111 ! 11111i rn11H influenţate de variaţiile distanţei Lună-Pămînt, 
111 p11 11 l11 11111 v1dori între 356 OOO km şi 407 000 km. 

d 1 11 ~ 11 11·11111 dnoi: do pe Pămînt se pot observa eclipse totale, eclipse 
1 l11 li 111 11 l1p 1111 i11 oln1·0 do Soare. Cum puncţul M este totdeauna aproape de 

11 !iii 1 111.I 11 1·11 loo o miLful do eclipsă, rezultă că zona de pe Pămint din care 

1, 111 11 11 '" 11 1 111 ur\ moment dat, o eclipsă de Soare ţotală sau inelară este 
111 11 111 no111 pHrnţio ou întreg Pămintul. într-un punct dat de pe Pămînt, 

I 1• 1 111 d11 H1111 1·11 t,oLnlo, parţiale sau inelare se pot observa.în medie,o dată 
111 I il11 1111 1111,i rr111 nolipsll. de $oare,vizibiUt d~ pe teritoriu~ ţării noastre (de 

11 11111111.i d11,1 H11d11I ~llrii) a fost eclipsa totală din 15 februarie 1961; urmă· 
111 111 llpli , dn 11 Ho rn.rn10ft totală, va avea loc la 11 august 1999. 

rrHH JNHIIIURI AS.EMENFJA. 
(ii\it JIUl1I:: nr~ ASEMĂNARE 

11111 1111 p11 11 t u ovi d o nţ ll. in teorema funda:mentaJă a asemănării ne con-
111 1 1 I 11 11 r 111 Lon 1·1111 : 

Vi •• 1, 11 (' tN•i r111nrlc ncenliniare şi A', B' , C' alte 
ră I. !I BC ,.-.., D.A'E'C' ( şi citim aceasta: 

(( .L n urirrt•:\ {' li triunghiul A' B'C') 1lacă -}::A ==i ·):: A' , 
I li , fi'{'' ( " 1 ' * 

( ' 1 

h I I S! ' 11 J ill <;(' MH lllf' ll P a d . Cil ungh iur ih' 
rr •r l1i11r il1 ,., iii 1 t ·;i I 1urilc Cf' ee opl• n 

• \ 11 i1111 r·1111 1·1111111111\ 11 '" :c>Hlor rfll)C)l1rl o so numrşlo „rnport11l do astmllparo" nl lri-
1 I lil 11 1ll111 



C11ro sh1 L ox<~.111 p l Plo do I ri11 ng- hi111· i UAOH1Pn o 11 i' Sn 11I H1111·v/\ 11 1 1nL1i 1'11 d11111 

triunghiu ri eougr nonLo s1n t ascrrumeu.; dur nu p(l11t.1 ·11 11 ( 0.11m1idorn us t,fol tl1 

exemple am introdus definiţia . Teorema fundamont.nl 1) u HfH•mănăr i i no urni 
un mod .de a construi un triunghi asemenea cu un tl'iunghi dat, dar ruH •1111 

gruent cu acesta . 
ObserMţie. La noţiunea de a.semăna.re a. triunghiurilor se ajunge ~i 11 

cale intuitivă , considerînd două desene, al doilea (fig. I.20) fiind ob~i1J11 

„mărind" pe pr imul (fig. I.19). 

Ele „seamănă", dar nu pot fi făcute să coincidă nrin s uprapunei·o. 1111 

segment din primul desen nu este congruent cu segmentul corespunzăto1· d 11 

al doilea, însă raportul lungimilor lor este a.cela.şi pentru toate segment.111 
ce le putem considera in modul de mai sus în cele două desene. Unghiul " 
două direcţii din primul desen este congruent cu unghiul corespunzător d 11 

cel de-al doilea (aceasta şi dă senzaţia de asemănare). Considerînd cea J 11 11 

simplă figură - triunghiul - ajµngem la definiţia de mai sus. 
La. fel putem să gîndim privilli\ dou~ hărţi a.le aceleiaşi regiuni fău 11I 

la scări diferite. 
Există trei teoreme ce se numesc cazuri de asemănare ale triunghiuri lo 

ale căror enunţuri sînt analoage cu cele trei cazuri de congruenţă. 1naintn d 
a le enunţa şi demonstra, să observăm că dacă . /:;,. ABC ""' 6.A 'B' C' t 
6.A. 'B'C' = 6.A"B"C", atunci /:;,.ABC...__, 6.A"B"C' cu alte cuvinte 111 

triunghi asemenea cu un triunghi dat este asemenea. cu orice t riunghi ·0 11 

gruent cu triunghiul dat.-
Cazul 1 de asemănare. Do1ut triunghiuri ce au un ung!11: congruen l 

laturile ce-l formează proporţ ionale sînt asemenea (fig. I .21) 

Fig. 1.21 

Ipoteza .,. 

1'.:A = 1:: A', 
A'B' A'C' 
·--= - ,-. 

A B A C 

20 

A A 
\>c' 
a· 

I 1 I 
I , , 

I I I '.I 

' I ' 

r ' I 

' 111 1111r11 . I 1111 11 l1111t1"hi11ri n ' '"' r/111111 1111"/11 /fri 1'1'''flt'<'IÎ1 • 
I I I fl i (fig. l. :.J.~ ) 

A 

l I 

) li ' 

~c · 

Concl1t : ia 
f:., ABC ""' /:::.. A ' H' ( " 

i '11 11 111111·P . 1Jo11r'i triunb"llinri ce au l . l 
( 1 

•• 
1 

ce e trei aLUri· 'Jl't'JIOr 
. l. '>:I) r 

A 

1:3 

A 

[>c' 
B' 

c 

Concluzia 

D ABC...__, 6 A'B'C'. 

111 "" " ,q ii111 i·n l11I' t,l' 11i LP01·cHnc au o parte comună . Anume: 
" i,J, 11111 I" ' 111• 1 1 111l1 ·1 • 11p~ ,a ;1 /J un punct B1 astfel ca AB1 = A'B' 

111 III ,,, 11 111 ,il 1d11 111 /t(' :;ir lllll iîn 1 :~r C1 i nter~ccţia ei cu AC (fig. I.24): 

----.l/C 
11111

1 111 11'111 '11111111 f1111 d111111•nl.:1 ln n :1se.111;"i11ar 11 ~·ve.m L~ ABC ,......., 6 ABC . 
• I ) 11· ( ' , I li, .fi ,(' , Af' , 1 I 

J1 l l ;I 

. li/ li (' 11(' 

111111111 d11rl1111111 11 Hl. n 1f, 1:1 A 1/JC -,,. 11'!1'(;' ( · I · 1· · 1 , 1 - , ş 1 o )Servn(.1a 'in~un-
1111 11111111 \d 111 111 11 11 d 11 11w11 Ht.nq,111 ). !\('011HL11 HO va l'nl'1~ în rnod d ifor it 

11 I 
11

11
1
1 d111 " ' "" Ll'11 1 l.1111rn.111 0, 1'11l11H11 11I <:11~, 1 11 d n l'il ll /{ l' lll'lll,1 coroH llllll~. 111, 11 r. 



Cazul 1. Dl·n A B1 = AC1 • A 'B ' =- A 'C:' 1 , , d ş A li _:.__ /11/1 o<.I 11< :0 111 
AB AC AB AC 

71 = A'C' şi cazul 1 de congruenţă arată că L. AB1C1 = ~ A'B'C'. 
Cazul 2. Din ~B = ~AB1C1 şi ~B = ~B' .deducem că ~AB1C1 

~B' şi cazul 2 de congruenţă· arată acum că L. AB1C1 :::: L. A'B'C'. 

C l 3 D. AB1 B1C1 AC1 A'B' B'C' C'4' · AB azu . 1n --=--.=--· --=--=~ ş1 t 
AB BC AC AB BC CA 

; A' B' deducem BiC1 = B'C' şi AC1 = A'C' şi cazul 3 'de congruenţă aru l K 
. L.AB1C1 = L.A' B'C', q.e.d. . 

Credem că după parcurgerea acestui paragraf este clar de ce teorem11 
de la pagina 12 a fost numită „teorema fundamentală. a asemănării". 
Observaţie. Relaţia de asemănare între două triunghiuri are următoarol• 

·oprietăţi: · • 
a. Este reflexivă; adică orice triunghi este asemenea cu el însuşi. 
b. Este simetrică; adică dacă un triunghi este asemenea cu un al doifon 

iunghi, atunci şi al doilea triunghi este asemenea cu primul. 
c. Este tranzitivă; adică, două triunghiuri asemenea cu al treilea sh1t, 

1emenea. 

Proprietăţile a, b, c sint conseeint._ ale definiţiei sau, mai simplu, nh 
i.zului 2 de asemănare. 

. Probleme 

1. Demonstra.ţi că două triunghiuri echilaterale sînt asemenei1 . 
_./ 2. Două triunghiuri dreptunghice isoscele sint asemenea. 

3. Dacă .6 ABC"' L. A' B'C' şi dacă D şi D' sint intersecţiile lu i 
BC respectiv B'C' cu bisectoarele unghiurilor din A respectiv A' atun 
L. AB.D,.,..; .6 A'B'D'. 

4. Aceeaşi problemă ca. la 3 pentru mediane in loc de bisectoare. 
5. Aceeaşi problemă pentru înălţimi. 
6. Raportul lungimilor razelor cercurilor înscrise în două triu 11 1<I 

asemenea este egal cu raportul .. din definiţia asemănării". 
7. Aceeaşi problemă pentru razele cercurilor circumscrise. 
8. Enunţaţi şi demonstraţi o teoremă ce ar trebui să poarte numoln 

de „cazul 2 de asemănare a triunghiurilor dreptunghice". 
9. Intr-un triunghi, produsul dintre lungimea unei laturi alo . ~ 

lungimea înălţimii corespunzătoare ei este acelaşi pentru toate cele tr 1 li\ 
- 10. l_ntr-un triunghi dreptunghic ABC se duce înălţimea AD coro11 

punzătoare ipotenuzei. Să se demonstreze că AB2 = BD· BC şi <li 
AD2 = BD·DC. 

11. Se consideră un segment AB şi un punct M in interiorul s/1 11 , 
Se construiesc, de aceeaşi parte a dreptei AB, pătratele A MN P f 

BMDC. Să se demonstreze că PC este acelaşi, oricare ar fi poziţio ha 
NB 

M în interiorul segmentului AB. 

• 1 1 10111tmi1t11că un pM1·ut cura elt t\ibu donă vld'uri uUHurato 
/ tt 11 111111 i tri1u1gh.i, io.r ·eJolo.lLo doun. vb•fu.ri pe clte 1tA~ di.I\ 

ii 11 11 111 t.ul'i ulo triunghiului. 

I t I 11 f H'"'" r .2r. ,ABCD şi A MN P stnt pătrate, E este mijlocul lui 
1111f11 111jlo<111 lui MN. 

B 

c 

1 11 I 

11 r l,11~1 oll PD = MB. 
AE AB 

1 • /l l.11~1 oll - = - - . 
J>Q AM 

li ,. t . 11~ oll /\ MST 1
,..._, L. PSA. 

l f l 11 r 1{•11·n 1.26, ABC şi CDE sînt triunghiuri echilaterale. 

I/ ' I I/) 1<:1 JJE n AC . {F},AD n CE = {N}. 
A 

11 111 I ' O 

D 
H 

o d11111 on 11 Lrozo cu ; 
11 1111: A V . 
h M,'/•' ,....., /\ JJCF. 

Ji.'<.'N ,....., /\ DCN. 

I • ll 11 mijlooul D ul laturii BC a unui triunghi ABC ducem per-
111 1111 1 1d 111•11 pn t111, AC; fie P, respectiv Q, picioarele acestor perpendicu-

1111 d t1J1101111l,r zo că DP = AC • 
DQ AB 

W. '1'1·11111i.chi11ril o ABC şi MN P au ~A= ~M, ~A = 90°, 
li I/'\ ) /' G3°. ă ao do)'ţlonstreze că sînt asemenea; 

I / ' ,„„ 1w1'. I .1IHC - /\ f)f!'F,AB 9 cm.BC = S cm,AC= 
111 ' 111 , I 1 I • 1111 nn . S. S\' r aku lrz · !'.' F ş i /) F. (V îrful A corespunde 

!1 t I I /I I 111 / 1 ţi i ( . 111 i F) . 



I 

Aplicaţie pmr.til'it. Detcrro.in:1\.1, prm măH11•·1 LOl't, dj111,1111~11 tl1nl.l'O 1111 

pomQl din figuru I.27. 

fii(. I ' 

Ar fi greu s-o măsurăm direct, din cauza lacului. Procedăm H!l l.flll 

Jegem un punct M (şi-l marcăm, de cxemp~ cu un ţăruş). Măsmă:m disl.1111 
~le CM şi M P şi găsim, de exemplu, CM = 250 ro, M P = 150 ro. Măsun 111 

r unghiul CMP şi găsi.m, de exemplu, :ţ:_CMP = 60°. 
Desenăm apoi pe hirtie un triunghi C' M' P' asemenea cu 6 CM P asU1•I. 

.uăm un unghi xM'y de 60°, alegem un punct C' pe M'x oarecare, de exomplt 
stfel incit M'C' = 5 cm (un astfel de punct incape pe hirtie, ceea ce nu 1H • 

i întbnplat dacă incercam să desenăm un triunghi congruent cu 6 C M I') 
M'P' M'C' M'l'' 

i apoi alegem un punct P' pe M'y astfel încît -- = --- , deci --MP MG 150 

· 5 d' V M'P' 3 = -- a ica = ero. 
250 
Măsurăm distanţa C' P' şi găsim <=1proximativ 4,4 cm. 

I 

Fig. 1.28 

Triunghiul C'M'P1 este asemenea cu triunghiul CMP, conform cazul111 

d 
V R l ' V CP MG d . CP 250 d d d , J e asemanare. ezu ta ca -- = - , ec1 -- = ---, eun e ouu11111 

C' P' M'C' '•/• ·5 

că distanţa CP dintre casă şi pom este de aproximativ 220 m. 

Obser"aţie. Vom învăţa mai tirziu să calculăm C P, c11rwsch1d 

MP şi :ţ:..CMP. 

I 11I• 1 11111111\1
1 

p1·111 m:\H111«(Lori, diHLnn\n do ln, I 111 IJ, 11 ndP IJ osto 
1 111111 I I 'I) . 

' -

I 11I1 111111111(.1, pri11 111;1.suri'i.Lori, distanţa între punctele A ş1 B 
I 1111 " 111 11itdt1 (fi~. f.:30). 

1 

I I 1il11 11\1 1· 11111 tl1•l1·~·1n111il elevul din figura 1.31 înălţimea copa-
1 ~1 cons ru iasca, m punct de vedere geome-tl ' I '11111 l11d111111 ni Hi L · ~ d' 

111 I 1il I ( 111 

Bm 



PUTEREA UNUI PUNCT 
FAŢĂ DE UN CERC 

Teorema următoare este o aplicaţie a asemănării triunghiurilor. Ru 
fi apărut ca o problemă la paragraful respectiv, dacă n-ar fi prezentat o inl)llt 
tanţă deosebită prin consecinţele ei, ce vor fi enunţate în paragraful urm/Ho 

Urmărind demonstraţia acestei teoreme; este bine să fiţi atenţi la „ or••• 
pondenţa vîrfurilor" din triunghiurile aseMrenea ce· vor apărea, pentru 11 

siguri că veţi scrie corect relaţiile cliJ vor rezuJtk cfin asemănarea acelor tr 111 

ghiprL 

Teoremă 

Dacă printr-un punct fix M, nesituat p un cerc dat, ducem o secanl, 
taie cercul în A, B, atunci produsul MA · M este acelaşi pentru toate Htll' 11 

tele ce trec prin M. 
In demonstraţie vom deosebi două cazuri. 
Cazul 1. M este în interiorul cercului (fig. I.32). 

D B 

I 
A 

I 
I 

I 

c Fig. I.32 

Concluzia 

Demonstraţie. 6 MAC".'-' 6 MDB (cazul 2) deoarece 1::AMC=-1:DM 
(opuse la vtrf) şi 1::MAC = 1::MDB (ambele au ca măsură jumătuto 11 

măsura arcului C XB). Deci MA = _MG de unde, scriind că produsul m1 , I 
. MD MB 

este egal cu al extremilor, obţinem concluzia dorită. 
Cazul 2. M este tn exteriorul cercului (fig. I.33). 

Fig. 1.33 

-vncluzia 
t Ir ' . MA. MB = MC· MD. 
· "' /\ MDB (cazul 2) dooar·ece -1:A MC = ::r:_DMB 

) III!) li ( u.rnbolo au ca măsuri jumătate din 
t 1 M(: · cea a 
111 M li o Le., q.e.d. 

•t I 1111111 111 11 11111.o ildovărată în ca l i d M 
' · zu c n este exterior 

111111111111 111 11 10 d111rn di1\ M la cer-cerc· pe o tange tv l · 
i "" li I 111( 11 im 1'11 0 0 ln foi · pentrn ~ b n a, puncte e A ŞI B 

I · ' nu ne a.za pe o propriet t 
11111111 111 , pn fignrn I3t. 1 o · aea . *• n care este centrul cercului că 

III Jfl f ( 1 I (10 1 ' 
~ . - 2-1:0AC) = - -1:AOC = _!__ l'xc 

11 1111d 1111 rio „ rn i1s" ). 
2 

2 

11 I I 

"'' d11 '"" '. 111111 rrn conduce la următoarea. 
I , I I 1' ' 11 1111 111111ct şi ( c) un cerc. 

I/ ' li fu i1 ·l11rlor11l •~<lr!•ului, numim „p uter e'a 1 u i lll 
rl11nn111 iii 1 . III li, uude A şi B sînt intersectiiJe unei dr 

I'''" I/ '" i·11r1·11l ((') luată l f epte , cu semnu +. 
I 11 111 ' ' n·, i;pu w111 c1l 11uterea lni faţă de cerc este O 
1/ ' ln " li1l111·lor11I cercului numim t . . 

i11 li I 1 • ' „p u ere a I u I M 
n //I, undo A ~1 11 sînt intersecţiile unei d t 

r I/ 1 • I (') 1 rep e oare-
1 ' 

1111111 ( , , 1111tă cu semnul -. 

111 I I 

xPunct de putere poztfivă 
faţă de (C) 

(r )l \Punct de putere nulă 
) faţă de (C) 

~Punct de putere negativă 
faţă de (CJ 

I I ,,„ I ( :n III I II ' ri ÎHl[Jiodicat să dăm d r· ' ţ' d . . 
e m1 •a e mai sus înamt 

111 I 111 I n11 111 11111 i' I >ne li vronl, llt'l dor· . . e 
, J ,, mrm „puLoroa unur punct M faţă 

' ''' 11111!1.11 f.1 ·1 huio Rll fi o un olomenL I , I 
1 1 I/ , n cazu nostru un număr· 

I " ' 1111111111 do p1111 0 Lul M şi do c roul ( C) l' i' . I .d I . . . ' 
I · , · ,xnrnlll n < o f1n1ţ111 do 

I "'" I 1111111/lrul MA . M /] d r . 0 tnrL ln I\ ponto tn prinoipin 111~ 



depindă nu nnmai de M şi de <;el'cul (C) ci ~ide ,.dil'eC'\i11 '' ~t·1 ·11 1Jlui il/ 1111 

alte cuvinle, încercînd să calculăm puterea Jui Jlf fa~ă de cere u·I ( C) n ~ 1 
„pericolul" de a obţine rezultate diferite dacă folosim secante difol'iLo. I 111 

într-adevăr aşa ceva s-ar întimpla, am spune că „definiţia este inco nll'I 
Teorema de mai sus a.rată că aşa ceva nu se întîmplă, deci că definiţia „ • 
corectă", adică, oricum am alege secanta ilf AB, obţinem aceeaşi v11l1111 
pentru ilfA · ilf B.* 

2. De ce considerăm puterea unui punct faţă de un cerc ca avind frn11111 
+ sau -, după cum punctul este în exteriorul sau în interiorul 0or•1·1tl11 
E ste primul pas pe calea „folosirii numerelor negative în geometrie" 111 111 
manual. Ştim că dacă spunem: fiind dat un punct A pe o dreaptă d, 1111• 
pe d un punct B astfel încît segmentul AB să aibă lungimea de 2 cm, prnlil1·11 
are două soluţi i, deci poziţia lui B nu este ;reci zată prin fra za de rn111 11 11 
Această nedeterminare poate fi înlăturată t onsiderînd, în loc de 8<'g 1111111 
AB, care sînt tot una cu BA,· segmente „orientate" .AB, care nu vor l'i Ht1t·11 l 1I 
drept tot una cu BA. Pe o dreaptă dată d alegem „un sens" (maLNi 11l1 

printr-o semidreaptă a ei s) şi vom conveni să considerăm, dacă scg rn1 •11l1 
AB are, de exemplu, lungimea de 2 cm, că segmentul orientat AB are / '..l 1 r 
dacă semidreapta AB are acelaşi sens cu semidreapta s (deci dacă t•Hl.1• 1·11 
ţinută în s sau conţine pe s) şi că segmentul or ientat AB are - 2 c111, dur 
semidreapta. AB este de sens contrar cu semidreapta s (deci dacă n-al't' p11111 
comune cu s sau dacă intersecţia lor este interiorul unui segment) . 

semidr eapta s 
~ -----

d rr ~ ~ 
B A c -OE F H G 

AB=- 2cm EF = + 2 Crt"J 

CD=+2cm GH=- 2cm 

După această convenţie, dacă avem o dreaptă d, o semidre:1 pl 
s, un punct A pe d şi un număr a pozitiv sau negativ, putem găs i 1111 
B pe d şi numai unul astfel incît lungimea segmentului orientaL A /J H 

* În cazul de faţă ani fi putut ocoli discuţia de mni sus, definind p 11l1·r1 ·11 11 
tului cu ajutorul unei secante precizate (cea mai naturală nkgrrc ar fi f'oHI. : 1111 
ce trece prin centrul cerculu i, faţă de cerc). Pe de o parfe o a::;f,f(•I <IP dd i11i\,l1 • 
fost artific ială, iar pe de altă parte nu în loalr cawl'il1·. în r111·1· : " <1;111 d( •r1 11fl 
siluo\.ii cum est.o ct~ ll d1scrif;i'\ mai s11s ~-(· plt :il1 g1• :1: lf1 ·l di· „111111 ·!1· 111i,i lq :i1 11 1' 
:1 f1 •1-1 f. ai1:i f: <'c:111f 11 ,.,. I r1•rn prin 1·1·11 I l'll . 

'l ' 1111 •11f 11 ll~' H 1 11l11l . o d1• for.1n11 A I I 
11 1 , f o l1111trÎrt11111 I lotJ 11 „ I '" 1 · 11~111 (/ () V I") ""/I , 111.11111· 

, . 11 11 1 i·nv1•11i 111 111·1111 1-1 1.11 probl1111 111 la 

I' u 111 I 11 I"' 1'11 (.ti do "'''''' 1 rr il1il'1' 11 ' ( . J • , I , 111 ( o 111111 HllH I I 11 111111111I'"1-1oi·1t1tlu MA. •, OH ,ot:111· 
' , . , h, Hog111or1tolo ori1•11tnto MA Hi 

li 1111 , tln1 ·1 111:1d111-11 H1•mn <·'1r1rl M . . • 
• " 1 ' vn fr în exLp1·1 · f • 

I III I 111111 •111 ·11 tlnf'Î Ht'lll I , , 0111 C:Ol'clll111 
' , " no COilc l' /11'() t·în<I M r j . . 

1111111d111111 ·11Hl.11 Hi'gmont,o osLo n~;. ,Doci rv~ '. n rnL<wrnr. Cind 
i111l1l111111·111 11L11t,1 MA MB f ' .. po usu11!fA·Mflnl 

' va i pozitiv cînd M va f1 Jn exoori , 
' 11 I'' ' H1 '1 Hr rr11g11Liv cînd M f" i . . or' 

I ' va ' n mterior I 1 . 111q111d 11111111 Ht1H. • naces „.rnod 

. " 7 ii ,îşi pune problema: la ce distanţă trebuir. ol 
l1d1111 Iru Mihui Viteazul astfel în ît ă. , . 

' c ea s -1 aparii cit mu1 

11111i ' pr·1ililt1.1n1t do Tudorică ea n . 
l11111111l1il11 d111ll.1d do im1H·e·· C · • u poate~f1 rezolvaLil pe11 -

c1s. e Intelege Tudorică . I . 
1111' d1 1 lr111l(1111rn1 Hl.11l11i1· ;l N. . , . pnn „c t mm 

' · u, mi-a precizat T d · v • 

I ' '111" I 1111I111 „~ " pr·1· . u orica, este vorba 
" · " v1rea mea d I · 11111 111, 1 I/) (, 1. . . ' e a copita calului pînă Ja 

' i1 r 1tgl'rn atenţia lm Tud . V 

orica asupra faptului că, 

----
! 

i 

------·- ----- L_ ~ - · -- -·-----......! 
Fig. l.37 

I I ' ' ii i'' ''" f' ", M nr· p11l,on Hi'( nu mai vudi:i nici 
lfil I "''' 1'11•1'111 "'0 111·ii , ci Jnuiini cr ' " c~pita calului ci 
li 111' "' r 11111 I" I Si I . T I : oşLoLu l ş 1 uroch1lc cnl11Jni. Din 

, " n .1mt:1 li< Ol'J<:/t n nr,r,opt.11t, R/1 Hi rn plifico pro-



f 1. t l AC este perpentl1cu lnr pe d rrn piti 
blema. A for.mulat-o ast e . segmen u AC Unde Lrcbuiu • 
(fig. I.3S), B este un punct fix interior segmentului · 

x' 
t 

X 
N 
A · MN Ax) astfel incit .:ţ:_BM(' 11 

plaseze un seg.ment MN (NE x şi 

maxi~.om si.mplifica şi mai mult problema. Este evident_ c.ă segme~ l, 111 
· v , · d I t VI ile lui Tudorică pînă la mvelul ochilor li 

reprezmta mălţi!11ea ! e Aa Ba P lul şi t iar h înălţimea sta tun. ~„ 
diferenţa dintre mălţ1mea a soc u1. ' . 
distanţa d = NA. Mai desenăm o dată figura (fig. J.39). 

Fig. l.39 

x' 
a 

Af
. vm că punctul M căutat se obţine astfel: ducem pr!n C şi J) "1" 
irma . I V t t şi M p - a " 

tan ent la Px' . M, punctul de tangenţă este ce cau . a - „ 

dev~r pentru oric,e punct M aşezat mai departe sau mai apr.oap;Cde P, 1111 

M' va fi .mai m~c decît jumătatea arcului BC (rie că dm - 2- .rnul III 

d
. t d 'Id V ST fie că, dacă punctul este. „prea aprou pll 

măsura unui arc a . e pi a - 2- ' 

BC") 
P, scădem ceva din „mai puţin decît arcul 2 · 

· · are e~te în fond distanta a ? Este a = V SfS+1t.J.. Cu 
· !m~e~f: ;roportională intre difere~ţa dintre înălţimea soclnl11.1. ~ I 

cuvm. 'v . . , dintre distanta de la sol pînă la virful soc urll 
~ui~~\~~e:u1:i1ţ:e;Jr~c~. Evid~nt ~pare mai uşor de. rezo lvat probi( ,11111 

de formulat nematematic soluţia el. . . I 
În multe din explicaţii le caro se dau ru ajuLorul J, muLemnt._in11 ' 

. .m1,·1 ~i .rnpl ~ . Nnm ni d 1 t.rn!nno r; I\ no oh1~ 1111I 
· 0 for.mă de cxprt.mnre , " 

e11 ... 

"" 111·1d.11 oii puterea unui punct exterior unui cerc faţă de acel 
1•1111 011 p1Hrntul distanţei de la acel punct la punctul de 

I d 11111 11111.oi dusă din el la cerc. 
I 111111uil.olo d11Re la. două cercuri secante dintr-un punct situat 

'" li 1111 l.l't!( 41 prin cele .. două puncte . comune celor două cercuri 
I 111 111 11 I 1111 lor două c~i:curi) au lungimi egale. 

I 11 111 1111 p1111cL are puteri egale faţă de două cercuri secante, 
11111 I I 1111 1,,11 1t.111d, po dreapta ce uneşte cele două puncte comune celor 

t '111 11 C1Nl.11 100111 geometric al punctelor ce au puteri egale faţă de 
I I I • III 111111{11111.0 jl 

I 111 1111·11 11ri m1 contrele necoliniare sint secante două cite două. 
1 11 1d 11 11 11 011 I.roi coarde comune sînt concurente. 

li 11 d1111 tlo11/\ HOgmente u, v. Construiţi un segment de lungi.me 

1 tl1111 do11/\ puncte A, B şi o dreaptă d. Să se construiască un 
1 I 1111" 111·111 11, IJ şi este tangent dreptei d (A, B sint în -acelaşi 

1111 1d1 111 111\ d11 tlronpLu d). Cite soluţii are în general problema? Care 
111 111 dn 11xrnp \.io i1 

l I 1111 i o 110111\ dornonstraţie teoremei de la pagina 28, în cazul cînd 
I 1 • I 1111111· 111 11·0 11l11i , urătînd asemănarea altei perechi de triunghiuri 
'1111 1 1111 11 1tl111·1d,/\ 1n demonstraţia dată acolo. 

li I 111 (I o 11011 li do monstra ţie teoremei:· dacă într-un patrulater 
d 111 11111110111 for'Jnonză cu două laturi opuse unghiuri congruente, 

1 111 ld11rtlo op11HO nle patrulaterului sint suplementare. Nu se va 
lt I 11 ' 1111 111 d1111onHLruţie noţiunea de cerci , 

III ' 11 11111111id1 rll 110 cerc; un punct fix M nesituat pe acel cerc şi un 
I 0111 (f' 11 11t 1v) k. So consideră un punct A pe cerc şi punctul B de pe 

1l ol 11•111d11 M ii p• 11t.r11 cure MA· MB= k. Care este locul geometric 
I 1111 /I 1 t11d ,I p11rn111·gi1 coreul? 

11 I :111 '' m1 l.11 11111111 geometric din problema 10, în cazul cind M se 
1•11 , 11 11 1' 

'11 111 11 H11d1 r/\ 1111 patrulater inscriptibil ABCD. 
"' 1 111111l,rui11sol1 un punct E, de aceeaşi parte a lui AD 

I li • <' , 11111.fol flii · 6 AED ,....., 6 BCD. 
• I 111~ ' " '1H11 · i~1 po figurn formată alte două triunghiuri asemenea . . 

11 111 111111 11,1•11 ~i d l. 11.C · BD = AD · BC + AB · CD. 

11 ll1d111q,1 11 1111Hl.1·1u : ţin din problomn procodonLă în cazul unui 
d 1il111 111 11 v11~ 11 11 rnonro Al/CD şi do.monHl,rn\.i ci\, ducă AC· BD = 

t I• /Ir' I ,I li · f'l> , nt.nr1<:i p11Lr11luLor11I 1 fll,o inscrlpLibil. 



f.1. Cn dl'v1111• 11111111ţul 1wohln111111 :1 d111'1I d 1111 11 d111 1·111·1 · 111 ·1 fl1nl I 

gonto , i1\r ni troiroa oHLn Hocanl. 1·11 l'io1'111·n di 11 olnl' Folw1i~i rrni:111t11 
pentru u construi un corc co troco prin doui1 purwt.o dat.o ~î OHl.o I 11 11 
la un cerc dat. 

R'ELAŢII METRICE 
ÎN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC 

Pentru a deduce o primă consecinţă a teoremei din paragrnful JH'11i't11I 

(teoremă care se va numi „teorema asupra puterii punctului faţă dn 111111 

să considerăm un triunghi dreptunghic ABC cu -9::A = 90°, să duco.111 1•11 

de centru B şi rază AB şi să considerăm intersecţiile sale D şi E cu /lf 

Fig. 1.t,o 

c 
. Cercul va fi tangent în A la AC, iar BE = BD= BA. Teorema 1111111 

puterii punctului C faţă de acest cerc ne spune că AC2 = CE· CD - (('li 
+ AB)(CB - AB) = CB2 

- AB2
• Obţinem, ca primă consecinţă a I,~ 1:111 

'Puterii punctului faţă de cerc: 

Te ore ma I u i Pitagora. Într-un triunghi dreptunghic·, " 
pătratelor catetelor este egală cu pătratul ipotenuzei. 

B 

Fig. IJ.1 

A C 

li l1•11 1•n111ni pul.01·ii r•Ufl(•1 LI . f 
I '' I Ul ut./i dn 1•t11'f' 11 bi' 

1111111 Porc n)p0<fntl ,1 ' · . 0 0 r1110 duclncl 
I I , ~ ' u Jnmct C po L ' 

111 'n l11l11ll 1111111 ·1, comun D Dl dro . . ungonta în A la cerc 
-ptei CB ş1 al crrcuJui (fig. 1.42). 

c 

~ 

Ar---o=---__:~8 
i I Ir I .Ir' , i i I) J IJC şi Ac2 = CB· . 

t lt I 11 1111ul I .. I . lLJ. 
"' 11 i i 1 p ,1111gl11c se poate . 

I" 11111111 , •il1t1111111 1 : considera în situaţia triunghiu-

l l I ., I o I. îutr-un triunghi dreptunghic o c 
q111l111111:r.1't ~i 11roiecţia ac~stei catete' pe ip:~:~~ze:!~ 

( 

111 I 11 I VD AC2=CB ·CD 

AB2=BC · BC 

A B 

li I 11111111„1•1)111 1111 f>1111('L D . . . 
""'"'" I I' rn mterwrul unui cerc si să d 

. , l"'''/Hl 11<liculară pe acest d' , • ucem 
iametru ce trec prin 

I IM I I' fJ 

BC2= A82+ A C2 A' 

Importanţa acestei teoreme este foarte mare. Ea reprezint/\ 
unei probleme de tipul: se cunosc lungimile a două laturi ale unui t1•111 

şi măsura unghiului cuprins intre ele, să se calculozo lungi.mea colw 

trc1ia laturi (unghiul cuprin~ avînd o valoare particul11r1~, do !)0°) . 

·~·) 

Hll' DB· DC= DA. JJA' = DA2. 
1/1 fi /I I , 

lt I I ' ' " 11„ li 111111 I I 1111 111 ·, JIO o dre11pl.1'\ hq ·I<' ' . . 
I 1 1 "' "" tln 11 1pl1. f ' roi .. 1• . \ K1 m Jll< ' IOl'iil JW1·1•P11di1·1il;irei ,, 
I I I• .111 1111111 HOl(llll'lll , •I ullS!' 

I "' 11111, " p1111!1111vido11I lttllm i i .' rn .11 HUl( ll1t •11l.1il ifolorml1111L dt· 
. I li 1·11 /ll'<IHlf't.ltt 11111if ~llH' llH11i1 Hi\ St• „ l'l'IJilf' l1 " 



Te ore ma î r ă J t im i i. într-un triun~hl drn11t111wh ,„ inll.lţimea. 
lusă din vîrful unghiului dre1>t m;te medie proporţionnH1 î 1tr11 <·efo două seg„ 
mente determinate de ea. pe i11otenuză. 

A 

B o r 
Obser11a:ie. Teul'ema catetei şi teorema inălţimii se pot demonstra şi 

observînd că 6. ABC ,...._, 6. DAC şi că 6. ABD,....., t:/)AD şi alegînd, din relaţiile 
de proporţionalitate ale laturilor, cîte două rapo, rte egale, relativ la care se 
scrie egalitatea dintre produsul mezilor şi cel al extremilor. 

Cele trei teoreme de mai sus ne permit să „stăpînim situaţia" din figura 
I.46, în care este desenat un triunghi dreptunghic ABC şi înălţimea sa AD 
dusă din vîrful unghiului drept A. 

A 

AB -LAC 
Fig. l.46 

AD J..BC 

B D c 
Mai precis, aceste teoreme ne permit, cunoscînd lungimile a două di 

cele şase segmente ce apar în figura 1.46 - două catete, ipotenuza, înălţ i 

mea, cele două proiecţii ale catetelor pe ipotenuză - să calculăm lungimi! 
celorlalte patru. Ţinînd seamă şi de „simetria situaţiei" (nu a figurii!), se po 
formula nouă astfel de probleme. Două din ele sînt mai dificile şi vor fi rezo l 
vate in continuare (problemele rezolvate 2 şi 3). Vom începe cu una din cel 
simple, iar celelalte şase vor fi obiectul problemelor 1-6 ce le veţi avea d 

I pu l 1·.:a 

.- 111 _i_ AC, AL> _i_ BC l'vncluzio 
11 fJ = 4., AC = 3. ' BC = ... , AD= 
ll1·zol11are. Din teol'ema l . p · BD = ... CD = .. . , 

~ I · 1 ~ Ul itagora ded , ... . 
i • = 25, deci BC = V25 - . ucem Bc2 = AB2 + Ac2 -
l i f) . 1JC deci BD - AB2 . - 5. Drn teorema catetei deducem AB2 -

' - - adică BD = ~ = 
d1 li i·11 lcula CD: una con~[v. . 5 • Avem acum douăposibi}ităti 

a m a aphca teo • 
111 li u1·rie CD= BC - BD - 5 16 9 rema catetei pentru AC cealaltv 

- - - =- 1n r , a 
d1 " •·1ilcula AD: teorem I . p· 5 5 . . me, avem trei posibilităti 

a Ul itagora în triunghiurile , 
I' ' ! 11i1 teorema înălt. . . p . dreptunghice ABD 

. , Imu. rima dă AD- V 2 "\ r , 
::· - AB - BD2 = V 42_(~2) = 

Ohserraţie. Din 6ABC 
"" 6 DAC deducem si _!!_!!_ BC 

„f /J · B C, relatie <'fl r'P ()f ,.v · AD =A' sauAB·AC = 
i\ i·1·11 B lă relatie n ;1 re . "'a o a patra posibili ta d C 
11 111 duri " (ve~i s· p· - p5r.e9. zmtă altceva decît aria 1 _ tAeBC~ calcul al lui AD. 

•
1 ag. - :60). " Ul , calculată în două 

l1 111girnile i potenuzei ,BC - ~·- i11tr-u~ tri1:1nghi dreptun h " 
111 11" J>l'Oiectiilor BD DC - a şi ale mălţ1mii AD= h §v ic ABC c_unoaştem 

, ' ale catetelor pe ipotenuză (f: al s4e8 determme lungi-
1g. . ). 

Fig. l.48 

I 1111/r'za 

rezolvat. 

Problemă rez?lvfltli I. într-un triunghi dreptunghic 
catetelor sint AB = 4 cm şi AC = 3 cm (fig. I.47). Să se 
mile ipotenuzei, a !nălţimii şi a sPgnwntrlor determinate 

111 J..:. AC, AD_!_ BC Concluzia 
ABC, lungimii fir, - a, AD = h. 

1 

BD = ... , CD 
· . fir · :ol11are U h. I ·· · · 

determme lung , , , 111 · · ng m BAC fiind drept 
1 111 1·11·cumsc · t · . , rezu tă c~ BC 

pe ipotenuză d ris rmnghmlui ABC deci ce t la 
0 

este un diumnLrn ii 
'' '"' /1 111•111 lui BC. Deducem OA = J__~BC = !!_ n :u al aces~ui cur e Ho iu'/ 

2 -- 2 ,1 acum este sunp l11 do co11 
111 111 11 l.1•01·rma 1 . p· 

Ul itagora în 6. OAD dă OD = "\ /(-,a)2 - !.t~ 
V 2 ~ I " " '" ' "' '" r·11z 1rlLut BD= BO + OD = !!_ + "\ /(.!: z 2 , 

, /{ ")i- 2 V 2 J - h, CD = ro on 
V :i - h2. Evident că acest rezultat 

i t ' ' ' 1, I I 1J.( 111· 11 incit D sx r· i corespunde mod11l11i "" '' 
u IP ntr·c O şi (' . 

piciorul !nălţimii. A 

V 3 
Fig. 1.47 / 90° k \ 

[J D r .... 



. f · ntă de existenţii. u triunghiu· 
. h f „ nd Jate condiţia necesară şi su ic1e 

a şi 11 , f' · ă t u a 
. . t h ~ !!:.. (aceasta este condiţia necesară şi su icient pen r 

lut dm enunţ es e ~ 2 

putea construi 6 OAD.„). i d t a 
Odată determinate BD, CD, putem calcula AB, AC aplic n . eorem 

lui Pitagora în 6 ABD, 6,ACD. i wl . i·i· formulele obţinute rezolvă . r· i d amă de teorema na ţim ' 
Obsen>aţie. m n se . d l h2 a două numere (lungimile B D, 

şi problema: cunoscînd suma a şi p~o ·~·su t. . ajutorul calculului algebric 
CD), să se afle cele două numere. eri ica,i şi 

aceasta. I . h' d eptunghic ABC se cunoso 
l t - 3 ntr-un trmng i r · ă 

Problemă rez? va a . . . + •• BD a celeilalte catete pe ipotenuz . 
. ·1 . atete 4C şi a proiecyie1 . lungimi e unei c ~ . . . t' · CD a celeilalte catete pe ipo· 

Să se afle lungimile ipotenuzei BC şi a proiec ,iei 

tenuză (fig. I.49). 

A 

Fig. 1.49 

Concluzia 
Ipoteza BC = „., CD= .„ 
AB J_ AC, AD J_ BC. 

AC= b, BD= d. . BD i să ducem o tangent 
Rez1Jlvare. Să considerăm cercul de diametru .ş w AC2 - CD 

. . t l eului Teorema cate·tei spune ca -
CT la acest cerc. Fie O cen ru ce.~ · 

1 
i că cr2 =CD· CB. Deducem c 

. CB, iar teorema asupra putcer~i ~~ct~;a lui Pitagora în 6,CTO dă CO 
CT =AC= b. Avem OT J_ şi eor 

"\ / BC = CO+ OB = !!__2 + "' /(!!__2 )2 + b2 iar CD 
= V (f r + b2; obţinem V 

=co- OD = vlf r + b2-f. . 
w b d există un triunghi ce îndephneş 

Oricum am alege doua n~mere ' ' T - 900 etc.). 
condiţiile din enunţ (se constrmeşte 6 COT cu 1:: - . d . 

1 w · blema. cunoscînd diferenţa şi P 
Formulele obţinutel rez~ v.~ ş~~roCD) s; se afle cele două numere (ve 

dusul b2 a două numere ( ungimi e ' 
ficaţi aceasta şi prin algebră). 

H. Probl<mw 

1. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 13 cm, iar una din 
catete este de 5 cm. Aflaţi cealaltă catetă , înălţimea şi proiecţiile cate­
telor pe ipotenuză. 

2. O catetă a unui triunghi dreptunghic este de 10 cm, iar înălţimea 
de 8 cm. Aflaţi celelalte elemente ale triunghiului. 

3. O catetă a unui triunghi dreptunghic este de 15 cm, iar proiecţia 
sa pe ipotenuză de 9 cm. Aflaţi celelalte elemente. 

4. !nălţimea unui triunghi dreptunghic este de 24 cm, iar proiecţia 
unei catete pe ipotenuză de 10 cm. Aflaţi celelalte elemente. 

5. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 50 cm, iar proiecţia 
unei catete pe ea este de 5 cm. Aflaţi celelalte elemente. 

6. Proiecţiile catetelor nnui triunghi dreptunghic pe ipotenuză sînt 
de 7 cm şi 63 cm. Aflaţi celelalte elemente. 

7. Enunţaţi şi demonstraţi o reciprocă a teoremei lui Pitagora. 
8. Deduceţi teorema lui Pitagora din teorema catetei. 
9. Redactaţi o demonstraţie a teoremei lui Pitagora fără a folosi 

cercuri, şi nici teorema catetei (însă reconstituind figura I.40). 
10. Care este lungimea diagonalei unui pătrat de latură a? 
11. Care este lungimea înăi~imii unui triunghi echilateral de 

latură 4 cm? 
12. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic isoscel este de 4 cm. Să 

se calculeze catetele triunghiului. 
13. Un triunghi dreptunghic are o catetă de 5 cm, iar unghiul opus 

ei este de 30°. Calculaţi lungimile ipotenuzei, a celeilalte catete, a înăl­
ţimii etc. 

14. Intr-un trapez dreptunghic, bazele au 10 cm şi 7 cm, iar latura 
neparalelă perpendiculară pe ele este de 4 cm. Calculaţi lungimile celei­
ln lte laturi şi ale diagonalelor. 

15. Un trapez dreptunghic are bazele de 11 cm şi 7 cm, iar una din 
diu gonale de 15 cm. Să se calculeze lungimile laturilor neparalele şi a 
c·11 lt-i lalte . diagonale. 

l6. Un t riunghi isoscel are laturile congruente de 10 cm iar baza de 
H 1· 111 . Calculaţi înălţimea corespunzătoare bazei . 

17. In problema precedentă calculaţi şi celelalte înălţimi ale triun­
~ 11111I11 i. 

18. O coardă a unui cerc de rază 15 cm are lungimea de 8 cm. Calcu­
l11l 1 diHLnnţu d.e la centrul cercului la ace coardă. 

rn. Care este cea mai mică putere ce o poate avea un punct faţă 
d11 1111 rn re de rază R ? Care eRte punctul de putere minimă? 

"0. Caro nsto lungimea tangentei dusă dintr-un punct la un cerc 
.1 11 1111.1 :t c:111 , d1tc1'1 distanţa de la acel punct Ia centrul cercului este 
,i, li 1' 111 r' 



21. Calcul1:1~i lungimea t angeu telu l' comune a Juu ă eereu1·1 t1u1g1·ute 
exterioare de raze R şi r. 

22. Calculaţi lungimile tangentelor comune exterioare şi interioare 
a două cercuri de raze 8 cm şi 5 cm, dacă distanţa dintre centrele lor 
este de 20 cm. 

23. Daţi diferite metode de a construi un segment de lungime V uv, 
u şi v fiind lungimile unor segmente date. 

24. Găsiţi un triunghi dreptunghic astAel incit lungimile laturilor, 
a înălţimii şi a proiecţiilor catetelor pe ipofenuză să fie toate numere 
naturale. 

25. Latura unui romb este de 11 cm, iar lungimea unei diagonale 
de 15 cm. Este această diagonală mai mare sau mai mică <lecit cealaltă 
diagonală? 

26. Diagonala unui dreptunghi este 10 cm iar una din laturi este de 
7 cm. Este acea latură „lungimea" sau „lăţimea"? 

27. Un patrulater ABCD înscris într-un cerc de rază 25 cm are dia­
gonalele perpendiculare , depărtate de centrul cercului la 7 cm respec­
tiv 15 cm. Să se calculeze lungimile laturilor patrulaterului. Să se cal-
1"'.ulcze şi lungimile diagonalelor şi să se verifice relaţia din problema 12 
de la pag . 31, adică AB ·CD+ AD· BC =AC· BD. 

28. Enunţaţi o reciprocă a teoremei înălţimii care :su fie incorectă ! 

29. Într-un triunghi ABC, unghiul A este ascuţit dacă şi numai 
dacă BC2 < AB2 + AC2

• 

ObserCJatie . Desigur că aţi rezolvat cu uşurinţă problema 10, aflind 

astfel că lungimea diagonalei unui pătrat de latură 1 cm este V'.X cm. Deci 
construcţii simple aplicate unor segmente cu lungimi raţionale (chiar întregi ) 
conduc la segmente de lungimi iraţionale. Descoperirea acestui fapt a produ 
o mare surpriză în lumea matematicienilor greci, înaintea erei noastre. 

J~',·1stă totus1 t.:ur·;'' ·un d,·· p. ' 'l'._,-•Ce ale ,'i' . , , l ··, 

· ,;ilili înt reg. Lnul din el"' V•"e l:el de ca,Pte 3 şi <±ş .:1 

vind probleme aţi întilnit probabil şi altele. Se cunoaşte forma generală 
tripletelor de numere naturale '#- O (x', y, z) pentru care x 2 + y 2 = z2, anum 
x = k(p 2 - q2), y = 2kpq, z = k(p 2 + q2) sau acelaşi cu x permutat cu 
in care k, p, q sint numere naturale, p > q şi, pentru a evita repetiţiile, s 
presupune că p şi q sint prime intre ele şi sînt unul par şi celălalt impa 
Prezenţa factorului k este uşor de înţeles dacă avem în vedere noţiunea d 
triunghiuri asemenea. Să dăm citeva exemple,(toate cu k = 1) p = 2, q = 
dă (3, 4, 5), p = 3, q = 2 dă (5, 12, 13), p = 4, q = 1 dă (15, 8, 17), p = 
q = 3 dă (7, 24, 25), p = 5, q = 2 dă (21, 20, 29), p = 5, q = 4 dă (9,. 4 
41) etc. Puteţi folosi aceste triplete pentru a compune voi înşişi problerr 
în care să nu „apară radicali" în cursul rezolvării lor. Puteţi verifica uş 
că x, y, t definiţi p1·in formulele de mai sus verifică relaţia x2 + y 2 = 

\1 111 1-r1•1•11, d1~1 · llU dirwnl11 d1 • lllH1hilr1 I , ' . 
tl11v„rl1 <:l'i orrCI' tripl(•t I I I \.i.11 v11111if.11 • d1• îrl(,eJn"PrO l'Sf1• I 

I . ' ' · (I' lltlllll'l'(' !1tf,1'(', ( . ) h ' ' • (( I li u11 "J\rrw p1·1n formulele dP . g1 .i, y, z pentrn cnrc xi+ y1 i - -2 
. lnfll SllS cu k, 71 . q lntrPgi. - "' 

SINUSUL ŞI COSINUSUL 
UNUI UNG-HI 

După ce 1n ultimul paragraf am învătat V V • 

" d11111î laturi ale unui· t . h. d '. sa calculam, cunoscînd lungimile 
rmng 1 reptunghic 1 · . · · 

i11 1 l'•iln pune aci problema d d . , ung1mea celei de-a treia laturi 
· e a etermma cunoscind J · · ' 

1111111 1.„1unghi dreptunghic si măsu . d : ung1mea ipotenuzei 
I · ' ra unuia rn unghiurile I · 

1111 •11 atur1i opuse acelui unghi (fig. I.50). C sa e ascuţ1teL1ungi-

Fig- l.!i11 

900. 
A 

Răspunsu] la această. problemă. nu se . 
i:1u·e să contină numai op t„ poate da cu a1utorul unei formule 

, era, u cu numere cunoscut . V 

n 11 este însă atit de gravă" i'n 't V r· b . e pma acum. Situatia „ c1 sa im o hgati s V 1 V , 

" nstfel de problemă print - V V , a rezo vam de fiecare dată 
I . ro masuratoare. Anume v b v v 

' o11i:i trmnghiuri dreptun h . x ' sa o servam ca dacă in 
li ' 1 t g ice cu AA = 1::A' = 900 unghiurile din B şi 

H 11 congruente atunc · t · h' · · 
I rmng mr1Ie sint asemenea (cazul 2) . d . AC 

fi ( ' şi ec1 -, -, = 
'' ('' , deci cunoscind ipotenuzele lor si cateta AC d'n . 1 d A~ 

• V ' , 
1 primu etermrnăm 

'" i1~111 · inţa cateta A 'C' din celălalt (fig. I.51) . 

I 11 I ,1 c 

~(~ 
8 A 

A'C' = B'C'. AC 
BC 

l ;li 1ilil' f'llVintr c~ j" · , , ~~e s11 w1ont S;I c 11no nşL1 ! m r·npm·t ul /IC ' t, . . 
I ~ · !t ( : in 1-un triunghi 
I jl I 1111i.ih III (.l[l l'lJ l:l l'(l ll H111·n lin li i 11111 ' . 

g i lJ ngn lii cu :c, pon t.1·11 R pu Loa c11 lc11 la 



X in orice triunghi <l1·eµt1111Kh ln d 11·11I11 
a.t'~ta opusă unui unghi de măsurii 

se cunoaşte ipotenuza'. V f bil să caracterizăm mărimea unui 
Ajungem. la concluzia ca este pre erad ci· rin raportul dintre distanţa 
. · · n mărul său de gra e, P 

mgh1 ascuţit nu prin u . 
1 

.- 1 l · la cealaltă latură si distanţa de la 
le la un punct de pe una din atuu e sa e . ' 
lCel punct la vîrfu tun ghin lui (fig . J.52). 

X 

A ) 

90° 

A lH 
Nu x ci AO 

Fig. 1.52 

O fv1 
t~ V acest 

Raţionamentul de mai sus (cu triunghiuri asemenea) ne araa:e:alatură 
h . b V dacă înlocuim punctul cu alt punct de pe , 

raport nu se sc im a . l 1 nt 
d }altă sau dacă înlocuim unghrnl cu a tu congrue . 

sau e pe cea 
Q 

Fig. 1.5.3 

·AM BN CP _DQ 
. AO = BO = CO = DO' 

X 9Q0 90° 
o' 

o f'1 .N C . . . . 
. . D . v 0o < x ~~ 90° se numeste sin x , ş1 se citeşte „smus 

D f · i ţ 1 e. aca ~ • · · v A • . h · 
J " :ap~:iul dintre cateta opusă unghiului x ş i _ipotenuza mtr-un trrnng 
d;e:t~nghic care are unul ilin unghiurile sale ascuţite de măsură x. 

A 
. AM 

smx = AO Fig. 1.54 

X 90° 

O, _ _..___. Md r· .t. 't co1·a·c·tr1" * 
A • t .n1a 1· Sl'" ca· „ inr ia e:s e .., , ., m vazu 1

"' " ' ' • • • h' · nu s 
Veţ; vedea în ultimele clase de liceu că smusunle de ung vi~nf ' 'tV" 

, . f lă i apare o suma in im a 
măsoară, ci se pot calcida prmtr-o armu n care , " . 

formulă ce „1ncepe" astfel: 
5 

sin x; ;:O - ~( ~:or + I ~O(;-~~ ) 
V 

. I ......, 28 sensul acestei expresii. 
• CZl a~· 

111 11 1 11111i jos o t.• 1bc: ll\ (1 '. 1tlc :11l11I ~ . 111' < XPmplu, JH' baza formu lei de mai 
111 rn11·0 fi guraază valorile lui sin x, CJJ trai zecimale exacte, pentru toţi 

1 • 111·11111it, i printr-un număr intreg de grade , cuprins intre 0° şi 90°. 

o 2 " 4 5 6 Î 8 9 ,} 

--------------·-·-----~---------- -- ·· - ---·--

li 

I 11 0,174 
0,342 
0,500 
0,643 
0,766 
0,836 
0,940 
0,98 5 

0,017 
0,191 
0 ,358 
0,515 
0,656 
0-,777 
0,875 
0,946 
0,988 

0,03:> 0,052 
0,208 0 ,225 
0,375 0,391 
0 ,530 0,545 
0,669 0 ,682 
0,788 0,799 
0 ,883 . 0,891 
0,951 0 ,956 
0,990 0,993 

0 ,070 0,087 0,105 
0,21i2 0,259 0 ,276 
0,407 0,423 0 ,438 
0,559 0,574 0,588 
0,695 0,707 0,719 
0,8 ) 9 0,8t9 0,829 
0,899 0,906 0,914 
0,961 0,966 0,970 
0,995 0,996 0,998 

(1111 irna valoare este 1,000 cu „rotunjire prin adaos") 

0, 122 0 ,139 0,156 
0 ,292 0,309 0,326 
0 ,454 0 ,469 0,485 
0,602 0,616 0,629 
0 ,731 0,743 0,755 
0,839 0 ,848 0,857 
0,92 1 0,927 0,934 
0,974 0,978 0,982 
0,999 0,999 1,000 

Cu ajutorul acestei tabele putem răspunde la două tipuri de întrebări: 

1) Să se afle sin 23°. Găsim din tabel sin 23° = 0,391; mai precis, 
l11011r·ece tabelul conţine valori aproximative numai: 0,3905 < sin 23° <0,3915. 

2) Sinusul unui unghi este 0,32. Care este măsura x a acelui unghi? 
>i11 Labe! găsim că sin 18° = 0,309 < 0,32 < 0,326 =sin 19°, deci x este 
·11pl' ins între 18° şi 19°. 

Există şi tabele mai precise , cu mai multe zecimale, şi din „minut în 
11i1111t" etc. 

Obscrraţia 1. Putem determina măsura x a unui unghi şi dacă ştim de 

~11 111pl11 că sin-=-= 0,16. Din tabel obţinem 9° <-=- < 10° ,deci '18° <X< 
2 2 

'IO". 

~ . l) jn cele cunoscute pină acu1n putem deduce valoarea exactă a sinu· 
11111111· 11 Lrei unghiuri. Ştim (teorema lui Pitagora) că intr-un triunghi drept-

111 111 1· i11o scel de catetă a ipotenuza este a v2. 

Fig. 1. 5.5 
n\l?/la 

~ 
a 

\ 
11 111 •1 KÎ ll fi~\= n 

1 a V :i 



~tim cil lnt r•-nn t.ri11nghi dt '<) pt unghi e dr ipotPn11;: :1 a ,.,. III '" 1111 11ngh 

ascuţit de 30° cateta opusă acelui unghi este f (deoarece „compleiln<l" tri 

unghiul se obţinP un triunghi echilateral. t'ig. I.56). 

Deci sin 30° = _I_ • 
2 

J 

Fig. 1.51-i 

ay/3 I 
În acelaşi triunghi lungimea celeilalte ratete este 2 (teorema u 

. <l .. 600 V3 Pitagora), ec1 sm = - 2 - • 

Problemă rez?lva tă 1 Cunoscînd ipotenuza şi un unghi ascuţit ale unu 
triunghi dreptunghic, să se afle catetele (fig. I.57). 

c 

a Fig. 1. ;,; 

90°r ,.._,ll_,x _ _ _ 
~ . --

B A 

Ipoteza Concluzia 
BC =a, :;:_s = x, :;:_'A = 90°. AB = ... ,AC= ... 

Rez?lCJare. Avem, prin definiţie,AC = sin x , deci AC= a sin x. Teorem 
a 

lui Pitagora dă AB = v-a-2----A-C-2 = Va 2 - a2 sin 2 X= a v1 - sin2 x . 

'. Mai putem scrie, deoarece :;:._ C = 90° - x, şi AB =a sin C 
= a sin (90° - x): _ _ . . 

2 
, . 2 • 

Obser\Juţu:. ~,-, rerna1·cam ca am scris sm x m loc de (sm x) , aceas 
este o convenţie de scriere. 

Cunoscind o catetă şi ipotenuza unui triung 
dreptunghic, să se afle unghiurile triunghiului ( fi~. Ui8). 

/ 
/ 

{_, 

! 
I. 
:„„) 

Fig. 1. 58 

llt I 

I 1•11/r· • 11 ( ' u11rl11 ~ 111 

) 1 !)() ' . fi( ' (/, /I(' ,,, 1:.: n ~ „. , .ţ.:_ r· . 
llr· .nf1'1m•. Conform definiţiei avem sin B = !?_ şi această relaţie consti­

a 
1111 1 ·n~ p11n s la întrebarea „care este măsura :;:_a?" 
~l111111rn :;:_c se determină fie din :;:_c = 90° - :ţ:_B, fie din sin c = 
„ ~ h" (' l · p· . A B) "eorema m 1tagora, sm C =_a._ . 

" 
' j'111!11d seamă de rezultatul din problema rezolvată 1, se dă: 

l · t ie. D.te.ă 0° < .c < 90° se numt'ştc ;,os x şi .se - ·' eşte „ ~ c·nus 
' I ; . ~ 90° - .f) 

,' : 11111f!1il şi cosinusul unui unghi se numesc şi „funcţii trigonometrice ale 
li• 111111 1111ghi". 

C.E Şl'DI DE~P ll.E 
.'IX T~ şi :os1Nus ~ 

1 I1 1;·-u~Bf;:'"'181ghi tlrept-:.::1ghic ABC cu ~A= 900 '"" 'm AC= 
1 1 • - C l v <> B 

f.'ig . l..')9 

h. () · Rin X < 1; 0 < COS X < 1. 

c 

1 
.J2J 

A 

-(~l) ' ·- .r) Aceasta ne permite să folosim tabelul de la 
I' 1 111 11 111 ~ i la calculul cosinusului unui unghi dat şi la determinarea unui 
111 111 1 111.I i He cunoaşte cosinusul. 

ii 11 11 \ rnwlval'ea problemei 1 am văzut c ă cos x = V1-sin2x deci 
pentru orice .T (cuprins între 0° şi 90°). 

\, 11 11 11 111 oH~ . o o expresie „trigonometrică" a teoremei lui Pitagora. 

" . "'' , .f I' I 1 

"' 



'l'ANtU~N'l'A UNlJl l lNGlll 

Dacă într-un triunghi drept unghic ABC cu A = 90° cunoaştem AC= 

11i .C = x atunci ipotenuza BC = _b_, iar cealalt\ catetă AB = BC sin x 
T 1 OOSX 

= b sin x . Cu aceasta am rezolvat problema: cunoscînd lungimea unei catet 
COS X 

şi unghiul alăturat dintr-un triunghi dreptunghic, să se determine lungime 

celeilalte catete. 
In rezolvarea numerică a acestei probleme, sîntem în situaţia de a fac 

o împărţire a două numere (sin x şi cos x) pe care le luăm din tabelul de i 
pag. 41 . Să introducem: 

]) e finiţie. Se mmH'şte fangenHI a unui unghi ::r, pentru <'are O' 
< x < 90°, cîtul .dintre sinusul aeclui unghi şi em.inusul său . 

I „,„ ,1 

tg .l -- ---
i·os .r' 

Tabela de valori a tangentei uşurează calculul de ~iai sus. 

I o 1 2 3 4 5 6 7 .8 $) 

----- - -- ------------------- --- -- - - . 

0,070 0,087 0 ,10S 0,123 0,141 O 1r oo 0,017 0,03) 0,052 , 

10° O, l 7t3 0,1% 0,213 0,231 0 , 2 ~. 0,2CS 0,287 0 ,30d 0,:12:) 

20° O,JGI, 0,384 0,404. 0,424 () I,. 0 ,4.66 0/i.88 0,510 0/ l32 
, .... t 

30° 0,577 O,G01 0,625 0,6!i9 o,c-;:, 0.7 00 0,727 0,1:-)11 0,781 

40° 0,839 0,8G9 0,900 0,933 0 ,9GG 1,000 1,0:iG 1,072 1.1U 

so~ 1.tm 1,235 1,280 1.327 1,37G 1,428 1,483 1,540 1,GOO 

60° ...J 1,7J2 1,804 1,881 1,QG;) 2,050 2,HG 2.246 2 ,3 ~>6 2,475 ' 

70° 

1 
2,7fl7 2,904 3,0'7P. 3,271 3 ,487 3,732 4,011 tl,331 4,705 

SO" [J,671 G,314 7 ,11 :-J 8,H4 9,51411 ,4301/i,301 U),08 128,63G :)7,2 

·--- -
______ . ......_ ___ ---- --- ------- ----

Se introduce şi: 

D e r i n i ţ i e . . Se nuuu'şfr cotangeută a unglliulni x pentru O" < .r < · 
. ·

1 
~ COS .T 

dtul (!intre <'Osinu, ul :.wrlui unghi ~i smusu ;;au, ctg :r == - - • s in .i 

7. Probleme 

1. Examinaţi tabelul de valori al sinusului ş i răspundeţi la întreb 
rea: dacă x < y atunci avem sin x < sin y, sin x >sin y sau sin x 

=sin y? 
Demonstraţi apoi răspunsul (evident că tabelul, ce nu conţine dec 

valorile lui sin x pentru x întreg, nu ne poate ajuta în această demo 
straţie); amintiţi-vă teoremele de la „inegalităţi" (Geometria el. a VI-

2. Acee11şi întrebare pentru cosinus. 

3 Exuminuţi <l if r•on ţu l o d inlro valorile succesive ale sinusului <lin 
l 1 1b~lul de la pagin_'.l 41 ; mai precis examinaţi valorile expresiei sin(x + 1°)­
- srn . x. pentru x mtreg . Unde creşte s inusul mai repede, în zona valori­

lor m1c1 sau a celor mari ale lui x? 

4. Care sînt valorile lui x pentru ca.re sin x = cos x? 
5. Ce puteţi spune despre măsura x a unui unghi ascuţi\, pentru 

oare sin x = 0,8? Dar dacă ştim că cos y = 0,55 ? 
6. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic are lungimea a, iar unul din 

unghiurile ascuţite măsura x. Să se exprime lungimile catetelor, ale 
!nălţimii, ale proiecţiilor catetelor pe ipotenuză.* 

7. înălţimea unui triunghi dreptunghic corespunzătoare unghiului 
drept are lungimea h, ia.r unul din unghiurile ascuţite ale triunghiului 
o.re măsura x. Exprimaţi lungimile ipotenuzei, ale catetelor etc. 

8. Baza mică a unui trapez dreptunghic are lungimea b, latura 
„oblică" are lungimea. c, iar unghiul ascuţit măsura x. Să se exprime 
baza mare, latura perpendiculară şi diagonalele. 

9. Intr-un cerc de rază R se consideră un unghi la centru de măsură 
x. Ca.re este lungimea coardei „corespunzătoare"? 

10. Un triunghi isoscel are unghiurile de la bază de măsură x iar 
laturile congruente de lungime a. Să se calculez~ baza, înălţimea c~res­
punzătoare ba.zei şi înălţimile corespunzătoare laturilor congruente. 

11. Se cunosc lungimile bazei şi a laturilor congruente dintr-un 
triunghi isoscel. Să se scrie o relaţie din care să se poată determina 
unghiul de la vîrf al triunghiului (relaţia va conţine, evident, „sinus" 
sau „cosinus"). 

12. Cunoscînd lungimea. şi lăţimea unui dreptunghi, să se determine 

măsura unghiului obtuz format de diagonalele sale. 
13. Un punct este la distanţa de 15 m de centrul unui cerc de rază 

2 m. Sub ce u~ghi „s_e vede cercul" din acel punct (cu alte cuvinte, 
care este unghiul format de tangentele duse din acel punct la cerc)? 

14. Două cercuri de raze R şi r au distanţa d între centre. Sub ce 
unghi ~e văd cercurile din punctul de intersecţie al tangentelor comune 
exterioare? Dar din cel al tangentelor comune interioare? 

15. O dreaptă este la distanţa d de centrul unui cerc de rază R. 
Care este unghiul format de dreaptă cu tangenta la cerc într-un punct 
do intersecţie al dreptei cu cercul ~ 

16. ln /:;:;,ABC cu ".}::A = 90° ducem AD _L BC, DE _L A'.B, EF _L 

BC. Exprimaţi BF şi AF cunoscînd BC = a şi ".}:::B = x. 

17. Arătaţi că ctg x = - 1
-. 

tg X 

18. Arăta.ţi că ctg .7: = tg(90° - x). 
19. Calculaţi tg 29°, c tg 44° etc. 

• l.11 1 11 :011s~l\ pl'oblornl\ cn 1;11 111 1·11.lo cn urrn eozl\ so vor con:;i dC'ru şi exemp lP nt11ll41'icr . 



20. Ce puteţi spune despre unghiurile x, y , dacă tg x = 2,1 ş 

ctg y = 0,5? 

21. Arătaţi că dacă x < y atunci tg x < tg y iar ctg x > ctg y 

22. Determinaţi ta.ngenta. şi cotangenta unghiurilor de 30°, 45 
şi 60°. 

In acest paragraf vom rezolva cele trei probleme puse încă de anu 
t recut, la lecţia despre construcţia triunghiurilor. 

~~„ol1 V" • ·- 1. Intr-un triunghi se cunosc lungimile a. două latur 
şi măsura unghiului cuprins. Să se determine lungimea celei de-a treia latu 
şi măsurile celorlalte două unghiuri. 

Să considerăm intîi un caz concret, în care să presupunem că „unghiu 
cuprins" este dat nu pr.in măsura sa ci prin cosinusul său (fig. 1.60). 

l'ig. 1.60 

Ipoteza Concluzia 

AB = 5, AC= 7, :ţ:_A < 90°, cos A = 0,4. BC = ... , :ţ:_C = .. . , 
:ţ:_B = ... . 

Rezol(lare. Pentru a putea aplica relaţiile din triunghiul dreptunghi 
ce le cunoaştem, să ducem înălţimea BD. Vom avea. din 6. ABD, AD = 

= AB cos A = 5. 0,4 = 2, BD= V AB2 
- AD2 = v21, apoi DC= 7 

- 2 = 5 şi din 6. BDC, BC = V BD2 + DC2 = V 46, sin C = V21 = 
_ V46 

0 -= V 21 ~ V 0,4565 ~ 0,67 ... ' c ~ 42° „. iar ::;:. ABC = 180° - (:ţ:_ A 
4fJ 

+-'.}::: C) ~ 180° - (66° + 42°) ~ 71 ° (unghiurile din paranteză sînt ambel 
puţin mai mari decît valorile scrise.„)*. 

Vom rezolva însă prima parte a problemei şi în cazul general, cu da 
literale; se va vedea cum rezultatul ce-l vom obţine va fi esenţial în speci 
pentru problema 3. 

* P11 lcm dc lcrmina pc BD ~i ca A B s in A , iar pe C ş i din cos ( : 

V11 l.roh 11i · să deoseb im dou1' nnw1·i. 
1 ' t1·. fll I. Unghiul cupr'Îns oi; t,o ascuţit (fig. I. 61). 

(, 

Fig. l.61 7 I 
jx9otk? 
4~ - --::::::c====- --'13 

Ipoteza Concluzia 
11 IJ = c, AC = b, b ~ c, :ţ:_A = X . BC = .... 
lft>zolMre . Rolurile ce le joacă :ţ:_B şi :ţ:_C în enunţ sînt simetrice, de 

11 11111 1 11 m precizat că b ~ c, pentru a şti că :ţ:_B ~ :ţ:_C, deci că :ţ:_B este ascu­
\ 11 'J ' 1:11 figura arată aşa cum a fost desenată. Vom proceda. la fel ca în cazul 
, 11 11 <'r11l. de mai sus : vom considera piciorul D al perpendicularei din C pe AB, 
'" ''"• d1~torită· ipotezelor, se va afla între A şi B. 

ln L:,.ACD avem CD= b sin x, A D= b cos x; apoi BD= c -
h cos x. Teorema. lui Pitagora. în 6.. BDC d ă BC = [/B~W = 

ll v2 sin2 x + (c - b cos x) 2 = Vb2(sin2 x + cos 2 x) + c2 - 2bc cos x = 

Vb 2 + c2 
- 2bc cos x. 

Cazul 2. Unghiul cuprins este obtuz. 

c 

F ig. I. 62 

Ipoteza Concluzia 
AB = c, AC= b, :ţ:_A = x. BC = .... 

Rezol(lare. 1n acest caz :ţ:_B este sigur ascuţit. Avem '1:CAD = 180° - x 
1 1 111 1:ontinuare procedăm în acelaşi mod ca în cazul 1 : AD = b cos(180° - x), 

, 
111 b sin(180° - x), BD = c + b cos(180° - x), BC = Vcn2+-W = 

I /1 ;i sin2(180° - x ) + (c + b cos(t80° - x ))2 = Vb 2 + c2 + 2bc cos(180° - x) 
. B r D "I"" Hlll = - . CB 

Ol1.1·fr(laţie . Dacă cxa 111 in;lm ce lo <l ou ă forrn ule obţinute în cele două 
, 11 1111 ponlrn l111 ngi.rnc1l l11 i /J(' ol1Horvfim <' li, dacă <lofinim, pent ru 90° < x < 

11\11 ', 1·0H :t dropl - t·o8(1 HO" .r), ul 11n<' i l'or11111ln do ln cnzul 1 cslo vn ltl· 



la picioru\ ÎnălvÎJTlÎI pl'lll formula dP. mai :-1\l~ ~I i\J I\ r11hl ,ţ [) 

din teorema lui Pitagora a;m deduce BD C.7 v~1n2-=:_ AD
2 

8. Probleme 

V·-r 
' " 
1, 

1111 

1. Ca,re sînt toate valorile ce le ia cos x, cînd :r variază d1• 

180°? De cîte ori este luată fiecare din aceste valori '.' 
2. Aceleaşi întrebări ca îa problema l pentru sm :r. 
3 . . ,Rezolvaţi ecuaţiile" cos :r = 0.75 cos :i: = ---0 ,39, 

precum şi sin .r ~ OA. sin ·x = -0,34, sin :c = 2. 
4. Să se arate că relaţia sin 2 x + cos2 x ·= 1 este a.devă 1·n1 . 1 p111 1I 

orice x cuprins între 0° şi 180°. 
5. Exprima.ţi, pentru 0° < .r < 90°, sin(90° + x) şi cos(\Hr \ r) 

funcţie de sm x, cos x. 
6. Este adevărat că cos J; c= v-1-=sin2 

X pentru ori1·f> ,l' 111111 

şi 180°'.1 Dar sin X= v1·~0s:t2? 
7. 1n problema rezolva.tă 2, figura 1.64, determinaţi lung 1J1111 11 

fără a ;mai duce perpendiculara din B pe AC. 
8. Cn triunghi are unghiurile de 60°. 45° şi 

unghiurile de 75° şi !15" de 4 cm. 
a. Determinaţi lungi.mile l"elnl'lnlte Jat,ur1. 
b. Folosind şi .metoda găsită in problen1a 7. deduceţi n 

exactă pentru sin r1° şi cos 7~>
0

• 
9. Cele tre i laturi ale unui triunghi au lungimile d~! 10, 

a. Calculaţi lungimile ;medianelor acestui triunghi. 
b. Calculaţi unghiurile dintre rnedin.nP şi laturile cmesp 1111zn l11 
JO. Cn triunghi al'e două laturi de 8 şi 11. iHr nnghi111('11pri11~ 1 1 

ele de 60°. Calc.ulaţi lungimea celei de a trnia i. •. 1 u„· şi rn5snl'il1' 1·1• 11 1 I 

două unghiuri. n. (Jn triunghi isoscel are h.1.t u1·ile 1:ongniente dr. 8 , Î<ll' l lllf ' 

din virf de !!5°. Ca.kulaţi bnza sa. înălţinlf~a ('ot'esp 11nzălo111 · 1• 11 

Deduceţi yalnrtle ex:ade n\e lui sin '.!.2°30 ' ~i \'OS '22' · :~0 ' (în wq111 

lor vor apăl'efl. brneînţeles . radif:a,!'1). 
1:!. Hezolvaţi fll't)b\f~.ma 'l'I f'll 110 ungh i oarccarr :r in Im· d11 
13. Lalnrile 11n11i t1· iunghi .'\BC flii lungimile de J H (i, /I(' 

C ,1 = 8. P1' lnt 111':\ IU' 8P n lege nn pund D astfel 1·a UD :\ . I )p i 1•11 11 

lungirnea .1 l.J. 14. i.·u triunghi are o lat,u1·(1de12, unghiul opus tl1~ '. ii)', 1111· 1111 11 

r·c lelaltc um.;h1111·1 d1J 1~2" . Detei·nlinnţi rn.za ('Cl'C1Jlll1 1 ir1 ·111Ps1·1 i11 I 

ghiului. Ir) . ln problr•.111;1 p1·e1·nclf•nli\. clf'lerniinal,i ~i r :1 z:1 1•1:r1·11l111 iii 1 

11·11111gl11 . 

111111 I 1111111 l 1111' 1111111 l.l'i1111 •Iii 
11111 i 111 "HI• do (i()" (' I ~. , lll l u11g11111ll' d11HO t,11 11,, 1111glrn1I 

· „1 1:11In•1 Iun, 1 · 11 I d11 10 V gimna Htlf'('LOlll'l'i cornspunză-

tl I li "" 1111111 1111 . I I 
l

i r ''\o ogn1111 1111 lungimile <I<• I) s1· 8 ' 11 111 .10". , ' " , 111r unul clin 

'i d11\ 1 l1111f'.11111lp d in.gonulclor. 
il11il11\1 i111f•lt111rilo cli1tt.1·f> diagon·'le ii I l u ş1 latu1·i. 
'11" I i111gl1111I cli11t.1·f> diaaonale 

I I I I I I t' ( . . " 1 11 1 1111"' ' 1.1,11 1.l't> lc '\ci • . I . , ' oua ('ercun d 9 . 
i iil11t1 l1111fr11111•11 i·onrdei I . e raze ş113 este de 20. 

ii 
1 

I 1 or co.mune 
i 11,1 i111vlt11d d1nt.1·0 Ll\ngentele la ce. • . 

' I 11 1111 d11 i11t<1rH<~<·(if>. , le <loua cercuri într-unul 

' 11 '11 I p1· 11 j' li "' 1'11111, ' •Hl.nn ţn ({intre centre fii 
'111 11111 11 I rllJH''I. 1 ~ .· nd de .S . . 11 11 ·> respc('t q I i11 11 ' I I „ . iv . ca ungi.mi iar lnturile ne-

i 1111 i1 iii 11 I 1·11p•·z11 I. 

I I ii I 

I 11 d I 

''" •1111 " 1111 rl1i11rilc . as1·11ţ1te ale trnpezului st'nt 

'' iil11t1 l1111g.ri111il1• clingonalelol' trapezului· 
'11111·1 <' !.rnpezului. . I " 11111t1 1111 I I 

' ii• ii 11 l ' 1111 , I · 1 · • f 11 111 ·1 i' d1ntl'c dia,.,on I . 1 
tl, 1il11(1 1111 dtiul I ' l. 

1
' . co a e ŞI aturi. 

. 1 111 '' e < 1agonale. 

? 

al<.:\l ul'al.P 

'" 11 l111\1l 11•1 ·11 r<•dinp11nctebazîndu- :- , . 
11 """' 1„1111· 111'p1·1Hl1•nl.P. va pe cit mai puţine din 

li' 'Io 1111111I1·11p<•z sini. lu1wi de 16 . 4 . 
111 111111 .1111d111g111111l(•12 flo J . ş1 'una dm laturile nepara-
l I , . czo vat1 pentru a t t 

' '' '"" l" '"1 ·1•dP11U'i . , ces rapez punctele 

tl111111 p11111·l ,1111l1• noei d1·e te • . , 
1111 111 i I" i p1111d 11'1111\rl' 11<' '\ e p l departate mtre ele cu 4, ducem 

• · ' 1• ,a t rea pt ă j ] · · 
t 111 1 11111111 i1d1•l11ll.o . l J , 'ce ung1m1 5 şi 7. Care 

i 111 c11 pc ,c n e acestor segmente ? 
p11l l'lll11l.1•1· ('onvex ABCD a . 
I\ I 'l, 111r nn 

17 
C· ~l l ~em -~B = 13, BC = 25, 

I I 
· _..i cn at1 lungi d' 

' I"" i ••11111 •1.1 i·nl. I I . . · . . . mea iagonalei 4C i1111 . 1ş111ngh111rllc ·L· I . - , , 
i ' 11, ' 1111111·1 , wwlii11J ili 11l 1·c· 1· pa lru aLernlm, unghiurile 

I 
" · · ( 1ngona e 

" I'' ii" I 1111"" . , . , 'I/, • • „> ·• 1' pnnl'l,111 D este î · 
I' 'i ' ' 111 i ,. I r1•1 ,. pri n .1 , /J (' '> n tnleriornl, în ext.Priorul 

111111 I I li 

' . ---------­tJiCW• 

1111, '(111 Jll 'l1' li1 •;1 di• 111 Jlllf.;. :J.1i " I 
I I I III 11 11 1 ' ' l'l';.'1)1\ li (,1 ,f I ll t> ll J>l'll 

' . 1111 ·11.111111111· J>f' lii1111 · 



' I ' \ I 1\11dl 111 tll' I' 
. llJl i' ll l'IPVlllll i 1! 111 I i j.( lll 'i l •' 

l I l .· (' •1 1' 1' !H' 11 K\ l l l'll/. 1 III 
11/ /' /')( /I. „ . ' . . . 

lu di spoziţ. io t a belul do la pag• na 4 4 .. l dacă apara.tul meteorologic dm fl gurn 
. 1 fă ă. a l l' l'«l ' i m , Cum puteţi a r a, r . . t l O') 

V ut de observatorul din pune u . 
1.67 este vaz 

- ' -- - . 

Fig . I .fl ; 

111 ii h1 111pl11 A IJ . Se araU\.1 ·1 ( 'lJ ' llA D, ('/\' Ji A I:.' ş i so 1tpli ·1'1 l.Por rma lui 
11111 11 11 I\ JI D'C t ăia t do AD ş i ln 6 BAE tăiat de CE' etc. 

I ' 11 b11:1.n t.oorom ei bisectonl'ei vom rezolva: 
l 'n i/1/mu'i . Fiind d ate două puncte A . n ~ i un n11m :l r k d il'rr it "" 1. 

1 tl l1• loc11 l geometric al luturorpunctelor M pentru care M A = k (fig.I.69). 
M B 

I lfl I . l i~ I 

I p11 l 11 ZH 

li I 

\II I 

c 

k. 

) ---...... ...... ..._ 
............ --...... _ --..... 

B D 

lfr ·.~olrare. Să ducem bisectoarea. interioară şi cea exterioară a 1:'.:A MB. 
I 111 111 1· Uliu dreapta AB în două puncte C şi D astfel încît , conform teoremei 

· CA DA 1 D . l C . D • f ' d . d d 11 111111 l111t re1, -- = - =ic. ec1 puncte e ş1 srnt •xe, nu epm e 
GB DB 

,J/ , 1 1 donr de A, B şi k (vezi problemele 4 şi 5 de la paf! 10 ). Avem şi MC _L 

~ PLUS I M I> ... , deci M se află pe cercul de diametru CD. 
CÎTEVA TEO RE1'1E IN l'cn t ru a rezolva complet problema, urmează să demonstrăm că orice 

(FACULTATlV) 111111 ·1 /Jl de pe cercul de diametru CD are proprietatea :~ = k (scrieţi ipo-

l "i n::• 11 ~-a cerut să se denwnstr~ze: . . l 11111 ~ i 1·oncluzia acestei părţi a rezolvării). Această demonstraţie întîmpină 
ln problema 17 de a ptae- r" i Bis,ectoarele interioară şi extertioari\ ae ,, 1•111 1 \.i mai m ari decît ne asteptăm. Vom proceda prin următoarea metodă. 
T r e m a b i s e c o a . , ă ~ tr un rapor ' ega , . . 

co t . h" împart latura opus m • '"" 11 l11ge un punct M pe cercul de diametru CD, vom considera dreapta CM 
unui unghi dintr-un rmng, ~'unghiul (fig. I.68). 11 11111.tri rn l B' al lu i B faţă de CM (fig. I.70). 
raportul laturilor ce îormeaza - . , 

D' , 

Ipoteza !!_!l_ = !~1!_ _ 
AB = 5-DAC, 5-EAB' ::= 5-EAC. DC EC 

5-D - A B punct 
· . . Alegem pe dreapt a 

· m schi t a num~- A B' · r E' 
Demonst~aţ1a o, :_o ' =·AC, b. fi ind pe semidreapta ia _, 

E' aşa înc1t AD = AE -

F ig-. r.;11 

A c B D 

I 111N p r o punct ele C şi D ştim că au propriet a.tea ce trebuie stabilită , deci 
11111111 11 11 1 rn M este diferit de acest e punct e. Rezultă că CM nu este per­

tl i. 111 111· po AB, deci B' n 1.1i se afl ă pe AB şi dreApta AB' taie dreapta 
ltll 1 1111 111111c t M' (acest ultim fo.pt rezultă din BC ~CA , deci AB' .-tf CM). 
11 111 11 111· 1 ; ~ M 'C es te b isbc toa.l'ea 1:'.:AM' B, deci (te rnma bisect oarei ) 

Ir . 
I /I 



i 

< :011lon11 pr111111i pr11 · ~1 ll rnzolvllr1 1, M ' Ht• v11 111111 pt ,.,„.,.,a1 dn drnmo t,1• 

f 'U. D11r dro1\pLn CM nu po1\Lo avoa m1\i rnulL do <10111 p11111 :to comuno t'U 

acest cerc, deci M' = M si ~A = k, q.e.d. 
' MB 

ObserCJaţie. Pentru k = 1, locul geometric din problemă este med i 
toarea segmentului AB. 

C ·1 l . . M M A k ercur1 e ce apar ca ocuri geometriee ale tuturor cu - . - = , penLr 
MB 

un segment da.t AB şi pentru diverşi k ~ 1. ~e numesc cercurile lui Apollonio 
Problema rezolvată 2 de la pagina 9, împreună cu problema 18 de 

pagina 11 arată valabilitatea următoa.rei Leoreme. 
T e o r e m a I u i M e n e I a o s. Dacă o dreaptă d ce nu trece pri 

nici unul din vîrfurile unui triunghi ABC taie dreptele BC, CA, AB respect! 
A M N p t . MB=NC PA I 1 1n , , , a unei - - ·--. -· = --r- . 

MC=NA PB 

Copvenim, la fel ea în ca.zul puterii unui punct faţă de un cerc, să cons 

derăm că ~~ este negativ dacă M se a.flă în interiorul segmentului BC şi poz 

tiv dacă M se află pe dreapta BC, dar nu în interiorul segmentului BC. Yalo 
rea+ 1 din enunţul teoremei spune că sînt două posibilităţi: două din punct e 
111, _V, P sînt în interioarele segmentelor respective iar al treilea nu (fig. I. 71 
sa 11 ni , i unul dintre cele trei p1:rnct e nn se află în interiorul segmentului re 
pe.t 1'.\ (fig. I.72). A 

~ Fig.171 

B C M 
A 

D 

. 
Această teoremă ne dă posibilitatea să imngi1111111 11 1111 •l ni l 11 dP 11 demon 

stra că trei puncte sînt coliniare. 

Următoarea teoremă ne oferă o rnel.od11 d1 • 11 """'"" I 1 1 ' 

sînt concurente. 

Teo .rcm a Jui C11vu. H1H'1 
din dr<'11telt• I li, n ', f ',I, rndt I/ ' 
1111rn· "'" cfo 1Hf·1r11t1t·ti n•sp1 i'll11• f1 f1 111 I / 1 11 

, f 

111· li ir i Ull 

, fJ sînt 
1 ,1 ro cu 

/\III 1\ r 
I / I ufon~I avem 

/lff ' IV I / ' // 

I' I 
1 (11nd1• fo cnm conv"mrţ.in d(' .mni SUt\ 

11 pri vil'e 11 ~ sernn11lo r11po1trLnlol' t' <' llfHU') (fig. T.73). 

A 

fig . l./ :J 

1 " ' poate întîmpla ca. figura să ara.te altfel : nu.mai unul din puncteie M, N, P 
1 1rn urle în interiorul segmentului respectiv) 

Demonstraţie. Teorema lui Menelaos în D. ABM tăiat de PDC dă 
1
' 

1 • GB. DM = +1, iar aceeaşi teoremă în /::, ACM tăiat de NDB dă 
1•11 CM DA 

r DA BM _ +i 
I I• DM. BC - . 

Să înmulţim, membru cu membru , cele două egalităţi. ln dreapta obţi-
. DM DA BM BM · GB __ 1 

1111111 evident +1, iar în stînga DA · DM este +1, CM =MG• iar BC - • 

,, 11junge imediat la relaţia dorită; mai mult, modul de redactare al dem~n-
1 rn\.iei nu este influenţat cu nimic de înlocuirea figurii I. 73 cu o figură descrisă 

111 paranteza de după figura I. 73" q.e.d. 

ObserCJatie. Dacă vom considera segmentele neorientate, atunci sem-
111 il „-" (mi~us) din membrul doi al relaţiei demonstrate dispare. 

Să dăm şi „rezultatul" problemei 13 de la pagina 50 rezolvată <.:u date 
l1111r 11 le împreună cu demonstraţia sa. 

T e o r e m a I u i S t e w a r t. Dacă M este nn punct în interiorul 
luf11ri i BC a unui triunghi ABC, atunci AM2 

• BC = AB2 • MC + AC2 • 

11 fi.I - BC · BM · MC (fig. I.74) . 

A 

Fig. I. ; '• 

Demonslratie. Toor<'m11 lui Pitagora. generali zată în L:,ABM, L:,ABC, 
„,, AM2 =-- AB 2 + llM 2 :2 1 n · nM · coH n. 

AC2 1t n~ f llC~ :2 I li· fi('· 1·0~ /:. 



l•:li.111i111 111 pO 1:<1H li lr111111ft.ind pri,11111 rcl11(.i11 1 11 li< • Hr ~i l'lizind din 
P1 

" do1111, în.111111(.it; în pro1tl11bil 1·11 JJM. Hc!1q.ia co HO ol:ţ1.110 HO scr·ie, du 
1:0 Lrocom tcn11onul Aci· BM în membrul doi: 

AM
2 

• BC = AB
2
(BC - BM) + AC2 • BM - BC · BM(BC - BM) 

de unde pînă la relaţia dorită mai este numai un pas: BC - B M = MC. 

9. Prvbl_eme pentru parag~aflll facultativ 

mile 

1. Ce devine teorema lui Stewart cînd M este mijlocul lui BC? 
2. Calculaţi lungimile bisectoarelor unui triunghi cunoscînd lung 
laturilor sale. 

. 3. Dese?ati o figură_ în care, în a.celaşi triunghi, să se poată apli 
Ş~. teorema lui Menelaos şi teorema lui Ceva , două din cele trei punct 
fIInd aceleaşi în ambele aplicaţii. Enunţaţi ~ezultatul obtinut. 

4. Enunţaţi şi demonstraţi rec iproca teoremei lui ' Menelaos. 
5. Aceea.şi problemă pentru teorema lui Ceva. 

. 6. Se consideră trei cercuri, ce n-au centrele coliniare, şi astfel înct 
prmtre ele să nu existe două care să fi e interioare sau tangente interioar 

_(C1), ~C2) , (C3). ~a.~gentele comune exterioare ale lui (C1) şi (C2) se înttl 
nes_c m A12; defm1m asemănător punctele A 23 , A

31
• Să se arate că cel 

trei puncte sînt coliniare. 

. 7. En_unţaţi o problemă asemănătoare cu problema. 6, în care s 
fie vorba ŞI de tangente comune interioare. 

8. Cercul înscris 1n triunghiul ABC atinge laturile BC CA AB î 
M, N , P respectiv. Demonstraţi că AM, BN, CP sînt 'condurente 

9. Enunţaţi o problemă asemănătoare cu problema 8 în care să fi 
vorba de un cerc tangent celor trei laturi ale unui triunghi a.ltul deci 
cel înscris. ' 

V 10. Ca~e este locul geometric al punctelor pentru care diferenţ 
pa tratelor distanţelor la două puncte date să fie constantă? 

11. Care este locul geometric al punctelor ce au pmet·i egale fat 
de două cercuri date? ' 

12. Locul geometric din problema 11 ~ e numeste axa rndicală' 
a celor dou« cer r· F 1 t " · 1 · · " · 

a. . cu I. ormu a,1 ş1 • emonstraţ1 o tN11·P111ă care să aih 
drept caz particular pe cea din problema 5 pagina :n. 
. ~3. Pe laturile BC, CA, AB ale unui triunghi se 1·011sid1~ r1I pnnctelei 
kţ, N,_ P ast[el încît AM, BN, CP să fie concu ront.n . Fi n /I/' , N ', P' 
s1metr1celelm M, N, P faţă demijloncole lui nr·, (' : I , .ll f l>n11ionstraţi 
că A.M', BN', C P' sîn t 1:oncuro11l.o. 

14 . Di~Lr~ un pr.1n<:.I. M HO d111' p111·pn11d1 1111 l11111 p11 1111111 !111 llC, CA, j 
!(/I. 11 10 1111111 l.r11111glr1; f11 /)1 / i', /1' p11'111111•11 l11 1111 : J1 11 d11 1111111 Hl.reze cil 
///) J I ( ' fi:~ I . I/• ' ~ <' /! I I/.'~ I III ' I 111111( 1q 1 I d 11 111 11 11 H Lrnţ i 

0 l ' I \( ' I ( 11 '111 ' 

• ii'1111i1 11i 1il 11 11 11111 1 11 
11

1111 111 111 1111dl111 I 

Jr, . l>o l.tH'lllÎr111\,i l11 11 11l 11, 111111111 l.l'l1 1 111 p11Hdolor pn11l.r11 t:lll' I Hlllll/I fli . 

11'111,o lor <list•mlolor l1t clo11 p11111'1.o dato A ş i .B ei;t.o con1>l.n 11 l.1I. 
16. Se corn,id \H ' ~ 1111 punci. !( şi o dreaptă d ce nu t rece prin ol. l •'in 

d' paralela. la d co troco prin mijlocul segmentului cu ca.petolo în 11 1Ji 

111 piciorul perpendicularei a din A pe d. Să se demonstreze d i 101 ·111 
gt'ometric al punctelor egal depărtate de A şi d este tot una 1:11 101 ~ 111 

i-:oomctric al punctelor pentru ca.re distanţa la. a este medie pr·oJHJr~io 
nală între distanţa la d' şi dublul distanţei de la A la d. 

17. lntr-un triunghi se cunosc două laturi a, b şi unghiul .B opm1 

uneia din ele. Determinaţi cea. de a treia latură şi celelalte două ungni1n·i. 
Discu.ţie: în ce cazuri avem o soluţie, in ce cazuri două şi în ce \'. llZuri 
nici una ~1 

Observaţie. In par;i.graful dinainte am învăţat să rezolvăm tou.to 1·o fp 
I 1111 probleme ce ni le-am pus anul trecut cu oca.zia. construirii triungh i1r -
1 ll11r. Anume: cunoscînd trei din elementele unui triunghi (nu toato unghiuri), 

111d culăm celelalte trei. Din problemele ce le-aţi rezolvat, aţi înv11 \.t\t H~ 011 1 

1 11 l11li lungimi şi unghiuri ce a.par în pa.ralelograme, trapeze, pH.trnlalo1·( 0111·1 
1 1 1·0, cercuri. 

Aplicaţiile practice a.le geometriei ne pun tocmai as tfol <11 pr·ohl111111, 
In a.cest paragraf aţi luat cunoştinţă de posibilită ţi do o <:o r1l.i111111 d1 w, 

v11 ll,area geometriei în stilul in care v-am prezentat-o. Aţi v.i1z ul. dl Ho 111111 
p11I. demonstra teoreme interesante, frumoase, a.supra. fi g1irilor c Io 1: 111111 1\~ 
111111; astfel de teoreme sînt încă multe. Enunţurile lor 1uu so comp li o 111111·1111 , 
( :11 f!implu este enunţul problemei 8, şi ce dificilă, dn911 nu imposib il /1 , Hl ll \1 '11 

1111l11ţia ei dacă n-am cunoaşte teorema lui Ceva.. A_v~m ns.I.foi o id o 1\H llpl'l1 
1111111.r:selor de care dispune mintea noastră în acţ11,no11 0 1 do c11 no1u;1 Lor1 11 

li lllU I. ' I 
In clasa a. IX-a., la „Geometria în pla.n", veţi relua cun oştinţele cu pi'ltnl,o 

111 clasele VI-VII la un nivel mai înalt de riguroziţale şi veţi face cunoş l, i n\. 1 

'J ' cu alte teoreme de geometrie. 
Atunci veţi stăp)ni mai bine decît a.cum . ca~culul alg:bric şi ~o ţi pntun 

rozolva ecuaţii de gradul 2, ceea ce vă va. perm1te/să trat.».ţi multe dm proh lo-
111.ole ,0 e le-aţi rezolvat pină acum cu date litera~e. 

In clasa a VIII-a veţi folosi cunoştinţei~ din clasele VI - VIJ penLrtr 
111.udiul figurilor în spaţiu şi pentru calculul elementelor lor. 

\ 
I 



CAPITOLUL 2 

ARII 

INTRODUCERE 

Noţiunea de .arie era bi~e. cunoscută, încă dinainte de a fi început, în 
clasa a VI-a, studiul geometriei. Astfel, in figura Il.1, intuiţia ne îndeamnă 
să spunem că_ aria ABC este mai mare <lecit aria. DEF, în ciuda faptului că 
DEF este mai „lungă" decît ABC. Există o situaţie geometrică în care a.riile 
se adună, asemănătoare cu cele în care se a.dună lungimile segmentelor sau 
măsurile unghiurilor: în fig. Il.1 avem aria GHIJK =aria GHI +aria 
GIK +aria I JK. 

B c 
Fig. ll.1 I 

Dar noi nu am luat în considerare noţiunea de arie cînd am descris, în 
partea 1 a manualului pentru cla.sa a VI-a, noţiunile de bază ale geometriei 
plane. Este cazul să privim aceasta ca o lipsă? Nu, deoa.rece, astfel 
d~ ~oţiuni, sugera.te de experienţa noastră şi nu de logica dezvoltării geome­
tne1, mai pot apărea şi chiar vor apărea în ca.pitoiul 3. 

Ne aflăm deci în faţa unei situa.ţii noi. Intuiţia noastră pune în evidentă 
o noţiune nouă şi unele proprietăţi ale ei . Noi „simţim" că ac easta. este 0 notiu~e 
de g~o~etrie. Se pune problema să exprimăm t oate acestea în limbaj ul ' geo­
met ne1 nnil:'d:·P. <'li alte t·m:i.1te să definim fl«eastil no\i11ne şi sii demnnr..'l'ă m 
pro prieh1ii1P des('(1pf'l'Î!P rln n1ii in,1in11„ 

!I 

1:11111 tn 1·l11 1; olo pr0t·11dn11l11 11\ 1 11111,1111\ l'i \11 1. 1·11m Rn rnll'11lnnz 1~ 11r11ln , 11 111 

1111 11111rgo 111 :i „1fropt, 111 \ i11IJ1" , r11r1i 11 1g1101'11 cunoştinţ,olf' <k pî1u IH·u11 1 

1q1111 111·iilnr (evidcnL însă, ftir1'1 11 111• h11z1~ po ele în demonsLrnţii). 
!l/1 .1· 1•r11aţie . Cînd vorbim de nr111 unui Lriunghi, ne gîndim de fupt. 1111 111 

1 ''' I 1v11 ri i forma.tă de virfurile triunghiului, ci la aria „interiorului triunghiu-
1111 t11\11lnH drept mulţime a tuturor punctelor ca.re se află de aceeaş i part.C' 

11111 1·0111 din laturile triunghiului ca şi vîrful opus (fig. II.2) 

Fig . II. 2 

nncă privim schema triunghi -+ interiorul său -+ a.ria, observăm că 

111 , l\r111 triunghi, chiar gindit ca. o figură formată numai din trei punctr 
1 li I 1ll'ile) îi corespunde o arie. Un astfel de mod de a gîndi scurtează expune­
'' q 1•v 1 lînd repetarea inutilă a cuvîntului „interior". 

Aria unui triu~ghi 

ne r i niţi e. Prin aria unui triunghi tnţelegem jumătate din pro-
111 ul dintre o latură a triunghiului şi înălţimea corespunzătoare acelei laturi. Cu 

111 e1t1 inte aria unui triunghi este egală cu jumătate din produsul dintre 
111 .I\" şi „înălţime"). 

Aria triunghiului ABC o vom nota. SABC. 

c 

Fig . li 3 ) 
AR · CD 

' AHC = --;-

Avem trei posibilităţi de a calcula aria unui triunghi dat, corespunză -
t 1111rc celor trei laturi ale sale, şi nu ştim dinainte că toate trei conduc la 
'" ninşi rezultat. Ar fi trebuit deci să demonstr.ăm, înainte de a ~a. ~efiniţia 
d1 mai sus. o teoremă, al cărei enunţ îl puteţi uşor deduce (vezi chiar pro-

lil1 ma. 9, pag. 22). 
Teorema asupra. puterii punctului apăruse ca o teoremă impo~tantă; 

"'" ca am dndw1 1.11 0 1·Pmf\ lui PiLa.go1·a. Teorema ce va trebui s-o demonstrăm 
,11 1, deşii „d l' 111• 11il 111·11it" î11 111·11:,I, p1,rngn1f, nu npnre cn o t eonrnă atil. dn 

1111p111·tn1it:1 î11 1il l• ' • q11i11 l1 i111 ii ~.1 1111·r1l1· :-.;\ fiC' p11 s:'i î n rînd 1·11 t.ew·c•1n 11 



lui Thales, cu coit a lu i Pi tagoru etc ... O as tfel de teoremi:i se n111n o~ t. o „lern 
1 

deci prin lemă vom î nţelege t ot o teoremă , însă care are numai un l'Ol ajută to 
Istoria matematicii cun o::işte însă exemple în care o „umilă l emă" 

sfîrşit prin a deveni mai celebră decît teoreme demonstra te pc baza ·I 
Un astfel de r.xemplu îl oferr1 lema următoare : 

L e m ă. într-un triunghi, produsul dintre o latură şi înălţimea core 
punzătoare ei este acelaşi pentru toate cele trei laturi (altfel spus, definiţ 
preeedentă este corectă). 

4 

f~E 

;
I. I 1· 
l/ 

~ ; I 
B D · 

Fig . II.4 

Ipoteza Concluzia 
AD _L BC, BE _LAC (fig. II.4). AD · BC = BE ·AC. 
Demonstraţie. D,ACD ,..._, D, BCE, conform cazuh1i 2 de a,semăna,re , 

deoarece -1:ADC=90° = -1:BEC şi ~C=~C. Rezultă: = ;~, de unde 

obţinem, scriind că produsul mezilor este egal cu al extremilor, relaţia di 

concluzie. 
Observaţie. Aria, unui triunghi depinde de unitatea de măsură alea,s 

pentru lungimi. Dacă înlocuim această unitate cu alta, de k ori mai lung 
decît prima, atunci lungimile tuturor segmentelor se împart cu k, iar toat 
a,riile triunghiurilor devin de k2 ori mai mici. 

In int roducere am vorbit de o situatie în care ariile se adună . Un prim 
fapt de acest fel este stabilit în teorema ~rmătoare: 

Te o r e mă (proprietate de aditivitate pentru arii) . Dacă. D este un 
punct. din interiorul laturii. B C a tmui triunghi ABC, atunci S.rnc = SAnD + 
+ S 1\ CD

0 

(fig. II.5). 
A -

Fig. 11.5 

BC· AH 
Demonstraţie. Să considerăm înălţimea AH. Avem SABC = - -- = 

2 

(BD + DC)AH = _BD· A H + DC · A H == '" - = S .1uv + SAcv , q. o.d . 
'.! 2 • 

0/i .wrvaţ ic . Enunţu l .„prnp1·111 I 11 11 1 /<" ll' " '" J" d 11 11dit.i vilnt.11" 011 ln ( nnq1li rnl 
1 1111 I v11 111 tl '. t. Inyroblurnoln O, 7 dn 111,ai jo11 , vom inuion nl to n:x prns ii id o 
' I id pro pr1 ot11:ţ 1 : în p tl.rng1·1 tf11I ur11 l/Hor voi· apărea, de asomenou, uite pro· 

1 11·1 q1 (' I rorn. lt se potrr voşto 1wo11t. t, it. lu. 
I 11 t11choierea a.cestui parugrur, s1'1 ară tăm cum t eoremele domonst.ra t.n 

11 I il 11111 Himple, permit scurta.rea rezolvărilor unor problem e. 
. „, , . Să se demonstreze că suma. distanţeJor unui punct 

1111 I 11 I m·101·ul bazei unui triunghi isoscel la cele două laturi congruente esto 
11111111 11 I. , 

Fig. 11.6 
Efa9_0 9 o) = 
L.--~.:-~ 

B D ~ 

t 11oteza Concluzia 
nt•: ..1.. A B ,. DF _L Ar . :1 R :::::.::: :·1 r . nF ! nF ~ ... (1·1111 s l 1111 1 ). 
/)emonslraţie . Aceasta este una dm problemele „decl. a VI-a" . Acum pufrm 

I 11 11 d 11monstraţia ast fel. Să scriem, conform teoremei de adit.ivitn. t, e, SA 11,. 

,. + s deci" s AB. DE + A C. DF AB(DE -! JJF ) 
' 1/1/) ACD , . ABC = = Oh\.i 2 2 2 . 

1111111 OE+ DF = 
2~A;c , deci este a,c ~eaş i pentru toate pozi ţ i i l e lui J) 111 

I 11 I11riorul segmentului BC. 

1. Exprimaţi aria. unui triunghi dreptunghic. 
2. Calculaţi aria unui triunghi dreptunghic isoscel de cate t ă a . 

3. Calculaţi ari~ unui triunghi ecihila.teral de latură a ~ 

4. Cunoscînd două laturi şi unghiul cuprins între ele, exprima ţi arin 
unui t riunghi. Care este raportul a.riilor a două triunghiuri ce au nn 
unghi congruent. 

5. Calculaţi aria unui triunghi ale căru i latur i an lung imi le RnlP 

13, 20 şi 21. 
6. P e laturile AB, A C ale unui triunghi se consideră punct ele D, g 

Arătaţi că S ABC = S ADE + S BDE + SncE· 

7. ln int eriorul unui triunghi A B C se consid eră un punct 11 1. Aril -
taţi că S ABC = S ABM + S BcM + S cAM· 

8. Intr-un paralelogra.m A B CD avem SABC = SDBC · 

• Prob l1111 w l1 • l !l ~ i 11, Rînt facu lt a ti vr . 

()I 



~I . J' ,11 01·!111 d1Ktnnlt•lo1· d4' l1t nu j locul Ulll'J lalul'i a 11n111 lr1unghi I 
cl'I !alte două latul'i e<itc egnl ru inversul raportului laturilor respectiv 

10. Dt monslraţi, prin al'i i, teorema bisectoarei (pag. 52 ). 
11. 1nl r-un tr iunghi ABC, simetrica medianei AD Ltl :\ de bise 

I 1H1·ea AE t aie BC în F. Determinati rar)orLul 1!.J!.. 
' FC ..... 

12. Simetricele medianelor unui triunghi faţă de bisectoal'ele vîrfu 
rilor respective sînt concurente. . 

13. Suma distanţelor unui punct din interiorul 1mui triunghi echila 
tera l !a laturile tl'iunghiului este <' onstantă. 

i.J . Demonstra.ţi , prin arii , teorema lui Ceva (p:iL'.·54-55!· 
j 5. Ha portul ari ilor a două triunghiuri asemenea est P 1•gal c u pătra 

t ul raportului de asemănare. . 
16. Ra.za cercului înscris într-un triunghi este cîtul dmtre dublu 

ariei t riunghiului şi perimetrul acestuia. . . 
l 7. O paralelă la. latura BC a unui triunghi ABC taie laturlle A B 

AC în M. N. Să se arate că aria triunghiului ABN este medie proporţio 
rrn lă între ariile triunghiurilor ABC şi A MN. 

18. Ariile a două triunghiuri congruente sînt egale. 
19. Care este locul geometric al vîrfului A al unui triunghi 

.. ·1 fJC. i·e a1·e vîrfurile B, C fixe iar aria constantă? 

ARIA UNUI PATRUtATER 

inanÎte de a o defini. avem nevoie de o lemă, la fel ca in parng..a,ful 
prnced ent . Anume : 

Le mă. Fie ABCD un patrulater convex. Atnnt'i S ABc + SA vc = 
= Sacn + SABD (fig. Il.7). 

A 

B 

Dem(. 1::/rrtt ie. Să nvtăm cu O intersecţia diagonalelor patrulaterulu ". 

Cunform f.l'Optietăţ,ii de aditivitate avem SABC + SADC = SAoB + Snoc + 
..l <' I „. ( s· i '\r1) ) l (S.·011 + S.noA) = S11c1> t s 1 li/) , q .e.d . , ·' nn 1 r ,,ro n = ' fior· -, • I• ·, ~ 

n c r I n J t I fi. Prin •·ln 1111111 pnlrul for convex ABC D lnţelogem numă~ 
111 ' "'" + SA ne (\ <'r.i fig. 11 . 7), notut crn SAIICD· 

O r1 a{:"e. Pl'ob lon111 1·or1 l't.it.w11n11 neeste1 de finiţii , rczolv1\ l.I\ prin Ionul 
r l.1, 11>'1re datorită fnpt ului eă am convenit să considerăm pRtrulat.ornl 

' > d cpt. Lot una cu BCDA etc. 

l 11 1 int,e <le a enunţa teorema privind a,ria unui paralelogram, să 1·carn111-
l 1111 ,., dacă avem două drepte paralele a şi b (fig. II.8), atunci distanţa de la 

111 p1111<"t A de pe a la dreapta b este aceeaşi pentru toat e punctele A E a; 
1 11 1• 1111meşte „distanţa de la a la b" şi este tot una cu distanţa de !a b la u• 

A Az 8 a 

90Â 90Â 901 !'ig. I I s "li b 

b 
A' A; 8 ' 

Vom numi lnălţime corespunzătoare unei laturi a unui paralr.log-r11111 
.1111111n\.n intre acea latură şi latura opusă. 

T e o r e m ă. Aria unui paralelogram este egală cu produsul dlr f rt o 
lnfurlt a sa şi înălţimea corespunzătoare . 

A C' 8 

~,,:,,,' ,. Fig. IJ.9 ~ 

D A' C 

Ipoteza 
A Bl/ CD. AD !i BC, 
AA' l_ CD, CC' l_ A.B. 

Concluzia 
SA.BCD = c D . A A ' . 

Demonstraţie. Avem AA' = CC' conform proprietăţilor rlistanţ;;3i hit.ro 
d1· npLele p aralele AB, CD menţionate mai sus şi AB = CD(op11~P in pal'nlnlo 

1 1.un) . ObţinemSAB<"n=SA BC s~C!J=A;cc ' +- E.!!~· 1A' =CJ)., 1,1· . 

C o n s e c i n ţ a 1. Aria unui dreptunghi este egală cu produsul dintre 
lungimea şi lăţimea sa. 

A 8 
90° 90 

Fi1• li 111 

1900 90° s.11·c11 :1JJ .. 1 /) 

l c 



Co u s e c l n ţ a ~. Aria unul pătrat este eg1tll\ cu 1>l\fr11h1l luugimll 
laturii sa e. "" 

A B o I 

1-9'/0 qtF 
~ ~ ' ~ f 
190° 90°J r--

S~1BCD = AB2. Fig. II.li 

D C 

T e o r e m ă. Aria unui trapez este egală cu produsul dintre semisum 
bazelor sale şi înălţimea sa (în(ete!înd prin înătţimP a unui trapez distanţa 
dintre bau ). · 

Fig. ll.12 

Concluzia 

~ AB + CD -· DD' . 
SABCD - 2 

Ipoteza 

AB li CD, DD' J... AB. 

Demonstraţie. Să ducem şi BB' J... CD, B' fiind situat pe dreapta CD. 
Avem BB' = JJ.D' (distanţa dintre dreptele paralele AB, CD). Obţinem 

S S S AB·DD' + CD·BB' (AB + CD)DD' t 
ABCD = ABD + BCD = = e C. 

2 2 2 
Observaţie. In general aria unui poligon se defineşte ca suma ariilor 

unor triunghiuri in care acesta „se descompune" (fig. 11.13). 

F°ig. Il.13 

1. Aria, unui pătrat este de 5 cm2• Care este lungimea laturii sale? 
2. Exprimaţi aria unui romb tn funcţie de lungimile cliagonalelor sale. 
3. Cunoscînd lungimile celor două diagonale ale 'unui patrulater 

convex cu diagonalele perpendiculare, să se afle aria sa. 
· 4. Exprimaţi aria unui patrulater convex în funcţie de lungimile 

diagonalelor şi de unghiul dintre ele. 
5. Definiţi aria unui patrulater concav ca diferen-ţa ariilor a două 

triunghiuri. A veţi nevoie de vreo lemă în prealabil? 

6. Indicaţi t rei moduri in care se poate „descompune" un patrulater 
concav în două triunghiuri, după modelul situaţiei din definiţ i r~ ariei 

1111111 pr\Lrulater convex şi dornonsLraţi că tn fiecare din aceste caz · . . uri 
11111 11. 11r11lor celor două triunghiuri este egală cu aria patrulaterului · 

il 11 I ull,I\ în problema 5. 

7: l~e ABCD un patrulater convex, E un punct interior laturii AB. 
1111·11 !·1 ca S .1ncD = S.4.DE + S RRCD· 

H: Fie ABCD un patrulater convex, M şi N două puncte interioare 
111" p111 »t1v laturilor AB CD. Arătaţi că S - S + s 

. ' ABCD - AMND BMNC• 
H. Fie M, N, P, Q puncte interioare laturilor AB, BC, CD, DA ale 

11 11111 patrulater convex ABCD. Demonstrati că S - s + 
, , ABCD - MNPQ 

I '' "MN + Sc.vp + SvPQ + s,\QM· 

I~· Definiţi aria unui pentagon convex; va trebui demonstrată în 
1111111l11bll o lemă. 

I~ · Cunoscînd lungimile laturilor unui patrulater convex, determi-
111q 1 11r1a sa. 

12. Aplicaţie practică. Ce trebuie măsurat pentru a determina ariile 
figura 11.14? 

l' ig. I l.14 

13. Cum fa.ceţi pentru a determina a.ria unui teren care are în inte-
1111 "' său o clădire (este vorba. de aria terenului „inclusiv" clădirea) 
l11rl 11·1 de o formă mai complicată? ' 

Fig. 11.15 

_14. Cu~. faceţi pentru a Jelermina aria unui teren în care un vîrf 
111 111ucces1bil? · -----·-

Fig. 11.16 

r l r ' n11ţi tui ror.olv11(i p1'11ltl11rno do Lipul f2-H ofcdiv J)O torou , 



Iii. Sc l rnn 'l idor·i lllijlo111"o lo M, N, P, (J 11 10 ln ti'11·ilor ;I IJ, !IC, 
DA alo unui pumlologram. DrepLe le AN, JJP, CQ, DM 1lc:tormiuă 1 
pa ra lelogram. Care este raportul dintre aria acestui paralelogram şi · 
a celui iniţial? 

16. Raportul dintre baza mare şi baza mică a unui trapez este 
Se duc diagonalele şi se prelungesc cele două laturi neparalele pînă ci 
se întîlnesc. Să se afle raportul dintre aria fiecărui triunghi forma t 
aria trapezului. Puneţi în evidenţă cele două triunghiuri de aceeaşi ar 

17. Aflaţi unghiurile unui romb a cărui latură este medie prop 
ţională între diagonalele sale. 

18. Se cH't un patrulater ABCD şi se cerc si't se construiascil 
triunghi ADE a dirui arie si't fie egală cn aria patrulaterulu i. 

. 19. Dacă segmentul cc uneşte 10ijloacelc a doui't laturi opnsc a 
unm patrulater co nvex împarte patnilaterul în <lou:i patrulatere 1 

aceeaşi arie, atunci patrulaterul ini ţia l este u n trapc7, 
lelogram . · 

20. Construiţi un triunghi ABX care arc aceeaşi arie ca şi u 
patrulater con·1ex <lat Al1CV. 

In încheiere. vom prezenta m „J.11 r· : l ~l' J 11.1 lt- stabili l 11/rf'11L 11 ! 1 

Pitagora 1 " 11~ 1.tnrr1 , 1111, r " " , 

A a f.1 bR 

a N 
b 

;,~~~---J 
D bP a C 

Fi"'. II.li 

În figura IJ.17 ABCD este un pătrat, AM= BN = CP = 
AM = a, iar AQ::::: BM = CN = DP, AQ = b. Din triunghiurile c 
gruente AMQ, BNM, CPN, DQP deducem congruenţa unghiuri 
marcate cu o linie, respectiv cu două şi apoi, pe baza teoremei su 
unghiurilor într-un triunghi, că MN PQ este un dreptunghi. Din cOI 
gruenţa aceloraşi triunghiuri deducem că MN PQ este un pă.trat. Seri" 
(vezi problema 9) SABCD = SMNPQ + SAMQ + ... ,· deducem că (a+b)2 

=-= MN2 + 4 ah, deci MN 2 = a 2 + b2
, ceea ce es te tor.nwi teorema I 

2 

Pitagora. 

Problema distractz <•â lmpărţiţi poligonul d111 f 11{11r11 11. IH 111 c:inci poli 
goane l:lstfel inc1L, arnnjind11-lo uit.fo i, 1-1 1111 1111111 11 .-. 11 d 111 nl1 1111 pătrat 

{fezofvare. Arit1 poligonului md.1 :I, do11 1 111 1111 11 p 1 I 1111111111 •" 11 1• v11 for 111 

\ 'l t fi v·. lhwă 8XH.ll1i ru III 11 11Li nl u 11I figurn. găsim ln ea flegmcnLC <le lt1ngirne 

I ~' V s, dar n11 de l/ :i·. 

Fig.ll.18 

l 7 

7900 : -7 
l : ... ___ „ 

I 

79,10 I v f 

l 7 
Să transformăm întii puJ1guuuJ int 1-1111 dreptunghi, Je formă mai apro­

piHtă de cea pătrată . 

F ig . 11.19 1 ,„ r:r D 

l1tLuri 

oşal~ 

Apoi să transformăm dreptunghiul într-un paralelogram, ce are una din 

V3, dar avînd grijă să nu atingem tăieturile existente. 

3 
"L 1 

')1.~~J~1L· 
,_ ·t 7 · I 7 
·--

Fig. ll.20 

Latura din stînga a triunghiului G se calculează pdn teorema lui Pita­

gorci., găsindu-se ~3 < 1, de unde sîntem siguri că tăietura ce separă pe G 

nu le întîlneşte pe cele din:i_inte. 
Jn fine, cum aria paralelogramului obţinut este tot 3, ca şi a figurii 

iniţiale , rezultă că înălţimea sa corespunzătoare acestei laturi va fi V3 şi, 
ll tindu-1 după această înălţime. vom putea compune pătratul dorit (vezi 
fig. II.21). Dar problema cere să tăiem poligonul în S, iar tăietura după acea 
!nălţime riscă să conducă la 6 părţi, ~u excepţia cazului cînd am face-o înce· 
pind clin colţul dreapta jos P al paralelogramului (fig. II.21) . 

Nu cumva atingem cu această tăietură „bucăţile mici"? l'n calcul ne 

1 1ra tă ·ă nul [)i Ht 11 11\ 1\ MN estedeÎ-vezi fi g. IT.19-inr înă l(, irnoa di1t 

/> Lnio dr· 1t pl 1t ,l/ ,V 111!1' · 1111 p 1111 f' L Q 1 \ş 1 t iw·IL /'. />,J/Q l' ~ I< 1~ e111Prn 11 1·11 (,'şi 



Vâ t 
· ~=~deundeMQ=-a>T 

(inegalitatea 
acea. aseml!.nare obţinem V 3 !_ 

.....- 2 
2 ( 3 1) 

erifică prin calcul direct sau prin ridica.re la pătrat: 9 > 4 . 

~ fig.11 .21 

G G ~ . . 
t . n hi dreptunghic cu unghml „dm 

Să observăm şi că G estew u~ rQ1~ ~ = 300, deci PQ întîlneşte latura 
iapta" de 300. Acea.sta ne arata ca -1: . d 1 • 2 - 1 de capătul 

ct la distanţa e - -
w a paralelogramului într-un pun 2 ma . 

l tei laturi deci în interiorul eI. 
1 dreapta a aces . , 

Există şi altă soluţie: 

r-41Y~ 
CE?] __ . 

Fig . 11.22 f1!V7 
~ 
. . • ti să găsiti si altele! 

Explicaţi-o ş1 rnc.erca. . bl~mă şi în alte poligoane: 
Eventual încercaţi aceeaşi pro 

ram, un triunghi etc. 

un paralelo-

POLIGOANE REGUtATE 
r cu toate laturile 

. . • .N urnim poligon regulat un po igon 
D e f 1 n i ţ 1 c. . .1 gruente între ele. 

'Ollgruente şi toate unghmrI e con ·m awrtim un cerc in n (n ~ 3) arce 
, · cedeu oarecare 1 P ~ · t l de Dacă prmtr-un pro r· din ele unind pune e e 

. orzile care subîntind pe iecare ' 

~~~!:i~~ed~~::s~ve, obţinem un astfel de poligon. 

.fJ.1 

Fig. l t.23 

\ 
A 

llnghiurile uri 11lui pol1 1<1111 Hl 11l, 1·ongr11011l1J fit111l l n11c 1· i ~o 111 11r1;1 d1 · 
)I • I :l(iO" ( • . . 111 11H111·1 ogu o cu - · n :2) 1111· l11L11r1l e slnt congruento sublnl1nzlnd arco 

/I. 

. JGO" 
do 11coeaş1 măsură: - -- . 

n 

Am pornit prin a constata că astfel de poligoane regulate există. Să 
dnrnonstrăm următoarea: 

T I r •. îl1 !1' Or'('e poligon l'Pg11lat ~e poate ÎnS<'fÎ(' într-un <>ere. 

Fig. II.~·. 

Demonstra/ie. Dai:ă -):::_1 1 ~ )::.t~ ==::= .ţ:::1 3 = „. = -'.f:.4 11 ~i l11turilP 
AJA2=A2A 11=A1 A,„.=A.A1 , ducem mediatoarele laturilor A1 A1 ~i A2A3 

(vezi figurile 11.23 11.24 şi notaţiile de. acolo). Mediatoarele M 10 şi M 20 
MO întîlnesc în O. (Dacă nu s-ar întîlni, ar îrn~emna că sînt paralele deci că 
·Y A 1A 2A 3 = 180° ceea ce este absurd). Triunghiurile 6. M 1Az0 = 

-= 6. M 2A 20, (M1 şi M 2 fiind mijloacele laturilor A 1A 2 respectiv A2A3). Re­
r. 11ltă că 0A 2 este bisectoarea lui ~A1A 2A 3 • M 20 fiind mediatoare, segmentel~ =--

0112 = OA 3• Ducem0M3 J_ A 3A 4• Triunghiurile 6,0A 3Mz =6.-0A 3M 3 pentru · 
011 ipotenuza 0A 3 este aceeaşi şi ~M2A30 este jumătate din unghiul:p.Qligonu­
l11i , deci congruent cu ~OA3M3• Rezultă că şi M 2A 3 = A3M3, deci OM3 este 
mediatoarea lui A 3A 4 deci, OA3 = OA4• La fel se arată că OA 4 = OA5 etc. 
l>oci toate punctele A1, A 2, •• „ An sînt egal depărtate de O. Teorema este 
domonstrată. Acest punct O se va numi centrul poligonului regulat. 

Fig. I 1.25 

,,.-·~ ...... A 

( 
~;1 \ 

D~:hi I ) 
':}/ 

---~ 

Vom nota latura poligonului regulat cu n laturi cu ln (fig. 11.25). Ştiind 
360° 

1 ~ 11 un unghi la centru care subîntinde o latură de poligon regulat are - ­
n 

~ i j;unosci nd ru zn R A cercului circumscris poligonului, putem calcula AM (unde 

69 



M est rn.ijlocul laturii AA'). AM 
li 

I Ki l" 
'2 /( Hl ll 

li 

Segmentul OM dus din centru, perpendicular po lnt,111'1 111 p11111 ·l.11I M se vn 
. 180° 

numi apotema poligonului regulat. O vom nota cu a," ~' a„ fl cos ~- . 
r ~ 

Dacă lucrurile par simple presupunînd deja făcută împărţi1·ea unui cerc în 
arce egale, există totuşi anumite dificultăţi de construcţie. De pildă s-a de­
monstrat că împărţirea unui cerc în 7 arce egale nu se poate face cu rigla ş i 

compasul (acaastă demonstraţie ţine de fapt de algebră şi nu de geometrie ). 
Fiţi atenţi: Nu am afirmat că nu s-a făcut pînă în prezent. Am afirmat că 
este dovedită imposibilitatea acestei operaţii. Construcţiile pe care Ie găsiţi 

prin anumite cărţi de desen sînt aproximative, contînd şi pe gradui de imper­
fecţiune a obiectelor cu care desenăm (grosimea minei creionului de pildă ). 

Ele nu constituie procedee exacte ci rrnmai utile. 
Vom găsi că unghiul la centru corespunzător laturii unui hexagon 

regulat este de 60° (fig. II.26). De aici rezultă un procedeu simplu de construc­
ţie a sa. Toate triunghiurile avînd un vîrf în centrul.hexagonului şi ca latură 

' Fig. 11.26 
' 
\' 

\ 

\ 

opusă lui, laturile hexagonului, sînt triunghiuri echilaterale. Deci latura 
măsoară cit ra,za: 16 = R. Impărţim un cerc în 6 părţi egale luînd un punct 
A pe cerc drept centru si cu o „deschidere" a compasului cît R, trasăm B si 
F fig. II.27). Mutîncl apoi succesiv centrul cercului obţinem si celelalte 
puncte de diviziune, vîrfurile hexagonului căutat. Observăm că este sufi­
cient să găsim cu compasul numai trei puncte consecutive A, B, F 1 si pe 
celelalte le aflăm ducînd diametrele cu aceste extremităţi . Apotema a, = 

R Y3 
2 

L 3 

Fig . l l.27 

/ 
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11110/1 11ni111. di11 do11/1 t11 dn11 /1 vld11„i1n 111111i hoxngo11, dn plld/1 A , (', R, 
'1\11111111 un t1·i1111ghi rn ·hil1\l.11r11I. C11ll'11 ll11d din formulolo lntui·i lor ~i npoto-

111il111', oh~inorn L 3 = H V:l Hi a3 - ". 
' . 2 

l .11 pătrat (poligon regulat cu 4 laturi), unghiul Ia centru corespunzător 

t11 do 90°. Aplicind formulele obţinem 14 = R V2, a4 :.___ Vf · 
2 

„Po1igoan regulate stelate 

Dacă împărţim cercul în cinci arce egale şi unim punctele de diviziune 
două în două, seg:nentele AC, CE, EB, BD, DA vor fi laturile unui 

p11ligon" regulat de un tip anumit: Laturile lui se intersectează si în interio-· 
11!1 1111rcului. Acest „poligon" se numeşte stelat (fig. II.28). ' 

Fig . 11.28 

(El este un poligon regulat concav.) 

Atunci cînd am făcut afirmaţia că orice poligon regulat are vîrfurile 
1111 1·nrc, demonstraţia de mai sus era valabilă şi pentru „poligoane" stelate: 
1111 H-n întrebuinţat nicăieri în demonstraţie faptul că poligonul ar fi convex. 
1r11huie numai să considerăm laturile complete, nu porţiuni din ele, cu vîrfu-

11111 lui , extremităţile laturilor , aşezate pe cerc. 

O primă cons ta tare : 

Presupunem că un cerc a fost împărţit într-un număr par de arce egale 
tl d11 cem ca laturi coardele sărind peste cite un punct de diviziune. Obţinem 
1111 poligon regulat cu un număr de laturi de două ori mai mic. De pildă unind 

1 li ·f11rile unui hexagon regulat din două în două, obţinem un triunghi echila-

1111·11 I. Se pune deci problema „simplificări i"' cu un factor comun al numărului 

d11 diviziuni ÎR care am împărţit cercul ş1 al „paşilor"-ttrcuri pe care „îi 
• 1·i11t" cînd ducem co rzile-laturi. 

Să presupunem că am împărţit un cerc în 14 arce egale. Facem un 

l11 liol în care apare ca fracţie ireductibilă raportul dintre numărul de arce 

1111\i nle şi al „ p 11.şi lor să riţ. i" . Jn funcţ. ie de acesta vo.m prec iza natura poligo-

îl 



1111l11i ohţin11L. NoL/t rn 0 11 n n111n /1 1•11I d" clivir. 11ni 11 \ 11d11 1 <'11 Ic , .pnşii" (nrol 
subintint~ do o co1\rtllt) şi ·li f fr1tc \~ i11 irodu( bih III oh~11111l.I\ din RimplificM 
rapol'tului n/k. 

r 

I II III IV V VI V il 
-

n 14 14 14 14 14 14 14 

k 1 2- 3 4 5' 6 7 
~ 

-

14 7 14 7 ' 

f 14 7 - - - -
3 2 5 3 

- I 
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I ;::i - -

...:l ;::i z- ;::i ..... z ::i ..... z ;::i U'""' o'""' zUi:i=; o zui:i:: o W z -<z z~~ o ::i di:i::~ o E-< ::i dE-< o E-< ::i dE-< ~ 8 i:i:;O dW.E-< <::iw d<~ << d<E-< << ;::id . 
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Am oprit aici tabelul. Dacă k = 8, atunci n - k = 6 şi este ca şi cum 1 

fi inceptţt ~socotim de la punctul iniţial pe cerc in celălalt sens. Dacă in 
de 14 am -ri avut un număr impar de diviziuni iniţiale, de exemplu 2p + 
ne opream la k = p; de exemplu lan= 17 ne opream la k = 8. 

Altă constatare: dacă fracţia ireductibilă este un număr natural, polig 
nul este convex. Dacă numitorul lui f nu este 1 atunci poligonul este stel1 
şi anume steaua are atitea „colţuri" cit arată numărătorul. 

Deci nu toate poligoanele stelate cu acelaşi număr de colţuri sint „al 
menea". Heptagonul din coloana a IV-a diferă de cel din coloana a VI1 

- ! 

Tabel de rezultate 

H l r 2 

I, li 

l5 = !:!_V 10 - 2 V 5 
2 

R v-· l10= - ( 5 - 1) 
2 

"G = 

R 1---L......-
"10 '--'-- -- [1 10 + \2 Vii 

'• 

Tnbolnl ar dovoni 11'\111 11 oi• do 1 · 11~ 11111, tlnolt nm adiiugn ln a0 ~i lu l
6 

olto 

1111 f11 0Lor VI po llnglt /( ; 11lt,itn11lc1 du111"1 linii din tabel nu trobuio momorul,1. 

12. Probleme 

1. În triunghiul echilateral ABC de latură a (fig. II.29) se iau pun1;­
Le!e N, MEAB, N', P'EBC, M',P EAC, astfel ca MM'ill1f' , 
NN'll AC şi PP'il AB. 

A 

lvf. 

Fig. II.29 N 
\ 

\ 
\ 
\ 

\ 

B N' P' c 

Dete.rminaţi x 1n funcţie de a astfel ca hexagonul MM' P P' N' N flii flo 
regulat. 

2. Pătratului din figura 11.30, de latură ai se „taie colţurile" Jn 11~n 
fel incit să „răm1nă" un octogon regulat. Să se calculeze latul"a x a o LOl{O­
nului 1n funcţie de latura a a pătratului (fig. II.30). 

a 

Fig. 11.30 

.· .1 

3. Cunoscînd ln şi R, calculaţi a". 

4. Folosind pătratul înscris în cerc de rază R. rfll r ulaţi l11tu1·u Of'l.n­

gonului convex înscris în cerc în funcţie de R. 

5. Pe lat.urile hexagonului regulat A 8(' DEF se const1·11iesr în afon~ 

pătrat(\ ş i ln vîd11rile hexagonului , ru do11 tt l11 L11ri 1-tlo ncostor p1Hl'lll.f1 



oa la.tnri, tr·iunghiuri echil ntorale de tipul lui BJ-Jl. Sl1 su pr i l' iv.uzn 110 fel 
rle poligon este GHl.TKLMNOPRS (fig. TT.31). 

Fig. 11.31 

6. Precizaţi natura poligoanelor reg11late pentru n = 7. Cîte „tipuri" 

de heptagoane stelate există? 
7. Precizaţi natura poligoanelor regula.te corespunzătoare împărţirii 

cercului în 21 arce egale. Faceţi tabelul. 
8. Să se stabilească măsura unui unghi al unui dodecagon regulat 

convex (n = 12). 
9. Dacă un poligon are toate laturile congruente este oare regulat? 
10. Dacă un poligon are toate unghiurile congruente este oare 

regulat? 
11. Găsiţi numărul diagonalelor unui octogon regulat convex. Era .„ 

necesar să· precizăm că poligonul este regulat? 
12. Să se demonstreze că in orice poligon regulat convex se poate 

înscrie un cerc, adică se poate construi un cerc tangent la toate laturile 
sale. 

Să se a.rate că centrul cercului înscris coincide cu cel al cercului 
circumscris poligonului regulat convex. 

, · 111 m" to<' r1.11n f d , · „ . / 1 'IP.rm întu ;, -- 1 · , ; ·1 "CU ~ '.< rigla 

cr , pas 1i a ' nui segnum-t dr '1 1,.1:> nf t . ;- unde n 1's1; •. orice J;.„ 1 .am ral. 

Ştim că construim pe V2 cunoscînd segmentul unitate (fig. Il.32). 

·--Vn~ 

' .1'111/\1 ,J\ " Llll J\ lllll~ll • : l>I •:. 1111 H1'g111onL1 il 11/l 'I d11t '!'ll 1 porp on-

111 11 111 li ~I, 1_. 'og 11 wnl.11I 1111, I '2. Po ii /) 1 du cm perpendiculara 
li I ~1 conL 1nu i:iln c 11 nce lu ş i p1 ·1H:ed eu: B 2 B3 J_ AB2 (B

2
B

3 
= 1) etc. 

fq 111 1111 111111 lui PiLngornrez ull ă AB2 =V3, AB3 = V4, = 2, AB
4

= 1/ 5 etc. 

lljllJJJÎJJtl ('0l1SLl'll it segmentul ABn-2 =V n ~ -:-1, construim ABn-1 = v;. 
11 11d11 1il d111 :c la construirea lui [/ n prin „recurenţă" , adică folosindu-ne 

ll ll HI 1·111·\.in pre:=i. l abi lă a segmentelor V2, [13„., vn:--=--r. 
, .. 

" ' I I ·, 

I 1111 ·11 rcuşi~1, raza R fiind dată, să putem „cuprinde" în compas un 

I 111 11111 de RV2, a_m reuşit construcţia (fig. II.33). Ca în orice problemă de 
11 I 1111 ·\.10, să considerăm problema rezolvată: pornind dintr-un punct ar bi -

Fig. II.33 

11 11 I, (:onsiderăm vîrfurile consecutive ale hexagonului regulat înscris în cerc 

li 1 ' , n. Deci segmentul AC = R V3. Cu o deschidere de compas cît AC 
91 • 11 11! 1'111 în A şi apoi în D, trasăm două arce de cerc care se taie în M . 

I tl ll Hitl! ' l'ind triunghiul dreptunghic AMO, segmentul OM= R v2. Deci 
11 11 Nl l'llim întîi vîrfurile trapezului A, B, C, D, apoi cu „deschiderea" AC si 
111111 ·1·11: A şi D trasăm arcele de cerc care se taie în M, „prindem" în comp;s 

iliN l11 11 \,11 OM şi o ,,purtăm" pe cerc de trei ori. Obţinem astfel vîrfurile pătra-
111 1111 duta.t. 

' 
1 1 ' '· - Sâ se arate câ dacii două 

111/11 '11' µo:itire au suma constantă, produsul lor este maxim cînd ele sînt egale. 

Vom încerca o soluţie geometrică a acestei probleme. Pentru aceasta 
1•111 1·111 <i o formulăm şi în felul următor: 

Sii se demonstreze că d·intre toate dreptunghiurile cu perimetru constant, 
o1// 11 1'/'ll niai ln/ tf'( ' " 111·1· p ui r11!11/. 



A B 
}x I H 

E F 

II a-x Fig. 11.ar. 

X ,_,..__.._ 

o C G ) 

Evident arnbele au acelaşi perimetru. Cu notaţiile din figură, o 
comparăm 'aria pătratului ABCD cu cea a dreptunghiului DEFG revine 
preciza care din ariile dreptunghiurilor ABHE şi HFGC este mai mare. 
bele dreptunghiuri au eite o latură x. Dreptunghiul II are cealaltă la.tur 
x mai mică decit o are dreptunghiul I. Deci dreptunghiul II are aria mai 

Să spunem şi altfel: 
Aria lui ABHE este xa. ·Aria dreptunghiului HFGC este x(a -

- a-x - x2. Vizibil aria lui EFGD este mai mică <lecit a pătratului A 
pentru că ax ;;i: ax - x2 soluţie evidentă. (Egalitate am avea dacă x 

Această problemă rezolvată ne poate duce şi la o a doua: 
- .·· Să se arate că dacă două numere pozitive 

produsul constant, suma ·tor este minimă · cînd ele sînt egale. 
Vom porni de la problema precedentă: tn figura pe ca.re am făc 

pentru ca. s-o rezolvăm, pătratul ABCD şi dreptunghiul DGFE au ac 
~perimetru şi ariile diferă pentru că dreptunghiul (II) este mai mic decît dr 
unghiul (I). Deci adăugăm la dreptunghiul II dreptunghiul cu interior h 
rat (III) FN MG astfel incit dreptunghiul (I) şi dreptunghiul C MNH să de · 
echivalente (fig. 11.35). Deci pătratul ABCD şi dreptunghiul EDMN 

A a 

Fig. Il.35 

echivalente (produsele DM · MN şi A ·AD sînt egale), dar perimetrele 
:diferă, cel al pătratului este mai mic deci 2(.DM + MN) ;;;i: 2(A B + A 
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. t da. prin puterea punctului 
O altii soluţi ln r o nstl1 problemli se poa ~ 1 d ntru O cea mai 

. t rin M tn1 cercu e ce ' 
I' or: dintre toate corzile care rec lp ' x . altă coardă A' B' 

u·rtll este AB J.. OM (fig. II.36). ntr-adev11r oricare 

Fig. 11.30 

. OM deci B'N2 = R2 - ON2 > R2 -
trece prin M are distanţă ON < . ' ' AB adică B' M +MA' > 

M2 = BM2, deci 2B'N >'J.BM, deci A IJ_ >A . B=A'M·MB'= 
M +MB. Dar a.plicind puterea punct~lm M, M M 

t t P
roblema. este demonstrata I 11ons an ş1 

LUNGIMEA. ŞI ARIA CERCULUI 

. . . . . l n imii unei curbe şi a ariei „mărginite" 
Calcularea şi chiar defmirea u . ~ nele detalii ·a.le }or, necesită cunoş­
curbă închisă sînt probleme ca.re, i~ u demdnstra formulele pentru 

l ţ ' . V De aceea noi nu vom 
ln ţo ce nu e ave i mc~. . ăt . mod intuitiv de a ajunge la 

gimea şi aria cerc,ulm, ci doar vom ar a un . 

I ' . oli oa.ne re ulate convexe cu acelaşi număr de 
. Săd cons1deprlămu d:::~c~og~ane, ins~rise fiecare tn cite un cerc. 

~uri, e exem 

A 

Fig. Il .37 

. l l R r razele cercurilor în care -şin.t 
Să notăm cu p' p perimetre e or' cu ' 

lflftc rise. 1 · ă A AO B -
P ~ ... ~ =- ~ , ca urmare a faptu u1 c [..). 

Avem - :=li 'B' A'B' r 
P SA . _!M.... - .!!}!_ AOB-~==1::A'0' B' ) . . 

D,A'O'B' (cazul 1 de exemplu. O'A' O'B'' 1:: · s 

77 



d L o n ' p lig . an u un numll.r foar 

mare de laturi înscrise tn 0 J · P R Şl r urj, r J ţia - ... - ar răm!ne ade 

ra~,ă , iar P .ar fi „aproape" de lungime P r · 
pe de lungimea l a cercului de rază r. L a er ului de rază R , p ar fi „apr 

Obţinem, schimbî~d mezii între ei L l d . 

I 

. ' R - - ' a 1 că: raport ul din 

ungimea unui cer · · r Acest ra t c ş1 raza sa este acelaşi pentru toate cercurile. 
por constant se notea.ză cu 2 . l . . 

este 3,14159„. (7t este un num ~ . . . ~' . va oarea aprox1mat1vă a lui 
mină , de exemplu prin fo alr iraţ10nal.); mo1.)l nu se „măsoară" .ci se det 
. ' rmu a, ce conţme o sum · . f' . ~ invăţa în c.lasa a XII-a: ' a m mita. şi pe care o v 

" = 2 V 3 (t __ 1_ + _1_ 1 ) 
3 • 3, 5 • 32 - 7 • 3a + · ' ' ' ' 

Llmgimea L it unui e d L = 2rr:R. ere~ e rază R estA tignlă cu 2rc înmulţit cu R, ad· 

m Să. reven~m la figura II .37. şi să notăm cu Q lungimea liniei ABC fo 

ată~m trei laturi ale octogonului. Avem Q_ = 3AB = ~ _ <]::AOC 
_ ABC . . ~ • P 8AB 8 - 360;-

- 3500 ' relaţie ce ramme adevărată chia.r dacă arcul ABC f' . ABC î l ar I mare (pri 
nţe ege~ măsura, în grade, a arcului ABC). 
Să păstram punctele A şi C fixe i să . d ~ 

un poligon regulat cu un număr mare ~e l :o~s1 era~, în loc de un octogo 
A şi C printre virfurile sale {pentru aceasta::~·~ înlsclr1ts î~l acelaşi cerc, avîn - aru a uri or sale ii vom al 

un multiplu de 8). Relaţia Q_ ABC ă e . . P - 3600 va r mine valabilă şi pentru ace 

pohgon; Q va fi „aproape" de lungimea M a arcului ABC . p . . . , iar va f1 

ma:.'.:mte „aproape" de lungimea L a cercului de rază R. Obţinem M' 

ABC L 
= 

360
0 , de unde deducem: 

Lungimea um!.l are de cerc tl:i ..;J. '( ~„„ă d' tr . w ::iu.<. U ID •Ul! C.Oi'J 

dată de formula wd (u fiind exprh-· t~ în d ) Bv
0 

~ i1' gra e . 

Fig. Il .38 

78 

ă r vonl 11\ tlin n u la figura II .37 şi să consid ri1m aria ot g oului 
> E 8 AB · OM P · OM /1 „ .. a st g lă cu 8SAoB = - - = -- . Ptnă aici d m n· 

2 2 

\,1•1 ţia este riguroasă şi ne conduce la: 

'r e o r e m a. Aria unui poligon regulat convex este egali\ cu jumltatM 

1irodusului dintre perimetrul şi apotema poligonului. 

Dacă vom considera un poligon regulat cu număr foarte mare de laturi , 
h1sc1·is în cercul de rază R, atunci perimetrul său va fi „aproape" de lungimea 
11 reului, iar apotema „aproape" de raza cercului. Ajungem la concluzia oii 
nria unui cerc este egală cu jumătate din produsul dintre lungimea şi raza ea, 

"dică ~R ·__!!: 
2 

Aria unui cerc de rază R este . egală cu 7tR
2

• 

ln fine , să considerăm , în figura JI.37 , aria poligonului AB„.CO. Ea 

ste egală cu de trei ori aria triunghiului AO B , deci cu ~ din aria octogonului 8 

r gulat; raportul ~este tot una cu raportul dintre măsura arcului ABC şi 
8 

'60°. Ţinînd punctele A şi C fixe şi mărind mult numărul laturilor poligonului 
regulat (acest număr rămînînd un multiplu de 8), aria poligonului considerat 
A B„.CO va fi „aproape de aria mărginită de razele OA, OC şi arcul ABC 

te. Ajungem la ~ 
D e f i n i ţ i a. Se numeşte sector circular figura formată dintr-un arc 

al unui cerc şi din razele acelui cerc cu capetele tn capetele arcului. 

Aria unui sector circular al unui cerc de rază R ce corespunde unui 

arc de măsură u (exprimată în grade) este dată de formula u7tR

2 

• 360i 

Obser"aţie. Cuvintele „multe", „aproape" , nu au sens matematic. Ele 
sugerează numai un raţionament, mai rafinat , ce nu 1-am prec izat aici. 

\ 
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13. Problom~ 

1. Aflaţi aria cuprinsă între un arc de 60° al unui cerc de rază 
şi coapda sa. 

2. Aceeaşi problemă pentru un arc de 24.0°. 
3. Pe cele trei laturi ale unui triunghi dreptunghic ca diametre a 

descriu cercuri ca în figura 11.40. Arătaţi că aria haşurată este egală c 
aria triunghiului. 

J 

Fig. 11.40 

-4: Două cercuri secante au razele de 10 şi 7, iar distanţa centrelor 
de 15. Aflaţi aria porţiunii comune a•celor două cercuri. 

' 5-. Aceeaşi problemă, cînd distanţa centrelor este de 5. 
·6. Două cercuri tangente exterioare au razele de 9 şi 4. Aflaţi aria 

cuprinsă între cele două cercuri şi una din tangentele comune exterioare. 
7. Aflaţi aria hexagonului regulat de latură a. 
8. Aflaţi perimetrul figurii 11.41, dacă raza cercului este 6 şi dis­

tanţa de la centru la vtrf este 12. 

· 9. Care este lungimea curelei d transmisie din figura II .42? 

10. Arla\i lungimea şi aria unui •t icerc. Desenaţi. 

1 l. Calculaţi aria din fJgur II.48 (haturatl), precum şi perimetrul 
li haşura.te, razele celor trei cercuri fiin? toate egale cu 2. 

- -
I~. IUa 

2. Aceeaşi problemă pentru figura haşurată 11.44. 

I . 

,___:-----. }l9v0 

\ -- -- - --·-·-,-
] 

MM motlcA aeomttrl I. 11 vn-a 



Capitol~l 3 

TRANSFORMĂRI GEOMETRICE 

In primele paragrafe ale. acestui capitol vom prezenta cîteva no 
pregătitoare. 

SEGMENTE ORIENTATE S'IT.UATE 
PE ACEEAŞI DREAPTĂ 

Două semidrepte de pe aceeaşi dreaptă pot fi de acelaşi 

cuvinte se poate ca una să fie indusă în cealaltă), sau ue sensuri contrar 

alte cuvinte, in ca contrar, sau intersecţia lor este interior·ul untli seg 
sau ele n-au nici un net comun). 

Observaţie. Dacă f: B , atunci semidreptele AB şi BA .au se 
contrare. 

D e f i n i ţ i e. Vom mi segment orientat o figură formată din 
puncte A, B, nu neapărat d erite, luate în această ordine. -Segmentul orient at for at din A şi B se va nota A B. 

Deci AA est e ş i el un s ment orientat, iar, pentru A -=I- B, seg~e - - . orient ate 'AB şi BA sînt d ife ite (swe deosebire de segmentele „obişn 
.A.B şi BA care sînt aceleaşi). · 

Punctul A se numeşte· o iginea iar B extrem itatea segm entului ori 

0 e f l 11fţI11 • 81 1•1111 11 id111 111 d t'tll\ Jll li d; ll ll Segrn nt ( hi Şfl llÎt, ) /1 r~ 
('11 Ş Î un „sens" p r/ , d11t pt•lntt••() llO nl idt• Hpt:1l $a lui rl, 

Fig. 111. 3 
.LJ 

I 
s d . 

Acestea fiind fixate, definim mitsura unui segment orientat AB de p d, 
' -ş 1 o notăm tot cu AB, astfel: · 

Cazul 1. Dacă B = A, măsura segmentului orientat AB este conslderatl\ 
o :"AA =o. 

Cazul 2. Dacă B i: A , măsura segmentului orientat AB este egali cu 
lungimea segmentului (obişnuit) AB, cu semnul + dacă semidreapta AB are 
acelaşi sens eu s şi cu semnul - dacă semidreapta A B are sens contrar cu s. 

Fig. 111.4 
u S 1 

A ' c . B D - -~eci AB + BA = O. Dacă măsurile a două segmente ori nt to Rhi1 
gale · ş1 nu sînt O atunci segmentele (obişnuite) corespunzătoa re slnt ongl'u· - -nte. Reciproc, dacă AB = CD atunci avem AB = ± CD , semnul fiind 

sau - după cum semidreptele AB şi CD sînt de acelaşi sens sau de a n8nl'i 
1·ontrare. - -Te ore mă. Dacă A, B, C sînt puncte -coliniare, avem AB + BC = Af '. 

Demonstraţie. Va trebui să considerăm mai multe cazuri. - -Cazul 1. A = B. Relaţia se reduce la AC= AC: 
Cazul 2. B = C. Analog. - ·-Cazul 3. A = C. Relaţia devine AB + ~A= O; am observa t m a l sus 

.11 este adevărată. 
Cazul 4. B este întrP A şi C (fig. JJT.5). 

Fig. m .r. B c 
--- ' Semidreptele AB, BC, AC au acelaşi sens deci AB, BC, AC au ace laşi 

semn şi relaţia se reduce la AB + BC:..... A C. 
Cazul 5. A este între B şi C (fig. JIJ.6). 

F i1< . li I.fi c - - . - _... A B ~ i HC au semn contrar•e, B(' > A B, Ar! tt t·e A ce la şi somn ·11 Hr: 
oi relaţia so rodu ln /:J(,' - AB ...:.. AC . . 



:·-•;. I . . ••··. 

•' 
:·· 

Cazul O. sto Intre A .şi B. 

Se demonstrează asemănător cu ca.zul 5. 

Obserciaţii. 1. In definiţia măsurii unui segment orientat de pe o dreaptă 
dată, putem alege dintr-o dată unitatea şi sensul, alegînd unitatea de măsură 
drept un segment orientat nenul, ce urmeazăJă aibă măsura +1 (fig. 111.7). 

u Fig. II 1.7_ 

2. Noţiunea de măsură a unui segm_ent orientat şi teorema demonstrată 
ma.i sus ne permit să demonstrăm unele afirmaţii fără a mai considera mai 
qiulte cazuri corespunzătoare diferitelor poziţii relative a punctelor de pe o 
dreaptă. De exemplu: 

.; '~ottemă re::.olvaiă.Fie A, B, O trei puncte coliniare, fie A' simetricu] 
lui A faţă de O iar B' simetricul lui B faţă de O. Să se demonstreze că A' B';;;;;::: 
=AB. - -- - -Rezolvare. Ipoteza se scrie OA'= AO, OB' = BO, Demonstraţie: A'B' = -- - - -----= A'O + OB' =-OA'+ OB' = - AO + BO =OA + 130 =BA deci, 
cum am observat după definiţia măsurii unui segment orientat, A' B' = AB. 

R4 

14. Probleme 

- -1. Dacă A, B, C, D sint puncte coliniare, arătaţi că AB + BC + - -+ CD+DA =0. 
2. Care este relaţia intre măsuri de segmente orientate care defi­

neşte mijlocul , M al unui segment (obişnuit) AB? 
3. Da.că segmentele (obişnuite) AB şi CD au acelaşi mijloc, atunci - -AC= -BD. -- __..._ 
4. Dacă AB = CD, demons aţi că AC = BD. 
6. Fie A, O, O' trei puncte co 'niare, fie B simetricul - --de O şi C simetricul lui B faţă de O'. Arătaţi că AC= 2·00'. -- -6. A, B, C, D fiind puncte coli 'are, arătaţi că AB ·CD+ AC· - --. DB + AD · BC = O. 

· 7. A, B, M, N fiind puncte colin are, A -- -MA NA 
arătaţi că M = N. • -=-· - -MB NB 

, i omidn~pt1~ d(~ au· I n., J l'lflll .' •• i ele• sem·uri cont.ror" 
. po dro11to paralele 

Să considerăm toate dreptele paralele cu o dreaptă daM, să considerlim 
11 secantă şi un semiplan determinat de acea secantă. Toate semidrept Io 
o b ţi nute intersectind a.cel semiplan cu dreptele para.lele cu dreapta d ş,tă I 
vom considera că sînt de acelaşi sens. 

Dacă a.cum vom alege două semidrepte situate pe două din drept J 
por•alele din figura 111.8, vom spune că semidreptele au ac elaşi sens da ă 
rl care din ele are acelaşi sens cu semidreapta din figura 111.8 de pe drea.pt 1:1. 
110 care este situată, sau da.că fiecare din ele este de sens contrar cu semidreaptf\ 
r spectivă din f.igura III.8: Yom spune că semidreptele alese sînt de sensuri 

Fig. 111.8 _ 

contrare dacă una din ele este de al' elaşi sens şi ulnlLd <I Hli ll H < 0 11t,1•1u• nu 
semidreapta respectivă din figura 111.8 (s1 şi s2 slnt d u oln'i 11 1111, 11 ,11. 
sînt de acelaşi sens, iar r1 şi r2 sînt de sensuri contrar ) (ri g. Jl I .1 ) . 

s 

„ „ 
Fi~. 111.\1 • r. 

r 

Să observăm că aceste convenţii nu depind nici de secanta alea.să şi 
nici de semiplRn11 l A]Ps (fig. IT l.10). 

~ I'. 

Fii.t. 111. 111 



Să ohRflr•vAm şi dl. dnr·:i ln"'ir·r·:'lrn H:i ,.ll"Mdu.m " 111 111 · 11loşi mod sen· 

surile pe două. drepte concurente, nu reuşim, deoarece „acordarea" va depinde 

de secanta folosită (fig. li T.11). 

'-

Fig. Ill.11 

Acordarea sensurilor pe toate dreptele paralele cu o dreaptă dată, 

acordare descrisă mai sus, ne permite ca, odată aleasă o unitate ele măsură şi 

un sens pe o dreaptă, să măsurăm cu el8 toate segmentele orientate sitrn>te 

pe drepte paralele cu dreapta dată (fig. III.12). 

A 

D 
u 

B 

c 

I• ·. 

Fig. 111.12 

~u avem însă voie să măsurăm cu ele segmente orientate situate pe 

drepte neparalele cu ac:ea dreaptă. 

Aplicaţie. Fie a şi b două drepte paralele şi B două puncte pe a, C 

şi D două puncte pe b. Fie M mijlocul lui A , N mijlocul lui BD. Atunci 

M şi N sînt situate pe o paralelă la a şi b şi ave 

Enunţul dat reprezintă o teoremă, „corn 

1n figura III.13, care corespund cazurilor A 

AB =CD sau nu, semidrepţele AB şi CD sînt 

<·0ntrare. 

-~ MN = AB+ CD. 
2 

usă" din alte şase, 

B sau nu, C = D sau nu, 

e acelaşi sens sau de sensuri 

Această teoremă nu ne fac:e ded să afl m nici un fapt nou . Ea este 

importantă deoarece reuşeşte să unifice lntr· n singur enunţ, destul de sirn· 

1 1l11·i teoreme <lit t•it (fuptul ce corespunde primei· figuri din lll.1 ' nu 
lt, titlul de teoremă). Aceasta este posibil datorită noţiunilor introduse 

ul Iii mele două paragrafe. 

AB A A B 

E C D c D C 

A B A 

D 
Fi)<. ll!Tl 

lo. Probleme 

1. '.se consideră unghiurile xOy, x'O'y' i~ care Ox şi O'x' sînt para­

lele şi au acelaşi sens, iar Oy şi .O' y' sînt de ase,rr;i.en'.ea paral.~ţe . şi au · 

Melaşi sens. Demonstraţi că cele două unghiuri sînt congruente. 

2. Două unghiuri cu laturile paralele şi de sensuri contrare sint 

congruente. 

3. Două unghiuri cu laturile paralele, două de acelaşi sens şi două 

tl e sensuri contrarii, sînt suplementare. 

4. Consideraţi un triunghi ABC, alegeţi pe fiecare din laturi cite o 
unitate de măsură şi un sens, consideraţi o paralelă la BC şi exprimaţi 
Loorema fundamentală a asemănării. folosind numai măsuri . de segmente 
orientate. 

5. Consideraţi două drepte paralele, dou~ puncte A şi B pe prima 

şi două puncte C şi D pe a doua, şi unităţi de măsură şi sensuri pe una 

<lin cele două drepte paralele şi pe AC. Consideraţi un punct' M pe AC 

şi intersecţia N între paralela prin M la cele două drepte şi BD. Expri-- - --- ' maţi y = MN în funcţie de x = AM (şi de AB, CD, AC, care sint 
constante). 

6. Fie A', B', C', G' picioarele perpendicularelor din vîrfurile A, B,C, ' 
J /,' I 

ule unui triunghi şi din punctul G de intersecţie al medianelor sale pe 

o dreaptti d. 



Exprimaţ i GG' 

VECTOR. 

Cele arătate tn paragraful precedent n,e conduc la: - -- "---·-
D e f i n i ţ i a. Fie A B Şi CD donă segmente orientate. Spunem 

ele sînt echivalente în unul din u~ătoarele două cazuri: 

1:A = c, Ii= iD. 
2. ·A :f c , B ,p D şi sînt îndeplinite simultan condiţiile: 
a. AB ~-l~D ~sau A, B, C, D sînt coliniare 
-b;=A B =CD. . 
c. Semidreptele A B şi CD au acelaşi sens. 

Af3 __ B D 

~// -:-....,.~-„ ---:~~-0-::::D-

Cf) ---c 
Să observăm că nu putem impune condiţia c atit timp cit n-ar fi 

impusă con_diţia a. _ 
Orice segm~nt _orientat este echivalent cu el însuşi; dacă un segm 

orientat este. echivalent cu al doilea, atunci şi acesta este echivalent cu 
mul; două segmente orientate echivalente cu al treilea sînt echivalente t 
ele. 

D e f i n i ţ i e. Se nun,ieşte vector o ulţime formată din toate segm 
tele orientate echivalente-cu un -segment"orie tat dat. - · ------ _.. -.„ __ ,,~Vectorur format din toate segmentele rientate AA se va numi „v 
·-~ ­
torurnul". ----- -ln vorbirea curentă vom spune „vector l AB" -- --conţine segmentul orientat AB" . şi vom spun deci ·e-ă „vectorii AB şi -- -­coincid", sau că „sint egali", în loc de „segm ntele orientate AB şi CD 1 

echivalente". --- -

ă observdm oll flind d11t,1 nn fi grn nt orientat AB ş i un pun t 

. -' • stă un punct unio D nstl I lnolt segmentul orientat CD să fie echivalent -111 segmentul orientat AB. 

Fig . 111.16 

B 

A.B CD/ 
A 

7) 2) 3) 

Anume: dacă B =A, alegem D = C, iar dacă B ::/: A atunci ducem 
prin C dreapta d paralelă- <Ju AB (dacă A, B, C sint coliniare, d se alege dr pt 
A B }, alegem pe ea semidreapta s, de origine C şi de acelaşi sens ou s mi­
dreapta AB şi, in fine, alegem pe s p_unctul D pentru care CD= AB. 

Pe scurt: orice vector se poate „aşe?:a" astfel_ incit să aibă „origin 11 

ln orice punct dorim. 

Problemă rezol"ată 

~ - -Dacă AB este echivalent cu CD, demonstraţi că AC este eohivul nL --cu BD. 
Rezol"are. Cazul 1. A, B, C nu sînt coliniare. 

' Datorită faptului că semidreptele AB şi CD au acelaşi sens, ABDC 
este un patrulater. El este un paralelogram, deoarece laturile opuse AB , DC 
sint paralele şi congruente. Rezultă că şi AC, DB sint paralele şi congruent ; 
de asemenea, că semidreptele AC, BD au acelaşi sens. ·cele trei fapte, tmprc--- -ună, afirmă, conform definiţiei, că AC şi BD sint echivalente. 

Cazul 2. A, B, C coliniare. Atunci şi D rezultă situat pe aceeaşi dreaptl1 

. -- -cu A, B, C ş1 următorul calcul cu măsuri de segmente orientate : BD = B A + ---------+AC+ CD= AC+ (CD - AB) =AC ne convinge de valabilitatea enun-
ţului şi în acest caz. 

Rezultatul din această problemă uşurează rezolvarea citorva din pro· 
blemele ce urmează: 

16. Probleme 

1. Desenaţi două segmente orientate care să îndeplinească două din 
condiţiile a, b, c şi să nu o îndeplinească pe a · treia. Din oele t rei vari· 
Rnt ni a ost i probleme, care este „absurdă" ? · 



2. Fi A , JJ , l' lr·e i pun1;te 11 01·oli11in„e. Cf)nving ţi - vn 1'11. x:i sLl1 un 
punct uni c D astfel incit ABCD să fie un paralelogram. Ca„actcrizaţi- 1 
„vectorial" în două moduri. · -- ~ --3. Dacă AB este echivalent cu A'B' şi BC este echivalent cu B'C', -- --demonstraţi r,ă AC este echivalent cu A'C' (direct este mai greu decit 
s-ar părea la început; folosiţi problema rezolvată) .. 

4. lntr-un paralelogram ABCD se notează cu E, F mijloacele latu­
rilor AB, CD. în figura obţinută găsiţi toate perechile de segmente 
orientate echivalente, cu capetele în cite două din punctele A, B, 
C, D,E,F. 

5. În problema 4, completaţi figura cu încă un punct, situat pe 
una din dreptele AB, BC, CD, DA aşa încît să putem forma cu el un --segment orientat echivalent cu AC. In cîte moduri puteţi face aceasta? 

6. Un triunghi echilateral ABC a.re „centrul" în O. „Aşezaţi" vec­
torul OA cu originea în B, apoi în C. Precizaţi în fiecare din cele două 
cazuri _poziţia „extremităţii" vectorului. 

7. Indicaţi perechi de segmente orientate echivalente pe figura 
formată dintr-un triunghi şi mijloacele laturilor sale. 

UNG:RIURI ORIENTATE 

Acest paragraf este asemănător ca idee celor privind segmentele orien­
tate de pe aceeaşi dreaptă şi de pe drepte paralele; aci însă situaţia nu ne 
conduce Ia noţiuni ce au complexitatea noţiunii de vector. 

Dacă privim foaia de hîrtie „de deasupra", aşa cum facem de obicei, 
atunci, relativ la orice semidreaptă, unul din semiplanele determinate de 
dreapta pe care ea. este aşezată ne apare „la stînga" semidreptei, iar celălalt 
„la dreapta." semidreptei. 

semiplan0,t semiplanul 
de la stinga · de la dreapta 

lui s „ lui s 
„„"'"' 

/ 

Fig. IIl.17 

Dacă însă am „întoarce foaia" şi aceastn,.ar fi transparentă (ar fi mai 
grou să realizăm aceast.a privind-o „de dedesubt"), situaţia s-ar schimba: 
semiplanul ce a.părea „la stînga" sernidreptei ar apărea acum „la drcApta" 

i şi invers. 

90 

I 1\ · le ·e urm o.zi1 vom p1• 11111n11 „n - m fixat poziţia" din ·a1·0 

Im planul şi <le i li nm pr hmt, p ntru orice semidreaptă , care este 
1lpll nul de la stînga ci şi 0.1· este cel de la dreapta ei. 

1n legătură cu aceasta, sînt valabile următoarele proprietăţi: 
11 . Dacă două se.midrepte s şi t au aceeaşi origine şi dacă t este situată 

111lplanul de la stînga lui s, atunci s este situată in semiplanul de la 

111 I li.t i t. 

semiplanul 'ae la . 
st1hga 7ui 

Fig. IIl.18 

b. Dacă s şi s' sînt cele două semidrepte diferite, cu originea în O situate 
111• npta d, atunci semiplanul de la stînga lui s este tot una cu semiplanul 
I dreapta lui s'. 

semiplanul de la stlnga lui s = 
Fig. IILl!l =semiplanu/ de la dreapta lui s' 

s' s 

. Dacă Ox, O'x' sînt semidrepte paraleie de acelaşi sens, dacă Oy, O'y' 
ol de asemenea două semidrepte paralele de acela.şi sens şi dacă Oy este 
t 11 11Lă în semiplanul de la stînga lui Ox, atunci O'y' este situată în semiplanul 

11 stîllga lui O'x' . · 

)', 

Fig. III c" 
semiplanul. 'de la sti~ga tui dx' f, 

O semiplant1 ~~°_ stin7a lui Ox „ 
o .t 

ObserPaţie. Am prezentat noţiunile din acest paragraf, ca şi . din cel 
•llpra semidreptolor de acelaşi sens şi de sensuri contrarii, la nivelul intuitiv, 

I foi ea in pa1·t 11 I n 111u1 ualului pen tru I'!. a VI-a. 



J) I f , l , ; I'. l•tfo li g!il nrfor:! 11 '0 111 ll(t • h•~ 1 I f ~111'1 forlll :t ·' 
iln11 ~ midr1•11•.1 h, k t•.u .u~o .,şi origh ~ 1 1 1 I r1 dlfc1rlfo, tio Fi. t1 rtite 
M 1 ;t:i ordhu t l vor' no tu :::€- (h, r.-:. 

Deci: ::::€- (h, k) este şi el un unghi orienta~ iar, pentru h .;: k, unghi 
orientat ::::€- (h, k) este diferit de unghiul ::::€- (k, h). 

n ~ , f · „ iţ i e. Prin mii!lu a unei ~mghi orientat :::€- (h . k) not~.h! 
:t- (h k) vom înţf'lf'l!'P . 

a. 0°, di cli h = k. " 
b. +1 '\0° sau --180°, dacă unghiul (obişnuit) -9:::: (h, k) estf' alung: 
c. fo C('lelalte cazuri, măsura unghiului (obişnuit) -1:: (h, k). luată <' 

1mmnul + , tfo.că k este în semiplanul de Ia stînga lui h, şi cu semn1tl - dacă 
Nite în sem 'planul df\ la <lrciapta 111 i fi . 

f!:kJ=·:5° k 

Observaţii. 1. Convenţia de la c în legătură cu semiplanele n-avea se 
!n cazurile a şi b; de aceea a trebuit să le considerăm separat. 

2. ln cazul b din definiţie, facem o convenţie care se poate enunţa 
astfel: în calculele cu măsuri de unghiuri orientate, considerăm totdeauna 
360° = 0°. Aceasta este o situaţie asemănătoare cu cea în care sîntem inte 
saţi, !n aritmetică, de resturile împărţirilor numerelor cu 4, de exemplu: I 
studiul acestor resturi scriem 4 =O (mod 4) şi nu 4 = O; + 2 = -2 (mod 
şi nu +2 = -2. Aici vom scrie, de exemplu, +180° = -180° (mod 360° 

Reamintim că l'l = b (mod c), unde a, b, c sint numere tntregi, inseamnl 

c divide pe a - b. In cazul nostru u = v (mod 360°) înseamnă: citul u - v est 
. 360 

un număr întreg. 
3. Or·icare ar fi o măsură de unghi u şi o semidreaptă h, există o se 

dreaptă unică k, cu aceeaşi origine ca şi h, astfel încit ::::€- (h, k) = u (mod 360° 
. Dacă pentru -180° ~ u ~ 180° acea.sta se poate înţelege din ~igu 
Ilt.21, să considerăm cazul u = 1 000°. Avem 1 000° = 3 · 360° - 80° = -
(mod 360°), conform convenţiei explicate la punctul 2. Deci problema, 
acest caz, se rezolvă ra în figura JJJ.22. 

92 

-:f:(h,k) = 7000° 
(mod 360°) h 

7D00°=-80° 
(mod 360°) 

k 

(r~ 7000° ~I ---h 

I 

Un ·az nud f1 ,nt lior este u = 280°, de exemplu, în oare 1:1criem u = 
360° - 80° = - 0° fmod 360°) şi care se rezolvă deci tot „prin figura 

I I l.22". 

4. Dacă privim planul „din partea cealaltă" atunci măsurile tuturor 
11 11 ghiurilor orientate apar cu semnele schimbate. 

Următoarea teoremă are aceeaşi importanţă ca şi cea asemănătoare 
t1 ln segmente orientate de pe aceeaşi dreaptă: permite calcule şi demonstraţii 
t 1•'1 a mai face figu~a, fără a mai considera toate cazurile ce pot apărea ca 
ur•rnare a poziţiilor diferitelor semidrepte unele faţă de altele. Bineînţeles că 
ln d emonstraţia ei va trebu i să considerăm toate aceste cazuri, cu toată „hăr-
1111 in". 

'f e o rem: ă. ~)acă u, v, w sînt trei semidrepte cu aceeaşi-o.,.!gin.e, at.uuh'. 
(li,"·') = ::f(t,, :'} +- ::::€- ("J, U- J (.no<l 360°). ~~ , 
Demonstraţie. Cazul ţ. u = v sau v ~ w. ln acest caz relaţia este evi-

111 ntă, unul din numerele dlh partea dreaptă fiind 0° .... 
Cazul 2. u = w. Relaţii se reduce la ::::€- (u, v) = - ::€- (v, u); ea rezultă 

11 n definiţia măsurii unghiului orientat şi din proprietatea a, ilustrată în 
r KUra 111.18. 

Cazul 3. Unghiul ::€- (v, w) este alungit, iar celelalte două nu sînt nule. 

Fig. 111." c '\ w-~-v --u 

W--- _l __ ·---____.U \ 

In ambele situaţii, relaţia rezultă din ::€- (u, v) + ::€- (v, w) = 180°. 
Cazul 4. Unghiul ::€- (u,, w) nu este nici alungit nici nul. 

Privind eventual „din pa.rtea cealaltă", putem presupune că w se află 
ln semiplanul de la stînga lui u. Să notăm cu u' şi w' semidreptele ce „prelun-
1( se" pe u şi w. 

• !J 
Fig. III .24 

\' " \_..; V 

Deosebim patru subcazuri: 
a) v se află în interiorul ::::€-(u, w) (fig. 111.25, a). In acest caz relaţia Este 

(u, w) = ::€-(u, v) + ::::€-(v, w), despre care ştim că este adevărată; 
b) v se află în int eriorul ::€-(w, u') sau coincide cu u'. 1 n acest caz relaţia 

1 t e :;€-(u, w) = ::::€-(u, v) - ::::€-(v, w), despre care ştim oă . este adevărată 
( s ituaţie asemănăt r cu a); 



1; ) v 8, n.l'li\ ln inl< l'i Or11I ~(u, w' ) sa u o 1ir1 id (\ i \ \J w' . 111 111 11d 11 Koin ţi n li l< 
·u h) o. junKom Io ~(u , w) = ::€- (v, w) - ;€-(u , v) ; . . . ~ 

el ) v so a l'l l'i in interi orul ::€-(u'w') . Aici apare s itu o ţ1 a d OH •b1t i1 legata 
· o nve nţi a de mai sus. Relaţi a devine ::€-(u, w') - ,..- ;€-(u, v) - ::€- (v, w) (m 

;31)0°). Ştim de la „unghiuri in jurul un~i punct" .c ă ::€-(u, v) + ~(~'. w! 
+ ;€-(w, u) = 360° ; aceasta arată că <l1f()renţa dintre membrul mtu ŞI 
2-lea al relaţiei, împărţită la 3600, dă rezult~tul 1. Cu aceasta teorema e 

d Jmonstrată . 

OA 

u' u u 

a) 
fig . l!l.25 

u' u 

cJ d) 

17. Probleme 

t. Consideraţi un triunghi ABC. Convingeţi-vă că sau pentr~ to 
cele trei semidrepte AB, BC, CA „vîrful rămas" se află în sem1pla~ 
de ia stînga, sau el se află în semiplanul de la dr~apt~ pen.tru to~ 
Enunţaţi teorema asupra sumei unghiurilor unm triungh1 consI 

rînd unghiuri orientate. · ~ . . . . . 
2. Arătaţi că teorema asupra sumei ung~mril_or unm tr1un?h1 oh 

nută în problema precedent·ă rămîne valabilă ŞI pentru trei pu_n 

coliniare (dar distincte două cite două). • . ·~ . • . · 
3. Desenaţi un pătrat ABCD astfel incit~ ş1 D sa ~ie ~n sem~pla 

din slînga ~eroi dreptei A B. Care sînt măsurile unghm1~lor orient 
::€- (AB,'AC), ::€- (CB, CD), ::€-(D B , D A }, ::€-(AD, AB) e~c. '. 

4, Desenati un hexagon regulat ABCDEF astfel mc1t C, D, E, 

ă C 
afl e în se~iplanu l din dreapta semidreptei AB. Care sînt măsur 

8 8 
. . , --r... C F B) --r...(E unghiurilor orientate ::€- (BC, BA) , ::€-(CD , CA J, A:: (F ' ' ..-ţ" 

ED) etc.? . . 
5, Se dau două drepte a, b concurente în O ŞI pe fiecare se ale 

ctt.e 0 semi.dreaptă a' , b' cu originea în o .. Cîte v~lo~~ poate lua măsu 
unghiului orientat ::€-(a', b') (prima sem1dreapta fnn~ cea d ~ pe 
Arăt ţi ci'i 2 ::f(a', b' ) ia aceeaşi valoare în toate cazuri I dosc r1se. 

O. , 1 d1J 11 do 11 u Ao 1ni d1· pt lt , Ic do 01·igin O. Cilo s ·rni tl l' •pto b de 
origino () OX'is t i1 a~ Lfe l o~ -::f (h, b) = ;€- (b, le) ? Dar astfel ca ::€-(h, b) = 
= -::€- (b, Ic) ? 

7. Oricum ar fi punctele A , B, C, D diferite două cîte două, avem 
::€-(AD, AB) +::€-(BA, BC) + ::€-(CB, CD) +::€-(DC, DA) = 0°. 
Demonstrt<ţi aceasta în general şi apoi consideraţi cazuri speciale ca exem­
ple: patrulater convex, concav, există un punct comun interioarelor 
segmentelor AB, CD etc. 

8. Fie O, A două puncte pe o dreaptă d, fie B alt punct în plan şi 
C simetricul lui B faţă de d. Avem ::€-(OB, OA) = - :J: (OC, OA). 

DESPRE TRANSFORMĂ.RI GEOMETRICE 

Obişnuim să gîndim că două triunghiuri (sau, mai general , două figuri 
geometrice, deşi nu am discutat acest caz pînă acum) sînt congruente dacă, 
desenîrid una din ele pe o hîrtie transparentă, putem să le facem să coincidă 
prin suprapunere. Ne-am ferit pînă acum de astfel de „argumente" în raţiona­

mentele noastre. În acest paragraf vom da o expresie matematică precisă a 
noţiunii de suprapunere, sau, cum se obişnuieşte a i se spune, de izometrie. 

A 

Q 
B l' 

.Â 6 
N p 

F ig. Jr l. 2fi 

Din punct de vedere geomet ric, o „suprapunere" apare drept un proce­
deu de a considera, odată cu fi ecare punct P, punctul Q bine determinat 
pentru o suprapunere dată, în ca.re este „muta t " P. 

Dar a.ceasta nu este altceva <lecit „o iuncţie definită pe plan, ".:U valori 
în plan" . 

D e î i n i ţ i e. Se numeşte transformare geometrică o funcţie U : i; ,-+ 

-+ n unde r. este planul, gîndit ca mulţimea punctelor sale, cu alte cuvinte o 
tram1form"rf) mnnetrică este o funcţie definită pe plan cu valori ln plan. 

'J - Mfllt •fl l Mllt • 



Attirol 11p 11 11, o 1,rnnefor m.n1• g om ~ri d o11t ~n Ţ:~l 
i o d1'n plan un punct bine determinat, care ep 

111 11 1 0~ " 

<l n plnn. . ă re drept ceea gtndim noi 
Dar nu orice transformare geometric apa d f . U(P) - A . dacă 

a fi o suprapunere. De exemplu, ln figura III.27, să e mim - -

xA_ 
Fi!!:.· 111.27 

d 
. , - A dacă p este pe dreapta din figură 

p este în semiplanul dm stmga, U(!')l - l ~·n dreapta. Prin acea.stă transfor-
. U(P) A dacă peste in sem1p anu J A A A 

şi = + , t . it" in cele trei puncte _, O• +· 
mare geometrică U planul est~ „s r1v re nu modifică distanţele intre 
Aceasta nu este o suprapunere' o supra.pune 

puncte. ' . trie o slormare geometrică ce duce 
Def iniţie. Se n~m~şte ~zome d ce orice 'l gment într-anul congrueut 

punete diferite în puncte diferite şi care u 

cu el. · · ă U se numeşte izometrie 
Cu alte cuvinte, transformarea geometric 

dacă: U(A) 4 U(B) · 
P t . orice··A '::/= B avem r · a. en ru . B " 

b~ U(A)U(B) = AB pentru orice A :F ; 

A ă t 
în clasa a 6-a că si~etria faţă de o dreaptă d, pe 

Exemple. m v zu . . 
m n· .... ta cu sd este o 1zometr10. care o vo v · ' 
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.-IC= Sd(A)Sd(C) 
_,ţ B - Sd(A)Sd(B} 

etc. 

Am văzut de al! mon n 011 l'irnt tr1.o faţl1 de un punct U, pentru oare vom 
1111,roduoe o noto.ţio ln po.ginn 100 Ofi t.o o b:ometriP.. 

U(B) 

U(A)U(B) = AB 
AO = U(A)U(O) Fig.' 111.ao 

etc. 

B U(A) 

18. Probleme 
1. Dacă U este o izometrie şi ABC este un triunghi echilateral, . 

atunci U(A)U(B)U(C) este un triunghi echilateral. 

2. Dacă U este o izometrie şi A, B, C stnt puncte coliniare, atunci 
U(A), U(B), U(C) sînt coliniare. 

3. O izometrie duce un triunghi într-un triunghi congruent cu el. 

4. O izometrie U duce interiorul segmentului AB tn interiorul 
segmentului U(A)U(B). 

5. O izometrie duce un paralelogram într-un paralelogram. 

6. O izometrie duce un pătrat tntr-un pătrat . 

7. O izometrie duce o dreaptă într-o dreaptă. 

8. Dacă A, B, C sînt necoliniare şi U este o izometrie, atunci 
1:, U(A)U(B)U(C) = :ţ:ABC. 

TRANS'LATII . 
I> e f iniţie. Fie v un vector. Se numeşte translaţie de vector v, ttans­
roa geometrică Tv care duce un punct P în extremitatea vectorului t1, 

t" cu originea în P. 

Fig. II 1.31 

p-/vtPJ 

Observaţie. Translaţia de .vectoi· nul este aşa-numita transformare iden­
' t,1·11nsformare ce lasă pe loc toat e punctele ,P . . Ea se va nota cu I. 

'I o o r e m A. Orice trai\ la,le eRte o lzometrle. 
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· , · · ·t ·e A' 11i 8' iinnginile lor JJ c.m.onstraţ~P.. I, 10 A. şi B două pune e oareca1 ~ „ _ . 
l · t t AA' · şi BB' vor fi deci prin translaţia considerată. Segmente e or1en a e . . . 

echivalente, deoarece a.robele „fac parte" din vectorul translaţiei. Vom de· 

osebi două cazuti. . . 
C l 1 A A' B B' coliniare. ln acest caz ipoteza se poate scrie azu . , , , __ __ --

AA' = fiiF şi ~oncluzia AB -" .Jt"B' rezultă din A'B' = A'A + AB' == 
------ ~~--AB = A'A + AB + BB' = -AA + BB + AB = · 

Cazul 2. A, A', B, B' necoliniare. 

• 

a' 
A Fig. Ill.32 

B 

Ipoteza 
AA' li BB', AA' = BB'. . I 

Semidrea.pta. AA' de .teelasi sens cu sem1dreapta BB · 
ln acest caz începem prin. a observa că AA' B' B este un patrulate 

A A' 

( 

· t' ~ . ca urmare a părţilor 1 şi 3 ale ipotezei. Avîn adwă nu ara a aşa ~ 
a· B 

l 
·1 AA' "'i BB' paralele şi congruente el este paralelogram. Rezult a.turi e opuse , . 

AB =A' B' ca opuse în acest paralelogram (pentru a evita folos~rea, ca 1:1 
sus, a. unei teoreme „suplimentare" din cla.sa a 6-a, se poate arăta c_a .6.ABA 

= _6.B' A' B, cazul 1). · . 
Observaţie. Fie T 0 translaţie. Cunoscînd imaginea T(Po) pri~ acea.st 

translaţi~_ a unui singur punct P 0 , translaţia T este perfect determmată: 

este tran~laţia de vector PoT(Po}· .. 
Intuitiv, un vagon de cale ferată, pe o porţiune dre~ptă ~~ hme, exec~t 

o. translaţie (poziţia sa, -la. fiecare moment fixat, se obţme p_rmtr-o anumit 

translaţie, ce depinde de acel moment, din poziţia iniţială - hg. IIl.33). 

N 

I H. Problemo 
1. O translaţie duce un cerc într-un cerc. 

2. Două cercuri de ra.ze egale pot totdeauna să fie „suprapuse" 
printr-o translaţie. 

3. O translaţie duce o dreaptă d într-o dreaptă pRrolelă cu ea, sau 
tot în d. · 

4. Singurele drepte transformate în ele tns I dt o Lr·anslaţie de 
yector nenul Tv sînt cele „paralele" cu v torul v ni t,r1u111ln\,i i. 

5. Se consideră două cercuri şi un IJ g1 1 nt •. Hit 1111 110 11 11 1, ruiască un 

punct M pe primul cerc şi un pun L N )li 111 tloil111 "''' 1111111, 111 gmcntul 
MN să fie congruent şi paralel on 110,:tuu nt,111 11111„ 

6. Aceeaşi problemă 11 .lu 5 !u loouiud 111111111111 11111•11111• 111111 d1·111pl,l1. 

7. Se consideră un pătrat A IWJ d1 11111t,r11 () , 11' 1 M, N, / 1
1 O 111 • 

Joacele laturilor AB, BC, CD, DA. , ' r11 1m11 ~·flii po ~ ih1 p1111 1tl 11l11r 
TAâ(M), TAâ(N), T:;W(P), T;\O(Q). 

8. Se consideră un hexagon regu!u·t Alll'l>l~'I•', 1ln 11 m1t,1•11 I , ,_., 

precizeze imaginile virfurilor sale prin translaţin el v1 i t,111• 1W, 1\1 111111,1 

. -problemă pentru translaţia de vector O B. La. fel pont,ru o 11 tf 1 1111t 111• --AC. 

9. O translaţie transformă o sem.idreaptă într-o s midr npLlt puru 
l e lă şi de acelaşi sens cu ea. 

10. O translaţie transformă un segment orientat într-unul e hivn­
lent cu el. 

11. O translaţie transformă un unghi orientat într-unul de aceeaşi 
.măsură. 

12. Poate o translaţie de vector nenul să transforme un poligon în 

! însuşi? 
13. Daţi exemplu de o figură care să fie transformată în ea însăşi 

de o translaţie de vector nenul. 

14. Arătaţi că o transformare geometrică ce transformă orice seg­
ment orientat într-unul echivalent cu el este o translatie. ' , 

ROTATU • 

n e I i n i i i e. Pie C un punct fixat şi u o măsură de unghi orientat. 
1111 j,fa de centru ('~I un hi orientat u Re defineşte drept transformarea geome· 

oa 



. l C lu C tar un punct p ./- C lntr-un punct Q ~ Re, „~ P) 
trlcl n., " ce' uce CP 
dellnlt prin ~(CP, CQ) = u, CQ = · . . Q L Fig . 111.3' 

C P 'd . ă I . h. 1 este transformarea i entic . 
ObserC1aţii. 1. Rotaţia Re. oo de. ung. i nut 1800 este tocmai simetria 

. d nghi orienta 2. Rotaţia Re, :1: tso0 e u 
faţă de C. • 

Fig. lII.35 

p 

t •. R este o izometrie. N ă · tăm 
Te ore mă. Orlee ro .av~e l c. ~ două puncte oarecare M, ' s no 
Demonstraţie. Va trebm s a e.ge ă d monstrăm că M' N' == MN. 

M' = R 'u (M), N' = Re, u(N) şi s . . e • 
e 1 al" c M N necolmiare. Cazu „gener , ' 

Ipoteza , M'N' =MN. 
CM=:CM' , CN=:CN' I 

:;.€-(CM, CM' )= ::;.€-(CN, CN) (= u). CM CN) =:;.€-(CM, CM'>+ 

Demonstraţia în acest c~z. A;~M~~N') + °';f(CN', CN) = ::;.€-(CN, 

· I- ::;.€-(CM', CN~ =:;.€-(CM=*~? +CN') =::;.€-(CM', CN'), deci ~MCN 
CN') + ::;.€-(CN' CN~ + MCN ' "M'CN' (cazul 1) şi deci M'N' =: MN 
= ::;.€-M'CN'. Rezulta 6 - ~ 
- • · l" c M N colimare. . . . N-CN' 

cazul „specia ' ' v • d' t d'n dehmţ1e: C = . ··· · M c - N rezulta ime ia 1 · 
Subcazul C. = sau - . d traţia de la cazul general rezult 

M C .J. N Dm emons o 1800 
Subcazul C 1' ' r ~ 1 1 fiind în cazul de faţă O sau 

:;.€- (CM, CN) . :;.€-(CM', CN'~;as~::e:e ~~elaşi sens, aşa sint şi ~emid~eptel, 
Deci dacă s~m1drep_tele C MN, t t de sensuri contrare, aşa sint şi CM , CN 
CM', CB', iar dacă CM, C s n 

N' N'. 
Fii-t. li l.36 

c. "'1 N :t~N 
. . 'N ' = I CM' - CN' I= I CM - CN I 

ln prima s ituaţie, a; em M, CN' = CM+ CN = MN , q.o.d. 
= MN, iar ln a doua M N == CM + . 

Un carusel exeoutll o mt11 t.I ( u aceoa91 prec!za,re ce, 9i la m,i9oa,rea 
yo.gonuh.ţi g~ ca,le f~Mţll p rii;r US J, 

20. Probleme 

1. O rotaţie duce un cerc într-un cerc. ln ce caz o rotaţie dată. duce 
un cerc dat în el însuşi? 

2. Două cercuri de raze egale pot fi „suprapuse" printr-o rotaţie, 
al cărei unghi orientat poate fi ales cum dorim, -F 0°. 

3. O rotaţie transformă o dreaptă într-o dreaptă. Poate fi dreapta 
imagine pa,ralelă cu cea iniţială? Dar identică? Descrieţi cazurile în 
care au loc a.ceste situaţii. . 

· '.4. O rotaţie transformă o semidreaptă într-o semidreaptă. În cazu­
rile, precizate prin soluţia problemei 3, în care se poate pune problema 
dacă semidreapta imagine este de acelaşi sens sau nu cu semidrea,pta 
iniţială, precizaţi care este situaţia. 

5. Să se construiască un triunghi echilateral cu un virf dat şi cu 
celelalte două vîrfuri situate pe două drepte date. Descrieţi situaţia in 
care problema are o infinitate de soluţii. 

6. Să se construiască un pătrat ce are două vîrfuri opuse pe două 
cercuri date, far u;nul din celelalte două într-un punct dat. 

7. Care sînt rotaţiile care duc un triunghi echilateral în el însuşi? 
8. Aceeaşi problemă pentru un pătrat: 
9. Aceeaşi problemă pentru un hexa.gon regulat. 
10. Se consideră un hexagon regulat AB,CDEF şi figura H formată 

din trei cercuri de rază~ AB de centre A, C, E şi din trei cercuri de 
3 . . · 

rază ~ AB ,de centre B, D, F . Care sint rot?-ţiile ce tra.nsformă figura 

H în ea. însăşi ? 

. U. Se consideră un pătrat ABCDîn care C, D sint în ·semiplanul 
din stinga semidreptei · AB: Precizaţi imaginile vÎrfUrilor pătratlu.Juî . 
prin rotaţia RA.+45°. 

12. Se consideră un hexagon regulat ABCDEF, în care C este în 
semiplanul de la stinga semidreptei AB. Precizaţi imaginile v1rfur1lor· 
sale prin rotaţii) RA,+aoo. Aceeaşi problemll pentru RA. 60"· 



13. C şi D fiind pun·to direrite, detonnln11ţl i111 punt X mM 
Rc.+oo• (X) = Ro.- oo•(X). Aceea.Şi proble.mA lnlooulnd - 60° cu +t 
La fel cu + 60°, +60°. 

Problema rezolva.tă. Dindu-se trei drepte paralele (fixate) să se 
struia~că un triunghi ecnilateral cu virfurile respectiv pe fiecare dintre 

Obser"aţie: dacă există uiwl, prin translaţie de-a lungul dreptelor p 

obţine o infinitate. 
SOLUŢIA 1 (folosind numai cunoştinţe de clasa a 6-a). 

dreptele a, b, c (fig. 111.38). Considerr:'m problema rezolvată. 

a 
b 

B 
• Fig. Ill.38 

_f 

Ducem (notaţiile sînt cele din figură) AD .L c şi CM înălţimea triung 
Jare taie segmentul AB în M, mijlocul său. Patrulaterul ADC M este in 
tibii 1:'.:ADC = 1::AMC = 90°. Deci D1 = C1 = 30°. M este de aseme 
mijlocul segmentului PQ (P şi Q sînt punctele unde DM taie pe b, re 
tiv a). Problema este terminată: ducem AD J_ c, ADQ = 30°, luăm mij 
segmentului PQ. Unim A cu M şi prelungim pină taie b în B. AB este 1 

triunghiului căutat. 
' SOLUŢIA 2 (prin asemănare). Dacă distanţa dintre a şi b este m 

dintre b şi c este n, latura AC este împărţită în raportul m/n. Cum toate 
ghiurile echilaterale sint asemenea, luăm un triunghi echilateral A' B'O' 
bnpărţim latura A'C' in raportul m/n prin punctul interior N' (fig. 'HI 
Ducem prin A' şi B' paralele a' şi b' la B',N' şi obţinem o figură „asem 
cu cea căutată. Fie d' distanţa dintre a' şi c'. Prin procedeul construirii 

Fig. Ill.39 

,;de a patra p,roporţion<\le", cunoscînd distanţa d dintre dreptele a şi c, 
nem latura AC a triunghiului ABC căutat. 

OL_UŢ~A 8 (pl'jn r tuţJ )· Rot nd po A ln jurul Jui Bou 60° a'un em" 
lit · . DeJ°1 rotind dr. a~~ ~ ln Jl.1rul unui punct fixat la lnceput B ·;,i b ~bţi· 
n
1
ol
1
n

1
a?o o unde „rotl'tU Ju1 a ta.JO c, punctul C ,' deci avem latura BC a 'triun­

IP um. 

P)t100LEME RECAPITULATIVE 
. ~· ln triunghi~} ABC,' lat~ra BC = 5 cm, medianele CC' = 6 cm-

ş1 BB = 4,5 cm .. sa se afle celelalte laturi ale triunghiului. 
b 2 .. Ţrapezul 1s~scel ABCD este circumscris unui cerc. El are AB 

.az1atm1~1a, de 2 cm ŞJ baza mare CD= 8 cm. Se cere raza cercului înscri~ 
ş1 a uri e neparale e. i 

3. Intr-un triunghi isoscel OAB (OA.:_ OB), 1:'.:AOB = 36°. Luăm 

pe latur~ OB punctul C interior, astfel incit CAB = 36°. Să se demon-
streze ca: · 

a) L.ACB......., L,OAB, ' 
b) oe AB=AC. 

d 4. într-un cer~ de centru O.înscriem un poligon regulat cu 10l~turi 
( e.cagon regulat). Fie AB, BE ş1 EF trei laturi ale sale consecutive AF 
se 1ntersect~ază c_u OB în C. Notînd AB = BE = EF = l OA = OB = 
= R demonstra.ti că ' 

a) CB = R- l; . 
b) OC=AC, oe= l; 
c) R(R - l) = l2 sau l2 + Rl - R2 =O· 

' 
· d.} ~~r~ficaţi . ~elaţia ,z2 + Rl _ R2 = (z + R + 2RV5) (z + R -

2
RV5) 

ŞI gas1ţ~ d~ aici latura decagonului regulat r.onvex în funcţie de raza 
cercului circumscris 

5. in trapezul. dreptunghic ABCD înălţimea BC . · 4 cm b. - ·-
. ~ A . ' , aza 

mica B = Ap, . 1~r . baza . ;mare CD = 8 cm. Determinaţi măsura 
comună a bazei mici ş1 la.turn AD. 

6. ln figura R.1 cercurile de centru 0 1 0 2 O şi rază R R R 
sint tangente la dreptele V T , V T' şi tangent~ exterioare intre ~ie. 2

' 
3 

Fig. R.1 

Demon.stra.ţi că ~riA r.ercului (01) este media propor+ionall tntr 
cea a cercurilor (01) ş1 (01). v e 
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7. Printr-un punct fix P sftuat tn interiorul cercului fix de centr 
0(0 .;. P) trec coardele perpendiculare mobile AB, CD de mijloa 
M şi N respectiv. 

Să se demonstreze că M N are mărime constantă. 
8. ln cercul de centru O, A şi B sint două puncte diametral opu· 

./"'... 
Fie M şi N două puncte .Jfariabile pe cerc, astfel încît MAN = 
Dreptele MB şi AN se tnttlnesc în P. 

a) Cite grade are ~MPA? 
.D) Care este locul geometric al punctului P? 
9. ln triunghiul ABC, -1:.BAC = 60°, BD şi CE sînt înălţimi, ' 

o este mijlocul segmentului oe. 
a) ~se demonstreze că: D,.OED este echilateral. 
b) Dacă AC= 4 cm şi AB .este de mărime variabilă, să se găsea 

valoarea minimă a laturii triunghiului echilateral OED. 
10. Să se determine care este dreptunghiul de arie maximă însc 

într-un cerc de rază 1. 
11. în triunghiul isoscel ABC este înscris un cerc. Laturile AB 

- AC, AB = 13 cm, iar baza BC = 10 cm. Să. se calculeze raza cerc 
înscris. 

12*. Se dă un cerc şi A un punct exterior. Ducem AT şi AS t 
gente la cerc (fig. R.2). (S şi T sint pe cerc.) Coarda TL e paralelă cu A 
Segmentul AL tâie a doua oară cercul în Q. Demonstraţi că TQ în 
neşte tangenta AS în M, mijlocul ei. 

Fig. R.2 

13. Se dă un triunghi ABC. Pe prelungirea laturii A C se 
un punct D, astfel încît 4::: CBD = :ţ:_BAC . Demonstraţi că: a) 
este medie proporţională între AD şi· CD; b) BD este tangentă· 
cercul circumscris triunghiului ABC. 

14. Se dă t riunghiul dreptunghic ABC cu 1::A = 90°, AB = 
AC=·4. ..· 

Să se găsească latura, pătratului AMNP, unde MEAB, NE B 
PEAC. Catetele fiind b,. c, aceeaşi întrebare. -

llS. 1n 'figura ll.3, A .BC fi t un tt'iunghl oarecare, ABDE şi ACFG 
_pll.tra.te. Să ise demonstrete oă; a.) EC = BG, b) EP 1 PG 

. . ""2"""""! • 

Fig. R.3 

G----'F' 

· 16. Un semicerc cu raza R este înscris tntr-un trapez isoscel (adi ă 
ro centrul pe baza mare DC, şi este tangent celorlalte laturi AB ;C 

fi DA). Unghiul ~ ADC format de o latură neparalelă cu haza mar~ are 
. Să se afle aria trapezului. 

17. ~ă se ~fle aria unui trapez isoscel,· ştiind că hazele sale sînt 12 
I 20 cm, iar diagonalele sînt perpendiculare între ele. 

~8. Intr-un pătrat ABCD sînt înscrise două semicercuri cu d.iametr 
,/) ş1 BC. ~n cerc mai mic este tangent la ambele semicercuri şi l: 

I tura AB. Sa se socotească raza acestui cerc tn funcţie de a latur AB 
19. Seg~entul A~= a, fix, este în acelaşi timp coardă şi tan~entă 

1 louă cercuri concentrice de rază variabi~ă. Să se demonstreze ă · . . c aria 
11oroane1 circulare cuprinsă între ele este constantă. 

20. 1n pătratul 1.BCD de .latură a (fig. RM se- înscrie ,triunghiul 
PQ cu :ţ:_QAP = 30 , (Q . pe segmentul DC şi P pe segmentul BC). 
AfQ = 90°. Se cer laturile acestui triunghi. 

·o- a c 

F ig . R.4 

21 ., Se dă triunghiul ascuţit unghie ABC în care CB == 3 şi tnălţi-
1 ~ 1\ 1A = 2. Să se afle latura pătf'atului înscris tn t riunghi· (două 

Muri pe BC, celalalt două respectiv pe AB, AC). 



I 

H. In figura R.5 ABC este un triunghi 1101 1 tn11 r 11 lntr-un pltra 
(AB - A C = a) 'i pe lnălţimea AD ca diametru 1 on8'tl'uieşte un ce 
nre taie AB tn M şi AC tn N. Se cere MN tn funcţie de a. 

Fig. Kb 

• o c 
23. Denforistraţi că orice figură plană care are două axe de sim 

perpendiculare are şi un centru de simetriei Reciproca este adevăra 
24. Cu laturile ctt ale respectiv triunghiului echilateral, hexagon 

regulat şi pătratului înscris tn acelaşi cerc, se construieşte un triun 
Să i se precizeze natura. Găsiţi raza cercului circumscris lui. 

25. Pe seg,r_nentul AB se consideră punctul M variabil şi, de ace 
parte a segmentului, triunghiurile echilaterale AMC şi MBD. Cerc. 
circumscrise a0estor triunghiuri se taie in M şi N (fig. R.6). Arătaţi 

Fig. R.6 

1:) A, D, N sint coliniare. 
2) găsiţi locul geometric al lui P, mijlocul lui CD, cînd M se mi 
3) mediatoarele segmentelor CM şi MD trec printr-un punct 
4) dacă AM= x şi AB =a, să se exprime CD în funcţie de a 

26. a) Să se arate că simetricul ortocentrului unui triunghi f aţ 
o latură se a.flă pe cercul circu.niscris triunghiului. 

b) Să se construiască un triunghi cunoscind: o înălţime, ortocen 
fixat pe ea şi mărimea segmentului dintre ortocentru şi alt vîrf. 

27. Triunghiului ABC i se prelungesc laturile a, b, . c cu seg 
tele CB' =a, AC'= b şi BA'= c, cum se -vede in figura R.7. Se 
ţine un nou triunghi A' B'C'. Dacă ştergem cu radi~ra triun 
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f nl ţia l , r!lmtn 
811.1' t1 I ABC. n u.rnni triunghJ ul A '})' , Con t ' ţi 8 rui din nou trfo n. 

c· 
(Olimpiada R. F.G., 

Fig. R.i 

28. Un trapez isoscel cu haza m . ~ . . 
• 2b, este circumscris unui cerc S ica AB .= 2a ş1 haza mar·e DC = 

29. Fie A BCD · e cere aria trapezului 
a) Fie M un ;::c~truJa~i;onvex cu diagonalele AC=3 BD= 4 

(.PE G_D), PQ li BD, (Q Ep~C) Q:N li BD, (NE AD), N P li AC 
n, M ŞI M' coincid. ' li AC (M' E AB). Demonstraţ i 

h) Calculaţi laturile lui MN p . 
30 C . ·. Q lil cazul în care el este romb 

• onstruiţ1 ·un t riun h. . 
J 

,, g I ABC cunoscînd raportul AB 3 
1 ~ura BC _ 4 · = - ·, 

- ŞI raza cercului circwns . .., A C 5 
31 1 f ' cris n - 3 . · .n Igura R.8 catetele AB = 3 · - cm. 

fit ptunghic ABC sînt diam t 1 cm ş i AC . 4 cm ale triunghiului 
I foră . Să se calculeze tangent: r;; a două semicercuri construite în 

comună acestora. 

8 

Fig. LU 

. . 32. Se dă triunghiul ABC . 
ş i O' centrele cercurilor· . şi un .punct 1J mobil pe latura lJC F. I· ~ 

circumscr1se t · h · . . · " 
a) Să se arate că raport .] 1 riung IUrIJor ABD şi ACD 

I lnd D · · u raze or acestor · . · parcurge interiorul lat „ BC cercuri este constant b) ,, . . Urll • 
\.lare este poziţia lui D t 

33. In figura R.9 ABC est en ru .ca ra~ele cercurilor să fie minime? 
Io afara lui, pe laturi oa diam:t~: ~riu~gh1 ec~ilateral şi se construies~ 

. , em1cercur1. Un cerc este tangent 



--..-------:,:---:ln funcţie t semicercuri. Să se a . fle aria porţiunii h11t111•11 ' ~ae t~o.~:t:~:s t~iunghiului echilateral. 

Fig. H.9 

d i tangente la . . . hilateral ca coar e ş . 
. 34 Pe latudle unm U'rnngh1 e.c trei arce de cerc ca în 1'.gur~ 

. • elelalt~ lAturi, se constrmesc ţ' de l latura triunghmlm. r.espect1v c . h surată în func Ie ' 
R.10. Să se calculeze aria a~. . 

~ Fig.R.10 

ă e decupeze" . . un hic cu catetele b, c, s s " 
35. Dintr-un trmn~hi drept x ~in triunghi (fig. R.11). 

. S cere aria rămasu cercul înscris. ~ . . 

Fig. R.11 

. ex' ABCD se ia. . . . D l patrulaterulm conv · ·1 
' 36. Pe laturile AB I' C a eDP = QC. Să se arate că dacă an'. 

respectiv seg~entele A:11t e;!: patrulaterul ABCD este trapez (f12 lui AMPD şi NBCQ sm . . 8 
R.12) ' M N~7/A 

Fig. R.12 

~~~--..-;o~-rc . 
. p . i de rază 2 cm înscriem un drep 1 . · ere dat de centrul O ş l M Ducem MN li A 37 ntr-un c B l ăm punctu · · 

· . ' . bil ABCD. Pe latura A u ·//AC (Q E DA). Arătaţi unghi varia · p E CD), PQ . ~ · 
(M E BC); N P li BD ( i calculaţi perimetrul sau. M N PQ este paralelogram Ş · 
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SOLUŢII 

PR.OBLEME RECAPITULATIVE 
DilV MATERIA OLASEI A 6-a 

I. Se compară de pild« L.EBG cu L.ABC. !. a) ')::.ll'CH = 30', hnpreună 
tu oimetricuJ '4u ')::_JJ•cr formează un unghi de 60' şi 'J::.B'Hc a ')::.BAC etc„. 
h) 'f:. BH C = 120" deci HI fi hnparte ln 'J::.BHJ s 1::_1 H C, ')::.BH I = 60° 
•to„. I. Cu no taliile din figura S.O. !. rezultă congruenţa L.AD M=::t:, A BN pen. 

Fig. S.0.1 

l.ru că ')::.D s 'J::.B- 'J::.DAM =:')::.BAN şi AM s AN, deci ipotenuzele 
A D =: AB. 4. Romb I Cu notaţiile din figura S. 0.2. L.A BC =: L.ADC (cazul 2), 
tl oi AB s AD, BC =:DC. Asemănător se arată că AD=: DC, AB =: BC. 

A 
o 

Fig. S.0 .3 

c 
& 

n. lese imediat d.in inegalităţi de laturi ln triunghiuriJe formate cu laturile oi~iale. 6. 5', 50', 125'. 7. Ar însemna (fig. S.o:a) că atlt !oOAD cît şi L.OCB 
'"' li" isoscele, şi de aici că dintr.un punct se pot duce două perpendiculare 

11 • tinete pe aceeaşi dreaptă. 8. Se dovedeşte că unghiurile opuse slnt supli· 
montare. 9. ln ligu„ S.0.4„ ')::.ABA' = 90° = ')::.ABA •, ')::.A' =:-<:M· 

Fig. S.0.4 

109 



IO, l1h1t.1 11djloo11I „11' 111Jui mic" .ne. Nu Ul'O i.t11pot·L1111~n l t,11111 j win mij locul 
1u· ului pe oare nu-l descrie A. 11. Considerăm probl mo. ro~oJvnL . Corourile ou 
diametre DA respecttv BC au cite un semicerc pe care so ull1'1 doull vtrfuri ale 
pătratului (fig. S.0.5.) Fie M şi N „mijloacele" celorlalte două semicercuri. 
Pe aici (conform problemei precedente) trer bisectoarele-diagonale ale unghiu-

Fig. S.0.5 

• 

c 
rilor pătratului. Deci unim M eu .V şi prelungim pină Laie semicercurile cele-
jalte. Obţinem P şi R, vîrfurile pătratului şi de aici încolo problema este 
simplă. Examinaţi cazul cind M şi N coincid. 12. I fiind pe bisectoarea 1:::A, 
arcele BL şi LC sint congruente (L este punctul unde bisectoarea din A taie a 
doua oară cercul), deci şi coardele LB = LC. I, centrul cercului înscris fiind 
şi pe bisectoarele lui B şi C, cu notaţiile din figura S.0.6. :ţ:.L = 2 · :ţ:_ 1, 
:ţ:_JLC = ~2 + -1::3. deci ~CIL= -9:::2 + :ţ:.3. 

A 

Fig.S.o.'1 N 

L 
13. 1:::B' = 1:::ABB' etc., deci A'B' 11 A" B" (fig. S.0.7 ). 
14. a) Cu notaţiile din figura S.0.8: 1:::A1 =1:::A 2= 1:::M, 1:::A 2 =1:::ANE. De 
aici, 1:M1 =1:::ANE, şi 6AMN isoscel. b) Ducem.AE J_ MN, EN .EM, 

. /vi 

Fig. S.0.8 

HP C 
110 

"' tt1uJ MI" I N J> 2PE' • 2A.ll . ' ) I 
'gment ~in A JJO.rul J lu. BC. '' c oouJ geometric al lui E este un 

,1,~dt~t:r;~~r~~u~~l~~eg~!n~r~~~~~~~~~e ~s~~aJ. :~t;t l~nied-!Uij.locie şi alta fiind 
f "A 2 li BH, A'C' li AC şi BH .J....'AC deci C'A a ~ . , m ipotenuză. 16. a) 
1101111 unghiuri opuse drepte. fi ' S 0 9 2 -.L A C, b). Patrulaterul are , . gura ... 

A 

Fig. S.0.9 

A c, 
7, Folosind raţionamentul din ulti 1 d l'1 hi 

Vlrturi şi laturi ale triun h ' l · lS pmol ~U pro mn t•ufol'll,or 111 l Julte 
. g mm. • re una1m BC uu 'D //(' I t 

Un triunghi isoscel 6ABD cu .:v BAD 60'6 • f • orm 1 z/1 
riio. edentă .:v EDA _ 900 d' "J-.. = ~oei 0 hll t l'HI , I O. l >fu 11roJ1lom 
l · "J-.. - , 11:1 congruenţa. trmnghiurUot· l\ f'NJI tl if\ llDA. , 

li tt "1:.BEC = :ţ:.A_DF. Deci AEF D inscriptibil deci 1:;,A.J1W A VI'' 1J1 • 
• ucem perpend1?ulara I!e înălţimea .iA ', apoi ou entrul 1n A I 

111 
du 

1 
• 

1iu1; ii 1~c~~~6hf~~;~z ~;u 1:!~~ţ~~~~u~~e~.t~1g~rpendiouJartl. 1i}J1LA 110:1 
A 

A 

c c 
Fig: s.o.rn 

•1fo;4 1 .:v 4:..1 BD1.= ~C1 (~e ~om nota pe toate cu ~1, S.0.11) ~ADC""" 
- "J-.. • m trrnngh1uJ Isoscel DCF rezultă: 

Fig. S.0.11 

----- F 

M"tomatlcA 11eometrie ol. a vn-1 

111 



:ţ:.FDC - 180 - (180 - ci« + ~·) - ci III - ~I 
2 2 

:ţ:.EDA = tao•-:-_ ·(360°; .qot - Î) == .q: ot ; < 1 _ 90, 

~ADC = 180° - ";l : I, 

:ţ:_EDF = -~EDA + 1:'.:ADC - :ţ:.FDC = <):ot + <f. l - 90° + 180° -
2 

- ..ţ:1 - <): ot - «< 1 = 900 + <):ot + <): 1 - 2<):1 - <Xr.t - <): 1 = 900, 
2 2 

22. Intti construim triunghiul dreptunghic BB'C unde se cunosli ipotem19! 
BC şi cateta BB'. Apoi prelungim B'C pînă taie arcul care „vede" segmen~ 
BC sub unghiul A. Sint două soluţii după cum construim arcul capabil d. 
A de o parte sau de alta a segmentului BC. 23. Pe coarda BC construim arc 
capabil de unghiul :ţ:.A. Cu raza MA şi centrul M tăiem cu un arc de Ger 
acest arc capabil de A. figura S.0.12. 

N 

' Fiiz. S.0.12 

Intersecţia este punctul căutat. Există două soluţii dacă se taie arcul capabi 
în 2 puncte, una dacă cercul de rază MA şi arcul capabil sînt tangente, nici 
una dacă MA > MN (MN J_ BC) şi o infinitate de soluţii dacă A = . 
. MA BC 

Şl =2· 
24. Se găsesc trei triunghiuri congruente. A doua intersecţie a d~uă cercu 
se află pe cercul circumscris unui patrulater„. · 

25. Construim un triunghi de laturi BC, .! BB' şi .! CC'. De aici rezolvar 
. 3 3 

este: imediată.„ 26. Pe semicercul de diametru BC cu centrul in B respecti 
C ducem corzile BB', CC'. Unim B cu C' şi C cu B' ş'i se vor tăia in A„ 

27. Se construieşte un triunghi cu două laturi cit cele date, şi a treia cit dubl 
medianei. Dublul uneia dintre medianele acestui triunghi (precizaţi car 
este latnra a treia căutată ... 28. Considerăm problema rezolvată, avind cerc 
circums1;ris lui ABC, prin D mijlopul arcului BC trece prelungirea 'segment 
lui Al (bisectoarea cunoscută) (vezi figura S.0.13). Perpendiculara din 
mijlocul lui BC trece prin D şi prin O· centrul cercului; mediatoarea cor 
AD trece şi ea prin O. Problema este rezolvată: construim triunghiuri 
dreptunghice 6,.AA'I şi 6AA' M, ducem MD perpendiculară pe A' M şi {D} 
= Al n MD. Mediatoarele lui AD şi MD se întîlnesc în. O. Cu o rază c 

OA tlliem dl'eapta A, M Jn B i , ' . . 
Mfot c~netante fiind „fnecri!ie" 1~ ~~ 29.t.Unghiur!le ~M, şi ~M' (fig. S.0.14) 
uV de s~gmentu1 TT' sub ace1aşi ~~eghţVAfrce fixe,dde01 ~peste constant şi 

' '1 anume e 900, ~M şi -9::.M' fiind 

A.--

Fig. S.0.13 

D 
Fig. S .0.1t, 

I omplementare. Soluţia este d . 
lntli un cerc de raza R în c ec1 un _cerc de diametru T T'. ao. Se oonstr . t 
do diametru BC se ia coarda a"7in? V ~ coardă cu lun~im a BC. p ~~eş j 
11{c~ de.razăR. Acolo se va găsi p~nc1::if}epC hf B' ş1 pr lungim pJnll talo 
O 15o)n~derăm pro~lema rezolvată. OM .e [o ema poa~o av a doul •oluţij , 
' . . unctele A ş1 B sînt egal depărtate ~: J;a med1.a~4 .Jn OA.JJ (fJg. 

. . De ţl1 c 1 n1 so aua r ua 
~ ~ 

z 
0-.-.:::::::::.--~~----:..~P z /---

A Fig. S.0.15 X 
a t b · ă · A ... I · ~·e me s se găsească pe paralela la O X r . 
() J luăm pe OZ segmentul M p =OM especţiv O Y, egal depărtate de M 
lngonală O~ şi punctele A şi B sînt i co~strmm paralelogramul AOBP d~ 
I. a:) 1n figura S 016 t 

1 
ce e cautate. 

Jl ll
flh. · · · ' pa ru aterul TflMS t · . . . 
"' · mr1 opuse drepte. Deci ~n T S _ 60";; ~~ e mscr1ptibd, avînd două 

) l avem de-a face cu un iri '<" h · · - ' T fund pe bisectoare TQ = T S 
ung i isoscel cu un unghi d 600 b) B. - · 

Unghiului mobil 6.BMC t . . · e · isectoarea 
rece prm mijlocul (fix) al arruJui mare fR:„. 

A 

Fig. S.0.16 



CAPl 'J10LUL J 
I pag 10 li 

1. AC= 25 cm, CB = 30 cm. 2. &'.A = 275 cm, CB = 330 cm (C se gbe 

tn afara segmentului AB, mai aproape de A). 3. x = JL, y = xz, z = .! 
z tll 

4 F I · d' "} d · CA DA CA+ CB DA +DB • o os1m una mproporţu e er1vate: GB - -D-B <=> CB - __ D.:...
8
-·,• 

<=> "}.B_ = AB_ <=> C B •- DB <=> C = D. 5. Rationament asemănător ca la ( 
GB DB . ' 

6. Se aplică teorema lui Thales de mai multe ori„. 7. Teoremele în legături. 
linia mijlocie. 8. Dacă este corect formulată, reciproca este adevărată; 
monstraţia se face prin metoda redttcerii la absurd şi folosind rezultat'ele 

la problemele 4 şi 5. 9. AN = ~ . 10. Se folosesc, de pildă, două triunghi 
NC 8 

congruente. 11. Revedeţi demonstraţia teoremei lui Thales, care a fost făc 

pe un, caz particular. ln loc de D2 veţi avea Dm, iar B ar juca rolul lui 
Evident, neparticularizînd, va trebui să apelaţi la un „şir de puncte", scrii 
de exemplu: „D1, D2„„, Dm"• adică nu puteţi să enumeraţi toate punct 
12. Cu notaţiile din figura S.1.1 „purtăm", în continuare, pe aceeaşi se 
dreaptă segmentele de lungimi w şi u (OM= w, MA = u) şi, cu 

O~__,M __ u_„A 

~/ ,/ 
~- / 

B 

Fig. S.I. t. 

tot în O, pe cealaltă semidreaptă, îl d~senăm pe v (ON = v), ducem 
A o paralelă la MN; BN = x. 13. Nu putem „începe" dintr-un punct 
segmentul x trebuind să apară pe ambele pte în poziţii care nu-şi coresp.u 
Trebuie folosit un alt procedeu. 14. Se foloseşte teorema lui Thales în D,OA1 

şi D,OB1C1 şi apoi reciproca acesteia în D,OA1C1• 15-16. Desenăm 6 segme 
,paralele la laturi , dacă punctul D nu est e mijlocul lui BC, şi 3 dacă BD= 
Se demonstrează folosind repetat teorema lui Thales şi problema 4. 17. P 
lungim latura CA a triunghiului ABC cu segmentul AM == AB. Ţinl 

seama că triunghiul AMB este isoscel, că 1:::-BAC este unghi exterior t riunghi 
lui şi că AD est e bisectoare, obţinem ADll MB. Aplicăm acum teorema 1 
Thales în D,MBC. În cazul bisectoarei exterioare purtăm segmentul AM = AB astfel încît M să fie în interiorul lui AC (dacă AB < AC) etc.„ 18. P 
cedeul este asemănător., Punctul M nu se găseşte în interiorul unghiul 

d A ,, ' i t 0 . B S ~ t MA AB OD 19 S l' ~ t ar ramme II re g1 • e gaseş , e ---- = ,_ . - . . „ e ap ica eore 
' ' MG CD OB 

lui Thales. 20. t'3 = -~ . Daţi alt e exemple fără să amplificaţi sau 
V1; tli 

propnr\.in d 111 11 i 1-1 11 H. 

• jl.1 li ' 

I. l~ nota. \,ii le <lin ri A'IJf'O .J .2. so a li 1 t eorem · o .• 
111 Lnunghiurile DAB şi CA B . p. a 1.undamvnt al ă a aseml'.in ăru 

. ŞI apoi t eorema lui Thales î 1 d" . 
11 ngh1uri le DAC sau DBC. bţ' M n unu m t r1-, , se o me p - NP 2 p d . ·1 
d1 la (1). 3. Exprimlnd două l t" d - ~ . . roc_e eu s1m1 ar cu cel 

re a ;u e asrm <m::ire unde figurează un rapor t 

M 

Fig. S.l.2 A 
I o h . Fig. S.1.3 
' m,un, se o ţme relaţia cerută. 4 U . d . 
hazei mici cu mi·J·lopul b . . • _mm, . e pildă, una din extremitătile 

aze1 marI · prm t 1 d · 
HOc tează diagonala d,ucem o paralei~ 1 b pune u un e, această dreaptă inter-

b 
. b ', a a aze. 5. Este m fond problema 1 · se 

o ţme x = _ a_ . 6. SO' = ~(R + r] ' 
a+ b R _ r · 7· AD= 6 cm, DE= 10 cm, AE = 12 cm. 

8. Cu notaţiile din figura S I 3 X _ · ac ·ad 
• • ' - -- ' Y . -- etc. 

O. Cu notaţiile din figura .,S.I.4. (D~ - a ACb ~a . . 
f d · m, - n) se ohţme dm te 
un amentală a asemănăriJ:... N D = ..!!!!!__ N mb ' orema 

, . B=--, NA- nb 
N C = ~. ' a+ b a+ b - a+ b 

a+b 

b B 
' "'· .......... : f -" _ ... 

-· ·· --, 

Fig. S.l.t, 
Fig. S.I.5 

rn. a . Folosim no Lu.ţii le di n figura S. 1.5. B C - 5 B . . 
V • • 

1 1 - cm, 2C2 = 3cm. ReVJne 
la a imp11 rţ1 sog1n.e nt 11 l A1A2 = 1 cm în raportul ~ D" A N - t · 5 ia 

3 · rn o. - + - = - (cm) 
8 8 



~I Q 1:\1 A 11Q -
1
-
1 

cm, P 0 rm . 

U. MO' = dr (O ' fiind c nlr·ul co r·cului 
R - r 

dll 
cu raza mai rni o/i ), MO - • 

R - r 

12. Pentru tangenta comună interioară MO' = ____!!:!:___ , MO = - rl l!__ (vezi 
"' R+r R+r 

dR - dr procedeul analog de la problema 6) . 13. MO = - - , MO' = - - . 
· R-r R-r 

14. Un cerc cu centrul O' pwOA, cu raza de k ori dt raza cercului dat, astfel 
încît O'A = k. 15. Rationament similar cu cel de la 14. 16. Punctul se află la 

OA ' 
intersecţia. tangentei comune (exterioară sau interioară) cu linia centrelor. 
17. Prin două asemănări se „transpune" sunl.a de rapoarte pe diagonala AC. 
18. 4. 19. Se aplică teorema fundamentală a asemănării . 

3. pag. 22-23 
1. Au unghiuri respectiv congruente. 2.-3. La fel cu 1. 4. Cazul doi . 5. Cazul 
1. 6-7. Formaţi două triunghiuri asemenea. 8. Raportul ipotenuzelor egal cu 
cel a două catete implică asemJnarea triunghiurilor (cazul 2). 9. Cazul 1 .de 
asemănare: două unghiuri au laturile respectiv perpendiculare. Atenţie:. 
această proprietate va fi utilă la capitolul arii I 10. Se aplică problema prece-

dentă. 11. Din asemănarea triunghiurilor t:.:,.P MC şi t:.:,.MN B rezultă: ~~ = 

MG d' l ~ . ~t t . d ' l = ~ = constant, pentru că raportul mtre o a tura a unui pa ra şi iagona a 
MB 

sa este constant (uşor de demonstrat cu ca.zul 1). 12. Construim un pătrat 
oarecare MN PQ cu latura QP pe BC şi M pe AB, unim B cu N şi prelun­
gim pîni'i 111 N' pe latura Ar (fig. S. T.n) . D11N~m apni N' P' _L nr f'lc· . Păt'.·a­
tul căutat este M'N'P'Q'. 13. a. Din congruenţa D,,PAD=t:.:,.MAB. b. Dm 
asemănarea t:.:,.ABE '""-' 6 AMQ (cazul 2) . c. Se ara i :1 ( tt MB _L PS, şi că patru­
laterul convex PATM einscriptibil.14. a. Din co11gruenţa D.ECB= l:.:,.DCA. 
b. Din a. rezultă AGCB inscriptibil şi de aici imediat b. c. P~trulaţerul CDEG 
inscriptibil (din a) etc. 15. Am demonstrat că într-un trmnghi, produsul 
dintre înălţime şi Ia.tura pe ca.re cade este constant. Deci DQ ·AC= DC· AA' 
(in t:.:,.ADC), PD· AB =.BD· :Â-.A' (i~ t:.:,.A~), (A'. fiin~ J?,iciorul înălţimii 
din A) dar BD= DC şi de aici relaţia cer. este imediata. 

A 

B Q p 

pa ~. :H -3 

A 

B o Q' p 
\ 

o'-r 
I V 

1. Comparăm în figura S.1.7 D,,PAT-t:.:,.PTB (cazul 1). 2. Se aplică în ambele 
puterea punctului şi se pune în evidenţă secanta. comună. 3. Se demonstrează 
că un puncL cor uu se găseşte pe acea. secantă comună are puteri diferite faţă 

/ 

Fig. S.I.7 Fig. S.I.8 

de cercuri, unind punctul cu un punct de intersecţie al cercului şi constaUnd 
că punctele celelalte de intersecţie cu cercurile diferi[. 4. Tangenta comună 
ln punctele lor de ta.ngenţă. 6. Intersect«m două locuri geometrice de tipul 
celor din problema precedentă (secante comune) şi punctul se găseşte pe 
locul geometric corespunz«tor şi celei do a treia perechi. 6. Pe aceeaşi semi­
dreaptă d, cu o extremitate comună ducem eegmontolo uşi v, şi pe segmentul 
care este diferenţa lor, lua!_ drept oonrdl1, con11truin1 llil coro (fig. S.1.8). Tan-
genta la s.ceet cerc este V uv. ln po.rtfoulor pontru 110111odit,11toj 110 in coardo. u-v 
ca diametru. 7. Unim A cu B ti prelungim 11tnil tole clronpt." tl n M. Con11truim 
p = V MA---:" MB. Apoi luăm pe de gm ntul MI) p, 1111•1 " " pont,n 11111 tn 
două sensuri, şi construim cercurile oo troo pr ra /), li , . htl. tloun , 4'11pN 
cum am luat pe dreapta d punctul P do o J>I rt 111t11 cin 11ll,1t 11 111 M, 11111 
AB li d, atunci punctul P de tangenţă 80 ohi 1111 cl11 11 h11I 111 nil 111,11111• 11 1111.i 
mentului AB,-la. intersecţia ei cu d. Atunpi soluitn 1111 t, 1111 1 • , C:11111111u• 111 
triunghiul t:.:,.MAD şi t:.:,.MCB şi ţinem seama l1 1U11ifhl111• Ic 11p11 111111 1111 
patrulater inscriptibil sint . suplementare. 9. Da l1 "" ~ n„ p 11 11l 1•11 11 

~AMD= 1:::BMS rezultă 1:::D4 =1:::C4 (fig. S.J . ). 

B 

Fig. S.1.9 

r c · 

Aplictnd cazul 2, din asemănarea t:.:,.AMD ,._,, t:.:,.BMC rezultă şi asemăna­
rea D.MDC:,.... l:.:,.MAB, deci '1:.C5 =~B5, 1:::A8 =1:::D8, deci 2(1:::1 + 1:::4 + 
+ 1:::5+1:::6) = 360°<=>(1:::1+1:::5) + (1:::4 ..P-1:::6) = 180°. 10. Cu notaţiile 
din figura S.1.10 avem pe de o parte MA· MB= k (din ipoteză), pe de altă 
parte MA • MC = c (constant) (ca putere a punctului M faţă de cerc). Fădnd 

fv1 
Fig. S.I.10 

117 



raportul !#!;_. - } (oon1t ant). Deci daol A eeor e 01rou 
' MC ,O 

un oe1·c rapor·tul dintre razele celor două cel'curi fiind .!!:. , avlnd centrul O', 
' ~ 

( ~~ --; ) . ~ . . ' 

11. Dacă M se află pe cerc, ducem diametrul c~ tre_ce prm M (MN) (fig. S.1.11) 
Punctul P astfel tnctt MN · MP =.k va .f1 .(dm asen_i.ănarea !::::,,AMN '."' 
,...., f::::,,P MB, cazul 2) piciorul perpend_1cularei dm B pe diametru. P e$te fi", 
B mobil, <led descrie coarda perpendiculară pe MN. 

OP • 

c 
Fig. S.I.11 

~ 
) 

12. a) Pe latura AD construim unghiul 1::,EDA = 1::,CDB, triung~iurile 
~,EDA~/t:::,,CDB (x). b) Se observă că şi t:::,,ADB,...., t:::,,EDC (xx). c) Dm (x), 

.. . . d AE c EC 
(xx) rezultă respectiv (cu notaţule dm figura ~.I.12} BD= b • DB =-;; 
de unde bd = AE · BD, ca = DB • EC. Adunînd: bd + ca = BD(AE + EC), , 
q.e.d. Această teoremă se numeşte a lui PtolPmeu. 
13. Demonstraţia se face prin reducere la absurd. 
14. Construim un cerc oa1·ecare ce t rece pl'in .cely do uă puncte, astfel incit 
el să taie ş i pe celălalt cerc. Ducem secantele ,mp.une ale celor două pe:ech1 
de cercuri. Din punctul I.or comun ducem ta.nţa la cer~ul d.at. O~ţmem 
astfel un al treilea punct (cel de tangent~). Ce~cul ~~rcumscris ~ltim1;1lm punct 
şi celor date este cercul căutat. Construcţia se simplific~ dacă trmnghml form~.t 
de l'enfrul cercului dat şi cele două puncte dateesteisoscel. Sintdouăsoluţn. 

6. pag. 37-38 

1. 12, ~, ~ , 144 • 2. Proiecţia catetei cunoscute pe ipotenuză est e 6, ipotenuza . 
13 13 13 ' 32 

este ~ , cealaltă catetă ~ , proiecţia cel~ilalte catete pe ipotenuză este 3 · 
3 I~~tenuza este de 25 :ealaltă catetă de 20 şi proiecţia ei~ ipotenuză 16, 
i~r înăltimea 12. 4 . O ~atetă este de 26, cealaltă catetă 62,4, ipotenuza 67 ,6 

etc. 5. C~teta cu pro iecţia cunoscută are 5 ~ :lu, cealal.tă catetă este de 15 Vfb, 
înălţimea de 15 et c. „ 6. !nălţimea are 21, ipotenuza 70, o catetă 7V 10,_ 
cealaltă 21V10 etc„. 7. Dacă într-un ţriu~ghi ~ătratul unei latu~i este e~a~ 
cu suma pătratelor celorlalte două latur-1, trmnghml este dreptunghic. Ate~ţie ·. 

l l f3 

gre•u J t p r rmu1 x c 11i · 01pro JlJ unlllrţlfJ urmuor: 
,,Oa 11 păLrltUl iA>O tonuz i eto ogal ou suma pătra tel or cu totelor, triunghiul 
111 t, dreptunghi ' . 1;,am admis de la tncepu"t că triunghiul „are" catete, deci 
1 este dreptunghi •. Demonstraţia se face prin construcţie: se dă un triunghi 
\ u laturile a, b, c, ş i pe laturile unui unghi drept desenat alături ~xoy, se 
poartă respectiv segmentele oe;::::: b, OB = c. Rezultă BC = Vb2 + c2 = a. 
Din congruenţa celor două triunghiuri rezultă adevărul afirmaţiei. 8. In 
figura S.1 .13, folosin d notaţiile ei : c2 = xa, b2 = a(a - x), adunind obţinem 
11 11 + b2 = a(x + a - x ) = a 2

• 

tt In !::::,,ABC cu ~A = 90° luăm pe ipotenuza BC punctele D #- E astfeJ 
( n BD= BE ~BA , D fiind intre B şi C (este ca şi cum am fi dus cercul 

A 

c b 

B X a-x c 

tle cent ru "B şi de rază BA„.). Cu ajutorul triunghiurilor isoscele BAE, BAD 

ti cu ~A = 90° arătăm că 1::,E = 1::,DAC = 2- 1::,ABC (de fapt am redemon-
2 

Htra.t pe figura n.oastră teorema. asupra "Qnghiului -înscris). Avem liA CD......., 

""' t:::,,ECA , ~~ = ~~. AC2 = .(GB+ BE)(CB - BD) etc. 10. a v 2.11. 2 V::t 

) J2. 2V_2 ambele. 13. Ipotenuza este de 10, cealaltă catetă de 5 V3, înălţimea 
<l e 5 ~.?- etc„. 14. Latura „oblică" este de 5, diagonala mică de V 65, diagonala 

mare 2 V29. 15. Există două posibilităţi: a) înălţimea de 2Y 26, cealaltă diago­

na l ă de 3fi7,Iatura „oblică" 2V 30 ; b) înălţimea de 4fî'Î. cealaltă diagonală 

3 Y33, latura „oblică" sV3.16. 2 YIT17. 8V2t/5.18.d= V209 . _19. Ducînd 
prin punctul M o secantă ce trece şi prin centrul O, deducem•că puterea lui 
M faţă de cerc este O M 2 

- R 2
• Ea este minimă dacă OM = O deci cind punctul 

ste in centru, caz în care puterea este -R2
• 20. l/ 55. 21. 2 V Rr. 22. V39f 

Yî3î. 23. Folosind teorema înălţimii într-un triunghi dreptunghic, sau, caz 
~uneral, fol osind puterea punctulm într-un cerc unde se poate duce o coardă 
de u + v. 24. Considerînd triunghiul de catete 3 şi 4, ipotenuza este 5, pro­
locţiile catetelor pe ipotenuză sfnt 16/5, 9/5, iar înălţimea 12/5 (vezi problema 
t·ezolvată 1). Considerăm acum un triunghi asemenea c u el, „raportul de 
osemănare" fiind 5 etc. 25. E mai mică cea dată. 26. Cea dată este „lăţimea" 
nd ică latura.mai mică a dreptungP.iului. 27. s V 10, 13 V 10, 15 v10, 9 V 10; 
4s ~ i 4o; 48 · 40=5V10·15 Vi10+13V10 · 9V1o sau 48 · 40=(5·15 + 
I- 13 · 9)10 ,etc. 28. „Dacă intr-1un triunghi A BC, D este piciorul înălţimii 

din A şi AD2 = BD· DC, atunci ~A = 90°". Fals, deoarece D ar putea să 
nu fi e între B şi C. 29. Construim triunghiul B'A'C' cu A'= 90~ , B 'A' = 
:= BA, C'A' = CA. Ştim din clasa a 6-a,că 1::,A <~A', dacă şi n~mai dacă 
BC < B' C' et c. 
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• 11in x 11 1n y. ConHid 1·t'lrn \rn efo1·t d · 1•0 1111111 AO/I ~: şi AOC 
(O ost o nt,rul 01· ·ului (fig. $.T.H). Evid nt ' .' ' JJll' (j11m/H1\to din coard 

. . d ) . H .8' . C' d mai apropiată e centru sm x = -- , sm y =-(un 
R R 

Fracţiile au acelaşi numitor şi este mai mare cea cu numărătorul mai mar 
2. Raţionament similar cu ce~recedent, se obţine cos x >cos y, 3. Sinus 
creşte ma.i repede în zona valorilor mici. 4. x = 45°. 5. Din tabel 53° < x 

Fig. S.1.14 

< 54°; din tabel 33° < 90° - x < 34°. 6. Din figura S.1.15 rezultă pe ltn 
cele notate că înălţimea este a sin x cos x, iar proiecţiile pe ipotenuză st 
a · sin2 x şi a · cos2 x. • 

a 

h h 
7. Privind figura S.1.15, AC=-.-, AB = -- · BD= h · tg x, 

sm x cos x ~ 

= h : ctgx, unde numim tangenta unghiului x (notat ţgx) raportul 

· cateta opusă 'lui şi cealaltă catetă, şi constatăm tg ~ = ~ , iar cotangent 
COS X 

unui unghi (notată cu ctg x) numim raportul dintre cateta alăturată şi cealalt 

catetă; se verifică uşor că ctg x = ?_~s x . . 8. Cu notaţiile din. figura S.1.1 
sm x 

b B 

Fig~ S.l. lfi 

D b+ccos x c 
DC = b + c · cos x, AD = c · sin x, BD =· V ba + c2sin2 x, 

= V c2sin2 x + (h + c · cosx)2• · 

120 

a eatt 2a •'001 ai; n lţimea corespunzltoare ho.zei 

oste a · sin x, fiecare din celelalte tn~lţimi este 2a · sin x · cos x. 11. sin~ ,.. 
. 2 

~ (fig. S.I.17). 12. tg. ~ ._ !!._ (fig. S.I.18). 
~b 2 a 

Fig. S.1.1; 

a 
18 · x 2 (f' S I 19 14 · ot 11 - r . sm - = - ig. . . ). • sin - • - , 

2 15 2 d 
·I: r < d duc la existenţa tangentelor). 

C1J -,5- ri 
Fig. S.J . l!I 

16. cos IX = ~ (fig. S.1.20). R I 

j " 2 

A 

D 

Fig. S.l.l8 

11 1 '' (oon<liţiil R ± 
1l 

-.. 

2V2 ·c 
-- --- Fig. S.1.20 Fig. S.1.21 

l6. BF =a· cos4 x, AF = V(a ·cos x ·sin x)2 +(a· cos2x- a· c~l = 
a.;_ sin x · 1·os x V 1 + sin2x · cos2x. 
8. Da!?. 50 ·51 

1. r-1, lJ fiecare valoare o singură dată! 2. [O, 1] în afară de capete, fiecare 
\'oloare de două ori! 3,_ XC:!41° „., Xe:!ll3°, cos x=l,6 imposibil; Xe:!23° ... , 
"Jn x = -9,3~ deocamdat.ă est~ imposibil, ~in x = 2 impos1bi1. 4. Se foloseşte 
t 01·ema Im Pitagora. 6. sm(90 + x) = cos x, cos(90° + x) = -:- sin x. 6. Nu. 
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--~-~·-~~,.- ..,... ____ _,, 

-0.~·zl·.:._ 0.~66) _<>< 7,09. - - '/:!_ = ~' AIJ - 'Vî , 
s. a) AD -= 2 V 2, DC = 2 V 2, BD - 2 V s a , 3 

21/6 v- - 2V2 (~3 + 1 )(fig. S.1.21 ). BC = BD + DC = - 3- + 2 2 c;- _: l J 
;-;; (,/ - + 1) 1/ 2(V a _ • b) sin 750 = I~ ~- ; cos 750 = -2- 2 - ~ 

V64 + 100 IH =V 46, m2 = Y79, m
3 

= f106. 
9 m- 4 · I' 

. i - 2 . o B - 8 AC= 11 obţinem din teorema· Ul 10. Notînd cu A unghml de 60 ' A - ' - 4 V3 . 
. 11 V a . sin c = --=- ( B ş1 C se Pitagora generalizata - 2 97 • w Iic _ V97; sm B = v-, . V97 

.I . 2 4 V2 = 4 V 2 + V2; vor calcula din tabele). 11. 8 V 2 - V , V 2 -V2 . 

v2-= V2 2'.to30' = V2+V2 ; 12. 16 sin f ' sin 22°30' = 
2 

• cos _2 __ _ 

V 1 - cos X s X - V l + cos X • 13. 6. X ·X . CO - -8 cos - , sm - = 
2 

' 2 2 

R

2

= ~.~ __ fi_ C:!. 7,24 (cu rotunjire prin adaos). 14. sin 56 0,829 

15. r = 6 tg 310 C:!. 3,606 -------
14V111 

16. 11 

O 50° - 89 17. a) (d1, 2)2 = 89 ± 8 cos - sin ~ . sin ~ ± 80 sin 40°. b) -
5
- = -

8
-- ::' 

· · sinusurile lor). sin 50° (se exprimă ix ŞI ~ prm 
- V 89 - 80 cos 50° . . 

12VH b) unghiul ascuţit dmtre tAniien 18. a) -·-5- ' · re cosinusul cos 

19 - . b) cos a=~. 20. Fig. S.1.22 
• a - „ ·' 26 · 6 · bţ ine c 

· · · n hi cu lal111·il1• L! . Li, . ŞI .~e 0 .
1 lui Pitagora genera!~zată unui trm b~uz. Din lungimi le pro1ec_ţ1.Ilor l~tur1 

unghiul opus laturu de. 1.3 es~e o ra ezului. b) Rezultă aphcmd .P1tagor 
neparalele pe baze, apo~ mălţ:~ee~e!nef lui Pitagol'U generahzată, ~m ace:a 
datelor obţinute. c) Cu a~ut.oru 0 h. e din care am calculat d1agona ~ 
triunghi. d) din triung~mrile ?reptu~g tbaze etc. e) Utilizînd .si;ma unghn~ 
se deduc şi unghiuriţe dmtr~ d1agol~anu ş poate forma un triunghi impreună c 
rilor într-un triunghi. ~1. D;agona ză un triunghi lmpreună c~ baza de 1: 
laturile de 4 ·şi 6, deci ea ormea d 6 nu poate forma u~ghi obt~z cu az 
latura de 6. Cum 12 ~ 1~, latura e~eralizaU, proiectia diagonalei de 12 
mare. Din teorema !m P1tago~a g l t oa ln prima figură . Se contin 

11 _ > 4 deci trapezu es 
baza mare este . 8 ' 20 22 Jnt două solutii după cum ac 
într-un mod asemli~ăt~r c.u probl~ma . e~a,i. porte a dreptei; V42 + (7 ± 5) 
capete sînt de părţi diferite sau e ac 
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, In BD, ABCD ee o loul 1 (Jf tl N llind proieoţiHe lui A, C pc 
f)) BM, BN fi apoi AM, CN (toor ma lui Pitagora generalizatA, apoi teo-
11 u lui Pitagora). Se aplio4 probleme, 22. 24. Se folosepte problema rezolvata. 

(1

1

1) fn cele 4 triunghiuri formate din cite o dia~onalil. ş1 .ctte douA laturi...; la 
fir it se foloseşte suma unghiurilor tntr-un triunghi. 25. După cum ~B + I D ell lc > , = sau< dec!t 180°. 

fli i ~. :„f; .;,7 

• b2 + c2 a2 not1q,iiJ e din figura S.I.23: m2 = - - - . 
2 4 . 

A 

b 

B ~ c 

Fig. S.T.23 
Fig. S.I.24 

1. b' . . . S S b . . c2ab b2ac , e ap ică teorema isectoare1 ş1 apoi tewart. e o ţine: - + -- -
h+c h+c · ~ a

3

bc · d · · · b · · h · 1 · A 4 I!! E i a = _,____ ş1 e a1c1 se scoate i, isectoarea ung m m „. ·u. nunţarea b + c . 

1 I rocei nu ridică dificultăţi , demonstrarea ei se face prin reducerea la absurd. 
e aplică teorema lui Menelaos în /:::,.C1C2C3 , ţinînd seama că raportul seg- __ 

ltlntelor MGi = r
1 

, unde s-au folosit notaţiile din figura S.I.24. - - .~ - . . MG2 r
2 

• o dau trei cercuri exterioare două Cite două C
1

, C
2

, Ca. Fie M
12 

intersecţia 
ngentelor comune interioare ale cercurilor C

1
, C

2
, M

1
a la fel pentru C1, Ca 

I' M2a intersecţia tangentelor comune exterioare„. Demonstraţi că M
12

, 

13, M2a* sînt coliniare. 8. Cu notaţiile din figura S.I.25, adică ţinînd cont de 
ngentele (segment'e) dintr-un punet la care sînt congruente, aplicăm teorema 
I Ceva. 9. Exact acelaşi enunţ, înlocuind „cercul înscris" cu „un cerc 
ngent celor trei laturi, nesitua. t în interioru] triunghiului". 10. Două drepte 
rpondicuiare pe segmentul de dreaptă care uneşte punctele, demonstrînd 
proiecţia medianei triunghiului cu · vîrf mobil pe latura fixată, răm.ine 

l'Ou aceeaşi... 11. Se aplică rezultatul de la problema precedentă şi se obţine 111'eaptă perpendiculară pe linia centrelor (această dreaptă se numeşte axă 1lfoală). 12. Axele radicale ale celor trei perechi de cercuri, ce se pot forma 
li trei cercuri Ch C2, Ca ce n-au centrele coliniare sînt concurente (sau coincid 
1111te trei). Demonstraţia pe haza problemei 11, la fel ca la. concurenţa media-

. . . MB NG PA · M'G MB U1u·olor .în triunghi. 13. Avem --. - . - = 1 (Ceva), -- = -- etc. 
MG NA PB M'B MG 

, BD
2 

= MB
2 

- MD2
• Se scriu alte asemenea 5 relaţii; se înlocuiesc în l11ţia de demonstrat şi se obţine o identitate. Reciproca: dacă punctele 

, l.!:, F situate. pe laturi}~ J!C, CA, AB ale unui triunghi ~atisfac di~ . enunţ, 
l111nci perpendicularele ridicate ln acele puncte pe laturile respective slnt 
Olî urente. Demonstraţie. Fie M intersecţia celor din D, E şi F' 'piciorul per-



· d i teorem dii' 1 tl\ dotlw tim ~ 11 . }_'AY - . 
pendioular i din M ,P, ASB. Folosm e~ că ambii m mhl'l 11b1t poz1tiv1, ~eo1 
- FB' = F'A' - F,.lJ~. ă presu1;>,un lui X a lui AB co ,1 D. Avem FA -
că F p• 8tnt de acenaş1 parte a m11°;}2 _ 2p X . XA şi deci rezultă F X.= 
- FB' == (F X - XA)' - (F 'ţ, - P""-- F-;- Dacă aţi dat alt „final de soluţ1~1~ 
= F' X. ţintnd seama de poziţie, - t F F' stnt intre A şi B. 15. Folos1ţ1 
atenţie 'ia situaţia tn care nu ambele J?fnc le X 'al lui AB, sau mulţimea formatil 
problema 1: un cerc cu centrul tn ffilJ ocu 
numai din X. 

XA = XZ XA2 =XV, XY2 + AŢ2 =XV 
16. y x2+ (AT - AS)2 = (XT +AS) 

'XY2 = 2XT · 4AS 
AS= SS' = TZ Vig. S.I.26)· 

A x·/ ----r-
• 

Fig. S.1.25 

17. (Fignra · S. I.27) 

' \ 
z : 

O soluţie dacă B ;;;. 90:, b ~ a 
1 soluţie dacă B > 900, b >a. sin B 8 
O soluţie dacă B < 90 , b < a . B L..-~~-=:J.--":7' 

B 900 b - a. sm 
1 soluţie dacă < 0 ' -. B < b < a 
2 soluţii dacă B < 90 d a · sm 
1 soluţie dacă B < 90 ' b ~ a 

V 
·2 2 . 2 Bunde semnul - apare, numai dacă sînt 2 soluţl 

Os B ± b -a sm c =a· c 

CAPIT~L UL li 

10. pag. 61-62 
2 yT ab·sin 

11• 3. S = a . -l. a) S. = 

1 S miprodusul catetelor. 2. S - 2 · 4 
. e r laturilor uro formează unghiurile congruen~e. 5 . . s 

b) Raportul produselo <t + b + c şi a b c latul'ile trmnghml 
= V p(p _ a)(p _ b)(p c), und P ""' -;--- ' ' 

l:l4 

U. SA!JC = SAn~: ·I . „~"!''~ (SA111c S11111, ) + SEcE (se a.plică de două ol'i 
proprietatea de ud1UvJtuto). 7. Se prelungeşte AM plnă taie BC în N. Avem 
SAnc = SAnN + SANC = (SAnM + SnMN) + (ScMN + ScMA) şi apoi SMnc = 
= .SMNB + SMNC (de trei ori aditivitatea). 8. t'nul din triunghiuri are aceeaşi 
nr1e cu un altul cai·e lmoreună cu al doilea triunghi din enunţ completează 
paralelo~ramul„9. Se ţine cont că mediana împarte un triunghi în alte două 
kiunghiuri de aceeaşi arie. 10. Cu notaţiile din figura S.TI.1 (ieste bisectoarea 

A 

Fig.'S.11.t 

lui A) exprimăm în două moduri raportul ariilor ·: 
A 

xh 
bs·sin -

2 

yh A 
ci · sin -

2 

Prin simplificare obţinem relaţia cerută de 

l,norema bisectoarei. 
li. FB = §_AFB = AB • AF ·sin x = AB2

• AC· AD· sin x = AB2 SAcn =(AB 12. 

FC SAFC AC· AF ·sin y AC2 AB ·AD · sin y AC2 SABD AC J 

12. Reciproca teoremei lui Ceva, folosind 11. 13. Suma distanţelor este aV3 1 
' 2 

11lt înălţimea triunghiului echilateral (a este latura lui). 14. (Figura S.11.2) 

Fig . S. Il.3 

BM Snoc CN SAOC AP • - = - • -- = - • --- = PB avmd bazele AO, BO, CO respec-
(IC MC SAOB NA SBOC 

v ·omune. Egalînd produsul membrilor din stînga cu cel al memhriior 
h~ dreapta, obţinem relaţia căutată. 
, Fie ABC, A'B'C' şi D, D' picioarele ină1ţimi1or din A, A'. Avem D.ABD,..._, 
/\A'B'C' de i ~ =- AB = BC i SARC c:o B · AD - ( BC )2· 

' A 'J)' A'JJ' B'C' ş S.11 · w c 1 /J'C'·A'I)' IJ'( ," 



16. Fig. S.Il.3) SABc = S„on + SBoc + S„oc = +AB · R 
I t R -t-CA .R = - (AB-tBC-w;A) etc. 
2 2 . 

SABN. AB SABC _ ..:'.'.!Q.. teorema lui Thales etc. 
17 -----, ---

• SAMN AM SABN AN 
1 1 

18. Evident: 2 ah = 2 ah. 

19. Două paralele echidistante faţă de BC. 

11. pag. 64-66 

1 V~ 2 _!_ d d Sau se mai poate considera că este „inscriptibil" tn • .., cm .. 
2 

i 2· 

dreptunghi (fig. S.II.4) 

. ~ 1 

3. Procedeu identic cu cel de l~ romb: S = 2 didz. 
1 

l •1ntr-un paralelogram şi oh\ inem S = -2 d1d2 4. înscriem patrulateru 

(fi g. S.Il.5) 

.4 

A / , L 
13?- „--v-' 

'""·~ 
c 

S S (f. S 11 ~) (i a) Una din descompuneri este cea di 
5 S = Ri C - DAC tg .' ' " ' ' < • d' · s II 5 u m nrin .4 f'.i parnl 'le la BD ~i notăm cu h d1~ranţa intre gura . . . . . C' ., 

5 ·= _1 Hl>. h. h) Alte dou:\ d s ·oinpun rile obţinem fie prl'l\lng'nd AD 
2 . 

I ai 1:J tu M , fit• pr ,•1111\gind CD .pînă tai AB în N . Scriem: + 
= S..tsv + Sm.m + .SnMc = SAnn + Sanc· ADM Mnc = 
7. Cu notaţiile djn figura S.Il.6putem descompune patrulaterul EBCD ducind 
diagonala BD. Deci: 

Fig. S.II.6 

SEnnc + SAEn = SBnc + (SEnD + SAED) = Snnc + SABD q.e.d. 
8. Cu notaţiile din figura S.11.7 

B 

Pig. S.11.7 

N c p C " 

Fig. S.11.8 

SAMND + SnMNC = SAMND + SMNC + SMcB = SAMCD + SMcB = SABCD. 
9. Ducem o diagonală a lui MN PQ de pildă M P şi se ajunge la problema 
precedentă (fig. S.11.8). , 
10. Lemă: Fie ABCDE un pentagon convex (fig. S.II.9). Atunci oricum am 
duce o diagonală, „descompunem" pentagonul intr-un triunghi şi un patru­
later a căror sumă de a.rii este constantă. Această constantă se va numi aria 
pentagonului convex. Cu notaţiile din figură, după ce am dus o diagonală, 
de exemplu EC, să cercetăm SEnc + SABCD· a) Mai ducem o diagonală din­
tr-una din extremităţile celei deja duse, de exemplu EB. 

B a B 

Fig. S.11.9 

c 

o o o 
Avem Senc + s ,\BCE = Senc +'SEcB + SEJJA = SEIJCJJ + SABE• ln acest 
caz lema este demonstrată. b) Dacă ducem o dio.gonală care im nro ca oxtro­
mităţi pe E sau C, de exemplu BD, avem: 
SAnCE + S ·11·, -= SADME + SnMc + SMcD + SMnr•: =- S,rn„n: + SJJno q.e.d. 



11. N11 pul.nrn dol,or1nin11 11ri1t; oonl,rnoxornpl11; un 1lropt11nghi 1111 111 
şi ll'll,itn< t\ b nro nri1~ ti/J . Un p1~r1\lologram 011 o l1it,11rl'l "' şi 11!1,11 li, 11 
unghi tntro olo ex., (ex. \)0°), n1·0 011 nrio a· b · Hin ex. < ci· b. l~. ))1111 li 
tonl,o lnturilo: trobuio 1lm10 dintr -un vlrî 111nt două. d.il\go1wln lu 11 
(rospocLiV' un11 111 potrulnt r), anu sli ~o cunos ·ut,o două 11nghh11• 1'1111 
ln pontugon şi unul la p1ţtrulot,or .... 13. So uplioll problornu pl'I 0111111111 
11. Cnl<lnllim o.ria pnl,rul11terolui ABCD (.fig. S.U.10) şi mni 1111'l11111• 11 
1·ilo :ţ_FAD, :ţ::_FDA. Av-om doci)prin <liforenţli pină h1 1 O~ ~i pi 

AD2 sin FDA ·sin FA}) 
Srtf'I) = - -2sin AFD 

do nici: 

h 

c (k- l)h\ 

D o c 

Fig. ::.U LI l 
Fi~ . ::;.Jl.10 

tl). !. . )6. ln figura S.11.11 t:.EBD şi t:.EAC au aceEJO.şi nl'i!1, 1111 M 

5 ~i /\ ABD şi t:.ABC, sau t:.AMD şi t:.BMC. Demonsti·1\p11 11111 ,11 

S1r11i• = !. ah(k2 - 1), SAEB = ]:_ ah, SEAU = 
1 

akh, St1n 

1 

11/1( '2 2 2 ' ~ 
raponrLole ultimelor trei arii cu aria trapez . vor fi: 1/(lc~ - 1 ), h/( 
1 /(k + 1 ). Rămine de exprimat in funcţie de a, le, h nr ii Io /\ A MI 1 

caro so oMin din asemănarea. lor cunoscind suma înălţ.irnilor lor . 
18. Ducem dintr-unul din vîrfurile B sau C (de pild:\ clin /I) , 1111 

dia gonala cc nu trece prin acest vîrf ( BE li AC) (fig. - . li. 12) . S 1 ~ 1, 
19. Cu notaţiile din figura S.ll.13 (M mijlocul lui AH, N al 1111 /li ) 
:..:: SnMN· Uacă şi SAvN = Sn ;'IC cum rezultă din ipoteză, ot1111<'i p111'1' 
rolo h

1 
= h

2 
şi problema esLe rezolvată. 

t ·' i~ . s . 11.1~ 

o 
1. x =· ~. 2. :.c = a = a(V2 - 1) (am raţionaliznL J1111oil,111•11I 

s v2+1 
ctml fracţia cu V2- 1) S. a 11 ="' / R2 

- ~ ... ]:_ ( VW- I~) V ,, 2 

li I 
li 

11 '2. IS. I oligon r!1gulnt 1'11 '12 I t . ( . p11rn roz11ltll do111~ Ii '. -' I I u tlr1 lnl.11r1 o<1ngr11 nL! ). fl. I• o .om 
' 1'"' 1 t 1 H ptngon110 'ltolnt:<·: · 

IA 

r 

-- _, ___ J_ _ _ 
7 ·------''--- ·----

7 7 
------------

1 

7 

heptagon 
convex 

2 

7j2 

heptagon 
stelat 

3 

7/3 

heptagon 
stelt1."t 

·2 1.r-21 I 21 I 21 I 21 I 21 I 21 2 1 I l ' 21 21 I 21 
2 

'..l i 
'21 

2 

'..), I/, 21L 

nvx ste-
lat 

-~-··--4- 5 I 6 7 8 9. 10 11 

1

21 211_7 __________ _ 
1 

4 
- i ~ 3 ~ I .7- 21 21 

-- _5_ 2 B 3 10 tt 

1 L I 21L 21L ----:n 21 
cvx I ste- ste- ste- 3L st L 7 L 21L 21L 

____ _c.__1a_t__!., _1_a_t lat cvx Ia~- ~!r ~!r ~!r 
11 •J NU I contraexemplu. romb~l d.f--.---- ----- -- --- - --· 
111 ili·npl,11nghiul. Se ajun~e la intre~ ent d~ pătr~t. 10. NU! Contra-
111 111111 I.o construi un contraexem ;i a1rea f1re~sca: oare pentru orice 

1111 11 d 11 1·0 o paralelă 11 N . . piu. ncerca,ţil Pentru a doua. într·e-

1 
. • ··· . -are importa, c d v 

li „. Tr111nghiurile fiind con rue n:a aca o?togonul este regulat 
1111 1·1111 1.t rn cnLe şi înălţimile „ . g nte avmd laturile respectiv congru-

11 I 

1/ :J_) 
'· 

li t ""' „întregii" figuri, adică se ad V • • • • 

111111 tl 1t11! nute pe catete. Din acea t/na aria trmnghml~1 cu aria semi-
t 111

1 
• pot.onnză. s · ~ sumă se scade a.r1a semicercului 

lt l111· 11„ do llngă latura de 15 stnt a . „ . . 
I 11 11 111 ·11lo r celor două sectoar d. s?uţitv (fig. S.II.15). Aria căutată . e m cai e se scade dublul ariei triunghiu-

F i~. :4.l l. 11, 
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·-' 

11111 1 CI 111'11, 
, I f.t Ur , S.JI . t 'l şi aria ?lut ~!\ t , ria s · ~o.ruh~ i <l in. 'r .ul m ic plu 
111·lorului d in c rcul mar· m mus dublul an l lnungl11ulu1 format. U(l 

dou!i. raze ş i linia centrelor. 6 . Arin t rapezului minus suma ariilor c 
sectoare (fig . S. II.16). 

F ig. S .11.1 6 1-'i~ . S.11.17 

7 S 
_ ila 2 V3 

• - 2 

8. în figura S.II.17 :ţ:_O = 60°, TS = SP = 6 \/3, arc TMP = 47t. 

Conturul are 87t + 12 V3. 
9. Fig. S.II .18 

Fig. S.II.1 8 

S 
V t 347t + 42 V~'i 

e gaseş e 3 · 
;rR2 

10. Ln = 7tR ; Sn = ~. 2 . . . 
11. Din aria unui triunghi echilatera l de latur·ă 4 scădem aria unm sem1cer 

de rază 2; · obţinem S .:_ 2 (2 f3 - it); P = 2it. 

12. S = 36 - 9it (procedăm asemănător cu 11); P = 6,... 

CAPITOLUL Ul 

14. Pag. ~i 
-- - -- -- D--A --AC o d nvm Sl folosim I. AB + BC +cA .= O, CD+ + = a. u a , --+AC= O. -- -- -2. AM= MB, sau relaţia echivalentă MA tMB ~O. '.:._ __ 

-- -- -- D 3. Fie M mijlocul; AC= -CA= AM,+ MC = MB+ DM = -B · - - - -4. AB + BC + cA == O, BC + CD + DB = O deci CA = DB etc., -' altfel, adunăm BC la relaţia din ipoteză: - -- -- -- ---..: .- \ -AB + Br = CD + RC <=> AC = BO ~ -- DR · 
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v .m (prnhl. Z} O'(). 1> 01 i AC A /J ! lJC AO I 
I n li 1- !JO' -I 2 IJ + 21JO' 2 -- - -li 1111 = AD + D/3, AC = AD - CD, BC = - DB - CD 

l11 l11 11 11 im şi obţinem , după desfacerea parantezelor , O în sttnga. -- -- -- - - -' Aplic. de ex. 6 : M A NB + MN BA + AN BM = O -- -l11 lun11 iesc AN cu - NA şi, ca urmare a proporţiei 1 deduc -N ·BA = O, dar A-:!- 11, dect M = N. 
I 1 , , · ~ 7 

, I )ncă ~mul este alungit aşa este şi celălalt. Dacă fie M punctul de întîl-
1111'11 1.\ Ju1 .O'y' cu Ox de exemplu )ţ:._x'O'y' şi )ţ:._xMy' rezultă corespondente 

•11 11 rdent~ce) ana}<?g f::_ xMy' şi f::_xOy. 
, Unul d.m ele ~1 opusuţ la vî~f al celuilalt sa.tisfac ipoteza problemei 1. 
, \!~ul. d:n e~e ~1 cel obţmut dm celălalt înlocuind una din laturi cu „prelun-
1•1 a e1 smt m ipoteza problemei 1. 
, l•'ie M, N punctele în care paralela taie AB, AC (fig. S.111.1). -- -- --V111n avea 1 M = AN =Ml'!_ . 5. ln figura S. III. 2 -- -- --AB A C BC · 

Fig. S.111.1 Fig. S.Ill.2 -- ~ --+ ~ -- MN' AM• --+ --+ 
·ID' li BD, y = MN = MN' + N'N; =::; = =:::;: (probi. 4); N'N = AB; 

CD' AC -- -- -- --('/)' = CD + !JD' = CD - AB se înlocuiesc una cu alta şi rezultă (evident, ----- -111 expresie apar şi AB, CD, AC drept constante). 
O. Fie D mijlocul lui AB, D' piciorul perpendicularei din D pe d. --AC --+ 1 -- --+ . 

vem ,. făcînd x = - .- în problema 5: DD' = - (AA' + BB') iar făcînd 
2 2 -- -- --AC --+ 2DD' + CC' 

I' = -- în problema 5 ·. GG' = 'nJ · t 3 
3 

• 1 OCUlffi e c. 
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I. rl, /1 ~I !l'l r• (fig. ''.111.:1) 

BllCD 

11
1 

I' Şi Tlll /J (l'ig. S. J 11.4) 

B 
~AB CD I•''•·'·'"'' 
~ 

b, c şi nu a absurd. - -2. Luăm CD echivalent cu BA (fig. S. Jll.5). E11lo l.ol. unn 1'11 11 111 -valent cu BC. 

Fig. ~.111.;, 

A 

o 

B A -3. Conform problemei rezolvate obţinem AA' echive.lenL 1·11 - - -echivalent cu CC', deci AA' echiva.lent cu CC' şi (Îal' p1·ohl1i11111 1 - -AC echivalent cu A'C'. 
4. Figura S.III.6 - ---- --- -- ~-AB şi DC; AE, EB, DF şi FC; AD, EF şi BC; AF şi EC; BF ~' 
şi cele obţinute prin „permutarea capetelor în fiecare scgnw11t •li 

5. Figura S.III.7. 
,/ 

o F 

E 
Cfvţ=BC 

A 

Fig. S.\ll.7 
Fig. S.ll!.8 

'' lt1vul111L cu BD cchiv ·llcnl cu cE D t . . . I 
111 1 

,

1 
' · es e s1met1·1cul lut C faţă de o, 

III . . . 

lt 11 I. ~I n 
B /v1 C 

-I/' l'IJ, NAI şi alte 2 triplete. 

... 

( I//, AC)+ ";:f(BC, BA)+ :€-(CA, CB) = 1soo. 
d iloll on caz se obţi e 180° · n --:- care este considerat tot irna cu 1800. 

I 11 : ', 11 I. JO b 

I /I, IC) = oe, :t:(/)C, BA)= 1800, ";:f(CA. CH) = oe etc. 

1'1;• .. S.lll.1 1 a 

Fig . ~ . 111.11 h 

-120°, -90°, 30°, -90" 
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~. I uol'i lnl<H111itn a' 1111 a," (rig. S. fi T.12) oh~ino111: 
•(11" , b') ,,. -(n", ri') I .... (11', fi') 1~n1 ' I (· (11', li' .) 

a" a' 

De ·i o astfel de înlol'uire duce de la valoarea x la x + 180
11 

() 11 1111 

vn. duce la x + 180° = x etc. 
Deci două valori x; x + 180°. Dublul lui dă valol'i lo 2.t, :2,;: I :11 O , 
singură I 
6. Geometric două: bisectoarea -::f (h, k) şi „prelungi1·on" {li. 80 p111 I 
calcul -::f(h, k) = -::f(h, b) + -::f(b, k) deci 2::€-(h, b) = :€-(h, k), dur p 11i,111 t 

un -multiplu la 360° deci -::f (h, b) = _!._ -::f(h, k) + 1 0° n. 'o h\fo' 
2 

tinete __1_ :€-(b, h) si __1_ -::f(h, b) + 180°. 
2 , 2 

7. Vezi problema 1 
-::f(AD, AB) + -::f(DB, DA) + -::f(BA, BD) = '1 °. 
:€-(CB, CD)+ :€-(BD, BC) +-::f(DC, DB) = 180°. ' 
Adun şi ţin seama de -::f(BA, BD) + -::f(BD, Br) = -:;f( BA, JJr) 
-::f(DC, DB) + -::f(DB, DA) =:€-(DC, DA). 

Suma est e -360° 

Suma este + 360° 

F ig. S. Ill .14 

Fig. S.ll l.l::i. 
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Bţ.~ 

I~ 
- .. .J.. ~ 

I> 

\ . 

Suma este 360° (şi 1n ·ll 
în care este -360°) 

Suma 

I I I) l I ( //) A li ult:. 
I 11 1ill 11 , d1w1 dt ox., li 01;1.o lnl,r·o A şif' , ei\ U (A) U ((') r U(A) .J (I/) + 
I I /t) I J (f'), d(l<:i U (li), U (JJ), U(C) nu poL forma un triunghi. 
li 11 I : I. 
'1 r1~ţionumonLu l de la probi. 2. 

1 I 1~111 ~impiu ~sLe: .în figura ima~ine ~iagonale.le se taie în părţi congru­
l .n11,H1.clori1m ~'llagmea punctului de mtersecţie a diagonalelor pa,trula­

llht 111\,1111, nphcăm problema 4). O adapta.re a raţionamentului de la 
11111111111 '..& 111·11t,/1 că 3 puncte necoliniare merg în 3 puncte. necoliniare. . 

11111 11111~ oaLo paralelogram şi folosim şi problema. 3. 
1'1111111111111 2 no spune că imaginea. este formată din puncte coliniare. Fie 
li tl1111 . puncte pe dreapta iniţială, X un punct pe dreapta. U(A ) U(B). 

• 11111111dropLele U(A)X, U(A). U(B) coincid, fie Y pe semidreapt a AB 
h11 li )' U(A)X; vom avea U(Y) = X (probi. 2. 4). In caz contrar 
I p11 prol nngirea semi dreptei A B. 

11 111 :1 do congruenţă . 

!tq. 

I 11111 111 \111 T, fiind isometrie, d_uce un cerc. dat (de centrul O şi raza R) într-o 
11 11 11 1•1·n:11lu1 de centru T(O) ŞI raza R. Fie X un punct pe acest u ltim cerc 

f 111 I 1 KIJol ca IT echivalent cu T{O)ă. Rezultă- T{O)X echivalent cu OY 
11111 11 11111 rozo I vată pag. 91), deci OY are lungimea R, Y este pe primul· cerc. iar - ~ I ) .\' dcoar·ece Y X rezultă echivalent cu O T(O) deci cu vectorul trans-
h '/'. 
I 1111 • O şi O' sînt centrele, consider T00. 
I /'( I) ste echivalent cu BT(B) deci i(Â) T( 8) este echiva lent cu AB 

11ltlt111111 rezolvată pag. 91), deci s-a văzut (pr · ~ : . 7, set 18 pag. 99) că o 
1111111'11 duce o dreaptă AB în dreapta T(A) T(lJ) etc. 
I 1t1 , I// o dreaptă. Pentru a f1 transformată în ea însăsi de T (ştim că 

ln il11 11 în una paral el ă cu ea sau în ea îns ăşi) trebuie ca p~nctul Cv = Tv(A), -dr „AC echivalent cu v" să se afle pe AR etc. 5. Fie AB segmentul 

I M N congruent şi paralel cu A B este tot una cu MN est e echivalent 
. -I li Hllll cu BA, deci cu : N est e fie t ransformat din M prm translaţia TA8, 

o~o o~O 
-~~~~~~-1--~-

i-~~o· . „ . .' \ / 

-
„( -o~)- -· -, 

.-'.\ · ·. , 

- -
F i~ . 8. ll l. 16 
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11 111 /1 I • I 1: II I' li fi •t 
r11111111l,1 Io pri11111l111 1·. 1w1· prtn nt•lt 
0 I 111 rol 0, 1, 2, :l, 111111 fi HOlu~i i. 
7. Lo-nrn noi.ni. M' 1111•. 

A..:..--_fvl _ ___, 

Q 

O P(Q) 

f 'N ' (I/ 11 

(/vi) 

N 

8. DD' = OD, TBt = TEt; deci soluţ,io asomil n l\. t.0111·0 1· 11 p1·111111l • 

A 

B 

I 
I „ _____ ),/, 

CI nt 
u 

F ig. S.Il I.18 a 

lE' 

Fig. t; . ii 1.18 h 

. ~ ~ 
9. S-a văzut că din AT(A ) echivalent cu BT(B) rezultă A li «1 h1 
T(A)T(B) etc. 10. Vezi fH'oble~a 9. 11. Vezi proh_h-m~~ 8_ 11 i p1·1> hl1111 
15, pag. 89. 12. Nu , deoal'Ol.:0 dac~ T ~ste translaţrn i. r ş• . I I., , I 

poligonului şi B1 ·==• l 1,(A ), at~ pol1go,;iuI v':.!'ehu1 Bă cw1L 11 1 

A B B 1 ~ r .• Hr1.J<.re şi cu AB1 = B1B2 = B zB3 = . · cure ' ' , 11. 2· · · - -

distincte, 

Fii. S.111 I ) 

13. O dreaptă (vezi probl .. 4). douo dl'epte pand uk, 1n.·•·c• c~,:r. ' 

determinate de 2 chi>pte pn rntet.e. 
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'/' 111·111 1.r11uHror11111r1, A 1111 p1111ol, fi , 1111111 vnriuh1l. li 1'( A). . . 
'l'( X) nt.und A X 01:hiv1dmtt ou /J Y dooi (problornu rozolv1iLă ln . 

\ }' rn ·hivalont. ou AJJ, ndicl1 Y - 1'An (X). 

I ()'J 

11111\111 apli<'ată centrului OU duce în O' (O'= Rc.u(O)). Fie M' = Rc,u(M). 
• 111 1'11nd o isometrie, O' M' =OM dar O' este fix deci M' descrie un cerc 
',, 11 ~ 1 rază cu a primului. Dacă punctele C =O (coincide C cu O) atunci 
111 ' va transforma în el însuşi. 2. Centrul Cal rotaţiei se vagăsipemedia-
1 ·• 1111 00' (linia centrelor) şi unghiul :ţ:.OCO' poate fi const~uit cit vrem 

F ig. S.III.21 

11l 1q.iu este o isometric. considerăm M' = Rc,u(M), N' = Rc,u(N) şi 
li,„ „ (P) imaginile prin rota.ţie a punctelor coliniare M, N, P. (N între 
/') . Da.că M', N', P' nu sint coliniare rezultă M' N'. + N' P' > M' P'. 

1/N 1- NP = MP dar M'N', MN, N'P'=NP, MP= M'P', eon-
ii• \1 111 . 
I 1111 idreapta OX luăm punctele A şi B (A între O şi B). Deci OA + 

I OB . Ele au imaginile respectiv A', B' iar O' îi corespunde lui O. 
I ' HI B' nu se găsesc de aceeaşi parte a ly.i O' rezultă că A' B' +O' A' > 

III' dur A'B'=AB, O'A'=Oti , O'B'=OB. De aici contradicţia. 5. 
d1 l'lllll problema rezolvată în cazul în care d li d'. Da.că rotim A cu 60° 

11111 lu i O, ajungem în B. Deci soluţia revine la a roti pe d cu ~0° în jurul 
' f i nno1o unde „rotita" lui d taie dreapta d' avem punctul B. O soluţie 
I 1w poate da şi prin asemănare considerînd că toate triunghiurile 

I I nr11 Io sînt asemenea şi împărţind latura O' A' a unui „model" echila-

1 I' I ' 11' cu punctul C' într-un raport egal cu oe . Găsim apoi prin Thales 
CA . 

proporţională, segmentul O' D ', putem constr ui apoi pe „model" 
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unghiul A'O' D' ş i w ohlt11 11 11 mii.o rrnr.o lv11tll. Duoll d ş i d' nu i;tn L. purnlol 
1 

prooodlif'l'1; L~ L!lşi 011 tu pr 11 111 Ho!11ţlo . 
Avorn o infJrptuLo do Holuţ 1l 11nn tf llo,uo"(d ') odică d' est e chiar „rotita'' 
ou 60° a dreptei d). '- · 
6. Rotin;t primul coru O 11 0011 ln Ju rul punol,11l11 i fi x C şi intersectăm cu cercul 
O'. Pot .fi 0,.1, 2, ~' 4.sotupi. 7. Coli do 12o•i 0 11 oonl,rul C Jn centrul cercului cir· 
cumscr1s tr1ungh1ulu1 ech1lul,or11l 1fol.. H, O. Soluţ ii 111:1omănă.toare cu 7. 10. Daci 
O este „centrul hexagonulu i" rog11l11t,, /l0 1 120„ fltnL rota ţiile care rezolvă pro· 
blema. în afară de rotaţia do "11 rg11111 0111,'11 O. 
11. Soluţiile sînt pă tratel e puncLH l.n : 

c a 

Fig. S.lll.23 ora~, A 
I 
I 
I L ____ _ 

f;] fDV 

/ 
12. Soluţiile sînt hexagoanele punctate: 

Fig. S . IIl.2~ 

13. a) Cu notaţiile di!1 figură 

Fig. S.111.25 

PROBLEME UECAPITULATIVE 

I. Fie G centrul de greutate al triunghiului. Pentru că medianele se intersec­
tează la două treimi de virf şi o treime de „bază", rezultă BG = 3 cm, GC = 
= 4 cm. Folosiţi reciproca teoremei lui Pitagora, .:r:..ncc = 90°, şi teorema 
lui Pi~gora şi AC = V73 cm, AB = 2 V 13 cm. 
2. Folosim faptul că tangentele duse dintr-un punct la un cerc sînt congruente, 
aici BC = AD, BC = 5 cm. Apoi, fie prin teorema lui Pitagora, aflînd înăl­
ţimea, fie prin teorema înălţimii, aflind raza cercului înscris, obţinem r = 2 cm. 
3. a) Triunghiurile au unghiuri congruente. 
b) ln t:~.OCA, .:r:..oAC = .:r:..coA = 36°, deci CA= OC. Dar şi 6,CAB este 
isoscel deci CA= AB. 
4. P~ntru a, b, se foloseşte problema precedentă ; c) Prin asemănarea triun­
ghiurilor ACB şi OAB; d) Se efectuează înmulţirea în me~brul drept. Din 
c) şi' d) rezultă că produsul este O cind unul din factori este O, deci numai 
z = R·V5- t. 

2 

5. Aplicind teorema lui Pitagora, se ajunge Ja ecuaţia 64 - 16x + x2+16= 
= x2

, deci x = 5 cm. 
6. Din asemănare rezultă că R~ = R1R3 şi de aici obtinem relaţia imediată . ./"..... . , 

(ln fond, se poate exprima şi tg 0 3 VT' in trei moduri.) 
7. Patrulaterul OMPNeste dreptunghi, deci MN=OP. 
8. Triunghiul APM este dreptunghic şi are un unghi de 50°. Deci -1-MPA = 
= 40°. Punctul P vede segmentul fie sub un unghi de 40° cînd M, N sînt pe 
semicercuri diferite determinate de AB, fie de 140° cînd sînt pe acelaşi semi­
cerc. Deci P descrie un cerc. 
9. a) OE = OD (mediane în triunghiuri dreptunghice cu aceeaşi .ipt_)tenuză), 
şi .:r:..EoD este unghi la centru care suhîntinde acelaşi arc cu unghiul înscris 
.:r:..EBD = 30°. (Patrulaterul BEDC este inscriptibil); b) OE este m1nim ctnd 
Rr ~te minim, deci cind este perpendicular pe AB. BC în acest caz este 
4 Y 3 cm şi OE = 2 y-3 cm. 
10. Considerăm „jumătate" din dreptunghi determinat de o diagonală. Tri­
unghiul dreptunghic astfel format are înălţimea corespunzătoare ipotenuzei, 
maximă atunci cînd acea.sta este egală cu raza.. Deci dreptunghiul căutat. 
este. pătratul şi aria sa va. fi 2. 

11 • .!! cm. 12. Din asemănarea triunghiului T MA cu b,.AMQ (tig. S.R.t) fi 
3 ' 

aplicînd puterea. punctului M faţă de cerc. se obţine relaţiA 4 oruLl1. 
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I 

' ' 

18. Se compari trhm1hlur ll UDA 91 BCD. Ce1·cul circumscris 6 ABC 81 
trmgent Ja dreapt a BD. o fo lo1to9t.n puterea punctului. 

12 · bc " · · · · 
, 14; x = ---.• :y = - - . . 15; · Triunghiu] 6 EAC = li.BAG. De asemen 

7 . . . ,b + c ' ' ' •, • . . • 
6AEH :_ __ b,AG] etc ... 16. S = R1(2 'fl - 1). 17. S ==256 cm'. 18. x == 

1 

19. S =a• 1t • 20.a. V1 - 2'1f ' ;2rţ·V1 - 2f J. a . V21-6(3 .' 21. 
i .·. . . J . . . ' 3 ' ' 3 . 

I 

= ~ = 1,2. 22. MN . : ~a~ .5 ~ . 2_3 .• C~ntru] j . metrie. e~te i~fţersecţia .cel 

două a.xe. Nu, cont raexempJe: paraJelogramull 24~ Se aphcă reciproca teqrem 

lui Pitagora. Raz'a. căutată, este ii. ~3 'u:ride R este raza cercului iµiţiaJ. 25.1) 
· arată că :ţ:.AMN + :ţ:.MND _:__ 180°; 2) Un-· segment' de dreaptă paralel c 
· AB şi de două ori mai mic (se completează, prelungind AC şi BD, un parai . 

logram); 3) Mediatoarele din enunţ sînt şi bisectoarele unghiurilor B şi A 
1n fond , chiar mediatoarele din enunţ sînt „fixe"; 4) CD · V Jx2+a2 - · 3az 
26. a.) Ortocent rul descrie U:n arc · capabil de suplementul unghiului A. 
deci simetric cu „celălalt" arc. b) Se determh1ă poziţia a.ceh.ii vîrt Acest vtr 
împreună cu un capăt al înălţimii şi cu .Simetricul ortocentrului faţă de celăl . 
capăt determină cercul circumscris triunghiului etc. 27. Considerăm proble 
rezolvată , prelungim CC' pi:nă t aie A' B ' în C1 , ducem din B paralela. B 
la CC' (E E A' B') şi consta.tăm că A 1 B' este împărţit de E şi C 1 în t rei pă 
congruente. Analog, procedăm pe celelalte două laturi A'C' şi C'B'. 28. 'S. 

= .2(a + b) V a,b. 29. Se a;pl ică teorema lui Thales de 4 ori, l . ~ . 30._ 

aplică teorema bisectoa.rei şi fapt ul că bisectoarea unghiului A t rece prin mij.· 
locul arcului EC. 31. TS - V6. 32. a )' 6 AOB ,...,,,6 AO'C, unghiurile di~· 
fiind supliment.a.re, t.riu.nghiurile fiind isoscele şi suhint inzind unghiuri la c~n~ 

·. ( I ,I<; · ·) I / - 'f . . ·. ' D V Jl>: „ . l i V lţ' . . 33 to V 3 - 1 7t - 6 V 3 L' Lru de măsun egale. bj sa ue p1c1oi:u na imn . • · 24 · . - '. • 

.. 2rt - 3vJ .12 35 r = • . bc _!_, . - .· .. b2(;2 . . . n. ' 
34 . . 6 • · b + c + Vb•+c• ' 2 · >C (b + c + fb• + c2 J2

· 

36. Dacă A li ~:.ar fi paralei cu CD, ş-i d a.că s-a.r î.nlîlni În p&..z:tea stingă fi 

figurii Il.5.9, a tmrni înălţimea din D 6A.MD ai· fi m ai Inică ded~ înă~ ţi1i: ea 
d in Q a b BNQ şi de asemenea înălţimea din !Jl! a. b MDP ar f1 .mai m icii 
dectt înălţimea din B a b,BCQ;. deci, ar rezult a. aria AMPD < m·fa BNQC. 

' 37. 8 cm. · 

. . . tula.tive dfn materia clasei 
Probleme recapi · · 
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1
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