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Capiteiul 1
CERCUL
1.1. PROPRIETATI GENERALE
1. Definitii. Cercul ne este enmoscut din clasele anterioare (fig. 1).
Cerenl este muliimea punctelor din plan egal departate de un punct fi.

Punctul fix € se numesle cendrnl cerculai si segmentul de dreeapta O M, cave
uneste centrul cu un punct oarecare al cercului se nuneste raze ceveului. Dacd notdam

ccercul cu (€) st raza cu R, delinilia cercului se serie;

(C) = {M|OM = R}.

Segmentul de dreaptd AL (fig. 1) care uneste doud punete oarvecare 4 si B
ale unui cere se numegte coardd. Orice coardd cave (reee prin ceulrul cercului se
nuinesle diwmelry al cercului.

In figura 1, €D este un diametru al cereului. Deoarece 0C == R 8 OB — R,
CD = 2R. Orice diametru al unui cere este dublul razei.

U parie a unui cere, cuprinsi infre doua puncie ale cercului, se numeste are de
eerc sau, seurl, are. In figura 1, partea din cere ingrogata este un ave. Aveul care

arc extremitdiile A si B se noleazd eu AB. Dacd nu se lace nici o mentiune, se
Intelege prin AB arcul mai mic limitat de punctele A i B, nu cel care coniine
punctele €, M si D.

Fiecarui arc ii covespunde o coardd, care are aceleasi
extremitdti; arcului AR ii covespunde coarda AB; se spune
ca coavda subintinde avcul.

2. Aplieatii in praetica. Toate mijloacele de a ebtine 1
cerc si toate aplicatiile in . o
practicd ale cercului se ba- < ;

/-\Fl'-&? \

zeazd pe faptul c¢d Loate punc- T X
tele sale sint egal departate de \

centra.

1. Cind folosin compasul
(fig. 2), virful de ofel O ra-
mine fix §i virful M al minei
deserie un cere pentru ci dis-
tanfa dintre punctele O si M
ramine constanta.
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2. Penlru a lrasa un cerc sau o parte din cerc pe teren, se folosegte o sfoard
fixatd de un ldrus (lig. 3). Se obtine un cere pentru ¢d lungimea sferii rmine con=
sbanti.

g. Pentru a obline o piesd in formd de cere, ea se prelucreazd la strung (fig. 4).
Piesa se fixeazd intr-un mecanism care se roteste odati cu axa strungului.
Culitul strungului reteazd pdrtile mai ridicate. Toate punctele care au trecut sub
culit au distania la centru egald cu distanfa de la centru pind la virful cutitului,
partile mai apropiate de cenlru rdmin neatinse. Dupd mai multe rotatii, in care
culitul se apropie mereu de cenlru, el ajunge sd treacd peste toatd marginea piesel,

Aceastd margine este un cerc pentru cil distanta de la centru pini la toate punctele -

el este aceeasi, i anume egald eu-distanta de la centru pini la virful cutitului.
4. Rotile vehiculelor au forma de cere. Daci o roatd ar avea forma din figura 5,
In care 04 >0B, vehiculul ar merge-ca o barci pe valuri, cind mai sus, cind mai jos.

9. Dacd dowd rofi legate printr-o eurea de transmisie (fig. 6) nu ar fi perfect-
circulare, cureana de transmisie nu ar fi-tot timpul deepotrivi de intinsi, ceea:ee .,

ar putea-duce:la ruperea ei.

3. Impirtirea planului in regiuni. Cercul imparte multimea punctelor-din plan
care nu-i apartin in doud pirii, cele situate in interiorul cercului si cele situate in
exteriorul lui (fig. 7). Fie R raza cercului. Un punct A apartine interiorului cercului
daci 04 < BR. Punctul B este de aseme-
nea in interier. Un punet M aparfine
exteriorului cerculul dacd OM > R. Punctul
N este de asemenea. exterior cercului,

exrerior

mrerion

Fig, 1.6 g, L7
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[Fig. L8 Fig. 1.9

&. Aree si coarde. Intr-un cerc (fig. 8} considerdm doudl arce AB si €D si coar-
dele corespunzitoare AB si CD. Daci arcele sint egale, cum ginl coardele lor?
Invers, dacd coardele sint egale, cum sint arcele lor?

a) Presupunem cii A8 = CD. Atunci i unghiurile la centru sint egale, A0B =
E
= (OD. Triunghiurile AOB si COD sint egale (LUL), deci AB = CD.
b) Reciproe, prebupunem ¢d AB = CD. Triunghiurile AOB §i COD sint egale
(LLL), deci AOB — COD Unghiurile la centru fiind egale, arcele lor sint ecoale,

deci 4B =TD.
In acelasi cere san in doud cercuri egale, la arce cgale corespund coarde egale;
la coarde egale corespund arce egale.
Am considerat cazul cind ambele aree sint mai mici decit un semicere. Se puteau
3 by ) X . 1k S /1—'\ » :—T—\ e
lua i arcele mai mari decit un semicere. Dacii A5 = €D, atunei ACDB = CABD.
Figura 9 arati cd aceastd teoremi nu este adeviratd in cazul unei curbe oarccare
= .
AB=CD, dar AB = CD,

1.2. RELATIA DE INCIDENTA

1. Determinarea unui eerc. Se stie ci o dreapty este determinati de doud pum,te-
punetn aceeagi problemi cu privire Ja cerc. Cite puncte determini un cerc?

1. In figura 10 se vede ci printr-un punct A putem duce oricite cercuri orem.

2. Dacd ni se dau douX puncte A4 si B (fig. 11), putem duce mai multe cercuri
care sd treacd prin ele. Dacd O, este centrul unuia din ele, 0,4 = 0,B deei 0,
aparfine mediatoarei segmentului AB. Dacii 0, este centrul unui alb cere care trece
prin 4 s1 B, 0,4 = 0,B, deci si O, aparine mediatoarei segmeniulul AB. Acelasi
lueru se poato spune gi despre centrele celorlalte cercuri care trec prin 4 si B,

Reciproe, dacd 0, este un punet oarecare al mediatoarei segmentului A B, alunei
054 = 03B. Daci construim un cerc cu centrul in 0, st cu raza 0,4, el vatrece
$1 prin punctul B. Deci:
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Fig. L10 Fig. L1t

Prin doud puncte A si B puiem duce oricile cercurt vrem. Centrele tuturor acestor
cerenry formeazd mediatoarea seementulu A D,

4. Fie A, B, € trel puncte nesituate in linie dreaptd (fig. 4). Sd vedem dacd
se poate duee prin ele un cerc. Daca ludm centrul cereului O intr-un punet ocarecare
al medialoarei segmentnlui 4 B &l raza epald cu 04, cercul va trece prin punctele
4 g1 B, dar nu glim dacd va treee prin €'; dacd luam ca centru un punect oarecare
al mediatoarer segmentului BC si raza egald cu OB, cereud va trece prin B si €,
dar nu stim daca va lrece prin A. Dar dacdt ludm ca centru punctul O in care se
taie cele doud wediatoare, si ¢a ruzd distan{a OA7

Deoarece 04 = OB, cercul va trece si prin punctul B g1, devarece OB = 0C,
cercul va trece g1 prin punctul € adiead cercul va trece prin punclele 4, B si .

4. Alt cerc care si treacd prin punctele 4, B si € no existd, cael centrul unui
asentenea cere aparling mediatoarel fni A B (penfru ed cercul lrece prin punctele
A si B); el apartine si mediatoarel segmentului BC (pentri cd cercul trece prin
punctele 2 s1 €). Deoavece aparline ambelor ne-
dintoare, cenleul cercului este intersectia lor. Raza
acestui cere nu poate 11 deeit (01,

Prin trel pancte nesttuate in linie dreapia se poale
dirce un stngar eere. Cenlrul [up este intersectia me-
diatoarelor a doud dintre segmentele eare unese ucesic
puncte. ;

2. Cere circumseris unui triunghi. In figura 12
punctele 4, B si C formeazd un triunghi. Cercul
Fig. L1z care trece prin punctele A, B gi € se numeste cere




circumseris trinnghinlui ABC, iar triunghiul se
numeste triunghi inscris in cerc. f / i
Oricdrui triwnghi © se poate circuinscrie un cerc. //:/ -
Centrul lui cste intersecfia a dona dintre mediatoa- o \\
rele irivnghinlui. \ /
3. Aplieatie. Aflarca centralni nnni core. Avem ‘?/‘\ } /
un cerc si vreem sd-i determinam centeul, N
Daca ludmn irei punele oarecare A, B, € ale X P i
cereului, cercul este civeuruseris irinnghiolod A 26 b y /’/4’
N-avern decit 83 ducem mediatoarele a dous dinlee N i /
laturile safe. Punctul lor de interseelic este cen- g A
trul eerculul.
Prin acest proceden se poate afla ecentrul umai
dise circular.

Fig. E413

4. Pozitia anei drepte fafd de un eere. In figura 13, se vid un cere si mai multe
drepte. Dreptele 1 i 2 Laie ecrcul in cite doud punete, dreptele 3 si 4 an eile un
simgur punct comun cu cerenl, iar dreptele 5 31 6 n-au niei un punet coinun eu cereul.
Cite puncte comune poate sd aibd o dreaplil cu un cerc? Aceasta depinde de raza
cercului si de distania de la eentrul cercului la dreaptia. Fie (€) un eere, O centrul
sdu 51 (D) o dreapta (lig. 14). Dueern OM perpendicular pe (D).

1. In figura 14-a, distanta OM este mai mare ca raza. Dreapta nu taie cercul,
(C)N (D) = @.

2. In figura 14-b distanta OM este egald cu raza. Dreapta are un singur punct
comun cu ecercul, (C)N (D) = M.

3. In figura 14-c, distanta O3 este mai mied decit raza. Dreapta taie cercul in
doud puncle, A si 2, (C)N(D) = {4, B]. Dreapta esle o secantii a cercului.

£. Niei o dreapld nu poate avea mai mult deeit doui puncte comune cu cercul.

O dreapta poate avea e un cere: nict an punct comun, un puncl comure seu doud
plinele comune.

(@) (b) )

e




d > R ... nici un punct comun}

d= R..un punct comun;

d < R...doud puncte comune
(d este distanta de la centrul cercului la dreaptd si R
este raza cercului).
Fig. 1.95 5. Demonsiratie. In cele ce precedi am dedus re-
zultatele din figurd. Ele se pot demonstra.
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1. Presupunem OM > R (fig. 14-a), R fiind raza cercului. Atunci, dacd Pe(D),
OP >0M, ciici oblica este mai mare decit perpendiculara. Dar OM > R, cu atit
mai mult OP > R, deci punctul P este exterior cercului. La fel se aratd cd si cele-
lalte puncte ale dreptei, IV, @ s.a.m.d. sint exterioare cercului,

2. Presupunem OM = R (fig. 14-b). Demonstratia se poate reface cuvint cu
cuvint, numai ¢i, in loc de OM > R, trebuie spus OM = R.

3. Cazul cind OM < R (fig. 14-c) nu se poate demonstra in cadrul acestei cirti.

4. Nici o dreaptdi nu poate avea mai mult decit doud puncte comune cu
cercul. ’

In adevir, si presupunem ci o dreaptd ar tdia un cerc in trei puncte 4, Bgi C
(fig. 15). Atunel, cercul trecind prin punctele A si B, eentrul lui aparfine media-
toarei segmentului AB. Cercul trecind prin punctele B gi C, centrul lui apartine
mediatoarei segmentului BC. Ar insemna ci aceste doud mediatoare, 1 gi 2, s8 se
taie. Dar ambele mediatoare sint perpendiculare pe dreapta ADB, deci ele sint
paralele si nu se pot tdia.

1.3. TANGENTA LA CERC

1. Tangenta la cere. Considerim un cere (fig. 16) si un punct oarecare al siu, M.
Am viizut ci perpendiculara dusi prin punctul M pe raza O M nu are cu cercul nici
un punct comun afard de M. O astfel de dreapld se numeste tangenid* a cercului.
Punctul M este punciul ei de coniact.

O dreapti care are un SiRgur punct comun cu un cerc
se numeste tangenld la cere.

Tangenia la cerc este perpendiculard pe raza dusd
prin punctul de contuct. -

Exzemple 1. Sina de cale feratd este tangentd
la rofile trenului (fig. 17-¢). Raza care uneste centrul
rotil cu punctul in cave roata atinge sina esle perpen-
Tig. 1.16 diculard pe sind.

L Quvintul taugenld exprimd faptul c¢d dreapta atinge cercul,



Fig. .17
2. Cutitul este tangent la roata tocilarului (fig. 17-b).
3. Cureaua de transmisie este tangenti la roatd in punctele 4 si B (fiz. 17-¢)
in care ea se desprinde de roatd.

2. Importanfa praeticii a tangentei. Fie J/ (fig. 18) un punct oarecare al unui
eerc. Dintre toate dreptele /A, M B, ... care se pot duce prin M, tangenia M T
se apropie cel mai mult de cercul ingusi. Pe o portiune micd in apropierea punctu-
Iui M, arcul de cerc se deosebegte foarte putin de segment: [corespunzitor de pe
tangents.

Cind un punct se miged pe un cerc (sau pe o curbi oarecare), el isi
schimba directia in orice moment; pe o poriiune micd in jurul punctului I,
direcfia in care se migcd punctul este direclia tangentei MT.

Cind punctul mobil trebuie si treacit de
pe un arc de cerc pe o dreaptd sau imvers,
este bine ca dreapta sd lie tangentd la cere,
altfel se produc zguduiri. Se spune ¢i tan-
genta la cerc se racordeasd cu cercul in punc-
tul de contact.

Tot asa se spune cd doud arce se racor-
deazd cind ele au in punciul lor comun
aceeasi tangentd. Arcele AM st MB din
figura 19-a sau b se racordeazd, iar cele din
figura 19-¢ nu se racordeazd. Racordarea asi-
gurd o trecere lind de pe un are pe celilalt. Flg. 1.1%

Fig, 1.19



" Sinele de cale feratd
trebuie sii se racordeze
bine la trecerea de pe o
purtiune curbi pe o alfd
poriiune curba saun pe o
povtiune dreaptd (fig, 20),
alticl se pot produce de-
raiert,

3. Construetia tangen-
tei. 1, Pentru a construi
o langentd intr-un punct
M la un eere (Mg, 21-a;,
wnim punctul M cu cen-
brul cereului gi ridiedm in
. M perpendiculara pe raza
.'.-:; ).

o | 2. Pentru a construi
\ / /l o langentd la un cere (')
Sl / o i { paraleld cu o dreapla
’ i 7 Id data d, proceddam astiel
__ (&) (tig. 21-3).
@) ;E) ¢ ) Ducem din centrul
3 cerculni  perpendiculara
Fig. 124 OM pe d;Tie(C) N OM =
=1 A0,

) Ridic#tm in A i A’ cite o perpendiculari pe OA. Dreptele AT si A'T”" astiel
obtinute sint tangentele ciulate.

In adeviir, AT | OA, deci este tangentd la cerc. Pe de alt¥ parte, AT gi d
fiind amindou# perpendiculare pe OA4, sint paralele intre ele. In acelagi lel, se vede
ci si A'T” este o tangentd la eerc paraleld cu dreapta d.

Pig, 1.20
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1.4, SIMETRIA CERCULUIY

1. Axele de simetrie ale cereului. Considerdm un cere (€) si un diameten oare-
care al sin AB (lig. 22). Dupd o simipld apreciere din ochi ne dim seama cd, daci
pliem ligura dupd dreapta A B, partea din cerc situatd deasupra dreptei A5 coincide
cu cea situati sub aceasta dreapli.

Orice diametru ol unui cere este o avd de simetrie a cerculut.

Vieeare din cele doua parti in care diametral imparte cercul se numeste semicere.

Pentrn a demonstra acoasla, considerim un punet oarecare M al cerculud,
M e (€). Consleuim sitnetvicul lui M in raport cu A4 Pentru aceasta ducem seg-

e vor recapitula § 5.1 i 5.2 din Geowelein pentra clasa a VI-a,

10
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Fig, 1.22 Fig. .23

mentul M€ perpendicnlar pe AB (€ € AB) si-l prelungim cu un segment €3’
egal eu C M. Segmentul O3 este simetric en OM, deci OM' — OM. Dar OM este
0 razi a cerculul, deci si O3 este o razd a cercului, deei M’ & (€), adicd simetricul
punctului M aparfine de asemenea cercului ().

Dacd M, N, P, ... (fig. 23) sint alte puncte ale corcului, se demonstreazi la fel
ed si simetricele lor, 1, A", P, ... aparlin cercului, ceea ce inseamnd i diametrul
APB este o axd de simetrie a cercului.

Urmétoarele doud teoreme sint consecinte ale acesteia.

2. Diametrul perpendicular pe o eoardi. Fie M’ o coardi oarecare a unui cerc
(fig. 24). Ducem diametrul A B perpendicular pe MM’ si punem ABN MM = C.
Care este simetricul punctului M fafd de dreapta AB? El trebuie si apar-
{ind drveptei MM', ciici MM | AB,si trebuie si apartind cerenlui, eici AR
este o axil de simetrie a cercalui, deci el este intersectia dreptei MM’ cu
corcul, adied M’. Cu alte cuvinie, diametrul AB este mediatoarea coardei M M.
Rezulti ei CM = CM'. Dreapta AB liind o axd de simetrie a cercului, rezulti

) —— L,
cd BM = BM'.

Diametrul  perpendicular pe o coardd imparte coarda :
st arenl in parti egale.

3. Ohservare. Din centrul cercului nu se poate duee
decil o singurd perpendiculard pe coarda MM, nu existi
decit un singur punct €' care si fie mijlocul segmentulni

M 51 nu existda deeil un singur puncl B care s tie
niijlocul areufui A 5.

Diametrnl perpendicular pe eoavda AL, diametrul
ciare imparte coarda H I in dona parti eoale si diqune-

trul care fmparie arcul M3 in dond parti egule sinl
unul si acelasi diametru. Rezultd ed  diametrnl  cave
are una din acesle {rei proprietafi are si celelalle s
doud. Fig. 1.24



&. Arce cuprinse inire coarde
paralele. Fie AB si CD doudl
coarde paralele ale aceluiasi cere
(fig. 25). Ducem diametrul K F per-
pendicular pe AB. Conform teo-
remei precedente punctele A g1 B
sint simetrice fata de dreapta EF.
In acelasi mod se aratd eit punc-
tele C si D sint simetrice fatd de
EF. Totodatd EI' este o axi de

simetrie a cercului, deei arcele AC si BD sint simetrice fald de EF, deci AC = BD.
Eb s P oo AT 6 . o o
Reciproc, dacid AC = BD, coardele AB si CD gint paralele. In adevar, dacd
CD nu ar li paralel cu AB, paralela dusd prin € la AD ar tdia cercul intr-un
F e k A T A /—j\’ —~
punct D’ si BO" ar fi egal cu AC. Cum BD = AC, ar urma ¢i BD' = BD, ceea
¢e nu este adevarat.

Fig. 1.25

Intr-un cerc, arcele cuprinse intre courde paralele sint egale; doud coarde care
cuprind arce cgale sinl puralele.

5. Lungimea unei coarde si distanta ei de la eentru. Considerdm un cerc i doud
coarde egale, AR —= €D (lig. 26). S4 compardm distantele lor de la cenlru adica
lungimile segmentelor<-OM si ON, unde OM | AB 5 ON | CD.

AAOM = ADON (IC), cici AM = DN ca jumiitiii de coarde egale 5i 04 =
e= 0D ca raze, deci OM == ON.

Reciproe, dacd OM = O, aceleasi triunghiuri sint egale (IC), deei 4M = DN,
adicd jumititile coardelor sinl egale. Rezultd e si coardele sint egale, AB = CD.

Intr-un cerc coarde egale sint egal depirtate de cenirn; coarde egal depdrtate de
centru sint egale.

1:5. POZITIA RELATIVAI A DOUA GERCURI

In figura 27 se vad un cerc O si alte cercuri A, B, C, ... Cerenl A are dond
puncte eomune cu cercul @, Aceste doudl cercuri se taie, ele sint secanle. Cercul B
are un singur punct comun cu cercul O si fie-
care din aceste cercuri este situat in afara
celuilalt. Cereurile O si B sint tangente exterior.
Cercul € este de asemenea tangent cerculul O,
dar este situat in interiorul lui; aceste doud
cercuri sint tangente interior. Cercul D n-are
nici un punct comun cu cercul O; el este ex-
terior cercului 0. Nici cercul £ n-are nici un
punct comun cu cercul O, dar el este interior
Fig. 1.27 eerculur O,

: Unul fajd de celalat,
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Big. 1.2

Pozilia unui cerc fald de un alt cerc depinde de razele celor doud cercuri, precum
si de distanta dintre centrele lor.

Pentru a studia pozitia relativd a doud cercuri considerim (fic. 28) douil cercuri
(€) $i (¢), notdm centrele lor cu O si o, si distanta lor cu d, d = Oo. La inceput cercu-
rile au pozitia din figura 28-a. Ne inchipuim ei tinem cercul (C) fix si misedm
cercul (c), ca un disc circular, asifel incit centrul lui si alunece pe dreapta Oo de
la dreapta spre stinga.

Distanta d se va micsora si cele douil cercuri vor ocupa unul fatii de altul toate
poziliile posibile.

1. d >R + r(lig. 28-a). In acest caz, cercurile sint exlerioare unul celuilalt,
ele nu au nici un punct comun (€) N () = 9.

2. Dacdl apropiem cercul mic de eel mare, cele douit cercuri rdmin un timp
exlerioare unul celuilalt, pind eind cercul mic ajunge in pozitia din ligura 28-b. d ==
= Il - r, si cercurile au un singur punct comun A, care apartine liniei centrelor.

Cele doud cercuri sint tangente exterior. Daci ridicim in A perpendiculara AT
pe linia centrelor, ea este tangentd la ambele cercuri,

3. Cind migedim cercul mic pulin spre stinga, distanta centrelor devine mai mieit
deeit suma razelor, d << R + r, §i cele doudl cercuri se taie in doui puncte A si A.
Ele sint secante (fig. 28-¢).

Dacd continudim si micsordm dinstanta centrelor, cercurile rimin secante pini
cind cercul mic ajunge in pozitia din figura 28-d. Acum 0o = OA — oA, adici

= R —r, §i cercurile sint secante dacd d >R —r. Asadar, dacd d < 12 |- 7
§1 & > R —r, cercurile sint secante, (C)N(c) = {4, B}

4. In figura 28-d, se vede cii, daci d = R — r, cercurile au un singur punct
comun, A, care aparline liniei eentrelor (€)N{e) = A. Ele sinl tangenie inicrior.
Perpendiculara A T ridicatd in 4 pe dreapta Oo este tangenti la ambele cercuri,

13



Hig. 1.29

5. Cind misedm putin cerenl mic spre stinga, d devine mai mie decit B —7
gi cercul mie devine interior cercului marve (fig. 28-¢), cercurile nu au nici un punch

comun, {C)N{c) = O.

T

Cind cenirele cercurilor coineid, se spune ci sinl concenirice.

Tabelul de mai jos rezumia cele explicate:

d>R-+|r
d=R+r
d<BR+rd>R-—r
d=R—r o
d<<R—r
i
\La !'n!l
M Ll
/,7 .‘g“’\
- \ &
i Ay
% // \ N
(._).A 3
o iy
y
A \u
. L]
g i }. 3 4
8 3 =4}
t 2, ;
: ]
i ]
vk :
\ 2
i
#
4
'n"
% 7
3 o
/I
Fie. 130
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cercurt exterioare,

cereuiri tangente exterior,
eercurt secante,

cercuri tangente interior,
un cerc interior celnilalt.

2. Situatii din practied. In figura 29 se vid
unele situatii din practici in care apar doud
corcuri in diferite pozijii: doud roti legate prin-
tr-o ecurea de transmisie; doud roli dintate; o
roatd dintatd angrenatd cu marginea inberioard a
unei alte roti; mai multe cercuri de mirimi diferite
prinse de acelasi cui; cadranul unui eeas cu
secundar; un disc pentru tragere la tinti.

3. Observare. Stim e, pentru a construi un
triunghi A BC cind se cunose toale laturile sale,
BC =a, CA = b st AB=¢, se procedeazd astiel
(fig. 30). Se traseazd un segment BC = a, apoi
un are de cerc () cu centrul in B g1 eu raza ¢
si un ave de eerc (€7) cu centrul in € si cu raza b.
Fie (C)N(C") = A. Triunghiul ABC este triun-
ghiul cautat.

Alarea vielului A revine astfel la aflarea in-
tepseclici a dond eevewvl. Din cele de mal sus
vezultd ei, dacit o <2 h-- ¢ b @ >b — ¢, triun-
ahiial exisid. S-ar pirea deei ed am demonstrat
care este condilia pe care frebuie si o indepli-



neascd trei segmente @, b i ¢ ea sl se poatd construi din ele un trinnghi. In
Geomeiria peniru clasa a VI-a acest lacru s-a dat fari demonstratie (6.4.1). De
fapt, nici aiel nu $-a dat nici o demonstratie. Toate rezultatele an fosl deduse
din figurd.

1.6. UNGHI INSCRIS IN CERC
1. Unghiuri gi aree. In cele oo urmeazi vom stabili unele relatii intre unghinei
si arce. Dacd unghiurile si arcele se masoard in grade, minute si seeunde se spune cd
un unghi este egal en un are daed amindoud au acelagi numar de grade. minute si
secunde. De exemplu, dacd un are A8 are 35° si un unghi € are de asemenea 35°
A TN I
se spune cd unghiul ' este egal cu arcul A B si se serie € = 4 £. Aici nn este vorba
de egalitatea a doud figuri, ci de egalitatea a doud numere,

2. Unghi format de o tangenti si o secantii. Fie M 7 o tangentd si M4 o secanti

. L oady § R . T
a unw cere {fig. 51). Intre unghiul AT = 1 format de ele si arcnl A/ pe care-l
subintinde secanta existd o relatie simpli.
Unim centrul @ cu punctul I, ducem raza OB perpendicular pe M.A si fie

OBOMA=C14+3= 90°, ciici raza O este perpendiculard pe tangentd; si

A A A A
2 4 3=90° cici triunghinl 0/ C este dreptunghic, Rezultid ed 1 = 2, ciici au acelasi

~ Ty AT 7 A
complement. 2 = i1} (unghi la centru) 81 MB = 'Jl{lé, cdici raza perpendiculary
;) P i)
o mhs g & e
pe coarda A A imparte arcul MA in doui parti egalet Din AMT =2 g1 2 = e
e Y ¥ y
rezultd ci AMT = -
TN = ‘ Ciin 2 e A
S& caleulim \unghiul AMS. AWS = 150° — § = g0~ Md _ 36800 - Md
Dar 360° — MA= MDA, deci A5 = ¥

b

Unghinl format de o langentd la wn cere §i o-Secantd care trece prin punctul ei de
contact este egal cu Jumdtaled “arewduni subinting de secantd.

1‘1‘i1.1 are su.hiulins de secantd se intelege g T "“‘"‘\\_
arcul situat in interiorul unghiuiui considerat. o ™ ,
- it N
e - / KA
Ezemplu. Dacd AM = 100°, AMT = D! £
o =0 3 > f ,f/ ‘l
= 100°: 2 = 50°; ADM = 360° — 100° = 260° o / |
/“\1 o 2 £ Ao ,r
AMS = 260° : 2 = 130°, \ o e
\ t / Ayl
3. Unghi inseris. Un unghi al clirni virf A 7 5
aparfine unui cere si ale cirui laturi sint sc- Do ] St
cante ale cercului se numeste unghi inscris in 8 4 7

cerc sau, scurt, unght inscris. Fig. 1.31




In figura 32 unghtul AMB este un unghi inseris.
Arcul AB este cuprins intre laturile sale.

Intre un unghi inseris i arcul cuprins intre laturile sale
pxistd o legiturd strinsd. Dacd tinem latura MA fixa g
rotim latura MB in jurnl puuc’au}ul M astfel ineit unghiul
sd creascdt, arcul AB creste si el. Pentru a vedea mal
bine care este aceastd legitura, ducem in M tangenta la
cerc. Unghiul inscris este diferenta a doua unghiuri:

Fig. 1.32 = - o
# AMB = AMT — BMT,
Conform teoremei precedente,
rr—_— o~ —
Ar=284  puT =223
deci
AMBA  MB _ MBA—MB
difp=diis =L s

)
)

Dar MBA — MHEB = ﬁ’ Deei

Un unghi inscris este egal cu jumidtatea arculni cuprins intre laturile sale.

4. Aplieatie numeried. In figura 33 se dii b= 80°, BC = 110°. Se cer unghiu-
rile iriunghiulur ABC.

Tot cercul are 360°; 80° - 110° = 190°; 360° — 190° = 170°, deci AC =170
Unghiul A este un unghi inscris si cuprinde intre laturi un arc de 110°, deci el
are 110° : 2 = 55°. Unghiul B cuprinde intre laturi un arc de 1707 decl el are
170 =85 Unghlul C cuprinde ntre laturi un arc de 80°, deci el are 80° 1 =40°,

5. Conseeinte, 1. In figura 34-a se vede un unghi A fnseris in cerc sl unghlul la

e ~
-

; ; , il -
centru O care cuprinde intre laturi acelasi are BC. 0 = BC g1 4 = I—ig, deci 4 = -(]—

ik o}

Un unghi inseris in cerc este jumdtaie din unghinl la cenfru care cuprinde inire
laturi acelast arc.

o3

Fig, 1.84



Pig. 1.35

Fig. 1.6

Dack A > 90°, ca in figura 34-h, trebuie considerat unghiul neconvex, mai mare
deeit 180°, format de razele OB s1 OC.

2. In figura 35 se vdd mai multe unghiuri M, NN... inserise in acelasi cerc si care
cuprind intre laturi acelasi arc BC. Fiecave din aceste unghiuri este egal cu jumatate
din arcul A B, deci aceste unghiuri sint egale intre ele.

Toate unghiurile inscrise in acelagi cerc si care cuprind intre laturt acelast arc sitnt
egale inire ele.

3. Acest adeviir se enuntd si sub altd form#. Din punctul M (fig. 35) segmentul
AB se vede sub unghiul M, din punctul IV, acelagi segment se vede sub unghiul NN.

Dar M = 1\?; rezultd i din M si N segmentul AB se vede sub acelagi unghi. Acelasi
lucru se poate spune si cu privire la punctele P, @ ete.

Din toate punctele areului AMB, coarda AB esle vizutd sub acelagi unghi.

4. Partea din plan mérginild de o coardd si arenl care o subintinde, de exemplit
coarda AB si arcul AMB, se numeste segment de cere. Unghiurile AMB, ANB
g.a.m.d. sinb inscrise in acelasi segment de cerc.

Toate unghiurile inscrise in acelasy segment de cerc sint egale.

5. In figura 36, AB este un diametru al cercului, deci segmentul de eerc situat
deasupra dreptei .13 este un semicere si unghinl A M B este inseris intr-un SCINicere.
Arvcul ACB cuprins intre laturile unghinlui este o jumiitate de cere, deci are 180°%
Unghiul M va avea 480° :2 = 90°, adiea va Ii drepl.

Un unghi inseris intr-un semicerc cste un unght drept.

6. Patrulaterul inseriptibil. 7. Se stie e¢d orvicdrui triunghi i se poate circumserie
unt cere. Punem problema urméloare. Fiind dat un ps tralater, i se poate circumserie
an eere? Cu alte cuvinte, existd un cere care si treacd prin

toate virfurile sale? In cazul patrulaterului din figura 37 Homms
acest lucru este posibil; in cazul patrulaterutui din ligura 38, /‘“""\ﬁr_‘f
nu, céici existd un singur cerc care irece prin virfurile 4, B fn) \
si°D, si acest cerc nu trece prin virful C. Dacd existd un cerc { "
care trece prin toate virfurile unui patrulater, se spune ¢a \ &
acel patrulater este inscriptibil. Patrulaterul din figura 37 /' 25
este inseriptibil, cel din figura 38 nu este inscriptibil. Daca sl
se construieste si cercul care irece prin toate virfurile Fig. 1.38
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patrulaterului, patrulaterul este fnseris in cere,
tar cercul este circumscris patrulaterului.

Care este condifia ca un patrulater sa fie
inseriptibil ?

2. Patrulaterul din figura 37 este mscrip-
Libil, edei este inseris. Unghiul 4 este un unghi

; inseris i euprinde intre laturi arcul BOD {ha-
’,r{"m) surat), deci

///B -%\-‘
Fig. 1.39 A ="

£}

S e et

o D

Unghiul €, opus lui 4, este de asemenea Inscris si cuprinde intre laturi arcul BAD
deci

A BAD
(' = =
Rezulti ed
Pram— o——
2.0 __BCD) BAD

»
Dar suma arcelor BCD §1 BAD este un cere infreg, care are 360°, deci

A A 360° o
A4 $C =2 = 800,

In acelagi fel se poate demonsira ci B -} D = 180°, Deeci, intr-un patrulater
mseriplibil, doug unghiuri opuse sint suplementare. )

3. Reciproc, considerim (lig. 38) un patrulater ABCD, in care unghiurile opuse
4 si C sint suplementare. Si vedem dacd este inscriptibil. Construim cereul care
trece prin punctele 4, B si D. Dacd acest cerc n-ar trece prin virful €, el ar tiia
dreapta DC intr-un punct E, deosebit de punctul C. Alunci patrulaterul ABED ar
i inseris, deci unghiul £ ar {i suplementul unghiului A. Dar s-a dat c3 unghiul €

este suplementul unghiului A. Ar urma i &= B Acest lucru nu este posibil,
: - : : ; Ay . A A
ciici unghiul C este un unghi exterior al triunghiutui €BE, deci € = E + CBE,

ceea ce inseamni ci € > [, Rezultd ¢4 este imposibil ca cercul care trece prin punc-
tele 4, B si D g8 nu treacd $i prin punctul C. Patrulaterul 4 BCD este inseriptibil.
Deci, un patrulater care are doui unghiuri opuse suplementare este inscriptibil.

Intr-un patrulater inscriptibil, doud unzhiuri opuse sint suplementare; un putru-
Hater care are doud anghure opuse suplementare este inseriptibil.

\: yS Taugentéle duse dintr-un punet exterior a un cere. Fie (C) un cerc si P un
punet sitnat in exteriprul i (fizr—=39),

Pentru a duce din 2 tangentele Ja core, procedim astiel;

1. Unim O cu P.

2. Construim cercul (C") cu diametrul 0P,

18



3. Fie (C)N(C") = {A, B}; unim P cu A si en B.
Dreplele PA si PB sint tangentele ciutate. ! 5/
In adevir, unghiul OAP este inscris intr-un semicerc |

{punctat), deci este unghi drept. OA este o razi a cercu- i g /

Jui (C) si AP | 04, deci AP este perpendienlar pe 04 / /

in punctul 4. Deci AP este tangentd la cercul (C) i\ //

In acelasi fel se vede il 5i PB este tangentd la ceveni 0.

8. In figura 39, triunghiul OAP este egal cu tri- e e e

2 N TN J‘q 2

unghiut OBP (IC). Rezultd cii: PA = PB, APO = OPRB,
N P
AOP = BOP.

Tangentele duse din acelagi punct la un cerc sint eoale. Dreapla care unegte

punctul cu centrul cercului este bisectoarea unghiulur fornal de tangente $i a unghiu-
lui format de razele duse le punctele de contact. Mai scurt: Dreapta OP este 0 azd

Fig. 1.40

de stmetrie @ figurii.

9. Aplicatie practicd. Din aceastd teoremd rezultii cd hisectoarea unghiului for-
mat de doud tangente trece prin centrul cercului. Pe aceasta se bazeazd instrumen-
tul din figura 40 care poate fi folosit pentrn a determina centrul unui dise cireular.
Este o placd din care lipseste o parte in formd de triunghi, iar AB este bisectoarea
unghiului A.

Asezim placa peste dise astfel ineit laturile unghiului A si fie tangente la dise
(marginile plicii formeazi un unghi drept). Atunci stim cd bisectoarea AB lrece
prin centrul discului. Ducem pe disc o linie de-a lungul marginii AB. Rotim discul
si ducem incd o linie de-a lungul marginii AB. Punctul in care se taie aceste Hinii
este centrul discului, Acest instrument se poale confectiona ugor din carton.

1.7 CONSTRUCTII DE CERCUGL RACORDARI

1. Se ddun segment AR si o dreaptd @ (Tig. 41). Sd se consivuiased un cere care st
treaci prin punctele A si B st sd wbd central pe dreapla d.

.

Constructia se faee astfel:

1. Se duce mediatoarea segmeniului AB.

2. 0 fiind punctul in care mediatoarea laie
dreapta d, se construieste cercul eu centrul in O §i
en raza OA. !

Acest cere indeplineste conditiile problemei. In
adevar, ¢l are centrul in O pe dreapta d si trece
prin A. Bl trece si prin B, ciici, punclul O fiind un

punet al mediatoarei segmentulii AB, urmeaza cd !
0B = 04, Fig. 1At

; 19
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2. S se construiased un cer care 8
fie tangent la cele trei laturi ale unui
irinnghi.

Fie ABC triunghiul dat (fig. 42).
Constructia se face astfel;

1. Se duce bisectoarea Bz a un-
ghiului 5.

2. Se duce bisectoarea Cy a un-
ghiului C.

Fig, 1.42 3. Fie BxNCy =I; se cohoard
£ din [ perpendiculara J4’ pe BC.

&. Se construieste cercul cu centrul in J i cu raza JA',

Acest cere va fi tangent la toate laturile triunghiului. In adevir, ducem din 7
perpendiculara /B’ pe latura AB. Deoarece [ € Bz ({A" = 1B'), deci cercul nostru
va trece i prin punctul B’. Dreapta A B este perpendiculari pe raza /B’ in punctul
B, deci ea este tangentd la cere. In acelasi fel se vede cd si latura AC este tangenta
la ecere.

Cercul astfel construit se numeste cerc inscris trounghinlui, triunghiul se numegte
circumseris cercului.

3. In figura 43-a dreapta d reprezinid o autostradé st dreapta d' reprezintd o sosea
fn curs de constructie. Ea trebuie unili cu autdstrada printr-o porfiune in formd de
arc de cere, care sé aibi o raza dati R. Sa se traseze aceastd parte a soselet.

Soseaua n-are voie si formeze un »0ot“, Arcul de cerc trebuie si se racordeze cu
dreapta, adic# el trebuie sa fie tangent dreptei. Deci se pune problema: Sd se con~
strutascd un cerc de razi datii R, tangent la doud drepte neparalele d gi d'.

Constructia se face astfel.

1. Fie dNd’ = A. Se duce bisectoarea unghiului A4,

2. Intr-un punct oarecare M al dreptei d’ se ridici perpendiculara pe d’ §i se
poartd pe ea un segment MN egal cu R.

3. Prin punctul &V se duce paralela la d.

4. Fie O intersectia acestei paralele cu bisecloarca. Se conslruieste cercul en
centrul in O si cu raza R. Acest cerc indeplineste conditiile cerute.

In adevir, fie P piciorul perpendicularei coborite din punctul O pe dreapta d’.
OP = MN = R, deci cercul trece prin punctul P si, decarece d’ | OP, d este tan-
gentd la cere. Fie Q piciorul perpendicularer duse din O pe d. Deoarece punctul O
aparfine bisectoarei unghiului A, 0Q = 0P, deci cercul trece si prin punctul @ si
este tangent dreptei d.

Cu 'aceasta am rezolvat numaj in parte problema. Problema teorelici admite
mai multe solulii. Se poate duce bisectoarea unghiului obtuz din A si punctul N
8@ poate lua de cealaltd parte a dreptei @/, deci exists patru cercuri care satisfac con-
ditiile problemei. Elp sint indicate in figura 43-b.

Pentru problema practica vin in considerafie numai cercurile O, si 0,. Soseana d’
8o ramificd: 0 parte are axa M/ £30, 5i cealaltd are axa M PyQ,. Pe prima se trece




din sosea pe autostradi, si prin a doua din antostradd pe sosea. (Figura 43-b se poate
interpreta si astiel: linia M2, reprezinti marginea din dreapta si linta MPy0,

marginea din stinga a goselei )

OLIGOANT REGLLATE
e ————
mwm”cm@ﬂmﬁlu, in figura 44 se vid

Poligoanele pof-ayea gele mal
patru poligoane; ele diferd mult unul de altul. Poligoanele cele mai importante sint

i

poligoanele regulate.

sTinitie. O

— - £ e

S efirarile iRt egale inire ele. L et
in figura 45=se vede un hexagon regulat. Un—peatrufater regulat este; un pdtrat

(fig. 46); un triunghi regulat este echilateral (fig. 47). i

3

ligon regulat esie w;ggﬂ.in--eme”iﬁﬁé laturile @Degale

9. Coustruetia poligoanelor regulate. Poligoanele regulate se construiese en aji-
forul eercului. La baza acestor constructii stau urmftoarele teoreme:

o .
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Fig. [.44

L. Dacd impdriim un cere in mai multe parli egale si unim punctele de diviziune
consecutive, oltinem un polizon regulul.

In adevir, si presupuner ci, printr-un mijloe oarecare (cu ajutorul raportoru-
Iui), am imparlit un cere, de exemplu, in cinci pitrti egale (fig. 48). S& demonstrim
ea pentagonul A BCDE este regulat. Pentru aceagla votim figura in jurnl punctului O
in sensul indicat de siigeata astlel incit vielnl A sd cadd in B. Unghiul de rotatie
este de 360° : 5 = 72° In aceastd rotalie, imaginea laturii A B este BC si imaginea

g ~ A
unghinlui 4 este unghiul B, deci AB = BC, A = B sam.d. Rotatia se poate
descrie prin tabelul!

AR C D EB|AB BC 6D DE EA 4 B 0 DR
B CDE A|BC CD DE FE4 48 % é D E A

Rezulti cé toate laturile gi toate unghiurile poligonului sint egale intre ele; poli-
gonul este regulat.

Poligonul astfel construit este inseris in cere, si cercul este circumseris poligonu-
lui. Centrul acestui cerc se numegte centrul poligonului. Perpendiculara O cobority
din centru pe o laturd se numeste apolema poligonului.

2. Dacd tmpdrfim un cerc in mai multe pérli egale si ducem in punctele de divisiune
langente la cere, se formeazd un poligon regulai.

Fie din nou un cerc impirtit in cinei pirti egale, punctele de diviziune fiind A,
B, C, D, E (fig. 49). Ducem tangentele la cerc in aceste puncte. Se formeazd penta-
gonul MNPQR. Si demonstrdm cii acest pentagon este regulat.

A\ .
Fig. 1.45 Fig. 146 Fig. Lty ig. .48 Fig. 1.49

! Cu privire Ja modul in care se intoemeste acest tabel, v. Geomefrie clusa a Vi-a, 5.7.4.
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Pentru aceasta, rotim fignra ca mai inainte eu 72° in jurul punctului 0. In aceasti
rotatie, imaginea punctului /A este 12, imaginea punetului B este € g.am.d. Ima-
ginea razei OA este 072, imaginea razei OB este OC s.a.m.d. Deoarece M | OA sl
MN | OB. imaginea dreptei R este dreapta MN; la fel se aratd cdl imaginea
dreptei BIN este NP, Dxar RMNMNN = M si MNNNP =N, deci imaginea
virfului 3 este viriul V. La fel se arald ed imaginea virfului [V este virful P s.a.m.d.
Rolatia se poate deserie prin labeial:

A B 6..04 OB..RM MN.. M.

B ¢ DGR GC..MN KP .. B .

Tmaginea ficedrui vief al poligonului este virful urmitor. Rezulld ¢& imaginea
fieciirei laturi este latura urmatoare, deei toate laturile sint egale intre ele, i imagi-
nea fieciirni unghi este unghiul urmitor, deci toate unghiurile sint egale intve ele.
Poligonul este regulat.

3. Patratul fuseris, Pentra a construi un pitrat inseris in cere, trebuie si impir-
tim cercul in patru parti egale. Hste de ajuns si ducem doi diametri perpendicniary
AC si BD (fig. 50). Unghiurile formate in jurul punetalui O fiind egale intre ele,
arcele AR, BC, CD si DA sint de ascmenea egale intre ele, deci patrulaterul 4 BCD
este regulaf, deci un pitrat.

4, Hexagonul inseris. In figura 51 se viid exemple de hexagoane regnlate.

Presupunem cii, prinfr-un mijloe carecare, am reugit si constrnim un hexagon
rezulat inscris in cere (lig. 52).

Examindm triunghiul AOB. El este isoscel, ciici 04 = OB (raze ale cerculu).
Arcul AB are 360° : 6 = 60°, deci 0 = 60°. Rezulti ci A -+ B = 180° — 60° =
= 120°. Aceste unghiuri {iind egale intre ele, fiecare are 120° : 2 = 60° Deci, toate
unghiurile acestui triunghi au cite 60°, de unde rezultd cd acest triunghi este echila-
teral:

AB=0A=0B=R.

Asadar, latura hexagonului ingeris in eerc este egald en raza.

De aiei reznltd urmitoarea eonglructie. Ludm o degchidere de compas egald en
raza ceveulni. Agezim un vief al eompasului intr-un punet cavecare A al cerculul gi
maredm cu celdlalt viel un punct 8 al cercului; mutam virful de eotel al compa-

Fig. 1.52
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Fig. 1.53 Fig. 1.54

sului in B §i mareim un punct € al cercului; continuind in acest fel, ajungem
din nou in A. Nu rimine decit si unim aceste puncte.

5. Triunghiul echilateral inseris. Pentra a inscrie intr-un cere un triunghi echi-
lateral, trebuie sd tmpiirtim cereul in trei pérti egale. Impirtim cercul in gase parti
€gale i unim punctele de diviziune din doui in doud (fig. 53).

6. Alte poligoane regulate ce se pot construi, Pe baza constructiilor cunoscute
(pdtratul, hexagonul regulat si triunghiul echilateral) se pot construi si alte poli-
goane regulate,

Fie, de exemplu, ABCDEF un hexagon regulat fnseris intr-un cere (fig. 54).

Mediatoarea laturii AB imparte arcul AB in dou# pirti egale, AG §i @; fiecare
dintre aceste arce este a 12-a parte din cere. Dacd ducem si mediatoarele celorlalie
laturi ale hexagonului, cercul se imparte in 12 pérfi egale, AGBHCIDJEKFL este
un dodecagon regulat. Pornind de 1a acest poligon se poate construi, prin acelasi
procedeu, un poligon regulat cu 24 de laturi, apoi un poligon cu 48 de laturi s.a.m.d.

In general, daci avem un poligon regulat cu # laturi, putem construi prin acest
procedeu un poligon regulat cu 27 laturi.

EXERCITII
PROPRIETATI GENERALE

1. a) Se prelungese toate razele unui cere in partea opusi centrului eu cife un
segment de aceeasi lungime. Ce linie formeazi extremitatile lor? b) Aceeasi intre-
bare daci se scurteazi toate razele cu cite un segment de aceeagi lungime?

. 2, (0)* Ce linie deserie: a) un punect al copertei unei cérfi ¢ind deschidem cartea?
b} Un punct al clantei unei usi cind deschidem uga? S& se dea gi alte exemple.

2_ S;mmil (0) indicd un exercifiu oral, semnul* un exercifiu mai greu si (p) o lucrare
prastica, ;
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3. Fie 04 51 OB doud raze ale unui cere si M
§i N mijloacele lor. O = 74°, Si se afle unghiurile
UMN s1 ONM.

4. Intr-un cerc cu raza de 3 em se duc doul
raze OA si OB care fac un unghi de 60°. Ce lun-
gime are coarda AB?

5. Intr-un cerc se duce o coardi 4 B egali cu
raza lui. Fie O centrul cerculul. Si se alle unghiu-
rile triunghiului OAB. e

6. Fie AB un diametru al unui cerc §i0C o razd, AOC = 50°, Sd se calculeze
unghiurile triunghiului BOC.

7. (o) Se consider§ un cerc cu raza de 5 em si se noteazd cu O centrul lui, apoi
e iau punctele 4, B, € si D unde OA =28 ¢m, OB = 6,3 ¢m, OC =7 cm,
0D = 4,9 em, Care din aceste puncte este in interiorul cercului si care In ex-
terior?

8. Cercurile din figura 55 sint egale. Si se compare arcul AMB cu arcul
ANB.

9. In figura 56 centrul cercului mic apargine cercului mare. Si se compare arcul
04 cu arcul OB.

10. Cercurile din figura 57 sint egale si fiecare trece prin centrul celuilalt. Cite
grade au arcele AMB 51 ANB.

11. Si se demonstreze ci diametrul unui cerc este mai mare decit- orice coardd
care nu trece prin centrul cercului.

Fig. 1.56 Fig. 1.57

B. — 3. 53°: 53% 4. AB = 3 cm. b. Cite 60° 6. Ce fel de triunghi este
OBC? 130°; 25°; 25°. 8, Se duce coarda AB. Y. be due co.;wdele 04 si

0B. 10, Se afld intii unghiurile triunghiului AMN. A M B = AN B == 120°,
11. Fie A B o coardd care nu treu, prin centru gi O centrul cerculul. In
triunghiul OAB, AB< 0A-+4- 0B.
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RELATIA DE INCIDENTA

12, Se da un segment A8 = 6 em. SA se construiased mai multe cereuri care si
treacd prin 4 si B.

Cure este raza cea tuei micd pe care lrebuie si-1 aibd un cere, ca si treacd prin
punctele 4 s 732

13. S se eircumserie un cere unui triunghi: a) ascutitunghie; h) obluzunghic;
¢) dreplunghic.

Sa se observe cind cade centrul induntrul trinnghiului, eind in alard si cind pe
© laturd a triunghiului.

14. Si se traseze un cerc cu ajutorul unui pahar §i si se afle centrul Tui.

15. S se construiased en ajutorul unei monede sau al unui pahar mai mulie
~Cereuri care sa lreavd prin acelasi punct. Pe ce linie se afli centrele Tor?

TANGENTA INTR-UN PUNCT

16. Intr-un cere se duc doui raze OA si OB care formeazd un unghi de 45° in
B se duce tangenta la cerc si se noteazd cu € intersectia ei cu dreapta O4. Si se com-
pare CB cu OB.

17. Intr-un cere se duc doud raze 04 si OB care formeazd un unghi de 110°
In 45i Bse duc tangentele la cerc gi se noteazd intersectia lor cu C. 53 se alle
unghiul C'. 84 se completeze: Unghiul format de doud raze ale unui cerc si unghiul
format de tangentele duse la capetele lor sint...

18, Se dd un cerc. Si se giaseascd un punct M astfel ineil tangentele duse
din M la cere si formeze un wnghi de 56°.

19. Sé se ducd intr-un cerc o coardd AR care, impreund cu Langentele duse la
eapelele ei, sd formeze un triunghi echilateral.

20. Sd se construiascd un triunghi ABC civenmscris unui cere dat (ale cirui

kel T . 2 . . 2 % -

laturi si fie tangente la cere, v. fig. 42), cind se dau unghiurile 4 = 68° B = 50°.

21. Intr-un punct 4 al unui cerc se duce tangenta la cerc ¢i se poartd pe ca doud

segmente egale, AM = AN. Sd se demonslreze ¢i OM = ON, O fiind centrul cer-
cului.

A A TN
R.—16. Se compard € cu O; (B = 0B. 18. Se construieste AOB = 180° —

N
— 30° = 124°, 19. Se construieste 408 = 180° — 60° = 120°. 20. Fie
M, N si P punctele de contact. Se afld intii unghiurile PON (din patru-
laterul A PON) i POM. 21. AAOM = AAON (LUL).
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92, a) In figura 58, A0 | OB, raza cerculul este de b m,
punctul M este mijloeul sfertului de cerc 5i AMB este tan-
genti la cerc. Se cere lungimea segmentului AB. b) In aceeasi
figurs, se stie cd AMB este tangentd la cerc, MA = MB =
= QM. Si se caleuleze unghiul AGB.

93. Se di o dreapldi d siun punct al ei A. Cite cercuri -
existd care sif treacd prin A si si fie tangente la d? Ce linie
formeazi centrele acestor cercuri?

94, a) Se dau doud drepte pavalele. Cite cercuri existd care sd fie tangente la
ambele drepte? Ce linie formeazd centrele lor? b) Aceeasi problema in cazul a doud
semidrepte care formeazi un unghi. '

Fig. 1.58

SIMETRIA CERCULUI

95, Intr-un cerc se due o razi OA §i o eoardd BC care trece prin mijlocul ei
si este perpendiculard pe ea. Ce {el de patrulater este OBAC?

96. Intr-un cerc se duce o coardd AR si o tangentd paraleld la A B. Fie ¢ punctul
ei de contact. S& se compare arcele CA gi CB.

7. Cercurile din figura 59 au acelasi centru si AB este o secantd oarecare. S&
se compare segmentele AC gi DB.

28, Cercurile din figura 59 au acelasi centru §i FG este o tangentd. Sd se compare
segmentele FE si EG.

29. In figura 60, AB| €D, M si N sint mijloacele arcelor AC i BD, BE|| DF.
a) Ce pozitie are dreapta MN fati de dreptele AB gi CD? b) S se compare avcele
AC si FE.

30. Fie AR i CD doud coarde egale ale aceluiasi cere, O cenirul cercului si
ABNCD = E. Si se demonstreze ¢d semidreapla £O este bisectoarea unghiului E.
‘Se vor examina doud cazuri: eind punectul E este exlerior cercului si cind esle in
interiorul lui.

R.—22. a) Triunghiul AOM este isoscel'; AB = 10 em; b) 90°. 23. Per-
pendiculara in 4 pe d. 24. a) O paraleld la cele doud drepte, la distanta
egald de ele. b) Bisesctoarea unghiului.
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31. Se considerd douid cereuri care au acelasi centru si se duc doudl tangente la
cercul wai mie. I'ie A, B, C i D punctele in care aceste tangente taie cercul mai
mare. Ce fel de patrulater este ABCD? Se vor examina douil cazuri: cind cele doud
tangente se taie in exteriorul cercului gi cind se taie in interiorul lui.

32. Intr-un cerc se duc doud coarde egale si perpendiculare. Se noteazd cu A
interseelia lor, cu B si € mijloacele lor si cu O centrul cercului. Ce fel de patrulater
este OCAB?

33. Se duc intr-un cere toale courdele cgale cu un segment dat. Ce linie
formeaza mijloacele lor?

POZITIA RELATIVA A DOUA CERCURI

84. R girfiind razele a doud cercuri si d distanta dintre centrele lor, si se com-
pleteze tabelul de mai jos, indicind in ultima coloand care este pozitia relativd a

cercurilor,
35. Fie R si r razele a doud cercuri
R r d pozitia $i o distania dintre centrele lor, a) Se di
R == S em, r = 6 . Intre ce limite poate
6 cm 4om | 2 cm varia o ca cele doud cercuri 88 fie secante?
| b) Se di R=7cm, r=4 em. Cit de
5 cm cm | 8 om | mare trebuie sd fie d, ca cercurile sd lie
tangenie?
e i 36. Doud cercuri egale se taie. Fie O
1= g1 £ centrele lor, A s1 B punctele lor de
e e R intersectie. Ce fel de patrulater este
Q4 BP?
5 cm 3 em | 10 cm
37. Doud cercuri egale sint tangente.

Se duc tangenlele lor comune deosebite
de cea dusd in punctul lor de contact. Fie A, B, C si D punctele de contact ale acestor
tangente cu cercurile. Ce fel de patrulater este ABCD?

38% a) Care este axa de simetrie a figurii formate din douéi cercuri secante
{{ig. 61)? b) Care este mediatoarea segmentului AB? ¢) Si se demonstreze cd

R. — 85. a) Intre 2 em si 14 em exclusiv. b) 11 cm sau 3 em. 36. Romb.
37. Pilrat. 38. a) Dreapta 0o fiind o axa de simetrie a fiecdruia dintre
cele doud cerouri este o axdl de simetrie a figurii. b) Dreapta Oo. ¢) Punc-
tele A si B fiind simelrice fatd desdreapta Oo, dreptele D4 si DB sint
de asemenea simelrice fatd de Oo, deci si punclele £ gi I, d) Dreptele
AF gi BE sint simetrice fatd de dreapta Oo.
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fAE = BF si EF | Oo. d) Fie AFN BE =G.
54 se demonstreze ¢i G & Oo.

} 39. Se consideri doud cercuri secante. Fie
O si P centrele lor, 4 si B punctele lor de in-
tersectie, u partea din cercul O situati in inte-

riorul cercului P s1 v partea din cercul P situ-

atd in interiorul cercului @. Se dé: uw = 50°,
;. v = 80°; se cere unghiul OAP. Fig. 1.61

&

UNGHI FORMAT DE O 'I‘A\'GENTA 51 O BECANTA

40. In figura 62, AB = 100° s Be = 40°; drﬁapta AT este tangentd la cerc.

- Se cer u11ﬂ’h;uule il AB, TAC s1 BAC. \
: 41. O coardd AB a unui cerc subintinde un are “de 110°. Se cere unghiul P
fuxmat. de tangentele duse la cerc in puncteleA gi B. b} Aceeasi problemi dacid

A s u(n << 180°).
2 intr-un cerc se ducs o coardi AR, in A i B s duc tangentele la cerc si so
: note ch C intersectia lor., Ce fel de trinnghi este 4 BC?

ﬁ n figura 63 s-au dus in punetul 4 tangenlele la cele doudl cercuri. Se
datihdegble ANB si ANB si so-cere uw AD.

44. Fignra 64 reprezintd doud cerentiTangente in ponctul T, AB este o dreapti
oarecare 7 e AB. a) S5a se compare arcele TASTE b) Ce pozitie au una fa{d de
alta dreptele OA 51 PE? ¢) Ce pozitie au una [ata de alta tangentele duse in 4 gi B
la cele doud cercuri? d) Aceeasi problemd dacé cercurile sint tangente interior.

Fig. 163 Fig. 1.6%

R.—39. Se foloseste suma unghiurﬂor patrulaterului OAPB. 4 = 115°

40. 50°s 70°s 20°. 41. a) A=B= 153 P = 70° Al solugie. Se unegte
centrul O al gercului cu punctele A g B si se afld intii unghiurile O,

PAO gi PBO. b) P — 180°- n, 42, Se compard unghiurile A gi B3
Siosedl, 4. CAD = Gl 4. 5D = DB HANE, 44 60 oot g

ghiurile ATC g DTB, TA = T8, b) 0A| PB, cici 0= b. ¢)1=
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UNGHIUL INSCRIS
o ) (2 f | &2 3 ~~
45. (0) Notaliile sinl cele din figura 65 se di: AB ==
= N = . - v o
= 30° AMC =70° §i sc cere unghinl BMC; b) se da

/""‘\

T . - iy
AMR =40° AC = 120° i se cere unghiul BMC.

46, Pe un cerc se fau palyu punete 4, B, C g1 D unde

5 ; o i
Fig. 1.65 AL BC — 70°, CD = 66° S8 e alle: a) unghiurile
patrulaternlut ABCO; b) unghiul aseulit format de diago-
ralele sale; c) unghiul asculit M formal de dreptele AB si CD; d) unghiul
ascutit -V formal de drepiele 4D si BC.

47. Pe un cere cu centrul O se ian punclele A, B, C, D i E astfel: 1B — 80°,

OC' 1 OB, CD = OC si I esle mijlocul aveului .4, ‘w cer unghiurile pentagonului
ABCDE.

48. a} Fie ABC un triunghi inseris inlr-un cere. Tangentele duse la cere in
virfurile triunghiului determing un triunght M, N, P (M interseclia tangentelor
duse in B si C, NN interseclia tangentelor duse in A §1 C'). Se dau unghiurile {riun-

ghiului, g 507, B = 0% Se cer unghiurile triunghiului 3.VP. Generalizare, cind
unghiuvile (riunghiului initial sint i B g1 C. b) Aceeasi problems ecind i 1107
E__-EMSO".‘ De asemenea cind unghiurile sint .1, B, C si A =90,

'\\%{k,Fie ABC un triunghi, M, N siP-punctele de contact ale laturilor sale en

e - /‘ A
cerclﬁ Inseris (M € BC si N & AC). Se dan unghivrile: { = 46°, B — = B0° 0 =t
= 74°. Se cer unﬂhuul!o triunghiului 7.V 2. (JPI]E‘IdhAdI*B, cind unghiurile triun-

ghiulul initial sint :L, B sl &

45. a) 45° b) 20° 46.a) 4 —68°, B —85° (' — 112° D — 95,
b) Fie O = ACN BD. Unghiul BOC este m‘lu.lm tnl.illgzhlllml AOB
(sau DOC); ﬁg‘? = 87° ¢) Unghiul M se aila din triunghiul W AD:
M=170, )N =27° 4024 = 10750, B = 95°, @ = 105°, B e

— 4477801 B = 115°, 48. ) Se afld arcal BC, apoi unghiuvile CBM
st BCH, apoi unghiul ./ din triunghiul BCM. M = 180° — 24, & —
180° — 21_?;’, P = 180° — 2C. b) Se alld arcul AC, apoi unghiurile NA¢
s1 VCA, apoi unghiul &; in mod analog so alli unghiul £; unghiul 3/
so afli din triunghiul NUP. N =28, £=2C. 49. Din triunghiul
isoscel APN se afld unghiul P, apoi arcul PN, apoi unghiul 7. =

& e 4 T s BT
=vbv) b 60°. In cazul general, M = N = __,_q_’, P =

£80° —
(==
2

80 &



50. Fie M un punct oarecare al unui cerc si 4 B o coardd egald eu raza eerculul.
Se cere unghinl A M B.

21, Fie AB gi AC doud coarde egale ale aceluiasi cere. Si se d“monstreze cd
diamelrul care trece prin punctul 4 este bisectoarea unghiului BA

52, Intr-un cerc se duce un diametru AB. Fie € si D cite un pu: _al feciiruia
din cele doud semicercuri. Si se alle suma unghiurvilor CAD si C: .

93. Fie @ centrul unui cerce si .1 B o coavrdi. Se construiegte cercul eu diametrul
04 si se noteazii cu P punctul in care dreapta A B taie din nou acest cerc. Si se
compare segmentele 42 si PB.

34, Se considerd doud cercuri tangente interior, cercul mai mic trecind prin
centrul cercului mai mare. Prin punetutd@coatact 7' se duce o bemidreapté i se
noteazd cu A gi B punctele in care ea taie din nou sercurile (4 pe cercul mai mic).
Sd se compare segmentele 7A si AB.

59, Fie 4B §i CD doi diamelri ai unui cere. Ce 181 de patrulatereste ADBC?

6. a) O liind centrul cercului circumseris unui triunghi ascutilunghic 4 BC,
ce legiturd existd intre unghiurile triunghiului si unghiurile AOB, BOC si COA?
Sd se compare suma acestor unghiuri cu suma unghiurilor triunghiului, b) Si se
studieze si cazul cind A >90°. Care este acum ung?,i{ll BOC?

b7*. Si se construiascd un triunghi ABC msems infr-un cere dat, cind se dau

unghiuwile 4 — 70 B 5 i

58. Fie A, B i C trei puncte ale unui cere care il impart, in arce egale si D inter-
sectla langentelor duse la cere in punctele B si C. Ce fel de patrulater este ABCD?

59. In figura 66, CD esle o secantd care trece prin punctul A. a) Si se demon-
streze cd suma arcelor CM B si BND este de 360°. b) Si se examineze si cazul
secantei AET.

60. In figura 67, AC este tangentdi la cercul din stinga si AD este tangentd
la cercul din dreapta. Sd se compare arcele CBsi AMB, apoi BD si ANB.

61. In ligura 68, am dus raza OF perpendicular pe coarda AB. M este un
punct oarecare al cercului. Si se compare unghiurile AME si EMB.

R.—50. Se afld intii unghiul la centru AOB si arcul AB. I = 30°
sau I — 150° BL Fic D celdlalt capit al diametrului care trece
prin A. Se compard arcele DB si DC, 52, 180°. 53. OPA = 90°,
deci AP = PB. 54. Se uneste centrul cercului mare ¢u punctul A.
A =90° deci AT = AB. 55. Se caleuleazd unghiurile patrulaterului;

- P
treptunghi. 56. a) AOE — 2C s.am.d. b) BOC > 180°. 57. Fie O cen-
tral cercului, Se afla intii unghiurile BOC si AGC. 58. Se ealculeazd
unghiurile patr‘ul‘alﬂrnll_u: romnh. 84, a) CAR-LBAD=180". b) BE=BF.

s BL

. BAC ‘ BAT AR g1 s st egale.

&)
- -

81



Fig. .66 _Fig. 1.67

624 Fie AMB un unghi inseris in cerc siCun punct al prelungirii semidrep'tei

M Bdincolo de M. Si se demonstreze cf
TN ,-—‘ o Arp
T - M4 : MB |

63, a) In figura 69 cele doud cercuri sint tangenle si prin punctul 7 s-au dus
doud drepte oarecare. S se demonstreze ¢i AC | BLD. b) Aceeasi problems daci
ceI‘Gtﬁ:ﬂt} sint tangente inlerior.

64, Intr-un cere se due dousi courde paralele AB i CD. Fie ACNBD = L.
Ce fel de triunghiuri sint EA B si ECD. Se vor considers doud cazuri: cind punciul £
este exterior cercului si cind este interior.

‘-ﬁg. Se eonsiderd doud cercuri secanle, Fie A si /2 punctele lor de ‘intersecti‘e,
AC51 AD cite un diametru. S§ se demonsireze ci punctele C, B si D sint in
linie dreapti.

66, In figura 70 s-au dus diametrii AB si AC si s-au notat cu E §i F pugctfale
in care dreapta BC taie din nou cercurile. Unghiurile £ gi #7 sint drepte, cici sint
inscrise In cile un semicerc. Inseamnd cd din punctul A s-au dus doud perpen-
digulare pe dreapta AB. Dar gtim ci dintr-un punct se poate duce numai o singurd
perpendiculard pe o dreapld. Unde e greseala?

Fig. 1.69

) e
R. —63. Se compard unghiurile 1 si A, apoi 251 B; A=2F5. 64, Fie A B
coarda mai mare. Se compard unghiurile A §i B, comparind arcele
cuprinse intre laturile lor; triunghiul EAB este isoscel. 65. ABC 51 ABD
sinb unghiuri drepte. 66. Figura este gregitii! Punctele £ i F coincid,
V. problema 65,

a2,
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Fig. 1.71

67. (0) La fotbal, eind tragi dintr-un punct ¢ la poarta AR (tig. 71-a), este en
atit mai usor si nimeresti poarta cu cit unghiul BCA este mai mare. In fignra 71-b,
punctul M este aproape de poartd, iar punctul .V este mui'delmrte. Totugi din
aceste doud puncte este deopotriva de ugor s nimeresti poarta. De ce?

PATRULATERUL INSCRIPTIBIL

68. Si se refacd demonstratia de la 1.6.6 facind in loenl figurii 38 o figurd in
care punctul €' cade in exteriorul cercului.

69. Notatiile fiind cele din ligura 72 se di: a) A 737, B = 110°, € == 107°;
b) AL 104°, B— 65°, D = 85°. Patrulaterul ABCD este inscriptibil ?

70. Notatiile fiind cele din figura 72 ¢i patrulaterul A BCD fiind inscriptibil, se
di: A = 83°, B = 96°. Se cer unghiurile C si D.

71. (o) Este posibil ca doud unghiuri opuse ale unui patrulater inscriptibil

i fie ascutite? Dar obtuze? Ce fel de unghiuri sint? r
72. Un patrulater inscriptibil are un unghi drept.

D
Unde se afld centrul cercului in care este insecris?
73. Un patrulater inscris in cere are doud unghiuri
consecutive egale. Ce fel de patrulater esfe? A

g

74. Un trapez inseris intr-un eere poate sd nu fie isoscel? Fig. 1.72

i o sy 3 o 3
R. — 67. Pentru cd AMEB = ANDB. T1. Unul este aseutit si celalalt
ohluz sau amindoud sint drepte. 72. La mijlocul unei diagonale.

73. Fie A=£. Se comnpard arcele BCD i ADC, apoi arcele BC i AD;
trapez 1soscel sau dreptunghi. ¥4 Din A | CD rezultd ci f@=£¢§’
dect AD = CB. Nu.

33
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%5. Ce paralelogram particular este un paralelogram inscris inte-un cere?

76, Fie .4 si C doui virfuri opuse ale unui patrulater inseriptibil. Ce relatie
existil intre uachiul A si unghiul exterior € (format din semidreapta (17 g1 prelun-
girea laturii DC dineolo de €)? Si se giseased gi alte perechi de nnghinri care au
aceeasi pozitie. Ce relatie existd intre un unghi al unui patrulater gi unghiul opus
exterior? '

%%, Se considerit un patrulater insm‘ipl ihil A PCD si diagonalele sale AC i BD.
S se compare unghiurile AC R g ADL. S se giseased toate pevechile de unghiue
care cuprind intre laturi acelasi arc. S se enunte o leorema: Intr-un patrnlater
ingeriplibil, unghinl format de o di 1”‘!)”4'.[ eu o laturd este egal ..

@. Tie ABCD un dreptunghi inscris intr-un cere 5i M, N, P si 0 mijloacele
arcel&-r AB, BC, CD si DA. Ce fel de patrulater este MNPQ? '

"ELD"‘ Tie ABCD un patrulaler inscris intr-un cere st M, N, P si O mijloacele
arcelor AB, BC, CD si DA. Si se demonslreze cd, daca ABCD esle irapez,
patrulaterul J[I\ P are doud unghiuri dreple. Reciproe, daca patrulaterul JLN PO
are un unghi drept, ABCD este lrapez.

A 4 . . % A RE » :
80, Fie A BCD un patrulater inseris intr-un cere, C> 4. in virfurile opuse B
si D se duc tangentele la cerc si se noteazd cu P intersectia lor. Si se demonstreze

/\.

mP:C—

TANGENTE DINTR-UN PUNCT

81. Dintr-un punet . se duc tangentele la un ceve ¢ se noteazi en & §1 (° pune-
tele lor de contact cu cercul. Se di: A = 46° a) Se cer unghiurile ABC si ACD.
b) Se uneste A cu centrul O al cercului. Si se calculeze unghiurile 04 B si 0AC.

R. — 75 Fie A si C doud virfuri opuse ale paralelngramului,

~ ~ ~ ~
i gi A L4 = 1500 dani 4 = € =00, Drnplunrfﬂ. ¥6. Ele sint
egale. 78. Dmmftm] pm‘pmmwnhr pe AL st DC contine pune-
telo M si P, ¢i diametrul perpendicular pe 4.0 si BC contine punctele @
g1 N Xno&ll diametri {ind P{ t'puadn ulari, fmpart cercul in paten arce

egale, decl ;il,\" \ i P’ =[] 1/ Apoi_unghiul 3 este drept, eaci
este inseris inle-un senicere, W\ PO cste pi Atrat. 9. l‘)lrﬂlpl?ﬂl p(‘{'
]’apndlcuia[‘ pe AB g1 DC contine pnnrlolo Mosi P, dect nnghineile V 51 Q
sint inserise in eite un semicere. Reciproe, dacd N == 907, MP este un
diametru, si este perpendicular pe A5 51 (D), cicl trece pmn mijloacele
arcelor AB i CD, dect A2 (1. 8. Se duce diagonala 2D si se
p'ré?hmrreste LD dincolo de £ pina intr-un punct oarecare 7.

PefDh— PRP_YiE D08 oG} gt o) Bl =P

b) 93 3% 7
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Fig, 1.73 Fiz. 1.74

82. Tntr-un punet A al unni cere se duce tangenia la core si se poartd pe ea

un segment 44 egal en raza cercului. Din 5 se duce cealaltd tangenid la cere si
se moteazd cu ¢ punctul et de contact eun cerenl. Si se afle unghiul L.

83. Se consideri dond cercuri goncentrice, Dintr-un punct P se duc tangentele

Ia ele ¢i se moleazdt punelele de contaet cu A, B, € si D. S4 se demonstreze
TN i,
cd APC = LPD,

84. a) Se considera doud ecrenri tangenbe inlerior. Dintr-on punet M al tangented

lor comune se due la celo doud corcuri tangentele doosebite de cea commnng si se
noteazd eu 4 §i 2 punciein lor de contact. Sa se compare M.§ eu MPB. b) Aceeasi
problema, daedl cercurile sint tangenie exterior.

85. 1In figura 78 AR, AC §i BD sint tangenie la ceve, 4B = 10 em. S4 se afle

lungimea liniei {rinte CABD.

streze

Ll %

86. a}) I'n patﬂu‘mtor iP(’B este circumseris nnui eere (fig. 74). S4 se demon-
ed AL+ DC = AD - BC. Sa se enunte o teoremd: Intr-un patrulater

circumseris, suma a d')li(l laturi opuge este

egald... b)® Exisld o teoremd aseminiioare in

A .

cazul unui hexagon circumseris unui eerc?

t F‘lt« _'1 (s

. Dintr-un punct A e due taneen-
st AC la un ecere (fig. 75). AL = 5 em. ﬂ/ sl \

a) Se duce tangenta intr-un punct carceare I ¥ \p
al areudni BC. 53 se afle guma AD-- LD g

(perimetrul triunghinlul ADE). Com varisza (

aceastd sumi cind se ia un all punet M al / \

arenlui BCY b) Se duce tangenta inte-un punet / \\

M al arculni 2C mai mare decif un semicere,
Sd se afle suma AD' + AE' — DI,

Vi M 2

Pig. 1.75

3%

R. — 82, Ce fal de triunchi este OARY G0% S4. Fia T punetul de
contact MA = M B = MT). 85 Secompard A Y cu AC gi BM euw BU;
20 em. 86. h) Suma a trei laturi Juate din doud in doud este
egald eu ... 87, a) Se compari DM en DB i BM eu LiC;5 40 em,
b) AD' — D'’ = AB, AL — E'M' = A¢; 10 em.



Fig. 1.76 Fig. 1.77

88%, a) In figura 76 s-au dos doud tangente paralele AS si BT si tangenta
intr-un punct oarecare M. Si se demonstreze c¢d SOT = 90°. b*) In figura 76 s-a
construit un unghi drept cu virful in O si tangenta intr-un punct oarecare 4/ al
cercului, Din S 51 7' s-au dus tangentele S i T8. Si se demonstreze cd 54| T0.

89%. Cercurile, din figura 77 sint tangente, AB si TC sint langente comune.

S se demonstreze ¢ii: a) CA = CB; b) unghiul OCP este drept; ¢) unghiul ATE
este drept.

CONSTRUCTII DE CERCURI

90. Si se construiascd un cere care si treacd prin doud puncte date A ¢ B,
si: a) sit aibd o razd datd; b) sd aibd centrul pe un cerc dat.

91. Se di un cerc cu raza de 3 cm. Sd se construiascd un cerc cu raza de
1,5 em, care si fie tangent primului cerc intr-un punct dat (doud solufii).

92. Si se racordeze doud drepte paralele printr-un arc de cere (fig. 75-a).
Putem alege raza cercului dupa voie?

B
o~ dom .. 2% Hoa
R.—88. a) Se duce rama OM-SOM ="~ si 100 =——*

B TN ’ i ! ) 2. Pt
AOQN 4 MOB = 180°, deci... b) Din triunghiul SOT rezultd ca OST +

AN S Pt

L0785 =90°, MSA - MTHE = 180° deci S4| T'B. §9%. a) Amindond
sint egale cu C7. b) CO si CP sint bisectoarele unghiurilor suplementare
ACT si TCB. ¢) Notam unghiurile CAT si CTA4 cu aceeasi litera u,
si unghiurvile CBT si CTB cu areeasi literd v. Suma unghinrilor triun-
ghiniui A7B este de 180°, deci 2u -+ 2v = 180°, adicd u - o = 90"

Dar .»@ =g - 9, deci... 90. a) Centrul cercului irebuie sa [ie pe
medialoarea segmentului AB. b) Centrul cercului este la intersectia
mediatoarei segmentului AB cu cercul dal. 92, Raza trebuie sa fie
jumatate din-distanfa dinire cele doud dreple.



P
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93. Si se racordeze doudt drepte perpendiculare printr-un ave de cere ([ig. 78-b).
Putem lua raza cercului dupa voie? Cite grade ave arcul?

Aplicatie. Rotunjirea colturilor unei foi de hirtie dreptunghiulard.

94. S se rolunjeascd colturile nnui triunghi echilateral (lig. 78-¢). Putem alege
razele arcelor de cere dupd yoie? Cile grade arve liecare arc de cere?

95. In ligura 79 se vede o casidl cu cerdac. Si se copieze liniile curbe care
mirginese partea de sus, folosind indicatille din figurd.

96. O sosea isi schimbd directia cu 30°, ca in figura 80. Arcul de cerc AFE care
uneste portiunile rectilinii are o razd de 10 m. Sa se facd o schild a goselei. Seara
1 : 200.

97. La intrarea intr-o statie. linia de cale feratd® se hilurcd, asa cum aratil
figura 81. Arcele de cere AL si BC au cite 457 gi raza de 15 m. Sa se facl schila
liniei ferate. Scara 1 : 300.

A
/ i

v
A = |
\B E i
| > !
\ i}// C

3
Pig. 1.80 TFig. 1.81

R. — 93, Centrul cercului este un punct oarecare al bisectoarei; 90°,
M. Centrul cercului este un punet oarecare al bisectoarei; 120°.

L 3e considerd o singurd sind.
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POLICOANE REQULATE

98. (0) Dreplunghiul indeplineste in parte conditiile pe care trebuie si e indepli-
neased un poligon regulat. Care da gi care nu? Aceeasi intrebare cu peivire la romib,

9%, (p) Din bete de chilril (egale) facem un pentagon. Sintem siguri ¢ obtinem
un peatagon regulat? Intrebare analoagi in cazul a 6, 4, 3 bete de chibrit egale.

100. Si se calenleze unghiul unui poligon regulat cu 3, 4, 5... laturi si si se com-
pleteze tabelul urmator:

Numiirn} laturilor ta. 4 " Ba76 87 40 49 45
Valparea unui unghi |

101. Si se construiased, folosind si raportorul un poligon regulat: a) eu 7 laluri;
b} eun 9 laturi.

102 (p). Si se impartd, eu ajutornl raportornlui, un cers in 5 pirti egale si &8
se uneasca punctele de diviziune din doud in doud. $a se taie din hirtie steaua ce
ge obtine astlel.

103. Notatiile fiind eele din figura 52, ce fel de patrulatere sint: a) 048C
OBCL 5 celn analoage; by ABDE, BCEF s cele analoage; o) ABCF, BCDA si
cele analoage? Co relujie oxi.c.t;"z intre laturile patrnlaterului A RCF?

184, Inir-un cere so doee umrimm-'H‘n AL ® oo coardd AC eoald en raza cereulni.
Cite grado are arcul (B 34 se Llf‘}{um de aici un mijloe de a construi lalura tri-
unﬂ‘mulm erhlla’teral inscris in cerc. M

I}f*mtr un punct A al unui nor‘e se duce un diametru AM si de aceeasi
~A di se due coradele L4, AC si AR egale, respactiv, eu latura triunghinlui
egh!T tr-ml a patratulum ¢ a hF‘\"ﬂ‘ﬁn‘llHl regulat inseris. 2) SA se demonstreze ed
AC gste }n sectoarea unghiului .40, b) Coadda BC este lalura unui poligon regulat
inscris in cere?

106. 5& se comstruiasedl un octogon regalat dupd modelnl din fignra 1.54.

107. Se eousiderd un poligon regnlil ifiseris inte-un core (de exempln un hexa-
gon). 83 se demensireze ed, daci se due tangentele fa cere paralele culaturile poli-
gonului, se obiine un._polioa Falal.

108, 84 se demonstireze ea laturile nnod policon regulat en nn numdr par de
laturi sint paralele doud cite doud. (Se poate lua ca exemplu aelogonil.)

R.— 9. Numai in eazul friunghinlni. 105, a) Cite grade an
arcele AL, A€ ele.? by A dodecagonului. 107, Se  demonstran intii,
lolosind teorema cu privire la diametral perpendicular pe o mdrdd
cd punctele de contact sint mijloacele arvcelor rospective. Cita gmdo
are arenl cuprins intre doud puncte de  contact conspentive?
108, Cite grade au arcele cuprinse intee doud Jaturi care par’si
fie paralele?



109. Si se demonstreze e: a) virfurile nnui poligon regulat eu un numdr par
de laturi sint diametral opuse doni eite doni; h)un poligon regulat cu un numdr
impar de latnri nn poate avea doud virfuri diametral opuse. (Se poate congidera cazul
octogonului g al poligonului eu 9 laturi.)

110. a) Care sint axele de simetrie ale nnni hexagon regulat? b) Ale nunui
poligon regulat cu un mumdr par de laturi? ¢) Care sinb axele de simetrie ale
unui pentagon regulat? d) Ale unui poligon regulat, cu un numir impar de
laturi.

111. Taiem din hivtie doud triunghiuri echilaterale egale, agezdm unul din cle
deasupra celuilalt astfel incit sd coincidd si infigem un ae in centrul lor. Cile
grade are unghiul cel mai mic cu care trebuie sid rotimn triunghiul de deasupra
ca s coineidd din nou eu cel de sub el? (Se spune cd triunghiul s-a transfor-
mat in el insusi.) Aceeasi intrebare cu privire la pitrat si la hexagonul regulat..
De asemenea in cazul unui poligon regulat cu 2 laturn

112, (p) S# se taie din hirtie un numir oarecare (6—8) de hexagoane reoulate
egale si si se lipseased pe o foaie de hirtie astfel ineit sd reprezinte un] pavaj.
(S& acopere toatil suprafata, fari a lisa goluri intre ele §i sd nu se incalece}.
Cum trebuie si t¥iem unele hexagoane, pentru a putea pava o suprafald
dreptunghinlari?

Si se explice de ce laturile necomune a doud hexagoane veeine sint paraiele doud
eite doud. Aceeasi intrebare cu privire la doud hexagoane care na sint vecine.

113. (p) Si se taie din hirtic mai multe triunghiuri echilaterale egale (10—15)
gi 54 se paveze cu elc o foaie de hirtie.

Ce figurit se naste dupd ce am fixat primele
doud triunghiori? Cind agezam al treilea tri-
unghi® Sa se continue.

114, Asezim sase octogoane regulate egale
ca in fignra 82, Ce formd are golul dintre ele
(hasurat)?

Se poate executa nn pavaj din octognane
regulale egale? Ce lel de pictre mal sinl nece-
sare!

R. — 109. 2) TFie A un vief al octogonului.Pind la virft”
socotit de la A sint 4 optimi de cere, adied un semicer
al patrulea virf socotit de la 4. De o parte a dre;
4 noimi din cere si de cealalta sint b, doci AE nu e
110. a) Mediatoarele a cite doud laturi opuse si bisee
doud wumnghiuri opuse. b) Mediatoarele laturilor (bisect
rilor). 111, 120°; 90°; 60°,



115, Sit se demonstreze cii singnrele polignane regnlale cu care se poate face
un pavaj sint triunghiul echilateral, pitratul i hexagonul regulat,

116. Recapitulare. Si se formuleze in seris propozitiile urmitoare si raspunsurile
la intrebdrile urmitoare. Fiecare enunt se va insoti de o figurd si se va formula
in cuvinte si, prescurtal, lolosind notaliile din figurd. 1) Definitia cerculni. b) Cite
puncte determind un cere? ¢) Cite grade are unghiul format de o tangenli la cere
1t raza care contine punctul et de eontact? d) Care sint axele de simetrie ale cereului?
Teoremele cu privire la: e) diametrul perpendicular pe o coardit: f) aveele cnprinse
intre coarde paralele; g) relatia dintre coarde egale si distaniele Jor de la centru;
i) unghiul format de o tangentd si o secanta; i) unghiul inseris in cere si arcul cu-
prins intre laturile sale; j) Cite grade are un unghi inscris Intr-un semicere?; k) Care
este conditia ea un palrulater sd fie inscriptibil?; m) Cum se construieste un
poligon regulal inscris intr-un cerc?

R. — 115. Se caleuleazd unghinrile diferilelor polignane regulate.
Mésura in grade a unui unghi trebuie si fie un divizor al lui 360,



C;fitulnl 11
FIGURI ASEMENEA
2.4. SEGMENTE PROPORTIONALE

1. Raportul a douit segmenfe. Se stie din aritmeticd ce este raportul a doud
mirimi. De exemplu, dacd avern doud segmente, AB = 5 em, €D =7 cm (fig. 1),
raportul lor este 7 i se scrie

7
AB

=
BT

In acest exemplu, numiral 5 este misura (lungimea) lui A B, numdrul 7 este
masura (lungimea) Jui €D, deci raportul acestor segmente este raportul dintre masu-
rile lor. Ambele segmente au fost masurale cu acceasi unitate de mésurd.

Raportul a doud sezmente este raportul dintre mdasurile lor, ambele segmente fiind
mdasurate en aqeeeasi  unilate.

BExpresia ,raportul a doud segmente” este deci o expresie prescurtatd, pentru
raportul mdsuridor o doud segmente.

Tot din aritmelicd se stie ¢a raportul a doud mdrimi ni depinde de unilaiea de
mdsurd carve se foloseste. Astiel, in exemplul de mai sus, dacd lodm ca unitate de
misurd milimetrul sau decimetrul, masurile segmentelor sint 30 §i 70 respectiv
05 s 0,7, si raportul esle:

Al 5o AR 0,5

= - respectiv. ——
ah T 50 Go .67

i

5 2
Ambele rapoarte sint egale ¢n .

2. Observiri. /. Am presupus cd lungimile celor doud segmente sint numere
naturale, 5 si 7. Aceasla inseamnd ed existd un segment, in cazul nostru centinetrul,
care se cuprinde exacl in 2 g O, Se spune ¢d cele doud segmente sint comensu-
rabile. Exista si alte situatii, cind nict centimetrul, nici milimetrul, si niciun alt
segment. oricil de mic, nu se cuprinde exacl in segmentele date. In acest caz, se
spune ¢ seamentele sint inecomenserabile. Dacd un segment este imcomensurabil cu
unitatea de wdsurd, masurea i este o fraclie zecimala
infinita si neperiodica. De exemplu, |72 - 141421, 4 .
Un astiel de numdr se numeste wwimar trafionel. In / 2
cele ce urmeazd vom presupune ci loate segmentele sint
comensurabile, deci raportul o doud segmente esle o c
fractie (san un numéar natural). t

2 Un seament se noteazi de obicel cu doud Titere: / J b /
AL sau MN cle. unde cu A gi £ sau M g1 0V ete. s-au Fig. 114




nelat eapetele Tui, suu cu o singurd literd micd, ¢ sau & ete. Prin aceste
semne, A2, VN, ¢ saa b oele. se inlelece uneort seginentul nsusi, lar uneord
wasura lui. Do exeraplu, pentru a expriwa oi lalurile opuse ale unui para-
lelogram A £CD sint egule, se sovie AL == OO, Aol A B g1 CD reprezinld Rv“nuanlﬂ
respective, Dar, pculn. a exprima cd baza paralelogry wiadu are, de ewmplu 5 em,
go seeie A D == 0 e, Ala AB reprezintd mdsura acestul segment, Altfel, senm 11
egalitatii w-av {1 justificat. un segment ru poale 3 egal cu un nuUmMar,
Daca insd este vorba de rapoarte, prin A8, ,l[.\, wns @,y D, o se inteleg mdsurile
segmentelor respective, nu segmentele Insesi.
O egulitate ca
AL &
o)) 7

are sensul urmitor: Daed misurdm segmentele AB i €D cu aceeasi unitate de
masurd, obtinem doud numere; raporinl dinlre acesle numere este egal cu =
Daci foloshn o altd unitale de miasura obtinem alte numere, dar raportul lor este
ok =

]

5. Semnificatia eoneretd a raporfului. Haportul a doud segments este un muluc
de a compara acele segmente. De exempiu,

a 5
& 7

inseamnd cil @ este latid de b cum este 5 fatd de 7. In cele ce urmeazd vom ldmuri
mai bine acest lucru.
a) Dacii raportul a doudl segmente este 2 (fig. 2), alunei, misurind ambele

segraente cu o anumild unilale, misura primulul segment va [i 5, iar a celul de
al doilea, 7.

e ; e T o e ! r ) 5
Cind raportul a dovd segmenic este = exlstd un segmient care se cuprinde in pri-

mul scgment de @ ori gt in segnientul al doilea de & orl.
Binendeles, ¢ ¢ b sint runwere nalurele.
b) In cazul seomentelor din figura -2, daed luam ea unitate de masura chiar
segrieniul b, mdsura primalul segument este 3, ndsura segmentului al doilea este 1,
duci raporiul lor esle:

¢ 2 5
—_— e =)
b 1
s -
L& £
o d N
e M
7 G - =
b e P i T
S O LA ety
e ==
FPig. IL2 Tag. 1L5
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Numiral 3 arald cd @ esle de trei orl M
mai mare decit b sau ea & este de trel ori A;__\,_:J\_-___\,,;jﬁ
mai mic decil «. ; j Jure gl ey T
Cind raportul a doud scgmenle esle un FEae T - 27
pamdr natural. el arati de cite ori promnl seg- J &
seni este nwai mare decit al doifea san de cile Tag, 114

ori al doile segment cste mel niie decit pronil.
¢) I cazul segmentelor din ligura 3D, daed ludm ca unitate segmentul ¢, masu-

vile celor doud segmente sint: ¢ == 3, & =0 4 vapuriul lor esle

e
|

Co inscamni aceasta?
Observam ca u este - din b, si ¢ este Tornal din segnente egale cu u, decl @
)

s
este = din b,

5

[ ==

Cind ruportul « dond scgmente este o fraejie, cl aratd ce fraciie din segmentul al
dotlea este primul scgimend.

4. Tmpirtirea unui sezment intr-un vaport dat, Doed luitm un punect oarecare M
al unui segment 0 (fig. 4) ebtincm doud seginente: AM st MB. Daca raportul
acostor segmente esie, de exemplu,

: s

e )

ME 5
ge spune ci punctul M Guparte segmentul AD in raportul =.
5
4 ; ; 3
Pentru a impirti un segnent A D intr-un raport dat, de gxemplu in raportul =,
vl
il impartim in 3 - 0 =-0 parti egale. Al treilea punct de diviziune este punctul
ciutat. in adevar, luind oplimea segmentului dat ca unitate de mizurd, &AL =3
ME =5,
ArA
MEB

3
)
= < 2 % & 2 a s 2 5
Exemple. 1. Puvctul P din figura 4 lmparte seamentul C'D in raportul S
185

2. Mijlocul unui segment de dreaptd hnparte segmentul in raportul i I

5. Segmente properfionale. 7. S$tim din aritmelicd ce inseamnd ¢d un giv de
nuniere este proporiional cu un alt sie de numere. De exemplu, girul 2, 4,6, 10 esle
proporiional e sival 3. 6 Y, 15, Accasta inscamnd cd fiecdrni numdr din primul
sir il corespunde un numdr din giral ol dotlea,

a 4 (i 10

b b Y 135
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¢ J b By . A e |
2 y & 5 & T i
o — ! o J l:" ,L/'
=== =il t 4 et s — =t e
J & o » 3 v {i
v 74
i ; - " { i D“ 3 = i : e W
a o ol d

¥ig. IL3

si raportul dintre un numér din primul giv §i numirul corespunzator dmn girul
al dotlea esle constant:

2 2 & 2 6 2 10 2
= R O e
3 o b 3 ) 3 15 3

Daci cele doudl sivuri de numere sint masurile unor segmente «a, b. ¢, d si o', ',
¢, d' (lig. ) se spune ci segmentele din primul gir sint proportienale cu cele din
sivul al doilea (sau invers) siose scrie

a b I d

T o
Se spune, scurt, cd aceste segmente sint proporiionale.
2. Deosebit de important este cazul cind fecare siv este format din doud seg-
menle (numere), ca cele din figura 6:

17 3 ¢ 5.5 3
L RS T m
e e
b 4 d 6 4

deci

ceea ce inseamni cd segmentele @ si ¢ sint proportionale cu segmentele b 1 d. Dacd,
in ultima proporfie schimbdm mezii intre el, vbtinem

a b
o
¢ d

ceea co inscamnd ci segmentele @ si b sint proportionale cu segmentele ¢ A
7 9 & o = ¥ I7a é
Patru seamenie a, b, ¢ st d sint proporfionale cind o=
il a

Cind se serie proporlia, segmentele trebuie serise in ordinea in care sint date.

Astfel, in exemplul nostru, '; - s 4
' (5
o=Fcm y C=4J cm
b=4cm el g=6¢m et

Fig, I1.6



2.2. TEOREMA LUI TALES

1. Paralele echidistante. 7. Considerdm un gir de drepte paralele (fig. 7-a), astfel
ca distanfa dintre doud drepte conseculive sa fie aceeagi (ca liniile unui caiet).
Aceasta inseamnd ¢d, dacit le tdiem cu o secantd d perpendiculard pe ele, se formeazi
pe secantd segmente egale: AB = BC = (D = ... Asilel de drepte se¢ numesc
echidistante.

2. Dacd agezim o rigld astfel incit sid taie aceste paralele (fig. 7-a), se observa
e ele determind pe rigli mai multe segmente egale. Dacd schimhdm pozitia riglel,
acesle segmente devin mai mari sau mai mici, dar rdmin mereu egale intre ele.

Pentrn o demonsira aceasta, dueem o dreaptil oarecare d, cave 53 taie paralelele
(tig. 7-b). Htim ed

AA'| BB €C ... i AB=BC=CD=..

I
gi trebuie si demonstrim ed A'B'= B =C'D = ...

Ducem prin A4’ si B’ cite o paraleld la d (M € BB, N € CC") si considerdm tri-
unghiurile A’ M B" si B/ NC". Ele sint dreptunghice. 4’3 = AB (paralele cuprinse
intre peralele), AB = BC (prin ipotezd), BC = B'N (paralele cuprinse intre para-
lele), deci A'M = B'N. Apoi Ar— g (unghiuri corespondente, A'M |} B'N).
Aceste triunghiurl sint egale (UL U), deci A'B’' = B'C".

In acelagt fel se demonstreazd cd B'C’ = C'D, C'D' = D'E' sam.d.

Mai multe drepte paralele echidistante determind pe orice secantd segmente egule.

3. Reciproe, dacd (fig. 7-b) A'B' = B'C' = C'D' = ..., paralelele sint echidis-
tante, oricare ar fi inclinarea secantei d'.

Pentru a demonstra aceasta, luiim din nou triunghiurile A'B'M s BC'N,
Ele sint dreptunghice si au A'B'= B'C’ (prin ipotezd), A5 (unghiuri
corespondente AN || B'N), dect ele sint egale (ULLU).

Rezultd ¢ A'M = B'N. Dar A" M =
= AB, B'N = BC {paralele cuprinse intre
pavalele), deci A B = BC, ceea ce Inseam nd
i distanta dintre primele doud paralcle
este czald cu distanla dintre paralelele
a doua sia freia. Se poate continua in
acelasi fel.

Daed mai multe drepte paralele deter-
ming pe o secanid oarecare scgmente egale,
ele sint echudistante.

9, Teorema i Tales'. Considerdam un
triunghi A BC (fig. 8). Luam pe latura AB Fig. 117

I Tales din Milet este unul dintre primii matematicieni greci care a adus contributii impor-
tanie la dezvoltarea geometriei. 13 a trait n jurul amului 600 f.en. Lui i se atribuie, inlre
altele, urmitoareie descopenri: unghiorile de la baza unui {rinnghi isoscel sint egale, un unghi
inseris jnlt-un semicerc este drepl (v. cap. 1); construetia unui {riunghi cind se cunese o latura
si unghiveide aliturate en aplicatie la aflarea unor distunie {v. Geometria cl. a V1-a} g.a. Tules
este important si ca filozof, 1 a fost supranumit sinteleptul din Milel™.
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un punet cavecare M, W < AL El im-
parte latura AL inbr-un  anumit  ra-
port j—j—;— Ducem semidreapta MY para-
led cu BC, ¥V & AC. Punctul Y fmparte
lalura AC intr-un aunuwmil vaport, g

T w
t

Teorema lul Tales alimmi ed aceste ra-

poarte sinl egale, ceea e

inseamind el acesle segmente sinb pro-
poriionale.

O paraleld lu o luturd a unui trivnghi
baparte cclelalte doud luturi vle iriunghivlaz

in parte proportionale.

Pentra a demonstra aceusta teoremd, presupunem ¢ am gasit (prin incereiiri)
un segiment w eare s¢ cuprinde exacl in 3.1 si MB, §i anume de 5 ord in A gl de
Yorljn MEB. Dacd luam acost seginent co naitate, M4 =5, MB =7, deei

i
W

Ducem prin punctele de diviziune paralele la BC. Aceste paralele determind pe
secanla A0 segmente egale, deci ele sint echidistante: rezultd il ele vor determina
s1 pe AC segmente egale. Fie v lungimea unuia dintre aceste segmente. Deoarece
AM este formal din 5 segmento egale. AN va fi format tot din 5 segmente, dar egale
cu 2, care esle in general diferit de u; daci ALB contine 7 segmente egale, NC va
confine tob 7 segmente, egsle en v, Doed ludun ca unitale de masurd segmentyal v
masurile acestor segmente sind Nof == 5, NJ2 =7, deci

A 5

ANC 7

Am demonstrat ¢d panctul N imparte fatura AC in raporiul care esle acelas

w1 ]ea
;

cu raportul in cure punciul 37 tmparte laturs 422, Acadap:
k 1 3
M4 X4

e AU

Demonstratia se poate reface oricare ar {i raportul in care punclul Jf imparte
latura AB.

Aceastd demonslralic nu este cowpleldf, pentru od am presupus ¢ segmentele
MA gt UB au o masurd comund. Se poate desnonstra el teovemny este adevirati &1
dacd seginentele sinl incowensurabile, dar demonstratia cere cunoglinte mai apro-
fundate.

3. Diferite forme ale teoremei lui Tales. 7. In ligara 8, AWM = bu, MB = Tu,
AB == 5w +- Tu = 12u, deci dacd ludin ca unitale de misurd sepmientul w, misura

Sy g - T o g o Al 5 .
segrmentului 4.0/ este 5, a segmentului 48 este {2, Regzulta i N i’:; AN =
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= by, NC = Tv, AC = 5o 4 Tv = 12v, deci, dacd luiim ca unitate de misurd seg-

& Lk T - AWM 5 S L
mentul o, masurile segmentelor AN gi AC sinl 5 si 12 w1 4o = 1’7 Rezultd ¢d
AM _ AN
.l.B AT
, Tot in figura 3 avem:
: = : 1 . ME 7
ME = Tu, AD = 12u, deal =
Ab 2
et ol , ) S 7
e iz, A0 = .l..'zi', dea e ST
AdC 1
Rezultd ci

ME _ NC

A8 At
Aceste forme se pot obtme din prima si folosiad preportiile derivate.
. In rezumal, teorema lui Tales are Lrel forme:

MA NA AW AN an NC

RE T NO AB AL 4B A€

Daed ludm pe o laturd cele dowd par(i (34 g 18}, trebuie si luiim pe cealaltd
laturd tot cele doud parti (VA si NC): dacd ludm pe o laturd partea dinspre virf st
toatd latura, trebuie si ludm pe cealalld laturd tot partea dinspre virf i toata latura;
dacd luiim pe o laburd partea dinspre bazd st toald latura, tv ebuie sd luam pe cealaltd
Jaturd tol partea dingpre bazit §i toald latura.

4. Reeiproen teoremei Jui Tales. Fie A BC un triunghi carecare (fig. 9): impirtim

ALA 3
latura A8 intr-un raport carecare, de excmplu ast! fel incit sii avem —— = = g
4 J
e P 4 . L7 N - - . ;
impirtim latura A€ in acelagt raport, T 2. Dreapta MYV va fi paraleld cu
< <

baza BC.
Daci o dreaptd imparte doud lulurt ale wnud triunght in pdrji proporiionale. ea cste
paraleli cu latnra @ treiu.
Peutra a demonstra aceasta, prosupunem e dreapta MN nu ar fi peraleli cu
dreapta BC. Atunei ducem prin M parvalela la BC si noliun en N7 intersectia el
AC. Unide cade ponctul N2 Presupunein ci pulic-
tul N cade intee .V si €. Atunei, conform teoremei lui
v e 3
Tales, 2

Nt T ME T 5
S e .8 o Vel 3
Dar acest lucru este imposibil, cder - " -= —»
NEB 3
Sl e e Rt e DA e e
NA S>3 NB<b, deci 7 >-— (dacidintr-ofrac-

- 3 o

ln, dvin namdratorul g micsordin pumiterul, fractia Hig. ELY




Fig. 11.10

creste). Rezultd ca punctul N nu poate cadea intre N si C. La fel se demonstreazi
ed punctul N nu peale cidea inlre .V g1 4. Rezultd c¢d punctul N coincide cu N,
deci WY | AB.

5. 3ir de drepte paralele. Am viizut ¢d mai multe drepte paralele echidistante
determing pe orice secanti segmente egale. In figura 10-a, b se vild mai multe drepte
paralele care nu sint echidistante. Segmentele pe care le determind pe secantele
i d" nu vor mai {i egale, totusi intre aceste segmente existd o legiitura. Astfel, dacs
A8 este mal mare decit BC, atunci si A'B" va fi mai mare decit B'C’ g.a.m.d.
Legitura intre aceste segmente se exprimi prin teorema urmitoare:

Mai multe drepte paralele determind pe doud secanie oarecare segmente proporfionale.

Pentru a demonstra aceastd teoremd. ducem AN paralel eu d (fig. 10-a). Apli-
cind teorema lui Tales in trinnghiul A'NC) putem serie:

AW MY
AR PO

Dar A’ = AB si N = BC (pavalele cuprinse intre paralele). Inlocuim in
proportia de mai sns A" prin A8 st N prin BC g1 obiinen:

__] o B
2w "o
In acelasi fel se slabilesle cd:
: BG 6D
N
e,
Aveasta inseamni i
AR @ Gp
47 e e
Segmentele de pe secanta ¢ sint proportionale cu segmentele de pe secanta o,

Demonstratia se poate repela cuvint cu cuvint pentru cazul dm figura 10-D,

unde secantele se taie infre doud dreple ale sirulul de dreple pavalele,

ase
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92.3. CONSTRUCTII GEOMETRICE

Pe baza teoremei precedente se pot rezolva unele probleme in care intervine
raportul a doud segmente pe cale graficd, folosind numai rigla si compasul. »°

1. Tmpirfirea unui segment in pirti proportionale. 1. Fie AB segmentul dal
(fig. 11) st a, b si ¢ lrei segmente date. S¢ cere sa impartim A B in Lrei parl propor-
{ionale cu a, b si e, Construclia se Tace asl fel. .

1. Se duce prin A o senudreapti oarecare Az si se poarld pe ea segmentele AC,
CD si DI vespecliv egale cu a, bosie.

9. Se uneste £ e B si se due prin D si € pavalele la BE. Punctele M si ¥ astfe]
obtinute sint cele cautate. In adevir, dacd se duce si prin A paralela Ia BE, apar
mai multe deeple paralele taiate de doud secante A8 g1 Awr.

Tecrema prededenta ne avald od

AM

a b ¢

_HN_NEB

Dacil se cere si impirtim segmentul inte-un alt numdr de pirti, de exemplu in
5 pirli proportionale cu b sequente date ¢, boe.d gie. se procedeazd la fel, numal cd
pe semidreapta Ax se poarta unul dupi altul 5 segmente regpectiv egale cu o, &,
c, i 81 e

2. Dacit se cere sd impir{im segmentul A2 in parti proportionale cu niste numere
date, de exemplu e numerele 203 5i 6, constructia se face la fel, numai ¢d pe 4z
se poartd A0, CD si DI respectiv egale cu doud unitdli, 3 unitdti gi 6 unitdty, uni-
talea flind un segmenl oarecare.

2. Tmpirtirea unui segment in pirti egale. Fie AB un segment. Ne propunem
sii-1 impar(im, de exemplu, in 5 parti egale. Ducem prin A o semidreaptd oarecare
(lig. 12) si purtim pe ea 5 segmente egale: AC = CD = DE = EF = FG. Unim
punctul G cu punctul B gi prin punctele 7, E, D gi € ducem paralele la GB.
Punectele in care aceste paralele laie dreapta AB impart segmentul A8 in 5 parii
egale.

In adeviir, seementele AC, €D ele. fiind egale, le putem nota cu aceeasi
litera, e Conlorm ultimel teoreme

AM _ MN

24 a (4 14 a

NP RO . OB

Aceste Tractii fiind egale si numitorii lov liind egali, nmaratoril sint de asemenea
egali. Rezulia ca

AN = HN = NP = PQ = (B.

fin i ) :
LY ! 0 \
\ ‘\ Eee \
\ \ fj)/a’/x; \ \
\ N g \
\ . 1,\ \ \ \\ \
Vo \ \ :
4 l\ ,‘,’F“ t’\«‘\ P ‘.\ @ : 15) “|
\ : \ \ \
\ ) \
§ \
Fie LLILE Fiw, 3142
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3. Observarl. 1. Aceastd constructie se peate justifica si
prin teorema cu privive ko paralele echidistante. In adevar,
ducem g1 prin A paralela la BG. Atanel paralelele GBL FO s.a.m.d.
deterining pe deeapta AG segmente egale, deci ele sinl echidis-
tante, deal ele determind i pe dreapta A8 segmente egale.

2. Tot aceeasi teorenid ne did un ijloc practie de o fmpdrti
un seement inomal molle pdell egale. Figura 13 aratd cum se
rparte unosegment in 7 parti egale. Pe margnrea unel foi de
hirtie se marchesza doud puncte i 8 astlel incit segmentul
AL sa e egal cw ocel dat, Foaia de hirtie se asazil pe un
cajeb linkab st se indind astfel ineil punetul 4 sd cedd pe o hinie a caietulul
sl punctul £ cu 7 Hnil mal sus.

4. Fmpartivea unui segment fnfr-un raport dat. Raportul este dat ca raport a
doud segments dule, wosi o Masurile lor nu se ennose. Fie AR seotnentul dat

(fig. L4). Trebuie sd gasing pe .18 un punet M astlel incit sa aibd loe relatia
o b= } }

Ar4 ”

UL n
sau, schimbiod mezil intee ei,
MA Mrp

m 7t

Aceasta inseamndd ed M A st M B sint proporiionale cu m st n, deci se procedeazd
cum s-a ardtal mai sus, adied:

L. Se duce prin A4 o semidreapti oarecare 4z si se poartd pe ea segmentele AC
egal cu m si €'D egal cu n.

2. Se unesle punctul £ en punctul D s se duce prin € paralela la DB.

Punetul M in care aceasti paraleld taie dreapta 42 este punctul edutat.

Duecit raportul este dal nmmerie, de exemplu se cere ¢a ;:—f—'!— si fie egal cu Ei,

2

o <4
se ia AC egal en 251 CD egal eu 5, unitatea de masurd fiind arbitrari.
5. Mlarea celei de-a patra proportianale. Se dau (roi segmente 4, b, ¢ (nu se cunose
lungimile for) (g, 15). Se cers sd gisim un al patrulea seement care, bupreund ou
o o o o 7 J
=i - i . B . - (’- (&
ele, 8@ lormeze o proporfie. wdivd se cere un segment 5 astfel incit 3 avenis P
Constrnetia se lace astfel:
L. Se da un nnghi varccare 20y, so poartd pe una din Taturile lui segmentele 04
egul 6u w3l AC vgal cu ¢ 5i pe cenlalt@ Jalurd se poarld un segment GF exal cu .

m a e
) Iz
L
i \
\ \
\ o,
P 5 )
(4 — b

Fig. 1145




2. Seuneste 4 cu B sise duce prin € paralela la AL, Fie D punctul el de inter-
seclie cu Oy, (

Seamentul BD astiel obtinal este segmentul cintat, In adevir, daed ducem gl
prin punctul @ paralela la €D, avem trei pavalele tdiate de secantele Ou 5i Oy, dedl

Cazul ¢ind se dav lungimile eelor tret segmente nu prezintd interes, cdcel problema se
poate rezolva prin caleul ‘

N o

A f‘

2.4, POLFGUANE ASERENEA

1. In mod obiguuit, se bm?f;m*fi*ilﬁfﬁ?'i“s#r&;;;&m? intre ele cind sint la {el
in unele priviate, dar nu in teate priviatele,

De exemplu, cele doud schito care se vad in Hgura 16 seamind intre ole, Acaste
doudt figuri sint esemenea. Sehita a doua esle Laeceesl™ eu prima, dar wal wicd.
Schitele au aceeast forma dar nn au acecasi wmdrime.

Notiunea de ageminare este fourie largi. De exempla, so poate spune cd un om
seamilnd cu un alt om, ¢d o melodie seamani eu o altd melodic, ¢ o intlmplare spa-

mind cu o altd ifitimplare s.n.d. 1o geometrie, serasta nojiune are un sens precis,
pe care-l vom lamurt nuinal i cazul poligoanelor,

2. Polizoane asemenca. In ligvra 17 se vid patru poligoane. Poligonul I este
asemenea cu poligonul 1, iar poligonul 11, desi are aproape aceeast fozmd ea I, nu
este asemenea cu el. Cit despre poligonul 1V, el nu scamind deloe cu primul. Ce ne
face si spunem o primele doud poligoane sint asemenca?

Intre aceste poligoane se poate stabili o covespondentd astfel ineit fiecirui virf
al poligonuiui I sd-i eovespundd un virl al poligonnlui I: vivfului W1, 1 corespunde
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virful 4, wvirfului B; i1 corespunde virful £, s.am.d. Aceasti corespondentd
so poate veda prin tabelul

4 Batg BgwE

Fig o S T ol

In vindul intii figureaza viefurile poligonului T i in vindol al doilea, sub
fiecare, virful corespunzator al poligonului 1L Tiecdrui unghi al poligonului 1
it corespunde ciie un wnghi al poligonului I gi liecarel latwi a poligonului 1
i corespunde cite o laturd a poligonului 1L, st anmine: unghiului A, ii corespunde
unghinl A, opghivlui 8y i corespunde unghiul B, saum.d.; laturii 4B, i
covespunde latura A,8,, laturti B0 ii corespunde latura B.C, s.am.d. Cite
doud unghiuri sau lafuri corespimzatonve so numese unghiurl san laturi emoeloage.

Aceste poligoane sint aseienea datorita laptulul cd aceastd corespondenia are
fnsugirile nrmdtoare:

fime'dy Mo, C oy Dy B B B i P, By

Lnghiuride corespunzitoare sinl egale doud cite doua. Apoi

AeB, == " A B0 = ' Bl Cally = ") (10, s.am.d.

Frecare Juturd a poligonului al doilea este = din lalura omolvagi cu ea a pri-
mului poligon. De aiel rezulta ci

Ao BB, 2 Ll 2 i z
CEeam Ty SR 2= Dogaamn.d.
bl TR R 3

4 3 L. 5 4 2 -
Foate rapoartele a cite doud laturi omoloage sint egale cu =, deei sint egale
(2]
intes ele:
AuBy,  BIC, Ol Fody

B, BG Gt NiE
ceca ce mavamil ¢d Jaturile celor doud poligoane sinl proportionale. (Bincinteles,

\
-y -

2 - e B ; : :
- este numar un exewmplu; raportul poate i g AU oo s ogice a]luuumr.} Aceste
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poligoane sint asernenea pentrn o unghinrile lor sint egale doud cite doud si laturile
Jor sint proportionale. Dacd una sait alta din aceste condilii nu este indeplinita,
poligoanele nu sinl aseiienea.
Astfel, i intre poligoanele I i 111 se poate stabili o corespondentd ca cea de mai
1 = G v X « Ay By B,Cy D,
sus. Cite doud unghiuri corespunzaloare sint egale; apol - == = e
k By 5Ly Gy
; 2 Py g 2

_ L, dar DyFy= DiFy sl Fadg=TFidy, doc :

Laturile acestor polignane nu sinl proportionale, poligonul ill nu esle asemenea cu

poligonul 1.

Cit despre poligonul IV, ¢l nu seamiini deloe cu primul. Unghiurile acestor poli-
goane nu gint egale si laturile Jor nu sin proporiionale,

Definitie. Doud poligoane sinl asemencd cind intre ele se poate stabili o corespondenid
asifel incil cile douid wnohinri corespunzdloare s fic egale si laturile corespunziloare
(omoloage) sa [ie proportionale.

Raportul a doud laturi omoloage se nuwmesle raportul de aseminare a celor doud

T : . o e = ; & 2
poligoane. In cazul poligoanclor I si 1T din figura 17, vaportul de asemdnare este o
Pentru a scrie cit doud figuri sinl asemenea, se foloseste! semnul ~ ; de exemplu,
A BCi D EF, ~ A8t lsDslinlis:

3. Observiri. 1. Relatia de asemanare nu se deosebeste mult de relatia de egali-
tate. In ambele cazuri se poate stabili o vorespondenta intre cele dova figuri. In
cazul egalitalii a doud poligoane, cite doni unghiuri corespunzitoare sink egale si
cite doud laturi corespunzitoare sint egale, aceasta relalic pastreazd unghiurile si
distantele: si in cazul asemdndrii cite dond nnehiuri corespunzatoare sint ecale, deci
asemanarea pastreazi unghinrile, dar Laturile corespunziloare nu niai sint egale
doud cile doua, asciinarea ni paslreazd distantele.

9. Consideriun doud poligoane egale A Bl D gt A BC T, ., wife dOUs vir-
i - : z Pl dage. Bl Bat g 3
furi corespunziloare fiind nolate cu aceeagt litera. Unghiurile lor sint egale doud

. « F ; - v - B P 4 ‘
cile doud. In ceea ce priveste laturile corespunzaloare, A B, = 4,;B,, dect 1‘)—};’ =
. NG €D ARy RS
B, = By, deci =t L= 17 Lot aga MLt — 4; gagnd. Deci i Sk IR ot
B 0 . o)y A.B, 3.0
&b g - , : : M
= 1P ceea ce inseamna ca laturile lor sint proporfionale. Rezulta ca poli-

Csl)s
soanele sint sioasemenca, dar ne eisim aici intr-un caz deosebil de asemanare, $1
anume  raporiul de asemanare este L

Doud poligoane egale sinl asentened,
raportul de asenanare [iind 1.

4. Raportul perimetrelor a doua po-
ligoane asemenea. Considerain  doua
poligoane asemenea, de exemplu doud
pentagoans asemenca (Yie. 18) i fie ke

raportul lor de ascimanare. Care esle
raportul dintre perimetrele lor? Fig. 11.18

! Semnul ~ vine de la lilera s, prima litera a cuvintulu latin semilis (asemensa).
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Poligoanele fiind aseme-
nea, laturile lor sint pro-
© ® porlionale:
oy by £ d &

Fig. 11.19 SRR e L

Se stie ¢d, inte-un sir de tapearie egale, raportul dintre suma numardtorilor si
suma nunitorilor este egal cu fivcare dintre acesle rapoarte, decl

b by g bl I
e T E e
o = by bl s oy

Numardlorul avestui raport este perimetral primului poligon si numilorul este peri-
meirul poligonului al doilea. Noldm aceste perimelre cu py siopa: deci
71 = g,
Ve i
Demonslialia este aceeasi vricare ar 11 numiryl Llurilor poligoanelor,

Buportul perimetretor o duwg poligoane asemenca este esul cu raportul lor de ase-
“mdnare.

2. Figuri asemenea. In cele oo preced, am studiat figari plane asemenea for-
mate din segmente de dreapti. Si dous figuri plane linitale de linii curbe sau de
segmente de dreaptd gi linii curbe pot i asemenea sau nu. De exempla, in figura 19
s¢ vid trei elipse. Elipsa a doua esle asemenea cu prima, elipsa a Lreia nu este ase-
menew cu prima, ex esle mai alungitd.

In vorbirca obisnuitd, deseori nu se face dislinclie intve figuri egale si figuri
asemenea. Cind copiem pe caiet un desen de pe tabla, ne striduim si-1 Facent Lexact
la fel* ca pe tabld. Dosenu] de e caiet nu va fi niciodatd egal cu cel de pe tabld, i
mai mic; in cazul cel mai bun. vom face

un desen asemenca cu enl (o pe fahld,

. Procedeu practie. Pentru a eupia un
desen, marindu-l sau tiesorindu-f intr-un
anuinit rapork, se folosest e procedeul prin

pateiatele indical in fieura 20 Pentru a

copia pertretnd din primul desen. L-am age-

perit cu o relea de patea(als. apol am faeut
¢ alla refea de pateatele, fiecare patralel

Fig. 1120
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avind latura de doud ori mai micd deeil in pmnd refea si s desenad in flecare
patrdtel din refeaua a doua purlea care se gaseg n patrételud n-m-mpuamtuv
din prima retea. Figura a doun esle asemenea cu priua, xdpuuui de aseminare
tiind 1 :2. Molivarea acestui provedeu cerve cuncstinte mad aprofundale.

7. Seara woui plan sau a unmei hirti. In desenul tehnic i pe harlh, ru}»ortul
de aseminare din figura de pe plan sau hartd gi cea veald se lndicd printr-o fracti
cu numaritoru! L (in loeul liniei de fractie se foloseste uneori semnnul unp.ﬂ"iuu}
Acest raport se numeste seara planuiui san a hiriii.

E xemple Inarvhilecburd ¢ constractii, yiammi g6 fd: lasearad : 30,1 : 100
sau 1 : 200, Pentru detalii, se intrebuinteazd seara 1 :20. Plunurile topegralice se
fac la scara 1 :300, 1:1000, ... pind la 1 :30 000

Hartile din atlasul geografic sint fdcute Ja sara 1 @20 000 000, 1 2 10 000 000,
1 25000 000 g.a. Hartile turistive se fee de Ja scara L 200 000 pind da 12 20 0ub.

8. Rigicarea unui plan. A ridica plonul unui teven insesundg a consbiol un poli-
gon asemenca cu aced leren, presupus pla. Laturile poligenuln de pe teren se ma-

soard direct, cu ruleta sau eu laniul, ke ungliurie se risowrd ou g alometrul. Apol
se construiegle pe hirtie un poligon wonenea e eed do pe teren. adoptind un report
de asemdnare pobrivil, care t!c]sim[x- de mdrimen evenndu siode drinea pe cure
vrem s-0 diun planwlui. I figora 21 se sode plasul curtii vnet gecli

9.5, CAZURILE DE ASEMANARE A TRIUNGIHURILOR
1. Triunghiuri asemeneq. Tot ce s spizs despre poligounele wemcnen etz valubil
gl in cazul lmmguumi(_u. n bgura 22 50 vad doud Glonghiurd aseizenss, rapuriul

lor de aseminare vsle = .

et

: i n o i 3
Ay g by By € =0 ted 200 o L
# - =S “r b a



In cazul triunghiurilor
asemenea, laturile omoloage
sin{, Jaturile eare s¢ opun
unghiurilor egale. De exem-
plu, ﬁl — f_ unghinlui 4,
i s¢ opune latura B,(; si
unghiului A, 1 se opune
/ latura B,C,, deei laturile

‘ \ By 81 BoC, sint omoloa-
/ B ge. In acelasi fel se vede ca
& : : 5 & latura C,4, este omoloaga
Fig. I1.22 cu latora €4, g1 4,8, cu

A B,
Pentru a vedea dacd doud lriunghiuri sint asemenea ar trebui sd examindm

teate unghiurile lor, pentru a vedea daca sinl egule, g1 toate laturile lor, pentru a
vedea dacd sint proportionale. Dar acest Incru nu esle necesar. Ca i in cazul egali-
Latii triunghiurilor, ajunge si exwmindin numai unele elemente. Concluzia se hazeazs
pe cazurile de asemanare a triunghiuvilor, pe care le voin expune mai jos. Dar mal
intii trebuie sd demonstrim o albid (eovemd.
2. Teorema fundamentald a asemindrii, O paraleld dusd lu o laturd ¢ wnut tri-
unght formeazi cu celelalte luturi ale triunghiulut un trivnghi asemenea cu primul.
Presupunem ¢d DE | BC (lig. 23). Trebuie sd dovedim ¢d A ADE ~ A ABC.
Demonstratia se va compune din doudl par{i. In prima parte vom dovedi ¢il
unghiurile acestor triunghiuri sint egale doud cite doud, iar in partea a doua vom
“dovedi e lJaturile lor sint proportionale.
1. Unghiul A este comun celor doud triunghiuri, £2 == B ca unghiuri corespon-
A A
dente (O£ BC), £ == (' ca unghiurl corespondente. Decl, unghiurile acestor doud
triunghiurt sint ezale doud cite dond.

2. 5d presupunem o, de exempln, AB =7 gi AD =25, deci

A A8 8
Al 7
Teorema lui Tales (sub forma a doua) aratd
. AE AD )
€a L-os e —y dect:
AC AL
AE 3
AC 7

.,
0

: s L e NE
Pentru a dovedi c¢d si raportul S este
Ly

5 . : :
5 F “  eeal eu -, ducemm prin £ paralela la AB

Tiw 1123 /
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gi aplicim teoremna lui Tales sub {orma a treia: A A

2B 2E, e
Lo AC 7
IE 5 HE= Sl ;
B 5 5’ A
Dar BF = DE, ca paralele cuprinse intre para-
lele; putem deci inlocui 27 prin DE. Obtinem:
o
BC 7
Am dovedit astfel ci:

Fig. 11.24

AD _ AE _ DE{( )
A% = 40 ko [ B

ceea ce inseamnit ci laturile trivnghiurilor ADE si ABC sint proportionale.

3. Cazul 1 de aseminare. Peniru ca doud triunghiuri s fie asemenea, este sufi-
cient ca ele s wibd cite doud luturt proporfionale si unghiul cuprins intre ele esal.

Fie ABC si A'B'C’ (fig. 24) deud (rinnghiuri in care il 5 Hlfﬁ, et A%
Trebule si demonstrim el ele sint asemenea.

Purtim pe AB un segment AWM egal cu A'R’, ducem prin I paralela
la BC s notim cu N inlerseclia et cu 4. Conlorm learemei {fundamentals
DNAMN ~ NABC.

Vom demonsira acum ci AAMNN = ’_\ A'BCr, Considnrﬂm de exemplu,
’ > 1 ('{ q AL f 2 ald
caznl cind ——1-— == =, adicd A'B'= AR ‘;1 A = fi("
AB AC 7 7

I el - - jid
Deocarece AM = A’'DY, rezultd c& i; -

e “'"J

, deci raportul de asemiinare a

A el . 3 . - 3 . .
triunghiurilor AMN si ABC este Ea deci AN = — AC; dargi A'C' = %—AC, deei
i
AN = A'C’. Asadar, in triunghiurile AMN i A'B'(": AM = A'E’ (prin construe-
tie), AN = A'C’ (dupd cum am aratat) si 4 = A’ (prin ipotezd). Aceste doud
triunghiuri sint egale (LUL). Din AAMN ~ AABC gi AAMN = NA'BC
rezultd c¢i AABC ~ AA'BC.
4. Cazul 11 de asemiinare. Pentru ca doud triunghiurt si fie asemenea, este sufi-
cient ca ele sd aibd clle dond ungliuri egale.
g f i r & . i £ A, A) s e ’ . T
Fie ABC si A'B’C’ doud (riunghiuri in cave .4 == 1", £= 8" (lig. 24). Trebuie si
demonstrdm cd ele sint asemenea. Purtam si acum pe A S8 un segment A M egal eu A’
si ducem MV paralel cu £'C7. Conlorm teoremel fundamentale, AAWN ~ AABC;
-3 . . . o 2
rimine si demonstrim ci AAMNN = AA'L'C'. In aceste iriunghiuri: A4 = A’
™ Y . s R e e A G
(prin ipotezd), AM = A'B’ (prin construclie) si M = B’, edei M = £ (unghiuri
corespondente) si =5 (prin ipotezd). Rezultd cd aceste triunghiuri sint egale
(ULL).
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A 5. Cazul HI de asemdnare. Peniru ca doud triun-
ghinre s fie asemenca, este suficient ca laturile lor

[ si fie proportionale.
f”’
oy il Fie ADBC si A'I'C’ doud {riunghiuri in care
< e e e e 552
S = e = . Trebuie si demonstrim ed ele
10 i C.1

sint asemenea (lie. 20).

Farmn acecasi  conslructie  ajutiitoare ca in
ciaziile pl'vr-s'aii-nl o (AN = A '1:", MN I BF},
DA SIN ~ D LB (Tearema fundamentalily) st rdonine 38 demonstram ¢ AA NN =

oy

o, LS

vy . : Aha 23 o e AR 3
= NARC. Considoram, de exemplu, cazul cind *—= = =, deei §i — ==
t 4 AR 8 BC 8
A a . a e
£l == —, (PR 0 INSegINNA A
i'4 b
5 2 T 3 v o 3
A= — g BUY e BOs G — g
3 & §
3 & - L
Deoarcee A3 — A8, vozulla e A M == 2 AP, deel raporlul de asemiinare
7 4 1
a triunghivrilor AN si ABC oste =, Rezultd ea
= b
: e = Gr
Bl = B AN === i,
S S

Comparind r‘mie eoalitiill en eele de mai sus, deducem eiq N = B! sl AN=C'A",
Dedt, HNA NN = AA'BC (LLE).

6. Ohservivi. 1. Cazurile de asemdnare seamnand mult en eazurile de egalitate a
trivnghinrifor. Cazul 1 gi 11 de asemanave a treiunghineilor se obtin din cazurile
LUL sf LLL inlocuing mndma ca laturile sa fie egale prin aceea ca laturile si fie
praportionale; niunai in cazal 1T Jatarile trinnghinvifor nu intervin.

2. Toale cozurile de asemanare se demonsireaza :h ipit aceeast sehemid. Pe latura
AL o driunglunin mal mare se poartd un segment AW esal en A4S’ s prin W ge
duce paralela la DO se uhl»nv astlel un trinn chi mai mic AN, De aci inainte
demonztratia se ewnpune din doud pae(i:

I) Sp (‘!‘EW“ dveazi vi ,;_AIJI, N ~ A0 81 2) se demonsleeazd ol AANY =

ALY Prima parle este imediala, dupd teorema {fnndamentali a aseradnérii,
iar p.rrm. o -lrm.. diferd de la un eaz de asemiamare la altul,

finia mijlocie a triunghiahii. Consideram un triunghi
ARC (e, 20 gl fie W omijloenl Iaturin A B i\ mijloeul la-
trrdl 40 L Searentu]l 3LV ge numeste linla mijlocie a triunghin-
ot ALC, Ce pozilie aee dreapta M\ fatd de LC2 Cit de mare
cste somnondal VD

5 - .4 e -
@} Deoarece 1t = B, -}; =1: deoarece N4 = NC,
N = A ] ; G ;
N 1 Reslen egtd o . ceeacc inseamnd ci dreapfa JL0N
b E NG




tmparte laturile A Bsi AC in pirti proportionale. Reviproca teoremel lui Tales ne
aratd ea MN este pm'(u’d en BC.
b) De aici reznltd, pe haza teoremei fundamentale a asemdndrii, & /. AN ~
~ L. ABC. Raporinl de asciinare este o L » rezulldl ed s Bl Soaticy
AE 3 Be ol
MN este jumdlate din BC.

widerim: un unchi #0y (fie. 27). Purtam pe una
d tt’. atraude galo sedinente eoale, Ol —= A8 == BO = .., si prin eape-
SP—tirE un gip ilo dr*oph* paralele. Obtinem un sie de segraente A4, 85
gam.d. S4 lndm ca unitale de misurd primul segment, A4 == 1 si 5@ caleuldm
Inngimile segmentelor L4, €07
Consideram {riunghivvite OA A i QBB A" T BB, deci, co nfovm teoremel fun-
damentale, aceste iriunghiuri sint asemenca. Rezultd ed laturile lor sint propor-
tionale:

A4 o4
BE T DR
Dar OF = 204, deci O‘: ~ 1. Reaultd ea —"-fi:—— o L, deci BR' = 244", lile-
34 9 (36 2

ceuind 447 cu 1, se ohtine DB = 2.

8 ]

Considerind triunghiurile asemenca 044" g OCC’ se obline CC’ = 3; in mod
analog se obtine D' = 4. LE = 5 saand.

I'e acest fapt se bazeazd scara transversald (fig, 28). B un patrat ale cirnd laturi
sint impirtite in cite 10 parli egale, pnnr-tr-ic de diviziune Lind unile asa cum aratd
fignra. S& privim unghiul 20y. Ne g@ sim in condiliile uhn fienira 27, dar aici s-an
purlat pe Ox zece segmenle eg

v
o

ale. Consideram segmentele orizontale enpringe in

m »_ln-'\——x» —-‘t\ﬁ——\—a_m.‘_-ﬁ.




interiorul acestui unghi. Dacit Indm ca unitate pe
cel mai mic dintre aceste segmente, cel mai apro-
piat de O, masurile seamentelor vor fi de 2, 3,
4, ..., ori misura secmentulul Tuat ea unitafe.

9. Deferminarea ndltimii unui obieet en aju-
torul mmbrei. Fie A2 un copac gi AC wubra Ini
(Tig. 29). Infigem un bit vertical in pamint gi ma-
surdm atit inaltimea lni, JLV, eit gi lungimea
umbrei aruncate de el, 3 P. Masuram i umbra
aruncald de copac.

Triunghiul A BC este asemenea cu triunghiul
MNP In adevar, acesle triunghiari sint dreptun-

ghice si (' == P fiinded sint unghiuri eu laturile
paralele. Rezultd cd laturile acestor triunghiuri sint proporfionale. Cu datele
din ligurd putem scrie:
AB _ 350
1,20 0,80
de vnde AB = 5,25 m.

Legenda spune cii acest procedeu a fost inventat de Tales din Milet si prezentat regelni Egip-
tului, care si-a exprimat admirafia (fig. 30).

3. Aprecierea unor distante pe teren. Esfe util si retinem faptul e, dacil tinem
bratul intins, distanta de la ochi pind la virful degetului mijlociu este cam de 60 cm*
(fig. 31).

Ne gisim intr-un punct si vedem in depiirtare o caband. Stim cd iniltimea caba-
nei este de circa 8 m. Tinem o rigld vertical in fata ochilor §i constatiim, de exemplu,
ci indltimea cabanei este acoperitd de o lungime de 12 mm de pe rigld. Aceste date
gint suficiente ca si putem determina distanta pind la caband (fig. 32).

Fig. 11.30

! Blevii vor determina aceastd distantd, fiecare dupd talia lui,
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Fie. 1131

Figura 33 redd sitnalia schemalic. Punctnl 2 reprezinta ochinl observatoeului,
A B cabana si M partea din rigli care acopera cabana. N AL, deci NOMUN ~
~ ANOAB (teoreina fundarmentald a asemandrii). Rezultd cd

My oM
A o 5
G da: JIN = 0012 m, 48 = 8 m, OM = 0,60 m. N

Deei, o=
2 0,60 = 4
0,01 = l,_F_, 04 — 400 m. M ‘
8 oA Fig. 11.33

Distanta pind la caband este de 400 m.

4. Compasul reductor. Acest instrument se foloseste pentru a copia un desen
reducindu-l la scard, adicil astfel ca toate distantele de pe original sit fie reduse
in acelagi raport. El este format din doud piese (lig. 34-a) A A5 51 BBy, care se pot
roti in jurul punctului 0. Piesele sint astlel reunite incit 04, sd lie egal cu OBy
si 04, cu OB,. Figura 34-b redd instrumentul schematic.

Triunghiurile 04,8, g1 04 »B sint asemenea, oricare ar fi unghinl O, pentru i

sint isoscele §i au 4,08, = 4,005, (opuse la virl). Rezulta cd:
04, 0B, _ A

0d, 0B, A,

o e ()| o A el
Daed punctul O a fost astiel ales ineit raportil }‘ s aibd o anumitd va-
L

04, 5 il 20 o W Bt 4 ;
loare, de exemply —= = =, raportul = va avea acceasi valoare, —, oricare
2 A 8, -2

ar fi mirimea unghiulni 0.

A
A P
‘{\\\ /
| el
6” 5 /"’)""‘--_. !
e M2
/A O i
4 &
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Pentrn a transpune pe copie un segment
oarecare, i1 ludm intre virfurile A, si B, s
purtim pe copie segmentul dat do virfurile A,
1 B.. Acclasi }um 1 se face cu toate segmentele
1mmu de copiat

Fologind acest compas invers decit am ari-
tal, s& pot mari toate segmentele unei fignri
& in acelast raport.

Fig, 1135 Compasul este astlel construit ineit pune-

tul O si poatid ocupa diferite pozitii pe cele

fim?ﬁ pirti ale lui. Datoritdl acestul fapt, putem da raportulni de aseminare
diterite valori.

.

5. Pradleme, 7. Si se demonsireze ed diagonalele unui frapes se impart in pirti

>

propartionale en Gazele trapesulil,
Uie ABCD un trapez oarccare, @ intersectia diagonalelor sale (fig. 35). Consi-
o~ ~ A T
deriim triunghivvile AQR ¢ COD. 1 - 4 g 2 == 3 (alterne interne). Deci, aceste
tringhiurt sint asemoenca, conform cozului 11 de aseminare. Rezulld ei laturile
Jor sint prapertionale!:
oo (87} cD

oA ol AB
Daed retinem numai primul gi ultinnl raport si schimhdm mezii intre o, oblinem

(718 A4

= ]
o AL

ceea ce mseamnd ed pariile OC si ¢4 sint proportionale cu bazele CD si AB.
Dacd retinem raportul al doiiea sl al treilea si schimbiim mezii intre ei, obtinem
on. CD
0L JB
ceea ¢e ingeamni o pirlile 0D si OF sint praportionale en bazele €D si AB.
2. Fie P on punct exterior unni eere, PB4 o
? seeant oarecare st PT. o tangentd o cere (lig. 36).
Sa se denwnstrese ¢ PT- = P4 « PP,
Uniin puneinl 7 eu punctele 4 ¢1 B, si exami-
nam trinnghineile PTA si PBRT. Ele an nnghiul P

/o coman g A == #T0, amindoud fimd egale en=
/ \ y & :»
// | t P . P e a : 0 -
oL | Mecste trinnohivel sint asemenea conform, eazului 1T
\ /" de aserndnare. Rezulld e laturile lor sint proportio-
ﬂ\\ i nide:
G S 2T ER_ G
Fig. 1196 A T PT AT

! 1o mijloc practic de a serie acest gir de rapoarte este urma torul. Se serin {rei linii de fractii.
g1 somnnl == intre ele: — = — + — —: ja numardiori se seein laturile unui trinnghi in
ordinei erasedtoare 8l Ia nurifori [(ihtillr' celuilait frinaghi ful in ordine crescitoare,
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Retinem numai prima egalitale si
seriem cd produsul mezilor este egal en
produsul extremilor: P72 = PA - P

Observare generald, (.md dona
poligoane sint asemenca, fiecare din ¢le
poate i privit ca o copie a celnilall. £
Daecid se face in ficeare din ele Lacecas™
conglructie, eite doud unghivuri cores-

punzitoare sinl egale si 1 aportul a cile A R0
doud segmente corespunziloare este
egal cu raportul de asemanare a poli- Fig. TL.a7

goanelor.
Lrempiu, Fie ABCDE si A'BCE doud pentagoane asemenea, cite doundl
viefuri omoloage fiind notale cu aceeasi litera (tig. 37). Dacd se duoe diagonalele
= i i e ; " s e
indicate in figurd, se obtin punectele /7 si 6. Raportul = este egal en raportul
e ‘
de asemilnare a poligoanelor.
De fapt, acest luern trebuie demonstrat (v, exercitiile 37, 39 i 3, dar iniv-o
tratare mai putin aprofundata el se poate admite.

EXERCITIT
SEGMENTE PROPOLRTIONALE

1. (0} Un copil i un adult masoardenpasul dimensinnile unui teren de volel.
Ohtin ei pentru lunginiea terennlui acelagi nuar? Dar pentru litime? Dar pentra
raportnl dintre luogime siJatime?

&, a) Sisein un kegmcnt ogeecare @ §i 81 e impartiin 7 pd il egale (seamentul
,50 Vi Imasura majl dntii): saose Hrll*-.tillnh( i apoi un segment 4 format din 4 astiel
‘h%pgzh. Care este rapartul dintre o si b Cave este rapaeiul dintre b1 @ Ce fravtie
din @ este 42 Ce lractic din & este !

b) Aceleasi intrebiri, dacd segmentul @ se imparte in 53 do paril egale i &
este format din 24 astlel de pacti.

o) Aceleasi inteehéri; dacd o s¢ imparte in LI parti epale’st o este format din
15 astfel de-pir(i,

3. S4 se ia un scgment ocarecare a §i 8& se construiased nn seoment b oastlel
incit raportul dintre ele sa fie:

5 ! 2
PRl R T U e o TR T
b 3 b 3 b 0 b 4

(Segmentul @ se va misura intii.)

4. lmp.wgam un segmenl MV in 8 pirti egale si notim punetele de divizinne
A, B,-C... 1n ce raport imparte ficcare dintre aceste puncte segmentul My
G.md irecem dr.\. la un punct la nrmitorul, acest raport ereste sau scade?
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1

C

._l

L

D

R

g\é B. a) Punctul € imparte un seement A in mp:.rlnl = 2. Si se afle ra-
£ i
CA4 CEB o g W . v A
poarlple s Aceleasi intrebiri in eazul cind ¢ imparte AB in raportul:
A L1 0
A 5 . 5 =
1*( ; d) {-; e) L. Rexullatul se va da pe baza unel schite si folosind
7 30 i

proporiiile derivate.
6. Sd se ia un segment oarecare A5 gi sd se delermine pe el un punct € care

o g 8w 2 1 i w o e s
sii-l imparld in raportul: a) =—; D) —; e) —- Se va milsura mai intii segmen-
3 5 9 g
tul AB gi ge va caleula lungimea uneia dintre parti (In liccare caz punctul
poate avea doudt pozilii.)
o

¢y Pe un segment A B se iau doud puncte I si N. Puncinl 3/ imparle seamental

AB in raportul —gi N il imparte in raportul -~, ambele puncte fiind mai apro-
7 8

piate de A decit de B. a) Care dintre aceste puncle este mai aproape de A? b) Ce

fractie din segmentul AFB reprezintd segmentul JN? ¢) Aceeasi intrehare dacia I/
este mai aproape de A, iar IV este mal aproape de B,

. ¥ i ;
8. Un segment a este o dintr-un alt segment 6. Cit esle raportul bi? Ce frac-

tie din a este 4?

(TEOREMA LUI TALES

h

9. Segmentele AB, BC s.aam.d. {iind cele indicate in ligura 38 si se completeze
tabelul de mai jos. Lungimile sint date in metri

-

10. Notatiile fiind cele din figura 38,

a) | b) | e) | d) | e) ‘ f) sit se rispundd pe baza datelor de mai jos
! M dacd dreapta DE este paraleld cu AS
| A0 1" | 12 | 80 ’ | saunm. In cazul cind DE nu este paraleld
AD 4 | 2 I 12 | & cu AB, si ge arate cu eit trebuie mutat
pC | 8 | 5 | punctul £ pe BC ca DE si fie paraleld
| (.

BC 0. 6 | 9 | | 1s | cu AB.
= — R &) CE=18 EB—97 (D—12&
7o | e 7| o0 | tne 4D = 3.6; b CE=2 2 Ch=4 L,
R. —9.3) AD=3,BE=2-, BC=8. b) EC=17, DC=

‘k &
=03, AC=131.0 AC=7,EC=42, BE—12. d) BE =
4 4
2] ~ < 5

=2D0=92, AD=22. ¢) DC =18, BE=13—, BC =33

f) BE = 3, .D(”MQO AC = 24,
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i s ~aFtome soshaswr il ool el d 7

: ww’w

ep=17L, 4D=103; & C4 =38 4D =18, CE=T,
o
08 = Gy d) AD =52, DO =88, BL =49, BE= 12—,
<)
De ce nu s-a aratal care este unitatea de masurd. S-a
aplical Leorema divecld a lui Tales sau teorema T eelproea’

11. a) Agezam doud rigle de aceeasi lungime g1 avind
aceeasi gradalie, astfel incil capelele cu diviziunea zero sd g, 1138
coincidd, iar celelalte si lie departate. Unim punctul 5 de
pe prima rigld cu punctul 5 de pe rigla a doua, punc tul 10° LLL pe prima rigld cu
punctul 10 de pe a doua .a.m.d. De ce oblinem un siv de drepte paralele? b) me
punctul 1 de pe prima 1‘mld cu pum,tul de pe a doua, punctul 2 de pe prima cu
punctul 4 de pe a doua, punctul 3 de pe prima cu punctul 6 de pe a doua s.a.m.d.
Se oblin acum dreple ])dmlele bennmh?arc

12. In paralelogramul din fwmd 390, punctele 4/, NV, P si Q au fost alese astiel
ineit sd impartd segmentele A, OB, OC si OD in acelagi raport. Sd se demonsireze
e¢d MNP este un ]Jdl'aleluﬂ‘ldm

13. In figura 101 ABCD esle un patrulater oarccare, Iy este un punct oarecare
al laturii AB, EF | AC, FG | BD, GH || CA. Si se demonstreze ¢d paralela la DB
dusa pliu punctul H Ll‘ELL pun punutul £

145, du ligura 4t ADC *esle un triunghi varecare, D este un punL,L oarecare al
Jalurii BU, DE || BA; EF || CB si FG || AC. a) 53 se demonstreze cd BG = 1BIEE

b). Cum trebuic ales pum,tul D ca punctele G i D si impartd latura BC in 3 parfi
egale” ¢) Pentru ca punctul & sd coincidd cu punt,l_!Ll b.

4 A
yi

-&7

:“/f i £

,Q\ !

/it /\

A - g & /) e
: g, 1.2 'u Yy, 11.40 Fig. T4t

B — 10, a) 18 = 2%, deei DE || AB. b) Da. ¢) Punctul & trebuio

89 7 3.6
mutal cu l% spre punctul ¢ (se duce DE' || 4B, se caleuleazd CE,
dIJUl diferenta dintre CE i C£7). d) Da. 11, Se dpiiwleu]num Leorenei

Jui Tales. 12, Se aplicd reciproca Leoremei Ini Tales in triunghiurile A0B,
Ep  BE DG & D

BOC s.aan.d. 13, be cowpara ld[}ULil'l(.JL-, i y —— §
Ba' @C et 4"
Gz BE . B
14, a) Se compard rapuar e o e gl 51 —Jf(_ ; primul g1 ulti-
.b‘ oA LA BC
mul rapert sinb egale, decic.; b) t—g = —‘j-l—u ¢) La mijlocul laturii BC.
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Fig. 1142 Fig. 11.43 Fig. 1L4a

13%, In fligura 42, ABCD este un paralelogram, £ s1 /7 sint mijloacele laturilor,
Sd se demonstreze ¢d DG = GH = I B.

CONSTRUCTII GEOMETRICE

16. S& se traseze un segment de 90 mm gi si se impartd in parti proportionale cu
numerele 2, 6, 10. Verificare prin mdsurare.

17. Sd se traseze un segment de 10 cm si si se imparta in 4 parti proportionale
cu segmentele din figura 43.

18. 54 se construiascd un segment care, impreund cu primele trei segmente
din figura 43 si formeze o proportie.

19. Si se iniparld un segment in 5 pirti egale [ara a-1 wdsura.

20%. 5a s¢ ia un triunghi A BC. sd se impartd latura BC in doud parti, BD
s1 DC, proportionale cu laturile 4B si A¢. Ficind constructia d upa modelul din
figura 11 se va lua ca semidreapta Ao chiar latura AB a triunghiului (fig. 44). Ce
fel de triunghi este ACE? Sa se compare unghiul 1 cu 2 si unghiul 3 cu 4. 5a se
enunte o teorema: Dacd inlr-un triunghi A B8C punctul D imparte latura BC in
parli proportionale cu laturile 4B i AC, semidreapla AD este...,

POLIGOANE ASEMENEA

21. 54 se deseneze un patrulater oarecare si sd se construiased un patrulater

mai mic asemenea cu el, raportul de asemdanare fiind - .
o

22. Laturile unui patrylater sint de > m, 6 m, 7 m si 8 w. Intr-un patrulater
asemenca cu el, latura cea mai mare este de 20 m. S se afle perimetrul patrula-
terului al doilea.

23. Doud pentagoane sint asemenea. Lungimile laturilor primului pentagon (in
metri) sint: 7; 10; 8: 11: 6. Perimetrul poligonuhai ol deilea oste de 63 m. S3 se
atle lungimile laturilor sale.

R. — 15, AECF este un parelelogram. Se aplici teorema lui Tales
in iriunghiurile ABG gi DHC. 22. 65. m. 28. 10,5; 15; 12; 16,55 9.

86
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94, a) Pe o harta fdcutd la scara 1 : 5 000 000 caile ferate sint aratate prin niste
linii rogii groase de 0,5 mm (aproximativ). Cit de mare ar trebui si fie in vealitale
latimea cdii ferate, pentru ca aceasld reprezenlare s lie corecla’ In rvealitate,
lilimea cdii ferate impreund cu terasamentul este de 6,20 m. Cil de groasd trebuie
si fie pe harl# linia care reprezintd calea feratd? Ar mai fi ea vizibild? b) Pe aceeasi
hartd, orasele sint reprezentate prin niste cerculete. Si se misoare diametrul cercului
care reprezintd un orag cunoscul $i sd se vadd dacd, in reprezentarea oraselor, s-a
pulul respecta scara de reducere. ¢) In unele scoli, se vitd harvli in care muntii sint
reprezentald in reliel. Se poate respecta scara.’

e ity
@ENG HIURI ASEMENEA

5. (0) Laturile unui triunghi sint: @ = 12 m, & = 15 m i ¢ =21 m. 54 se
9

determnine laturile unui triunghi asemenea cu el, raportul de aseménare fiind 2: J.

26, Laturile unui triunghi sint: ¢ = 24 m, & = 36 m, ¢ = 42 m. Intr-un alt
triunghi, asemenea cu el, latura omoloagd cu @ este @’ = 40 m. Se cer celelalte laturi
ale acestul triunghi.

¢

7. (0) a) Avem trei triunghiuri asemenea intre ele. Raportul de aseménare
dintre primul si al doilea triunghi este 1 :2 i raportul de asemdnare dintre tri-
unghiul al doilea si al treilea este 1 : 3. Care este raportul de asemanare intre p:;imul
teiunghi si eel de-al treilea? b) Aceeasi intrebare dacd rapoartele de asemanare sint
2:3 si 5:7. Generalizare.

98. (0) Doud unghiuri ale unui triunghi sint de 53° si 68°. Un alt triunghi arve
un unghi de 53° si altul de 59°. Aceste doud triunghiuri sint asemenea?

29, (0) Un unghi de la baza unui triunghi isoscel este de 64° ¢i unghiul de la
virful unui alt triunghi isoscel este de 52°. Aceste doud triunghiuri sint asemenea?

30. In figura 45 se did: AB = Gem, BC =8 cm, o
CA =9 em. Punctul M este mijlocul laturii A8 si AN
A A
M = C. Se cer laturile triunghiului AN,

31. Intr-un (riunghi isoscel ABC, unghiul deg la vivl

e ] S 3 . s 5
este 4 = 367, Bisecloarea unghiului B taie latura A

in 0. Sa se demonstreze ca triunghiul BCD esle asee- & c
nea cu triunghiul A B2 R
o U

R. — 24, a) Liatimea = 2.0 km; 124 zeennl de minnt do milimetru,

by N, o) Bu. 25, 8, 10 6, 04 m sau: 18 6. 2005 1, 316 . 26, b =
=G0 m, ¢ =70 m. 27, a) L :G. D) [0 : 2 Rapoartele de asemdnare
se inmultese. 28, Da. 249, Da. 30, 4 W = Sem, AN = 2o, MYV — 2 2 e

3. bSe caleuleaza unghiuvile 4, ¢ w1 D.



32, 1n figura 46, 4 B este tangentd

la ambele cereyri, 04 = 5 e, O'8 =
=3 em, Q0 = 10 e¢m. Se cere O'C.
3. Se considerd un trapez

7 ABCDADL ||CD, A opus lui C) si
/v fie ADN LC = L. a) Se da (in cm):
' AB=—N7 BC =1 CH—9 D=7

s (i B Sid se alle segmentele ED si LC.

: b) De asemenea, dacd 1B — ¢, LC =
=i, D = b, AD'=d.

N
p SREE PL ABCD un trapez (18 || ¢D). Printr-un punct A al laturii .40 se duce
pavaida la bazd gi se noleazi cu /¥ interseclia ei cu latura BC. a) Se di: AB =
B, D =9 em, L2, Se cere lungimea segmentului 1.V,
[ € S5 MD | 3
H i tr-un triunghi (1 BC se dau laturile BC = 8 em, AC — 13 cm gi inal-
Y= 10 cm. Se cere indllimea BE. b) Aceeagi problemd dacd BC = ¢,
T Ao enunle cite un caz de asemdnare: a) penlru triunghiurile isoscele;
DipeibyAviunghiurile echilaterale; ¢) pentru triunghiurile dreptunghice; d) pentru
LeirgHiurile deeplunghice isoscele.

377 S se demonstreze cd, in doud triunghiuri asemenea, urmaloarele rapoarte
sint egale cu raportul de aseminare a (viunghiurilor: a) Raportul a doud inaltimi
omoleage:; b) raportul a dvud bisecloare vmoloage; ¢) raportul a doud mediane
vmoloage.

88. a) Fie ABC 31 A'B'C’ doud lriunghiuri asemenea (.1 omolog cu ', B cu B').
In primul triunghi se due bisectoarele unghiurilor .1 si B si se noleazd cu M inler-
seclia or; in lriunghiul al doilea se due bisectoarcle ungliurilor (1" g1 B” si se noteazd
MA & ME
b7 A% ROV A
cu raportul de asemanare a Ceiunghiueidor A BC si A" BC". b) Aceeagi problema dacd
in locul Lisecioarelor se duce doud indltimi corespunzatoare. c¢)® Aceeasi problemnd

cu M inteseclia for. a) 58 se demonslreze c¢d rapuoarlele sinf egale

R. — 32, Ducem BO parvalel cu OC; O'C" — 15 em. 33, Se duce dreapta
CF paralel cu AD (F € AB) si se Tolosesce Lriunghiurile asemenea 72.DC si
(LB (sau se Tolosese triunghiurile £DC si ELB si proportiile derivate).
bd e be

e :
¢ — b w— b
34. a) Se duce prin ' parvalela la DA; fie I i IV intersectiile ei cu
MN si AB, Se alld £N din trivnghiurvile CEN si CFB. MN =
ah

== W1 By 35 ) Bl = -

sau unghiurile de la viel egale. b) Toate sint asemenea. ¢) Cite un
unghi asculil egal. d) toate sint asemenea. 37, Fie ABC 51 A'B'CY
cele doud triunghiurt gi AD gi A'D" dowd inalluni, bisectoare sau me-
diane omoloage. a) 2 ABD ~ A A'B'D dupd cazul 11 de asemianare.
L) La fel. ¢) Aceleagi triunghiuri sint asemenea dupd cazul 1 de ase-
mianare. v, 2.0.6. 38. a) A ABM ~ L A'B'M (cazul ). b) La fel,
¢) Fie D i E. D' 1 E' mijloacele laturilor; se considerd triunghiurile

ABD si A’B'DY, ABE si A'B'E’, apoi AMB si A'M'B'.

A Eiee g = e NEC = 1 em. b}/,lz'l) —
S ]

. 36. a) Cile un unghi de la bazd egal



Y

[

" 83 se demonstreze cid AD - BC —=ADBR \ C

dacd in locul bisectoarelor se duc
douii mediane corespunzatoare.
39%. Triunghiurile ABC i A’'B'C’
MB
==

din figura 47 sint asemenea.

e 8 MO MO 3
= Me 5 N4, DNA 7

—— == =—. 8& se demon-

PL PR 9
_ streze ¢dl laturile triunghiurilor MNP g 0 M 7 C
_ #i M'N'P’ sint proportionale. g L

40%, Intr-un triunghi A BC se duce medisna AD, EF | BC(E € AL, e Ad).

Fie £IF 0 AD = G. ba se demonstreze cid LG — GF.

MP = QN. b) Dacid RS || AL, punctul @ este mijlocul segmentului AS.

42. a) In figura 49, AB este un dia- D
metru, A este un punel carecare al cer- .
cului si AD gi BC sinl langente la cere. \

s P AN
Z/ 9\&{\ A 7 9

41%, a) In figura !’:-b’_, ABCD esle un trapez si MN | AB. 54 se demonstreze ca

b Ee
\\J
11,48 Fig. 1149
LA :
. ¥ . 3 " R 4 « L Y i
R B pi e = S pe de L = A dioh
S 8 8 MO, (038
,1,% = L vapartul de agepararee o tonarshiurilpr date; la fel se
- . » _'\'I'_.' A o e L i N :
avald i ——— = & C = " (prim ipobezd); rezultd cd L) M'CTIN
e P ]
LI i :
(cazul 1), dec = = k. Analog: = -l

e s
M ki

AI(,I_) dect —

el Sl
calenleaza rapoartels e
£

Al s ; . AWM Ly
s 4 . dleorema cu privire ly/un gir de dreple paralele da =
AD 2 = AD iie

s T
tuuurrhu_mlr— asemenea BQN 51 BDC dau —‘f’% = %— Din acesle pro-
2

P 0N

poriii vezultd e 7 = =—,
bC D¢

degi MP =(QN. b) Analog cu a).

—

TN

o‘/

ot
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Cum variaza segumentele 401 BC si produsul AD - BC eind punctul M se misod
pe cerc? b) 5d se examineze vazul cind punctul MM este pe diamelrul perpendicu-
lar pe AB.

~43%, Intr-un cerc se duc doud coarde neparalele ABsi CD. Fie 4B N €D = M.
Sd se demonstreze ed M.A - WB — MO - MD, Se vor considera doud cazuri: cind
punctul M este in intevioral cerculni si cind este exterior cercului. Se da: WA =
=2 cm, JB = 8 cm. Se cere produsul W+ M D. Prin punctul M se mai duce o
secanld si se noteaza cu P si Q) punelele ei de interseelie cu cercul. Se cere produsul

MP - M.

44. a) Fie ABC un triunghi varecare, BM si ('V doud mediane ale lui si G

. : 1= o G N 1 A o w
mtersectia lor. Sa se demonstreze cd e = —. b)* Reciproe, daca W &

\ 7 B ¢ 2
e T W) e
G AC, N € 4B, AMNBN =G 31 - = =
GB = GC
45. a) Doud triunghiuri asemenea sint inscrise in acelasi cerc. Este posibil ca
ele sd nu fie egale? b)* Se dau un triunghi si un cerc. Sa se inscrie in cerc un triunghi
asemenea cu cel dat.

! AR :
= —» BM 51 CN sint mediane.

46. Fie ABCD un patrulater si O intersectia diagonalelor sale. a) S& se demon-
streze cd, dacd ABCD este un trapez, triunghiurile OAB si OCD sint asemeneca.
b)* Reciproca acestei propozitii este adevirati?

47*. Fie ABCD un trapez (4B | (0 si O intersectia diagonalelor AC si BD.
Prin O se duce o dreaptd si se noleaza cu M si N inlersecliile ei cu AB i CD (M €

: ¢ ( j aXN ;
€ AB). Cum trebuie dusd aceasia dreapla ca raportul b e maxin.
0.

R. — 120 Trivnghiveile  ABC i ADB sint asemenea:  produosul
ramine eonstank ) BV = A B 8. A WAL < AN WNCE- WE -
MDD = ML M} —5:6 = @) 4 a) ACHN ~ AGHC dupd cazal [T

b) Aceleagi riunghiuri sinl asemenca dupa cazul [odeci NG = GEC

N3 L5 ‘ : ; ! :
i = Lo, desi NM | BC, desi AANI ~ A ABL. raportl de
B 2 ;
asemanare [1ind —_L > dect... 450 a) Fie ABC si A'B'C7 cele doud Ariun-
. - -‘l Aﬁ 1 Pyt . i = . - .
ghiuri, Deecarece 4 = 4", BC = 5'C', dect BC = B'C". Triunghiuriie

sinb egale (ULU ). b)) Fie ABC rinnghinl dat, ¢ centrul cercului in
care esle inseris, 07 centrul cercului dat.  de construiegte un unghi
A'C°E" egal cu wnghiul A0B ¢ unghiul B'O'C" egal cu BOC.

i - e ; . OE oD 1
46. v, Cap. L., probl. 57. b) Nul Dacd = = —( = - de c—;s;:mpluJ
I p; s I
triunghiurile sint asemenca (cazul I), dar DC nu este paralel cu 4B,
oy il : ‘ . ON B | oc ;
47. Nu existd nici maxim, niel minim, edgi —— — —~ 4 —— pamine
oM 04° 04

acelagi oricum am duce dreapta MN.

70



Fig. I1.50

48. Un zid este sprijinit de o birn ca in figura 50 si birna este unitd cu zidul
printr-o stinghic -1 B. S se calculeze pe baza datelor din figurd lungimea stinghiel.
Cu ¢it trebuie si seurtim stinghia, dacd vrem s-o [ixdm mai sus cu 50 em?

49. (0) In figura 51 se vede un instrument care se intrebuinleazi in unele regiani
pentru a determina indltimea copacilor: Este o placd in forma de triunghi dre-
ptunghi isoscel, eu un fir cu plumb. Sd se explice inteebuinlarea lui.

50. O scard dubli este inlepenitd cu ajutorul unui cirlig AB (fig. 52). 54 se
calculeze pe baza datelor din figurd lungimea cirligului.

51. Un vindlor (fig. 53) are o pused A B, Jungd de 1,20 m. Partea AD de la un

o oo & . I & < - i
capil al puslii pind la trigaci esle —din puged. El ochesgte o pasdre € care

g -

se afld la 20 m depirtare de el. Dar vinatorului i tremurd mina si, din cauza aceasta,
in momentul cind apasd. pe (rigaci pusca se rotegle in jurul capdtului A astiel
ineit punetul D se ridicd eu un segment DD = 2 mm. Cu cili metr: deasupra
tinbel lrece gloniul?

5% Si se determine pe baza datelor din figura 54 lungimea umbrei copilului.

B. — 48, AB =142 m; cu 27 om. 0. 32 om. 51. Cu 10 cm. BZ. 2,30 m,
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Itig. 11.5% Fig. 11.55

1 0m

il

O clidire inaltd de 10 m este imprejuuitd cu un zid, departat de fatada
cladirii cu 50 m (lig. 52). Care (rebuie sd fie lrl.d]i.lrxlea zidului, ca un om inalt de

-.)

1,50 m sd nu poald vedea clidivea de la o distantd de zid mai micd decit 10 m?
od. Pentru irigarea unui leren s-au sipal doud santuri principale A B si CD
legate intre ele printr-un siv de 10 santuri transversale paralele intre ele 51 egal
depdrtlate unul de celdlall, ca in schita din figura 56. Si se calculeze pe baza daleler

din figurd lungimea totald a ganturilor transversale.

89, Cosul unei cirute are forma si dimensiunile din figura 57. Penlru a i
capacitatea cogului, se adaugd in partea de sus cite o scindurd BD lati de 20 em.
Cit de mare devine ldlimea de sus a cogului? Cit de luta trebuie si fie scindura, ca
latimea s3 devind de 1,10 m?

56, Seclivuea printr-un ganl are forma unui trapez isoscel (fig. 58). Sa se afle
pe baza datelor din figurd care va [li litimea fundului santului dacd sipiam sanful
mal adine, astiel ca laturile neparalele ale trapezului s creascd cu cile 10 cm.

£ i

100 crm
\_ =

B. — 53. Ducem prin ocliul omului din figura 57 o orizontald si
folosim triunghiurile asemenea ce se formeaz astiel; indltimea zidu-
i = 1,36 m 4 1,80 m = 3,16 m. 64 V. 26.1 Pun‘,lumle situate
la stinwa liniei punclate bmt de: 16 m, 16+2 m, 16:3 m ;a.md
Lune’mwd totald este de 16 \4 + 2+ 8+ ... + 9) -+ 70 <10 = 1 420 m,
55. Se fologesc triunghiurile asemenea ABC g1 ADE; 1 m; 40 cm.
a6, Amnalog cu problema precedentd; 41,7 ¢m,



LINTA MTJLOCIE

57, Laturile unui-friunghi sint de 6,8 em, 7,6 em gi 10,2 em. S sq célguleze cele
trei linii mijlocii ale triunghiului.
58. Intr-un frmng}u ABC, notim cu M, N si P mijloacele. laturilor. Ce fel de
terunghi este MNP, daci triunghinl ABC este: a) narecaw b) isoscel; ¢) PPh]l&?i’v
- ral; d) dreptunghic; e) dreptunghic si isoscel.
- Ce legdturd existi intre penmf*trul ’munghlulul ABC si perimetrul ’mnnghmlnl
MNP“
' 59 Intr-un triunghi ABC latara AB = 6 cm, o linie mijlocie care trece prin

_ijlocul ei este de 3,6 em, si perimetrul trmnghmlm este de 22 em. Se cer lungimile
,latnrﬂnr RBC gi CA.

60. Fie ABC un triunghi oarecare, M mijloenl laturii BC si N mijlocul laturii
(’A Prin N se duce paralela Ia B( gi se noteaza en P interseetia i eu AB. Sa se

—deonslreyp cd MP || AC.
61. Fie ABC un triunghi oarecare, si M, N si P mijloacele lat urﬂor sale. Si se U%iif.
demonstreze ci triunghiurile MNP gi ABC sint asemenea.

. Fie O centrul unui cere, A B un diametru, ' un punet oarecare al cercului gi N
- picig uI perpendicularei coborite din 0 pe AC. Sa se eompare 0D eu BC.

ie @ centrul cercului cireumseris unui triunghi ABC si M, N si P picioa- . o[

LR
&y
-rele Prrpendicularelor coborite din O pe laturile triunghiului. Ce relatie existd mtrii C\ ,& '
laturile triunghiurilor ABC i MNP. y ™
#“;\
64. Dmtama eentrelor a doud cercuri secante este d. Tie A unul dintre pum"rf\le
“lor de intersectie gi A B gi AC cite un diamelru. Se cere segmentul BC.
66. Fie ABC un triunghi. Prin fiecare viel se duce paralela la latura Opus;
ge formeazdl astfel un alt triunghi. Ce relalie existd intre laturile acestor trinnghiuri?
66. 1n figura 59 M, N gi P sint mijloacele laturilor trinnghiulni ABC si P, O
si R sint mijloacele laturilor trnmg‘mnhu MNP. Sa se demonstreze ci RS || BC,
S L AR ‘!‘l ()R H fi(
ie A BC un triunghi oavecare si A, N si P mijloacele laturilor sale. Sa se
demonstreze ca medianele triunghinlui 4 B¢ sint si medianele trianghiului 17V 2.

R. —57. 3.4 em, 3,8 em, 5,1 em. 58, Trinnghiurile ABC si MNP sint
de acelasi fal. B9, 7 cm, 9 cm. 60, Dupa teorema hii Tales, 2 este mij-
losul latarii AB. 61. Ul’lffhlllllff‘ celor doua triunghiuri sint egale doua
cite doud ea unghmrnnlatumln paralele, sau: cazul 11 .lo aseménare,

62. BC = 20D. 63, MN =22, Np=EC, py—_A4C ¢ 9

65, [ieecare laturd a (riunghiului mare este dublul unei laturi a tri-
unghiului mic. 67. Fie AM N PN = Q; APIMN este un paralelogram,

deci PO = QN.

73



Fig. [1.60

In fignea 60, ABCD este un trapez, AM = UDsi VN || AB. Sd se demon-
ta: a) N = Al Gl _“ 4, Dby P = B = D

9

streze

69. Sa se demiongtreze ¢, intr-un triunghi dreptunghic A B¢ (.-i = 90%), mediana
care cade pe ipotenuzi este egald cu jumitale din ipolenuza.

70. a) Pe un segment A B se construiegle un semicerc. Fie P un punct al semi-
cercublui §i M g1 V mijloacele segmentelor PoA gi PR, Sa se aleagd punctul £ astlel
incit segmentul )N &4 lie minim. b) Neeeagi chegliune dacd in loenl semicerculul
se la o dreapla oarecaie. ¢) De asemenea, daca P este un punct varecare.

DIVERSE
71. S& se enunle cite un caz de asemdanare pentru: a) doud pitrate; b) doud
dreptunghiuri; ¢) doud.romburi.

latr-un trapez, ducem o paraleli la haze. Se formeazs alte doud trapeze,
Sa

trapeze asemenea intre ele?

compare unghinrile acestor lrapeze ¢u nnghiurile trapezului inifial, Sint aceste

73. Aceeagi problemd, in cazul unui paralelogram.

“ou) Pe un echer (fig, 61), se vad dond triunghiuri (inarginea interioard g
cea exleripard), Sa g0 demonsireze ¢a ole sint agemenea. b) Considerdim o rama
dreptunghivlard care are peste (ol aceeasi lifime. Marginea exterioari si cea inte-
rioard sint doud dreplunghiuri asemenea? Se va lua, de exempli, cazul cind dimen-
sinnile exterioare sint 10 em 8l 20 em, iar litimea ramei este de | ¢m.

R.  68. a) Triunghiul DAB da MO = 1P

(&V)
=

a1 lriunghinl BDC da

b) MO s-a allat &i trinnghinl ACD di MP = 2. 69. Fie

'3

ON =

ABC I-ri-nnghiul si D mijlocal ipotenuzei BC. Se duce DE paralel en
AC, E e A8, Punctul £ este mijloenl laturii AR si DE | AB, deci
triunghiul ADB este isoscel. 72. Nu. 73. Nu 74, b)Nu.



Fig. 11.61

asely afe Elmd un numar dal k. Sa se aj"le. c) raportul (liagonalplnr AC g A'CY;
fontul diagonalelor AD si A'D'.

I%\ poligonul A BCDEF din figura 62 s-a fdcul construclia urmatoare.
il 'de 12 un punet oareeare A7 al laturli A5, s-au dus segmentele N, NP
si PO Tespecliv paralel en BC, (D si DE.

Sa se demonstreze ca poligonul A WY PO este asemenea cu poligonul initial,

77. Recapitulare. Sa se formuleze in seris propozitiile urmatoare. Fiecare teorema
se va insoli de o figura st se va enunla in cuvintle si peescurtai, lolosind literele din
figura. a) Teorema lui Tales si reciproca ei. b) Teorema cu privire la un sir de drepte
paralele taiate de doua secante. ¢) Definilia poligoanelor asemenea. ) Teorema cn
‘priviee la raportul perimetrelor a dona poligoane asemenea. e) Teorema Mmndamen-
tala a asemdnarii. ) Cazurile de asemanare a triunghinrilor. g) Teoreme cu privire
la linia mijlocie a triunghiului. -

R. — 75, a) AABC ~ AA'B'C’ (cazul 1), deci _l‘_'"_ o f‘.;_: 3

i “ L 514
b) Se foloseste rezultatul precedent; AACD ~ AA'C'D" (eazul 1), deei
1';3 = k. 76. Unghiurile sint egale ca unghiuri cu laturile paralele sau

corespondente. Triunghiurile A MWN si ABC, ANP si ACD, precum
si A PO g1 ADE sinl asemenea. Se serie ¢d laturile lor sint proportionale,
A h’ MN AN A MY

——, ——s.am.d. sint egale. Se retine ci T = L =
A [‘ EC AC AR y8

NP L PO, A0

rapoariete
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Capitolnl III
RELATII METRICT! INTR-UN TRIUNGHI DREPTUNGHIC
3.4. NOTIUNI PREGATITOARE

1. Proieciii. Proieclia unui punet pe o dreapia esie piciorul perpendicularei cobio-

rite din qeel punct pe dreapid. ' ' _
in figura 1, punetul A’ este praiectia punctului A pe dreapla ay. Cind punciul

este sitnai pe dreapla, ca de exemplu punctul B, proieciia sa coincide et el insugi.

Pmmnh& unil segmenl pe o dreapla este partea din -lrrnm‘.a enpringa intre
pmleetulp capelelor acelui segment.

In figura 1 proiectia segmentului D pe dreapla xy esle seementul €D, pro-
iectia segmeniului EF este E'F’ si proieclia segmenlului GH esle G'H’. Cind seg-
mentul face parte dintr-o drf-apla perpendiculara pe @ ¥, eum este cazul segmen-
tului 1.7, proiectia Ini se reduce la un punct.

2. Media proporfionali. Cind intre i(rei nuwmere positive, a, b si ¢ exisid relatia
a® = be, se spune ¢ a este medie prnpnm'nnnfd intre b 81 e.
Din relatia a® = be rezulta ci @ = | he. Deci:

Pentru a aﬂa media proporfionala a doud numere, se scoate radacina patrald (Im
pmdn&ml lor.

Exemple: 1. Media proportionala a numerelor 2 gi 50 este 7250 =
= /7100 = 10.

2. Media proportionald a numerelor 5 5i & este | A8 = [/40 = 6,32...

V| Ty
! D Ry uon
| Bt ] : %
| 7 ‘ | '1
i | I I i A
1 1 ; I | [
| | i | b
! g7 | b Wy |
L ‘La = !—,/ L: I '_,l =5 S efitd ,v
A B { p / i" f’t"‘ /’:{ Jjﬁf
'
g, 1111

v Relatii meteice sint relalii care privese masurile unor segme
numere. AR, BC sam.d. san a, b s.a.m.d
reprezinta numere, nu segmente (v. § 37).

_ nie. deei =inl relatii inlre
, reprezinta mnasurile segmentelor respective deci ele
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™
=
Lo

B0
Fig. 1112

Denumirea de medie properjionald se explici astfel: velatia a® = be se poate pune sub

b @ o e e : e
forma — — L Aceasta infeamna ca din numerele a, b si ¢ se poate forma o proporfie in
i (e

care mezii sint egali intre ei si egall cu g, iar extremii sint & si c. Media proportionald se mai
numesie si media geometricd.

3.2. TREOREMA CATETEI TEOREMA INALTIMIT

1. Tignra 2 reprezinta un triunghi dreptunghic ABC in care s-a dus inallimea
AD. S-a facut din carton un trinnghi egal cu el, eartonul s-a tdial dupd indl{imea AD
$i cele doud trinnghiuri ADB §i ADC g-an rvisturnat si s-au agezat lingd t riunghiul
initial'. Se ohservii i s-au obfinut trei {riunghiuri care seaménd intre ele. Vom
demonsira ed aceste triunghiuri sint asemenca si vom deduee douil teoreme, ©

2, Teorema catetei. Reluim triunghiul A BC in care s-a dus indl{imea AD (fig. 3)

Triunghiurile ABC si ABD sint dreptunghice si au unghiul B comun. Avind
eite douit unghiuri egale, aceste triunghiuri sint asemenea., Rezultd cd laturile lor
sint proportionale:

BD __AB _ AD

Al BE . AO

Retinem numai primele dond rapoarte si seriem cd produsul mezilor este egal
cu produsul extremilor:

BD _AB . AB = BC+BD.
AB BC
Se vede ci AB este medie proportionala inlre A

BC si BD.
2. Exact In acelagi fel se aratit cd AC este
medie proportionald intre BC gi DC,
A2 —CH-CDh,

3. Observam cii AB este o catetdl a teivre
ghinlui A BC si BD este proiectia ei pe ipote-
nuzi; tot asa, AC este o catetd si DC cste
proiectia ei pe ipotenuzi.

! Operafia trebuie ficuta efectiv, nu urmirita pe figurd.
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Intr-un triunghi dreptunghic, fiecare catetii esie medie proportionald inire ipo-
fenwusa §i proieciia ei pe ipotenuzd.

Ducd [olosim litere muei cumm avala figura 3, avem:
b=l 4= A

Teorema nil{imii. Sa comparam intre ele cole doud trivnghinet miei ARD
81 ADC (fig. 4). Aeeste (rinnghiuei sint dreplunghice. Unghiurile £ si 2 sinl comple-
mentare, ca unghinri ascalite ale trinnghinlui dreptunghic A 2D, Unghiuvile 1 & 2
sial de aspmenca complementare, cacl suma lor esle unghinl deepl BAC Agadar
unghiveits /2 si 1 oan aeelusi complement (nnghivl 2) deci ele sint egale. Triun-

A
ghinrile 12D i ADC avind cite doud vmghine coale, |1n£,]1ml drept si A = 2 sint
asemenea. Seriem ed laturile for sini propor{ionale:

DB AD _ AR

Ap B A

Relinem numai primele doiii rapoarte:

0l L8 A e D
AD He'

Se vede et AD este medie proportionald intee D2 si D
AD este inaltimea trinnghinlui ARC, jar DB g1 DO sinl segmentele determinate
de ca pe ipntennza.

- Intr-un triunghi dreptunghie, indl{imea este medie proporfionald intre segmentele
==
> determinate de ea pe ipolenusa.
£y
gj’g Dacd folosim/ litere mici, ea in figura 4 avem i2 = m - n.
~aE
| % & i = : E :
) 4. Observiri. 7. Faptul cd triunghinl 48D este asermenea eu teiunghinl 4 B¢
x se poate demonstra si astlel: taiem din hirtie un triunghi egal cu A BD si-l asezam

peste trivnghint 4 B asa enm arala fignea 5. In nona sa pozilie, unghiul A este
corespondent e unghiul 22 din vechea pozitie. Rezultd e ipolenuza Lrinnghinlui
niie (f5.4) este paralela ca ipotenyza teinnghidai mage (£0). Teorema fundamentali
a asemindrii ne arvald ed aceste trinnchivrei sint asemenc,

2. Faptul ca teinnghinl LD este asemenea eu (rinnghiul A DC se poale
stabtli observind cid fippare dintre aceste teiunghiuet este asemenea cu triunghil
intreg 1 BC.

A

Fig. 1115
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5. Aplieatie numeriedi. Notafiile fiind cele din figura 4, se dd: BD = 4 em, DC =
= 9 ¢m. Se cer catetele gi indlfimea friunghiului.

1. Ipotenuza are; 4+ 9 =13 em.

2. Teorema catetei, aplicatd catetei A B, di:

AB2= BD-BC =413 =52, AB = |/52 =721 cm.
3. Teorema catetei, aplicatd catetei AC, da:

AC*=CD-CB=9-13 = 117, AC = |/ 117 = 10,81 em.
4, Teorema inaltimii da:

AD*=DB-DC =4:9=36, AD=]/36=6 cm.

: 3.3. TEOREMA LUI PITAGORA

1. Teorema care urmeazi este una dintre cele mai importante teoreme de geo-
metrie, Fie A BC nn treinnghi deeptunghic (fig. 6) cun laturile BC = a, CA = b,

Conslruim pe fiecare dintre laturile lui cite un pitrat: ACDE (notat eu 1) ABFG
(notat cu 1) si BOAK. Ariile acestor piteate sint: b2, ¢* si % Ducem indl-
timea AN, Fie AN N KH = L. Dreapta AL imparte palratul construit pe ipotenuza
in doud dreptunghiuri, I si 1. Dreplunghiul I are haza ('J{, care este egali cn a, si
indllimea N, care esle egala en m, deci aria sa este a-m. La fel se vede cd aria
dreptunghinini I este «-n.

Teorema calelel aplicata catetei AC
ne arald cd

b2 = o m.

b% este aria patratului T si ¢-m
este arvia dreptunghinlui I, dect

aria palralului I = aria drepiun-
ghinlui 1.

Tot learema catelel, aplicata cate-
tet A8, ne da ¢* = « - u, deci

aria pdalrealulur 11 = avia dreptun-
ghiului 11

Rezulla ca sua artitor patratefor

gi 11, construite pe catele, esle egald
e siwma aritdor  dreeplunghineilor. | Vi 7
gi IL. Dar dreptunghiurile 1 st 11 for-
meaza pitratul constrnit pe ipolennzi. a0 - anm -
Deci arvia patratulni construil pe ipote- ‘
nuza esle egald cu suma aritlor patra- 4
telor conslrutle pe catete, adicd ‘

@ = b% - ¢t Fig. L1T.6



Daeid hotdm laturile trivaghinlui eu cite doud litere, avem: e
BC? — AB? L ACE

Intr-un trinnghi dreptunghic patratul ipotenuzei este egal cu suma pitratelor cite-
telor.
~ Accasta osle leorema lui Pitazoral.

2. Aplieatii. Teorema lui Pilagora ne permite si aftim o laturi a unni triunghi
dreptunghic cind ecunoastern celelaite doua, dupa cum se va vedea in exemplele =
iirmaloare ¢

1. Catetele unui triunghi dreptunghic sint b =23 m, ¢ = & m. Se cere {potenuza
frinnchintng Hig. 7).

=

Teorema lui Pitagora di:

5

=4 =3 L 42 =04+16=25: g=|/25 =5 -

Ipotennza acestui triunghi este de 5 oi
2. Diagonala unui drepiunghi este de 13 em, si lungimea dreptunshiului este de
12 em. Se cere litimen dreptunshivlui (lie. 8),

Teorema Ilni Pitagora, aplieala in trinnghinl A BC, da:
AC*: = AB% 4 Be*,
Inloenind AC si AB prin valorile loe, oblinem:
da2 — 135 B,
De aici rezultd cd
BC? = 13" — 12 = 160 — 144 = 25; BC =1/25 =5 cm.
3. 84 se afle latura §i apotema pilratului inseris inir-un cere cu raza de 5 em.
Construim un cere eu raza de ) em si ducem doi diametrii perpendiculari, AC gi

BD (fig. 9). Patralaterul ABCH este un pilrat inseris fn cerc. Ducem QM per-
pendienlar pe AB; Ol este.apotema acestui patrat.

b
Fig. HL7 TFig. 111.8 Fig. 111.9

U Pitegora, matemalician si filozol din antichilale, a tedil in jurnl annlet 500 Len. T a
intemeial Ta Uratona (Halia de Sud) o seoalid in eare s-a gludial matematica. Teorema rare poarta
numele lui Pilagora a fost cunoseutd in parte inaintea Ini Pitagora in Fgipt si in China,
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“Téorema lui Pitagora, aplicatd in triunghiul AOB, di
AB? — QA - OB =52 4 52 =25 4 25 = 50; AB = /50 = 7,07 e
S4 aflam apotema OM. Considerdm triunghinl A BD. Deoarece OM | AB,
M estemijlocul laturii A B; O este mijlocul laturii BD. Rezultd ed 0.4 — fg , adicd

apotema pitratului este jumatate din laturd, In caznl de fatd, OM = 7,07 :2 =
= 2 54 cm.

4. Sd se afle latura si apoiema hexagonului regulal {nscris intr-un cerc ci rasa de
¢ om.

Se stie ca latura hexagonului inscris este egala cu taza cercului (fig. 10), deci
AR =7 em. Sa aflam apotema O H. Trinnghiul OA B este echilateral, deci inalti-

3 T AB 7
mea sa O este si mediana, 4 W = —

9

)
o

= 3.5 em. Tecrema lui Pitagora,
aplicatd in trinnghiul 04 M, di:
OM2 =0A2 — AM? = 72 — 3,5° = 49 — 12,25 = 36,75;
01 = | 3625 = 6.06 cm.
5. Sa se afle latura i apotema triunshinlud echilateral inseris (nir-un cere e raza
de 4 en.

Fie ABC un triunghi echilateral inscris in cere (fig. 11), e T
= 360° ; 3 = 120°. Not&m en D mijlocul areului BC. Atunei BD = 120° : 2 = 60°
7 p———— _— o - o
oi ABD = AB -+ BD = 120° -- 60° = 180°, deci AD este un diametru al cereului,
AD =924 =8 em g1 CD este latnra hexagonulni inseris in eere (edei CD = 607)s
deei CD = 4 em. Unghiul ACB, fiind inseris intr-un semicere, este drept. Aplicim
teorema Ini Pitagora in triunghinl ACD:

AC2 = AD2 — D2 — 8§ — 42 = 64 — 16 = 48; A(‘H[//’sq—ﬁqﬂ om.

Fie O apotema triunghinlui. Deoarece O | AC, M este mijlocul laturii A€
O este mijlocul Iaturii AD, Rezulti ei O este linie mijlocie in triunghinl 45,

Fig. 111.10 Fig. T11.11

Rl
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deci OM = oo

9

=

. Deoarece DC este egal cu raza cercului, apotema triunghinlui

este jumatate din raza:

oM =2 =
’ //,sv-’inz:‘__‘_‘.
; : T
EXERCITI/

1. Si se exprime printr-o formuld c4: a) = este medie proportionala intre 3 si 7
b) Beste medie proportionald intre @ si b: ¢) m este medie proportionala intre 3 si 27.

2. 'Care este media proporfionald a doud numere egale?

3. Sd se calculeze media proportionald (geometried) a numerelor urmitoare:
&% 165251505 951 16; 7 5i 28; 351 5; 7 g 7.
Sd se afle in fiecare caz gi media aritmetics §i sd se compare cu media proportio-
nald. Sd se afle in primele trei cazuri de cite ori media propor{ionald este mai mare
¢a numirul mai mie gi de cite ori este mai micd decit numarul mai mare,

TEOREMA CATETEI, TEOREMA INALTIMIT

In exercifiile 4—11 notatiile sint cele din figura 12.

4. 54 se scrie numerele urm#toare in ordinea crescatoare, dupd aprecierea din
ochi: a) ¢, nsia; b) a, msib;e) i, msin. Aprecierile corespund cu rezultatele date
de teorema catetei si teorema inaltimii?

5. Notatiile fiind cele din figura 12, si se completeze tabelul urmétor. Lungimile
sint date in centimetri. :

6. Fie AB un diametra al wunui l

b ) | A
cerc, CD o coardd perpendienlard pe 4B } gl l ) ’ i ‘ ) _ el {

st AB N CD = E. Ce relalii exista intre: l a 160 ‘ 29 ’

a) A€ AB st AE; b) R(. AB si BE: | : 5 i b |

¢) AE, EB i EC? - e [ | -

. , ‘ 20
B
: i | [ 9.6 | 5
" p ﬁn_‘ 5 | 16
: [ mﬁi[ 12
Fig. 111.12 . :

R—3.810:12:14:3,87: 7. b. a) m = 6.4 c=060=81=4858:

: = P 1 =
ha=15 n=54c¢=9 i =72 &) n =132, m=15 % =24,
9 *‘JL}’

z':lz-i-%. d) m=288 4 =338 b=2817 c=13. &) a—20, b

5 28.945: e= 17888, + = 8. 6. Trinnghinl ABC este dreptunghie.
W ACP=AB-4F b} Bl = 4B :BE. o) CL®— EA-EB.




. S§4 se demonstreze cd i = b

a

2 Sl b\?
8%, Sa se demonstreze céd — = (m) :
Tl

9. a) Fie m §i n dona segmente. Peniru a construi un

segmenl egal eun media lor proportionald se poate proceda Fig. [11.13
astfel, Pe o dreaptd se poartd segmentele AB = m

§i BC = n. se construieste un semicere de diametrn AC, in B se ridicd perpendicu-
lara pe AC si se noleaza eu D intersectia ei cu semicercul, Sa se demonsireze ea seg-
mentnl BD este cel edutat, 1) Si se deducd din aceastd constructie ed media propor-
tionald a dond numere este cel mull egald cu media lor arilmetica (Tig. 13).

10. Se ridicd in vieful B perpendienlara pe BC' si se noteaza eu E intersectia ei

1 3 o - y i
cu Adreapta A, Sa se demonstreze ca AE -

=\ Daca DE | AB si DF | AC (E e AB, F € A(), s& se demonsireze

TEOKEMA LUT PITAGORA

i se compleleze tabe glural, in caped §1 ¢ b.m-t"’nalsnlplp 81 ¢ este ipote-

i trinnghi deeptunghie. Lungriif SttTate in cenlimetri.

‘ a)
|

¥
a ca,l.g\ 34 29 . &7 1 g,l)' 58

13. Si se caleuleze ipotenuza unni biunght  dreplunghic isoscel cu latura
de D e,

R. =% AABD~ A ABE sou A AB0 ~ A 4BC. 8§ Bezulis,
prin impi
indltimii in teivnehinl ADC. h) OF | A, Raza OF - do_thwa

-) D '

i A % 3
BD & OF. 1. ABE = C: A AEB ~ AACB 11. AE = DF;
ALD ~ A ABC. 12, 8) ¢ = 94800, b) c=30em. ©) 0= 20 caL

) =6 em. e) o = 85Hen; d)e=42em. 13, 7.05 ¢

dive, din relalude 6% —= wm sl ¢® = an. ). a) Se ap“{ i teorema

i 83
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Fig. 11T.1% Fig. 11145

14, Latura unui romb este de 13 m si una din diagonale este de 10 m. Se cere
cealaltd diagonald.

15. Intr-un eere, se d o eoarda de 40 em, Se stie cd distania de la centrul cereu-
lui pind Ia acea coardd esie de 21 em. Se cere raza cerculul.

16. S4d se determine perimetrul unei {oi de fahli care are formq din figura 14. \
Lungimile sint date in eentimefri. v

17. In figura 15 se dii: CA = 4 cm, CB = 85 em, AC | AB.Sise determine
pozitia punctului A/ pe dreapta BA astfel incit unghiul 1 sa fie egal en unghinl 2.

18. In figura 16, triunghiul A BC este isoscel, AD | BC si M este mijlomﬁ‘
Iui AD. Se di AC =13 m, BC = 10 m. Se cere C M. '

19. Un triunghi dreptunghic are catetele de 5 em si 12 em si yn alt triunghi drept-
unghic are catetele de 12 em gi 16 em. Agezdm aceste teiunghiuri unul lingd altul,
astfel ineit laturile lor egale a4 coincidd. Se cere perimetrul trinnghiului care se for-
meazi astfel,

20. Intr-un triunghi drepinnghic A BC se dan: cateta A B = 33 em gi ipotenuza
BC = 65 em. Se eer medianele 5D, CF.

21. Notatiile fiind cele din figura 17 (. A= 90 Yse did: AB = 45 em, BC = 53 em,
BD =12 em, CE = AC. Se cere DE. :

5] A £ Z
Fig. TI1.16 Fig. 111.17
R. — 14, 24m. 15. 29 em. 16, 47.64 em. 17. AM = 7.5 em.
18. MC =781 m. 19. 54em. 20. BD = 4327 em; (F — 5338 cm.

2]1. CA = 28cem, DE = 65 cm.
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K A 1:’-'
Fig. 1115 Tig. 11119

99 Inir-un teapez isoseel, hazele sint: A2 — 18 m. €D = & m gi perimetrul
este de 52 . Se ecere inaltimea,

) Intr-un lmpP? baza mici DC — 3 m, lalurile nepagalele sint: AD = 13 m,

20 m gi m'lli imea este de O m. Se core baza mare.

24, Intr-un trapez dreptunghic, una din haze este de 21 cm, i cealalti de 17 em.

13

Inalkimea  trapezului este de 3 em. Se cere perimetrul trapezului.

Y aturile waui trapez isoscel A BCD sint: AR = 18 em, BO' = AD = 12 em,
. Se cer diagonalele trapezului,

96,  Se constderit dond cerenri concentrice, fnir—zm punct 7' al cereului mai mie
se duce~tangenta la el i se noteazd eu A s B pum tele el de interseclie cu npreul
mai mare. Razele cercurilor sint de O em si 41 em. Se cere coarda A B,

27, Diametrul A £ al unui cere esle de lﬂ em, In punctul A se duee tangenta
la cere gi se poarld pe ea un segment A i e, Se noleaza en D punetul (deosebit
de B) in care dreapla Cf3 taie eerenl. Se eer s«vgnmm-ralra ADsi BD,

98* Laturile nnui trinnghi isoseel (fg. 18) sint de 6 m, 5 m si 5 m. S& se caleu-

hﬂ? _raza cerctility ciretimseris aceslui trianghi.

=90°, AB =0 m, AC = 12 m. Punctul M este mij-
Se cer laturile trinnghiulal 17V

R. — 22, Se duce CFE paralel cu DA (B & AB): 12m. 23, 18,75 m.
24, 46 em, 25, Fie [L 51 F respectiv picioarele perpendicularelor cohorite
din D 5i  pe bazn mare AB. AF = BF, deci BF = (18 — §) : 2 =5,
Teinnghinl CF 2 dac €F, apoi AC se afla din trianghinl AFC: AC =
—[7.69cm. 26. S0 e 27, Triunghiul ¢ A8 este :lI-r-plnanhir- si A D este
indltimen lui. BC — 26 cm, BD — 3 L em, AD = 9 > em. 28, Se aplica

13 8
teorema lui Pitagora in triunghiul ACD  apoi le;Pmn caletei in

triunghiul ACE; 3,125m. 29, CM'=65m NM=2"m, CN =7 L,
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30. Aceeasi problemi, dacit se ia punctul N la mijlocul laturii AC i N | BC.

81. Intr-un triunghi dreptunghic, o catetd este de 2,4 m gi ipotenuza este de
5,1 m, Si se caleuleze laturile unui trinnghi asemenea en el si mai mie decit el

3 £ i ¥

raportul de asemdénare fiind 2 : 3. _

32. Diagonalele unui romb sint de 16 em si 30 em. Un romb asemenea cu el are
latura de 68 em. Care este raportul de aseminare?

33. Laturile unui dreptunghi sint de 40 m si % m. Un dreptunghi asemenea en
el are diagonala de 205 m. Se cer laturile acesiui dreptunghi,

8¢ se demonstreze cu ajutorul teoremer i Pitagora leoremele 34—38.

34. a) Indltimea unui triunghi isoscel este si mediand. b) Un triunghi in care o
indltime este sl mediand este isoscel.

33, Daedi dintr-un punct se duce o perpendiculard pe o dreapta si o oblicd, per-
pendiculara este mai scurtd decit oblica,

36. a) Daca dintr-un punct se due spre o dreapta doud oblice, oblica care are
proiectia mai mare este mai mare. b) Oblica mai mare are proiectia mai mare.

37. 0 coardd a unui cere care nu este diametru este mai micd deelt diametrul.

38. a) Din doud coarde neegale ale aceluiasi cere, coarda mai mare este mai apro-
piatd de centrn. b) Coarda mai apropiata de rvnlm oste mai mare.

39. Notaliile fiind ecele din figura 4 (AD { BC), sa so demonstreze eit: a) Daci
6% = a - m, lriunghiul A BC este dreptunghic (reciproca teoremei eatetei). h) Daed
i* = m - p, triunghinl ABC este dreptunghic (reciproca teoremei indliimii).

R.—30.CN=06m, M\ = -l—?-m M= 5 -!'%m.31u'1,6m;3,4m;

3m.32. 1:4. 33.200 m; 45 m. 34. Fie ABC triunghiul si AD o inil-
{ime. AB = AC = a, AD = i. Se caleuleazd BD din triunghiul A BD
gi DC din triunghiul ADC. b) Se pune BD = DC — a si se caleuleazi AB
si AC. 3bh. Se aplica teorema lui Pitagora in trmnghml care se
formeazd. 36. Fie 0A si OF oblicele si £ piciorul perpendicularer duse
din O pe dreapta. Se caleuleaza 0.2 din (riunghinl OPA si OB2
din triunghinl OPB si se eompari termenii sumelor. 37, Fie AB o
coardd. Se duce diametrul AC gi se aplica teorema lui Pitagora in
triunghiul ABC. 38. a) Fie AB g CD cele doud coarde, M si N
picioarele perpendicularelor coborite din cenirul O pe ele, M & AB.
Se caleuleazd OM din triunghiul OA M si ON din (riunghinl OCN.
in prlma (ilfPI’Eﬂhl sedzitornl este mai mare. 39. a) Din 42 = q - m,
adied = ? =2 rezults ed AADC ~ AABC (cazul 1). Dar trinnghiul 4 DC

ik

! ; ) % 3 At
este dreptunghie, deci... b) Din i*=m-n, adici =~=2 rezultd
m I

el A ADB ~ A ADC (cazul T), deci B=1. Dar B4 5= 90,
~ A P
deei 1 + 2 = 90°, deci BAC = 90°

86



T 4
@ /Un pitrat en latura de 6 em este inseris intr-un cere. S& se caleuleze raza
cerciilhi,

41. Si se construiasci un palrat inseris gi un pitrat eciccnmeeris aeeluiagi cere,
Si se afle raporiul dintre laturile lor. >

42, a) Avem o plaed in formd de hexagon regulal, latura lui fiind de 10 em,
Vrem sa {acem o cutie deeptunghinlard cit mai mica in eare sa ineapa. Ce lungime
si ce litime trebuie s aiba eutia? h) Areeasi problema in cazul unei plaei in formi
de trinnghi echilateral cu latura de 10 em.

W

43, O cladive (fig. 20) este inalta de 8 m si dispnnem de o seard ingd de 10 m.
La re distantd de cladive putem fixa picioenl sedreil penlea ca celaiall eapat al searii
si ajunga la acoperis?

44, O seard AD langd de 6.50 m este rezemata de nn zid (fig. 20). AC — 6 m.
Cu ¢it nred punclul A dacd apropiem punetul B ode punetul € ew 1 m? Cu eit eoloari
punctul A daed departiam pnnetul £ de pinetul € en 1 m?

,«1{). 1'n Hii!p de teleoral inalt de 8 esle fixal cu o ancord de sivmd BC

RN S ; : ; . 5 :
(fig. 24) lungd de 9 m. Ancora cuprinde stilpul la o distanta de 2 m de viref,

Care este dislanta A B dintre piciornl stilpului i punctul £ unde ancora este

|
r_-':";&f-‘ WREET .'E",'?.'!'."-',:r&:.-"’f't'.'i‘ﬁt

=]

Fig, 111.20 Pig. I11.2%

R, — 40, 4,201 e, 41, 172 :2 = 0.705. 42, a) Baza culiei trebuie
gd lie un patral co fatura 170 eme h) 10 e g 865 em. 43, Cel
mult 6m. 44, Cn 0.32 ni; cu 0,58 m. 45, 6.71 m. 46. Longimea eovo-
rului = 16« I8 - 25 - 18 4 200 = 954 c¢m; balustrada este ipotenuza
unni Irianghi dreplunghic m care catela orizontala este de 25 - 18 em
gi cea verticald de 16 « 18 cm; cu 4,20 m.



Tig. 111,22  Fig. 111.23

47. Printr-un punct trec doui sosele, una avind directia est-vest, cealaltd nord-
gud (fig. 22). Din acest punet pleacd simnltan doud masini fiecare mergind pe o altd
“gosea. Una merge cu o vitezit de 60 km pe ord gi celilalt cu 36 km' pe oril. a) Care
este distanta dintre ele dup# 10 minute? b) Cu ¢it creste aceastd distantd in minu-
tul urmétor?

48. O curea de fransmisie leagi o roatd direct en axa de transmisie (fig. 23).
Roata are un diametrn de 1,20 m, grosimea axei de {ransmisic se neglijeaza si dis-
tanta de la centrul rolii la axa de fransmisie este de 3,50 m. Se cere lungimea pérfii
rectilinii a curelei. :

R. — 47. a) 11,662 km. b) Se folosese (riunghiurile asemenea; eu o
zecime, adica 1,166 km. 48. 3,45 m.
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GAPITOLULETY
\JE DE TRIGONOMETRIE

SThie:

1. Se glie c¢d, atunci ¢ind cuncastem un numar : elemente ale unui
triunghi, de exemplu, o laturd gi cele doud unghiuri aliturate ei, putem construi
triunghiul. Triunghiul o datd construit, putemn masura celelalte elemente,
Acest procedeu este insd foarle pufin precis. In cele ce urmeazdi, vom invila
o metodd mai precisd de a determina elementele unui (riunghi, metodd bazala
pe caleul,

2. Definitii. Fie ABC (fig. 1) un triunghi dreptunghic. Considerdm unul dintre
unghiurile sale ascutite, de exemplu, unghiul €. Se lolosesc urmiatoarele rapoarte

tel k1 ) t) o p
dintre laturile triunghivlui, numite funclii trigonometrice ale acestui unghi:

- : f catela opusi : b cateta aldluratd
blll(,;—:»—.———v;cus{,up-ﬁ_:_-é__j__u
a ipotenuza « ipolenuzi
gl = S caleta f;lpliS&wl kg O &) iz culela aiﬁturahtﬁ‘ 2
b cateta alaturatd (3 caleta opusa

In mod analog se definesc funetiile ovieirui unghi ascutit. De exemplu, cele
patru funciii trigonometrice ale unghiului B sint:

: b i
sin B=—, o8 B=—, tg B =
a (47

3 el =—

o | =
|

In aceste expresii, ¢, b, ¢ reprezintd misurile laturilor triunghiului (mésurate
cu aceeasgi unitate de misurd).
Lzemplu: Si ludm cazul cind laturile triunghiului

sint: b = 4dem, e =3 cm, ¢ =5 en. B
In acest caz, cele patru funclii trigonomelrice ale
unghiului ¢ au valorile: o
4 ; &
s (= — =006, cos C =— =08,
3 5
‘ ' f
3 s X fi A
tg € =—=10,75, clg C = — = 1,35 = 1,“7 :
& 3 Big. BV

t Semnul sin este o prescurtare pentru sinus. Expresia sin u se citeste: sinus de v sau asa
cum se scrie. Semnul cos este ¢ prescurture pentru cosinus, Expresia cos w se citeste: cosinus
deu sau asa cum se scrie. Semnul iy este v prescurtare pentru tangentd, Bxpresia tg use citeste:
tangenid de u. Semnul ctg este ¢ prescurtare pentru cotangenti. Expresia ctg u se citeste; coton-
genid de u.
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2
Observare, Pentru a tine minte definitiile functiilor trigonometrice, se pob
observa urmaloarele: s
@) In cuvintele sinus si cosinus se gdseste litera i; aceste funetii contin 1potenuza
(prima literd a cuvintului ipolenuza esle tot i). Trebuie sa {inem minte cd, in ambele 4
rapoarte, ipotenuza figureazi la numitor. :
&) In cuvintele lcl[]"’t*l]i;i si colangenta se gaseste litera a; acests
numai catete (prima vocald a cuvintului eat (’ld este tob a).
¢) Functiile propriu-zise, sinusul 1 tangenta, incep cu dePtd. Ulm
sul si colangenta — cu catela alilurata. i
Deci, pentru a se vie sinusul unui unghi. judecam astiel: iumd
propriu-zisd, incepem cu caleta opusi; liind vorba de wmus, pu

ipotenuza. {

. Construetia unui unghi ¢ind se eunoaste valoarea uneia dLg;rre ﬁmotu
i . e
tmgouometnae. '4"‘“?“ _.\:7)4_/ ;

in LEPB AL

4
1. Se da sin M = = . Trebuie sd construim un triunghi d:vptuﬁ&h
L\ g =

8
cateld sa [ie de 5 unilali $1 ipotenuza de 8 unitati. \
Construim un unghi drept cu virful in A (fig. 2), pe una din latur: "pc‘t‘l'ta'nn n
seagment A B = D unitdli oarecare, apoi ludm intre virlurile compasului un segment
de 8 unitdli (egale en eele precedente) si deseriem un are de cere en centrul in B,
care si taie cealadti latura a unghiului drepl. Notam cu~J punelul de interseclie.
Unghiul AMEB este unghiul ciulat. in adevir, in triunghiul _“-1 M B, cateta opusa

unghiului A7 este de b nnitdati si ipotenuza este de 8 unitdli, deci sin W = e
8

'3
<. Construim, ca in cazul precedent, un triunghi dreptunghie

Hn Se da cos Jf =

(1
cu o catebd de H unitali g1 ipotenuza de 6 unitati. Unghiul aldturat acelel catete este
unghiul edutat.

Se di to M =, Pe Talnrile unui unght drept (fig. 3), purtim seginentele
')
AR = 3 unititi gi AWM =5 unitati i unim M en B, Unghiul M este unghiul
eautal.

4. Se dd clg M = —. Pe laturile unui unghi drept cu virful in A, purtdm seg-

a:-]ul

mentele A3 = 5 unitdli si AL = 4 unititisi anim 3 cu 2. Unghiul M este unghiul

gdulat.
&
// 7
S
,‘/

o g

,/ L

)/. ]

\(.‘
M A
Fig. IV.2 Fiz, V.3
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5. Funetiilo trigonometrice depind numai de unghi. e
Fie xAy un unghi aseulil oarccare (lig. 4). Sd ludm un M M
(M & Ay) si s coborim  perpendi-

punct oarecary
guu[dm MN pe l‘riunﬁhiul MAN ne da:

V‘Oé\@& Q‘%b’lu A= MN 4 NN

AM Pig. 1V.4

nusului unghiului A intrd latuvile M g1 AWM, dar valoarea sinusu-
luifnu depi{fea 'l‘iuma fiecdrel laluri in parle, Ea depinde numai de unghiul A.
: [ un alt punet, M (M € Ay) si coborim M'N' perpendi-

1 M'N' ne di:
: } r‘ _'/
sin A — = LN
AM
care g alta valoare. Dar triunghiul A M'V' este asemenea cu tri-

M AMY . MN  MN

— —— L]
MYV AM AM A 7/
ceea ce inseanma cd ohline ipenlry i 5 vare.
In acelasi fel se dovedeste cd si cos 4, tg A si ctg 4 depind numai de unghiul 4,
nicidecum de laturile triunghiului din care face parte.

6. Table trigonometrice. Valorile funcliilor trigonometrice se calculeazd prin
meftode din matemalici superioare. La sfivsilul cdrlii se gasesc patru table, in care
sinl gala caleulate valorvile functiilor (rigonometrice ale unghiurilor de la 0° la 90°
din jumatate in jumatate de grad. Valorile din table sinl aproximalive.

Fie de allal sin 26° In labla de la pagina 140, cautdm in rindul 26 si gisim
0.455. Deei, sin 267 — (L4538,

In acelasi vind, in coloana a deua, cilim ca sin 26730" — 0,446,

Penlru a alla, de exemplu, sin 537307, cdutim in rindul .')b’, dar luam numarul
din coloana a doua; gismi: 0,853, Deci: sin 58°30" = 0.8

Cind avem nevoie de sinusul unui unghi care are un numar oarecare de minute
(nu 30'), il rotunjim astfel: cind unghiul are mai putlin de 15" le neglijam; eind
unghiul are 15" sau este cuprins intre 15" si 45, consideram c¢a ave 30"; cind unghiul
are mai mull ca 45" sau chiar 45" marim numdarul gradelor eu o unitate.

#)

Exemple:rsin 38712 = sin 58 = {).616;
sin 358716° — 8in 38730¢ — 0,623
gin 38%42" — sin 38°30" = 0,628
gin 38750 = sin 39° = = 0,620.

Valorils functiilor cosinus, tangenta gi cotangenta se afla la fel in tablele respec-
tive, de la pagina 141.

Invers, daca cuncastem sinysul unui unghi, putem afla unghiul. Ele de exemply,
Sinr = 0,0’.72. Cautam i ‘rahia sinusurilor acest numdir. Nu-l gdsim, dar gisum
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numerele 0,566 si 0,574, dintre care primul e mal mic ca
numirul nostru, iar al doilea e mai mare. Dintre aceste doud
numere, 0,566 diferi de numdirul nostru cu 0,572 — 0,566 =
= 6 miimi, iar 0,574 diferd numai cu 0,574 — 0,572 = 2 miimi,
deci 0,574 esle mai apropiat de numarul nostru. Ludam pentru
unghiul z valoarea corespunzitoare, adicd z = 35°

In acelasi fel se procedeazd cind se cunoagle valoarea unel
alte functii a unghiului.

7. Rezolvarea iriunghiului dreptunghic. A rezolva un {ri-
unghi inseamni a calcula elementele lui, adica toate laturile si
toale unghiurile lui. Cind cunoagtem doud elemente ale unui

triunghi dreptunghic,” din care cel putin o laturd, pulem rezolva triunghiul —
dupia cum sc va vedea din exemplele urmatoare:

1. Intr-un triunghi dreptunghic ABC (fig. 5), se di AB = 5 m, BC = 8 m. Sd

se resolve triunghiul.

@) Deourece cunvastem ipotenuza g1 o catela, pulem fulosi funelia sinus. Avem:

- AR 5 o
sin C = —Jf = 2 = 0,625,
i, 8 ; ¢

Gasim in tabld: ¢ = 38°0".
&) Unghiul B se afld ugor, observind cd cele doud unghiuri ale unui triunghi

dreptunghic sint complementare. Deci:

B 90° — € = 80°607 — 35730 = 51°30".

Putem afla intii unghiul 8. Cunvscind ipotenuza BC 51 cateta AL, luam

cosinusul unghiului 5.

Tabla da: B = 51°30". Unghiul ¢ se afia sedzind unghiul B din 90°.

¢) Penlru a alla cateta AC, luam sinusul unghiului B;

el aBN AC
g B="—: g Hlgl = —.
Al 4

Privim aceastd egalitate ca o proporiie:

wi 510807 A

== 3

1 8

din care scoatemn:

AC = 8sin 51°30".

Gisim in tabld: sin 31°30" = 0,783, Dsci:

AC = 0,783 - 8 = 6,264 m.



Latura AC se putea afla gi prin teorema lui Pitagora, dar in acest caz calculele
sint mai lungi.

2, 8d se rezolve un riunghi dreptunglic ABC (fig. ), eunoscind AB = 10 m g1

= B4

»

«) Deoarece cunoaslem o catetd si unghiul opus ei, putem folosi functia sinus,
fangenld sau colangenta. Avem: ¢
; g 6h° A0

dE R B 0 Rl
A B 1 10

cle € =

Gasim in labld: ctg 64° = 0,488, Deci AL = 0,488 - 10 = 4,88 m.
Lalura AC se poale alla si cu ajulorul Tuneliei langentd, dar calculele sint mal
Tungi.

b) Penlru a afla ipotenuza, folusim funclia sinus:

] o S
sju(,':ifi;&:.lﬁ;b‘(,’:$.
BC 1 BC sin G4”

Tabla dd: sin 64° = 0,899. Deci:
BC = 100890 =11 42
¢) Unghiul B Sewsdli usor:
B — 890" — 647 = 26°.

- 8. Latura 3i apotema unui poligen regulat oarecare. Numai unele poligoane regu-
lale se pot construl folosind numal rigla si compasul. Dar, folosind trigonometria,
se pot calcula latura si apotema oricdrui poligon regulat.

Fie A BCD... un poligon regulat ¢u n laturi inscris intr-un cere de razd R, n fiind
~un numir natural carecave (fig. 6). Notdm latura si apotema sa cu [, $i a,.

Ducems O3 perpendicular pe 4B, Atunei A M esle jumitate din latura poligonului,

MM = — DA

si OO0 este apolema poligonului, OM = ¢,. Ne propunem si aflim [, si a,,
sunoseind 7 si K. :
Daca poligonul arve r laturi, avcul A8/
/
este a m-a parte din cere unghiul la
360 : .
centru AOQB are —— grade, iar unghiul

I o~ -0
AOM esle jumdlale din unghiul 105,

deci \
N 960° 2
Aom =38 .9 180,

i \

1

e
Din triunghiul AOM scealem:

AT :
sin AOM — :é_“i.;
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adicd sm—@]— = % de unde AM =
/3

deocarece [, = 24 M,

=i

O'U 1807 oy, o
Tot din triunghiul 40M cos 1OM = adicd cos o de unde

Z I
a, = R cos L
: n
Aceste doud formule dau latura si apotema oricarui poligon regulal inscris in cere.
Ezemplu Pentru n= 15, se obtine
l; = 2R sin 2¥ = 2R sin 12° = 2R - 0,208 = 0,416 R,

2 15

ty; = B cos 222 = Rcos 12° = R+ 0,978 = 0,978 R,

15

9. Aplicatii. 1. Un stilp inalt de & m (Yig. 7) aruncd o umbrd lungd de 2,50 m. Ce
unghi formeasi razele soarelui cu orizontalu?
In triunghinl ABC cunoagtem catetele: AB =4 m, AC =250 m. Se cere_
unghiul C pe care-l fac razele soarelui cu orizontala. \
tg C = =05

4

2,50

o v ); = Q0

Tabla di: C = 58°

2. Inir-un cerc (tig. 8) se duc doud raze OA 51 OB care formeasd un unghi de 70°.
Raza cercului este de 5 m. Se cere coarda AB.

Din centrul cercului coborim perpendiculara pe 4B. Se formeazi triunghiul

S o !

0AD, in care cunvastem: 04 = 5m, 40D = 70° : 2 = 35°. Putem afla cateta AD.

sin 40D = 218 :
04

Inlocuind sin AOD ¢i OA prin valorile lor, obtinem:

0574 =82 . AD = 0574-5 = 2,87; AB=287-2=574m,

(e
=



EXERCITIL

1. 54 ge construiascd unghiul A, stiind ci:
: - 5 2 4

a) sin 4 = 0.7; b) cos d = o ¢) tg Al o d) tgeA=2;e) ctgd =1
f) ctgd = 5’- Se va misura de fiecare datd unghiul §i se va compara rezultatul
cu cel dat de tabla.

. Sd se determine cu ajutorul tablei:

a) sin 21°30"; b) sin 81°; ¢) sin 65°10; d) sin 6°51"; e) cos 38°24'; ) cos 71°35;
g) cos 15%67; h) 1g 60°307; i) Lg 24°18"; j) etg 56°40"; k) ctg 41°7". :

3. Sd se afle cu ajutorul tablei unghiul @ stiind cé:

a) sinz = 0,737; b) cos x = 0,656; e) tgz = 1,303; d) ctg z = 1,455;
) sin z = 0,651; ) cos z = 0,234; g) tg a = 0,853; k)’c_tﬁ\ 0,673.

4. Notatiile fiind cele din figura 1 si se GO?M ta‘}ul aldturat.

o 5 ?Mﬂ‘lﬁmm triunghi isos-
: : / cel sint"de 3m, 5m, 5m. Se cer
8) b ¢) ) &) P/( ungh‘{urile triunghiului.

¢ 6. Laturile unui dreptunghic

T : . ,Smt de 5m gi 3m. Se cere unghiul
ke /format de diagonalele dreptun-
b 15 o] ghiului.
: Dtae*enalele unui romb sint
g 40/ 8 6 4’ cm i 10 cm. Si se afle un-
nulje—fﬁmbulm
B 41295

8. Bazele unui trapez isoscel
sint de 8 em i 5 om gi laturile
€ | 9% 26°30" | 66° neparalele au cite 6 em. Si se
afle unghiurile trapezului.

9. Intr-un cere, unei coarde de 30 ¢ ii corespunde un unghi la centru de 28°
S& se alle raza cerculul.
10. Dintr-un punct A se duc cele doud tangente la un cere cu centrul in O,
Raza cercului este de 5 cm i OA = 7 cin. Se cere unghiul format de tangente.
L]

R.—4. a) B=156° b=2829, ¢c=559. b) € — 48°35", b — 1326,
c=1498. o) B =630, « = 16,759, ¢ = 7,485, d) B = 2°, ¢ =
= 43,763, b=17,80. ¢) B=158, ( =32°, a=943. f) B=>57,
€ = 33°, b= 0,24, 5. 72°30’, 72°30", 35°. 6. 62°. 7. 44°, 136°. 8. 75°30,
1045307, 9. 61,98 m. 10. 91°.
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11. Doud cercuri sint tangente exterior. liazele lor sinb: # —= 8 em, r = 4 cn.
Se cere unghiul A format de tangenta lor comund 77" cu linia centrelor (fig. Y).

12. Razele o doud cercuri sint: £2 = 8 cm, r = b cm i distanla dintre centrele
Jor este de 15 ¢ni. Si se calculeze unghiul format de tangenta lor comuni extlerioard
(vave nu taie segmentul determinat de cenirele cercurilor) cu linia centrelor.

Notd. In cele mai multe dintre problemele urmitoare se va construi figura (la
seard) pe baza datelor si rezultatele calculelor se vor verilica prin masurare.

13. Prin pante unei sosele AB (fig. 10) se inlelege raportul dintre lungimile BC
si AC. @) Ce functie trigonomelrici a unghiului @ reprezintd panta? &) Panta une
susele este de 21/100. Ce unghi fuce goseaua cu orizonlala? ¢) O gosea fa-7peu orizon-
tala un unghi de 8°. Care esle panla ei?

14. Panta liniei lerate este indicatd prin niste tablite, a cdvor forma este indicatd
in figura 11. Prima tiblitd arald ed, pe o portiune de 101 m, hnia ured (sigeata este
indreptatd in sus) cu o pantd de 5/100 i tablila a doua arald ed, pe o porfiune do
639 1w, linia coboard (stigeala este indreptald in jos) cu o panta de 8/100. 5a se afle
pentru fiecare dintre aceste linit unghiul pe care-l face cu orizontala.

135. De la distanta de 50 m, o cladire se vede sub un unghi de elevalie de 40°.
Se cere indllimea cladirii. Ochiul observatorului se afld la 1,50 m deasupra
solului. Unghiul de elevalie este unghiul o din figura 12, formal de semidreapta
care uneste ochiul observatorului cu capalul de sus al cladivii g1 orizontala.

16. Un obiect arunca o umbrdlunga
de 80 m. Unghiul pe coare-l Tormeaza
razele soarelui cu orvizontala este de GO°
S se alle indltimea ebicetulul, / i i

LR

Lj_} l\ [ 5 BRI &
V4 B/ X
i _fi

Fig. IV.11 Tig. IV.12

R. — 11. Se duce B17|| 04 i se [oloseste triunghml BT 19%30".

AN
12, Linie.ajutdtoare 7'B analogd cu ceéa din figura 93 7'7"B = 11°30",
13. &) 12°; ¢) 14/100. 14, 3°, 4°30". 1b. 43,45 m. 16, 138,56 m.
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17%, Cind eiutura unei fintini se afli la 1,20 m deasupra pimintuloi, cumpina
tace cu orizontala un unghi de 50° (fig. 13) ¢i cind ciutura se gdseste la nivelul apel
din fintind, cumpina face cu orizontala un wnghi de 107, ¢o in figura 14. Lungimea
cumpiinei socotitd de la punctul ei de sprijin este de 6 w. Sa se afle adineimea fin-
tinii (socotitd pind la nivelul apei).

18. Un'observator se afli Ia o distantid de 5 m de la o statuie pe care 0 vede sub
un unghi de elevatie de 30° (lig. 15). Cu cit trebuie si se apropic de slatule, ca
statuia si-i apard sub un unghi de elevalie de G0°?

19. O sosea este inclinatd fatd de orizontald cu un unghi de 12° Cu cit urcim
dacdl inaintdm pe aceastd sosea cu 250 m?

20. Figura 16 reprezintd harta unui munte la scara 1 : 20 000. Liniile curbe sint
linii de nivel. Toate punctele de pe prima curbi se gisesc la 1 600 m deasupra nive-
Tului mirii, cele de pe linia a doua la 1 700 m si cele de pe linia a treia la 1 800 m.
AB, CD si MN sint nigte poteci. S& se determine unghiurile pe ecare le fac aceste
poteci cu orizontala.

21. O lampi este fixatd de perele printr-un dispozitiv ca cel din figura 17. 54 se
calculeze unghiul .

R. — 17. 6 sin 50° 4 6 sin 10° — 1.20 == 4,44 m. I8, Cu 3,34 m,
19. 52 m. 20. Distanta reald dintre punctele .1 si B cste lungimea ipo-
tenuzel unui triunghi dreptunghie, in care cateta orizontald este lungi-
mea segmentului A2 (marit la seard), lar cateta verticald este de 200 m;
ar a0 17500 427307 21, 16730,

o
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99 (O goard dubli are o iniltime de 2 m. Cind seara este desficntd, distania dinire
picioarele ei este de 80 cm. Si se calculeze unghiul format de cele doud pdarti ale
scarii.

98, La sistemul bieli-maniveld (fig. 18), care este valoarea cea mal mare pe
care o poate lua unghiul z? Datele se vor lua din figurd.

24 Un pilon este sustinut Jde dond ancore, ca in fignra 19. Se gtie cd AD =5m,

FaD — 70° i C este mijlocul lui BD. Se cere unghiul CAD.

25. Sd. se construiascd un triunghi fh‘eptulwhl(' in care E < 45°. a) Notatiile
fiind cele din figura IV.1. Ce este mal mare sinB sau cosB? b) Aceeasi intre-

bare dacii B > 45°. ¢) De asemenea dacd B = 45°. Si se verilice rispunsurile cu
i A

ajutorul lablei luind pentru £ cite o valoare arbitrarii, de exemplu B == 35° si

. o J

B =530

A ~
96, S¥ se dernonstreze e, dacd B < 45° tg B < 4, si dacd B >45°, g B > 1.
] o 78 Y D
Verificare en ajutorul tablei.

97. a) Notatiile fiind cele din figura 4, sd se calculeze sinB si eosC, apoi
cos B &l sin C. gmmd seama de faptul ¢d unghiurile B & € sint complementare,
si se completeze: Dacd doud unghiuri sint complementave, sinusul unuia este egal
cu... celuilall. b) S se caleuleze tgB si etgC, apoi clgh si tgC gi 88 se comple-
teze: Daea doud unghiuri sint complementare, tangenta unuia esle egald cu...
celuilalt. Si se verifice aceasta cu ajutorul tablei,
luind la intimplare doud unghiuri complementare, i
de exemplu 27° gi 63°

28. Notatiile fiind cele din figura I'V.1, s se calcu-
leze teB, c¢teB si produsul lor. 84 se completese:
Oricarc ar fi unghiul B, {gB-ctgB = .. 5a

verifice aceasta cu ajulornl tablei, luind pentru 27
o valoare oaregare.

Tig. 1V.18 Fig. IV.19

St Fensati ! i
i, — 22 28° 23, 20°80°. 24, DB =470, BA =17l m; CAD =
: - 7 b o ¥ 5 o > ;
= §6° 25. a) sin B = —; 008 B == dagad B < 43°; B < (), deel

= - b ¢ 22 ’ e { & £ 25 5
bist o, doll — < = 26. 1g B= 2 : dacid 5 < 45°, B < C, deci b < c.
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99, Notatiile fiind cele din ficura 7, cap. TIT, s4 se calculeze cos B din triunghiu-
rile ABD si ABC, si sa se deducil de aici teorema catetel.
30. Notatiile fiind cele din figura 7, cap. II1, sd se calculeze tg B din triunghiul
ABD si tg DAC din triunghiul ADC i s se deducit de aiel teorema indHimii.
21. Si se calenleze latura si apotema unui poligon regulat a) eu 12 laturi, b) cu
20 laturi inseris intr-un cerc de razd 1.

82, a) Sc consideril un triunghi dreptunghic cu cateta 1. Si se caleuleze ipotenuza
Tui si s se afle sin 45°, cos 45°, tg 45° si ctg 45°. b) Fie ABC un triunghi echilateral
eu latura 1 si AD o iniltime a lui (D € BC). S# se caleuleze BD si AD. Cite
grade au unchiurile & si BAD? 83 se caleuleze sin 30°, cos 30°, ig 30° si etg 30°;
sin 60°, cos 60°, tg 60° 5i ctg 60°. Cind apare ca rezultat o fractie care are ca numitor
o raddcind pitrati, se amplificd cu numitorul st se fine seami ed |[/a- [/ a=a.

: 11/ e
Exemplu: bl _I_K"— o~ l_/..:

3. i aia . 2

. Rezultatele sint date in tabelul de mai jes.

30° 45° 60°
tg Z;% 1 V3
cle VAT 1 L__’:_

g i i ’ i " R -
R, — 29 ¢og B = "L_- 51 oo b = - deei... 30, DAC = D lge B=
.

=--, tg DAC = f}, deci.. 81. Lo=0518 a;; = 0.906; 1, = 0312,

ay = 0,988,

7 H9



Capitolul ¥V —
ARILE POLIGOANELOR
5.1 NOTTUNI DE BAZA

1. Notiunea de arie. Orice poligon simplu! delimiteazi o parte mal mare sau
mwal micd din plan.

Se poate intimpla ca un poligon si fie mult mai intins decit attul, dar partea
din plan pe care o delimiteazd si fie mai micd. Acesta este eazul patrulaterelor din
figura 2. Cel din stinga este cu mult mai ,intins” decit cel din dreapta, dar partea
din plan pe care o delimileazd acest poligon este mai micd. Dacd aceste poligoane
reprezinli douil ogoare, cel din stinga va da o recolld mai micd; daci ele reprezinta
doudl curti i vrem gi le pavim, pentra prima va trebui si aducem mai pulind piatrd
decit pentru a doua. Se poate intimpla ca doud poligoane sii aibd forme cu fotul
diferite gi, totusi, sd delimiteze portiuni din plan deopotriva de mari. Acesta este
cazul policoanelor din figura 3. Dacid asezdm cele trei triunghiwri intr-un fel sau
altul, polizoanele obtinule delimiteazi portisni din plan deopotrivd de mari.

Ca s% ne dim seama cit este de ware aceastd parte din plan, trebuie si gdsim
un mijloe de a o misurea. adied de o axprima mirimea el printr-un numidr, care se
numeste grio acestui poligon. Aerst numdr joacd acelagi rol ca lungimea unui seg-
ment. Stim de mult s alldm aria uoui dreptunghi, ea se obline inmmultind baza cu

Fiz. V.3

' Un pulizon esle simplu cind laturile lui nu se intersecteazd. Poligonul din figura 1 nu
este simplu, el nu delimiteazd o parts din plan. De astfel de peligoane uu ne ocupam,
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Fig. V.a

indltimea sa. De exemplu, dacd baza unui dreptunghi este de 5m sl indltimea de
3 m, aria sa este de 5+ 3 = 15 m% Aceasta inseamnnd i metrul pitrat, reprezentat
de patratul mic, se cuprinde de 15 ori in acest dreptunghi sau, dacd vrem si acoperim
dreptunghiul cu pitrate egale cu pitratul mic, ne trebhuie 15 pitrate. Dar acest
procedeu este posibil numai in cazuri foarte simple, ca in cazul dreptunghiului
sau in cazul poligonului din figura 4. Dacd luim acecasi unitate de misurd. aria
acestul poligon este 7. Dar in cele mai multe cazuri acest procedeu nu oste posihil.
Nici mécar un poligon atit de simplu ca Wiunghinl nu se poate acoperi eu palrate
egale, dupd cum aratd figura 5. Daecd se ia ca unitate de misurd un pitritel, ea
se cuprinde de un anumit numir de ori in triunghi, dar rimin pirti din triunghi
care nu se pot acoperi cu pitrate-unitate. De aceea ariile poligoanelor se determing
altfel.

2. Aflarea ariei wuui poligon. In cele ce urmeazi vom da formule dupd care se
afli aviile diferitelor poligoane.

Este firesc sd considerdm cd doud poligoane egale au aceeasi avie.

De asemenea, dacd un poligon se compune din doud sau mai multe partl ala-
tarate, ca in figura G-g, cste liresc sd considerdm ca aria poligonului si fie suma
arillor partilor, cici partea din plan pe care o delimiteazd este eit partile din plan
delimitate de ele la un loe. De exemplu, poligonul din figura 6 se compune din
patru parii, notate cu I, 2, 3 si 4. Aria sa se obline adunind ariile acestor piri.

Agadar, admitem principiile urmitoare:

1. Poligoane egale au acceasi arie.

2. Duacd un poligon este format din doud san mai mulle parii aldturate, aria sa
este suma ariilor pdriilor.
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Pe baza acestor principii vom deduce diferitele formule. Pornind de la aria drept-
unghiului, vom deduce formula pentru aria trinnghiuiui. Celeladte poligoane, Ie vom
descompune intr-nn mod amumit in trionghiurd gi aria fecared poligon va {i suma
ariilor acestor triunghiuri.

Uneori un poligon se inlocnieste cu un alt poligon care are aceeasi avie cu el
De exemplu, peligonul din {igura G- esle formal din partile 1. 2, 3 51 4, egale en
cele din figura G-, ¥ste ca si e am i taiat poligonud in partile 1, 2, 3 51 4 si
le-am fi agezat ca in figura 6-0. Se spune ¢i am transformal poligonul inte-un drept-
unghi care are aceeasi arie cu el

Doui figuri care au aceeasi avie se numese echicalente. Doud figuri egale sint g
echivalente, dar doud figuri echivalente pob fi egale sau nu. De exemplu, poligonul
gi dreptunghiul din figura G sinl echivalente, dar nu egale.

3. Observare. In vorbirea cupentd se spune descoii suprafofd in loc de

1 arie. S spune, e exemplu, ed suprafata Republicii Socialiste Roméania

i cste do 237500 km?; trebuie spus o aria sa este de 237500 km® Supra-
lata wnui poligon este partea éin plan delimitata de ol, jur avia sa este un
! numar.

4. Unitati de arie. Fiecirel unitifi de mudsurd pentru tungimi ii cores-
vig. V.7 punde o unitate de masurd pentru aril, si anuug pairabul care are ca
laturd o unilate de lungime (lg. 7).

Unitatea de misura penire aril este meteal patrat (m?),) cu submultiplii g1 mul-
tipli [ui: mon®, em?, dm?® m? dam?® hm? km?

1 mm?® este un pitrat cu lalura de L mm, 1 ¢m?® este un piteat cu latura
de 1 om sam.d.

5.2. ARIHLE PULIGOAKNELOR OBISNUITE

1. Dreptunghiul. Aria dreptunghiului se alli foarte usor, deoarece dreptunghiul,
avind numai unghiuri drepte, poate {1 acoperit cu pitrate.

1. Counsideriim (fig. 8) un dreptunghi in care o laturd este, de exempiu, de 6 em
gi cealaltd de 4 ecm. Ducind paralele a baza dreptunghiului, situate la distanta de
L em una de alta, se formeazd 4 ligii, cler indlizmea dreptunghiului este de 4 cm.
Duacd ducem paralele la iniltime situate la 1 em una de alta, liecare din aceste
figii se descompune in 6 piitrate cu latura de 1 en, efel baze dreptunghiului are 6 em.
Tot dreptunghiul este format din G4 = 24 de pétrate e¢u latura de 1 ¢m. Aria
fieciruia din aceste patrate este 1 (cm®). Conform prineipiului 2 de mai sus, aria
deeptunghiului  este suma acestor arii, adied

1 L1 14+ .., 1 (de 24 de ori), deci 24(cm?). : T
Acest procedeu se poate aplica la orice drepl- 4 i
unghi, ¢itd vreme laturile dreptunghiului se ex- U b

prima prin numere intregi. Iie of aria, & misura 9 |
bazei, si ¢ mdsura indl{imii, Aria dreplunghinlui o
v it [ —«l

oA = hi. Fig. V.8
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2, S5i considerdm cazul cind laturile EERIL i lJ

- - . -~ A3 1 | o t=

dreptunghiului se exprimi prin numere i

fractionare, de exemplu (iig. 9):
1

; 4 1
b=3—, i=2=
& 3

(unitatea de mésurd pentru lungimi fiind
oarecare, de exemplu centimetrul).
Aceasta inseamnd cil baza dreptun-
ghiului este formatd din 3 segmente de Fig. V.9
cite o unifate gi 1 segment de un sfert
dmtr-o unitate, iar indltimea este formatii din doud segmente de cite o unitate s
un segment de o treime. Impiriim fiecare segment de o unitate de pe bazd in & parti
egale; pe bazii se formeazd 3-4 4 1 = 13 segmente egale. In mod analog, im-
partim fiecare unitate de pe iniliime in 3 pirti egale si obtinem 2.3 - 1=7
segmente egale. Formdm refeaua carve se vede in figurd. Unitatea de arie {marcata
mai gros) se compune din 3 -4 = 12 drepiunghiuri miei (unul din ele este hagurat

J.‘(,; s
[

in figurd) egale intre ele. Suma ariilor lor este 1, deci aria fieciruia este 5;- .

Tot dreptunghiul se compune din 7 fisii de cite 13 dreptunghiuri miei, deei din
13 +7 = 91 dreptunghiuri mici. Rezulti ¢i aria dreptunghiului nostru este

1 1

E;..;

1 . iy a3 -
itk o o Ty (de 91 de ori), adie# 5 <01 — k Deci
91
ot =—.
12
5S4 vedem cum s-a niiseut aceasti fractie.
: : o 13 e TR o e
Baza dreplunghinlui este de 3 — = -2 unitati, iar indliimea este de 2 + =
4 & : 3

= — unitdtt. Numardtoru] 91, provine din inmul{ivea numerelor 13 si 7, vare sint

o
numdrdtorii celor doud fractii, iar numitorul, 12, s-a ndscut din inmultirea nume-
o ; i o 0 ; : g
relor 4 g1 3, care sint numilorii celor doudt fractii. Fractia — s-a obtinut deei prin
X : Al T R : : . A
inmultirea Iractiilor — si =, dintre care prima este misura bazei g1 a doua
C o

mdsura indltimii. Deci si in cazul cind misurile Jatuvilor unui dreptunghi sing
fractii, aria lui se obtine inmultind baza cu iniltimea. Asadar, aria dreptunghiu-
lui este datd de formula:

C’g == ]}f.. !

Aceastd demonstralio nu este completd, deoarece s-au congideral suimai cazurile
cind mdsurile laturilor dreptunghiului sink numere relionale. Nu s-a oxmninal si
cazul in care micar una dintre laturile deeptunghinlui este un numar irational, dur
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formula este valabild si in acest caz. De exemplu, dacd baza si indltimea unui
dreptunghi sint (in metri) b =5, = /3, aria dreptunghiului este 5]/ 3 =
= o~ 1,7321 c: = B6PH05... Mm%

2. Observare. Cind spunem i inmultim baza dreptunghiului cu indltimea lui;
intelegem ¢d inmultim numdrul care reprezintd lungimea bazel cu numdrul care
reprezintd lungimea indliimii, ambele segmente fiind misurate cu aceeagi unitate
de snasurd. Cind scriem, de exemplu AB == &, atit AB cit gi b reprezintd lungimea
(masura) segmentului respectiv.

De asemenca cind spunem, de exemplu, cid baza este &, se infelege ¢i lungimea
bazei este b.

Aria este exprimatd in unitatea de misurd corespunzitoare, adicd, daed laturile
dreptunghiului sint exprimate in metri, aria se obtine in metri pitrati; daed laturile
dreplunghiului sint exprimate in decimetri, aria se obtine in decimetri pitrati
g.a.mud. Aceasld observare este valabild pentru toate teoremele privitoare la arii.

3. Variafia ariei droptunghiului. Se vede ugor c¢d dacd baza sau indliimea unui
dreptunghi creste, aria sa creste de asemenca. Aceste mirimi sint proportionale?

Pentru a rdspunde la aceastd intrebare amintim faptul urmdtor: Dacd intr-o
inmultire marim un factor de un numdr de ori, produsul se mireste de acel numir
de ori, a(bc) == (ab)e.

Si considerdm acure doud dreptunghiuri (fig. 10) care au aceeasi bazi b, primul
are indltimea ¢, iar al deilea are indlfimea ¢, Ariile acestor dreptunghiuri sint:

A=101 A =bi.

Dacd 1" este, de exemplu, de 7 ori mai mare decit 7, inseamni ¢d in inmulgirea a
doua, inmultitorul este de 7 ori mai mare decit in prima inmultive. Atunci si
produsul al doilea, of', va [i de 7 ori mai mare deeit primul, Asadar, dacd inil{imea
unui dreptunghi se miireste de un numdr de ori, aria dreptunghiutui se mireste de
acelagi numir de ori. Adicd: arie unni dreptunght este direct proporfionali eu indl-
timea sa (cind baza esie constantd ).

Acest Jueru se verilied pe figura 11, Cind baza unui dreptunghi (1) rimine con-
stantd gi indltimea sa se méregte de doud ori (dreptunghiul II) sau de trei ori (drept-
unghiul I11), ariz sa devine de asemeneca de doud ori, respectiv de irei ori mai
mare (dreptunghiul I se compune din doud dreptunghiuri egale eu I, iae I1IT se
copune din trei dreptunghiuri egale cu I).

Db
& 2 2l 2
( 4 i g 1 1
b 8 7 Z z
Fig. V.10 li‘ig.' V.it
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In acelasi fel se demonstreazd cd arig unui dreptunshi este direct proporiionalit
en hasa sa (cind indllimea este constentii). In eomcluzie: Aria wnui dreptunghi este
direct proportionali en basa st en tndlfimen so.

Exemplu. Aria unui dreptunghi este de 358 m2. 83 se ealeuleze aria unui dreptunghi care
este de & ori mai lung si de 5 ori mai lat ea primul.

Daecd haza dreptunghiului se mmultegte cu 4, aria sa se inmulfeste de asemenea cu 4;
dacd indlfimea se inmulfeste cu 3, aria se inmulfeste de asemenea cu 3. fn tfetal, aria se inmul-
teste cu 4+ 3 = 42, Aria dreptunghiului al doilea este de 358 + 12 = 4 296 m2.

4. Patratul. Pitratul este un dreptunghi in care baza este egali cu inilfimea:
in loc de bazd si indltime putem spune latura pitratului. Deci, aria patratului este
of =11 sau

unde [ reprezintd latura patratului.

5, Observiri. 1. Pe figura 12 se vede ci, dacd latura unui pitrat se dubleazi,
aria pitratului devine de 4 ori mai mare; daed latura se inmulteste cu 3, aria se
inmulfeste cu 9. Daedl latura vnui pdtrat se inmulfeste cu un numir, aria nu se
inmulfegte eu acelagi numir., Aria patratului nz este proportionald cu latura sa.

2. Daed latura unui pdtrat se inmulteste cu 10, aria sa se inmulteste cu 100
{fig. 13). Asa se explicd faptul ed multiplii §i submnltiplii metrului pitrat ecrese
din 100 in 100, nu din 10 in 10 — ca multiplii metrului. De exemplu, latura de-
cimetrului pitrat este de 10 ori mai mare decit latura centimetrului pitrat, deci
aria sa este de 10° = 100 de ori mai mare decit aria pdtratului eu latura de 1 cm,
adicd decit 1 em?,

4. Cind inmulfim un pumidr cu el insusi, spunem ed-1 ridieim la pitrat.
Aceastd expresie se explicd prin faptul ¢fi, atunci cind aflim aria unui pHtrat,
inmultim cu el insugi numirnl eare reprezintid Ilatnra pitratului.

6. Triunghiul. Pentru a gisi regula dupid
care se afld aria triunghiului, trebuie sd sta- 1dm
bilim o legiiturd cu dreptunghiul, de aceea consi-
derdm intii cazul cind triunghiul este dreptun-
ghic, apoi vom treee la triunghiul oarecare.

1alit
Pohg tig
A 4 1+ G718
Tem?e¥, Z !
1 3|4 Flode bl
Iem
Fig. V.12 Tig. V.13



7. Consideriim un iriunghi dreptunghic 4 BC (lig. 14) cu baza AR = b si indl-
fimea AC = i. Ducem prin [ si (7 ¢ite o paraleld la Jatura opusi. Se lormeazi
dreplunghiul ABCD, a edrui arie este & . Se poate spune ca acest dreptunghi s-a
obtinut prin aliturarea celor dond triunghinri ABC si BCD, deci aria dreptunghiuiui
este sima ariilor celor doud triunghiuri. Dar aceste triunghiuri sint egale, deei aria
dreptunghiului egte dublal ariel trinnghiulal A B, sau aria triunghinlui A4 BC este
jumitate din aria dreptunghinlui. Rezultd ed avia of a trinnghinlng este:

4 bi
of =—.

2. Censiderdm acum un trinvnghi aseu{itunghie (fiz. 15). Ducem indltimen 442 Se
formeuzd trivnghivrite dreplunglice 1 si L1, sise poate considera ca {riunghinl A B¢
se compune din aceste trinnghiuri, decl aria sa este suma ariilor acestor triunghiuri
(prineipiul 2). Ele au ca baze segmentele m st 1 gl aceeasi inalfime (. Aria triunghiuiui
ADC este deel e

we ni Bt - ni (m - n)t

ot = — - LB =

8 ) =

)

Diar m + 1 = b, deci:

3. Fie, in sfirsit, un trivnghi obtuzunghic ARC (fig. 16). Ducem din nou inil-
fimea AD. Aria triunghiului A BD este snma ariilor triunghivrilor ABC si ACD
deci aria triunghiunlui A4 BC este diferenia dintre ariile triunghivrilor 4 BD si ACD,
Aria lui este:

4 BD-i CD-i BD-i-CD-i  (BD— 0D)

(7} 1) 9 2

- - - &

Diferenta BD — CD este tocmai baza triunghiului nostru BC, care este egali cu b.
Deeci:

Fig. V.44 Fig. V.15 Fig. V.16



7. Observiirl. 7. Pentru a afla aria triunghintui putem Ina ea bazi ericare dintre
Iatueile sade, cn conditia sa foam e mallime peependiculsra coborita din virful opus
pe ea. In adevae, fe A 8¢ (fig. 17) un teiunghi oavecare si 4D gi CF doud indltimi,
Triunghineile BCE si ABD sinl asemenea, caci ele sint dreptunghiee si au unghinl B
comun. Hezulta i

4D, 48 . Ap8k - pradb, 22 G . JUAD,

CF BC 2 92

Dacit luim 4 2 ea bazd, arvia triunghinlui este datd de prima dintre acesle Tractii,
tar dacd lndan BC ea bazd, aria aceluiagt triunghi este datd de fractia a dona. frac-
tiile fiind egale, se obtine peniru aria triunghiului acelasi rezultat.

2. Formula pentra aria unui triunghi ne avati ¢i aria unui friunghi depinde numai de bhaza si
de inaltimea trinnghiului, nu de forma Ini. Rezulld ci toate triunghiurile care au baze egale st
inaltimi egale au si avii egale. in spacial, daci baga AP a unui irtunghi rimine fixd (1ig. 18) &
virful opus se miscd pe o paraleld la bazd, ccupind pozitiile €, D, £ s.am.d., aria teiunghiului
ramine constanta.

8. Aplicatii. 1. Sd se calculeze aria unui triunght cu basa b = 18 em §( indljimea
i ==7 0m
18 -7

i)

A = = 63 cm?2,

Cind baza sau indltimea triunghiului se exprim# printr-o fractie, este mai bine
w 3y . A ; : = -
sd dim formulel forma of = — bi, pentru a evita [ractiile etajate.

De exemplu, pentru

2 : I 5 . 35
b= i=17 se obtine: of = —. 2.7 =22,
9 | 2 9 18

2. Baza unui triunghi este de 31 m si arie sa este de 150 m2 Sd se afle
inditimea.

o friAp s : = : : .
In formula ¢ = —, inlocuim £ si & prin valorile lor. Ohtinem:
150 = 2L
)

o B e T i
De aicl vezultd ¢d 310 = 300, deci i = b 9,67 e,

/
R : g /
g ) & A g
Fig. V.17 Fig., V.18
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8 L

Fig. V.19

3. Si se afle aria unui triunghi ABC, stitnd c¢ AB =10 m, BC = 18 m, B
= 50° (fig. 19).

Pentru a putea aplica formula care d aria unui triunghi, trebuie sd cunoagtem
baza si iniitimea sa. Baza este BC = 18 m. Pentru a afla indlfimea, ne fologim
de triunghinl 4 8D. Avem:

sin B = —— ; sin 500:1%; 0,766:5}-; i = 0,766+ 10 = 7,66 m.

AB

Aria triunghiuluni este

T s
o =200 68,94 m?.

2
9, Variatia ariei triunghinlni. Considerdm formula

A=".
2

La numiritor figureazi produsul &i. Judecind ca in cazul dreptunghiului, se
vede dacd unul dintre factorii b sau 7 (baza sau indltimea) se inmulteste cu un numar
oarecare, produsul se inmulteste cu acel numir. Atunci si fractia, care reprezinta
aria triunghiului, se inmulteste en acel numdr.

Aria unui trinnghi este direct proporiionald cu baza sa §i cn indliimea sa.

10. Paralelogramul. Fie ABCD un paralelogram oarecare. Oricare dintre
laturile lni poate fi privitd ca bazd. Atunci perpendiculara coboriti pe ea printr-un
punct al laturii opuse se numeste indliimea paralelogramului. In figura 20, daca
privim 4B ca bazd, indltimea este DE. Punem AB = b, DE = (.

Pentru a afla aria paralelogramului, ducem o diagonald, de exemplu 5. Se
formeaza triunghiurile egale ABD si BCD. Aria paralelogramului este suma ariilor
acestor triunghiuri, deci dublul ariei triunghiuiui 4 BD. Aria acestui triunghi fiind
bt . 5
. aria paralelogramului este

“

of =" -2 = bi,

Asadar, aria paralelogramaului este datd de formula:
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11. Observare. Orice laturi a wnui pa- £
ralelogram poate fi luatd ca bazi, eu con- T %

ditia si lufim indltimea corespunzitoare. < ‘\\ - 7
Tn adevir, aria paralelogramulni din fo} 5 /
figura 21 este dublul ariei triunghiului
ABD. in acest triunghi, putem lua eca A i
Fig. V.21

bazi latura AD, deci ca indltime BF.
AD-< BF
2

, deci aria paralelogramului este f”—;lff--:z —

-

Atunei aria este egald cu

= AD * BF.
2. Variatia ariei paralelogramului. Judecind ca in cazul dreptunghiului, se sta-
blle%te il
Aria unui paralelogram este direct proporfionald cu baza si indlfimea sa.

13. Rombul. Rombul fiind un paralelogram, aria sa se poate afla ca aria oricd-
rui paralelogram (of = bi). Diagonalele rombulni fiind perpendiculare, aria sa se
poate afla si astiel.

Fie ABCD un romb (fig. 22). Dae# ducemn diagonalele, se formeazd patru tri-
unghiuri egale. Aria rombului este suma ariilor acestor triunghiuri, deci de 4 ori

aria unuia dmtre ele, de exemplu a tmunnluuim AOD. Fie d, si d, dlac-’onaicle rom-

bului. Atunei catetele triunghiului AQB sint :— si 2 aria sa este i.‘f_ L d1:°

9
-

{2

dds . 4. adied

deei

_ dydy
ot = =

]

14, Trapezul. Considerim un trapez oarecare MNPQ (fig. 23). Cele doud
Jaturi paralele se numese bazele trapezului §i se noteazd cu B (baza mare) si b (baza
micd) si distanta i dintre ele se numeste indltimea

A trapezuhai.
Dacd ducem o diagonald, de exemplu MP, se

formeazd douil triunghiuri, iar aria trapezului este
B-i

suma ariilor lor. Aria triunghinlii J/NVP este ’
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aria triunghiului A7 PQ este --é-f—, deci aria trapezului este

i bi i 4= b
i) —_— S —— 8411
2 g 2 2

B+ )i
AD B h gt LU
Fig. V.24
15. Aplieatii. 7. Bagele unui trapes sint (in cm Ji B =15, b = 8 gi indltimea sa
este i = 10. Se cere aria trapezului.
Avem:

(15+3)-1o

02 = == 115 0m2«

2. Aria unui trapes este de 198 m2, baza mare este B — % m st indliimen este
i=12 m. 8Se cere busa micd.

In formula care di aria trapezului, inlocuim of, B si i prin valorile lor:

198 = LR L lF
<

De aici rezultd cit (24 4 5)12 = 396, 24 - b — 33, & =9 em.

16. Aria unui poligon regulat. Fis de aflat, de exemplu, aria unui hexagon regulat
inseris intr-un cere de razd R. Daed unim eentenl lui eu toate virfurile, hexagonul
se descompune in gase triunghiuri {fiz. 24). Aceste trivmghiuri sint wvaJe (LUL),
Pentru a afla aria hexaﬂenulm, afldm aria unnia dintre aceste trmnwhmm de exem-
plu a triunghiului AOL si o inmultim cu 6.

Lizemplu. S& aflim aria unui hexagon regulat cu latura de 8 m.
Avem (fig. 24) OA =0B=AB =8 m. DB=8:2—=4 m,
Aplicim teorema Iui Pitagora in triunghiul ODB:

OD* = 0B® — DB® = 64 — 16 = 48; 0D = |/48 — 6,92 m.
Aria trinpghinlni AORB este

83:892 _ 9768 m2
Aria hexagonului este
27,68 -6 = 166,08 mZ,

17. Aria unui poligon oarecare. Pentru a afla aria
unui poligon oarceare, il descompunem in triunghiuri,
trapeze g.aan.d., aflim aria fieciruia dintre aceste
figuri si facem suma acestor arii, cum se va vedea in
exemplul urmitor,

Fie de aflat aria poligonului din figura 25.

Ducem diagonala EB si coborim din vivfurile A, C
s1 D eite o perpendiculara pe ea, Poligonul se descom-
pune In triunghiveile ABE, EGD si BCH si tra- A
pezul COGH. Beterminidm, prin misurare pe tigura, Fig. V.25
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elemnentele necesare pentru a afla ; ) >
aria fiecdruia dintre aceste poligoa- éi e {
ne. Ludm eazul cind se obline (in
Tim): E

BB — 65, AF = 50,

o
EG = 16, GD = 24, =
GH = 34, il =3l

Caleulul di (in mm?):

68 < 50
aria AEB = S 1700, b

aria EGD =

2% _ 409,

arin DGHO = B2 W08 _ g1

\
. G TGt

aria BHC = E*l_ = 2705 1 700 & 192 4 918 - 270 = 3 080, Aria poligonului

este 5 080 mm=

18. Determinarea unei arvii pe teren. Pentru a determina aria unui lot de pamint
(loe de casid, corte, gradind g.a.m.d.), se face planul acelui lot #i se determind aria
hui eu ajutorud planului.

S presupunem i poligonul din figura 26 reprezintd o curte, planul fiind ficut
Ia seara 1 :1 000, In acest eaz, toale lungimile sint exprimate in metri, deci rezul-
latul se obtine in meiri patrali. Avia eurtii este de 3 080 m=.

REZUMAT

Schema din figura de mai sus avati enm se deduwe formulele pentrn ariile policoa-
nelor obisnuite,

1n pruaul rind, se stabileste formula pentru arin dreptunghivhii din eare se deduce

umedial aria palratulut. Din aria dreptunghicini se deduce aria tivachining, iar de
aiet aria paralelogramulni, rombului gi o trapezniul.

[:ﬂ*rjl_kl 7 s

Aria l b l 2 l "ia.i l bi l Ut 1 :.i‘m;i_fif_

Figura

-1
i
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EXERCITID

DREPTUNGHIUL

1. Se di un dreptunghi cu baza de 6 cm si indltimea de 4 em. S4 se alle aria lui
in dou# moduri dupi indicatiile din figura 26.
2 v : s 0 N0 4
9, Si se refacd demonstratia de la 5.24. luind b=3 -, i =2—.
= o
3. Si se completeze tabelul de mai jos, in care of, b §i ¢ reprezintd aria, respectiv
baza si iniltimea unui dreptungbi {in unitfi de mdsura corespunzitoare).

a) b) c) | d) e)
| of 48 | 320 | 70 | 280
o 38 150 60
oy 15 120 200 :

4, Intr-o griadind in formd de dreptunghi eun laturile de 150 m si 60 m se fac
doud alei perpendmulare late de 8 m, care se intersecteazd. Se cere aria totald a

celor doudl alei:

5. O salil dreptunghiularii se pardoseste cu pietre in form& de pitrat. Lungimea
si litimea siilii sint de 3,25 m si 0,85 m 51 latura unei pietre este de 15 cm. Cite pietre
sint necesare? Intre pietre nu rimine nici un loc liber. Dacd folosim o parte dintr-o
piatri, restul nu se mai poate folost.

6. Un tablou dreptunghiular impreuni cu rama are lungimea de 60.em sl 1t
mea de 50 em. Rama are o Iitime de § em. Se cere aria ramei.

= Baza unui dreptunghi este de 54 m si iniiliimea de 38 m. Un alt drepiunghi
_ P > { g

; % G s ki .
are aria egald cu i din aria acestui dreptunghi si baza sa este cu 10 m mai mare

ca haza primului. Se cere iniljimea dreptunghiului al doilea.

‘i 1 I T ‘ 8. Diagonala unui dreptunghi este
E de 41 em s1 }_Jaza sa este de 40 em. Se cere
aria-dreptunghinlui.
9. Baza unui dreptunghi este de 15 m
I—— si arin sa este de 120 m% Se cere diago-
Fig. V.26 nala dreptanghiului.

R. — 3. a) 570; b) 04; ) 243; d) 0.35; e) 4,66. 4. Atentie la
partea comund celor doud aim' 1616 m2 5. Nu se caleuleazit aria silii.
132 de pietre. 6. 4 504 em?2 7. 24,04 m. 8. 360 em? 9.17 m!
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10. (0) Aria unui dreptunghi este de 483 257,4856 m2 Si se afle aria unui
alt dreptunghi care are aceeasi bazi cu primul ¢ inil{imea de 10 ori mai mare.

11. (0) Marim baza unui dreptunghi de 2, 3, 4... ori. Cum trebuie s schimbam
inal{imea Iui, pentrn ca aria si rdmind neschimbati?

12. (o) Aria unui dreptunghi este de 125 m2 Cit de mare devine aria sa daecé-i |
mérim baza de 4 ori si-i micgordm indllimea de 5 ori?

13. (0) Cu cit se inmulteste aria unui drepbunghi dacii: a) inmultim baza sa
cu 3 siinaltimea cu 4; b) impirtim baza la 2 si inaltimea la 5; ¢) inmultim baza
en 3 si impértim indltimea la 4; d) impértim baza la 5 si inmultim indltimea en 47

14. In mijlocul unei camere in formi de patrat a cirni laturd este de 6 m, se
ageazd un covor care are tot formil de pifrat. Partea din parchet rimasi neacoperiti
este de 20 m2 Si se afle lungimea covorului.

15. Avern un pitrat cu latura de 8 m. Cu cit trebuie sii-i mirim latura, pentru
ca arja sa si creascd eu 57 m2? Cu eit trebuie sd-i micsorim latura pentru ca aria sa
sd scadd eu 28 m??

16. (0) Perimetrul unui pdtrat si aria sa, mdsuraie in unitali eorespunzditoare,
se exprimi prin acelagi numir. Ce lungime are latura patratului?

17. Cite pitritele de cite 1 mm? contine un metrn de hictie milimetried? Fva-
luati rdspunsul inainte de a face calculul!

18. Raportul dintre laturile a douidl pitrate este: a) 2: b) 3; ¢) k. Care este
raportul dintre ariile lor. Se va desena un pétrat oarecare, apoi un patrat en latura
de doud ori, de trei ori mai mare si se va descompune in pdtrate egale eu primul.

19. Aria unui pitrat este de 1 369 m?2 Si se afle diagonala pitratului.

20. Diagonala unui p#trat este de 10 m. Sa se afle aria pitratuluil.

21. Care este raportul dintre aria unui pitrat si aria pitratului construit pe dia-
gonala sa?

22 Baza unui dreptunghi este de 5 ori mai mare decit iniltimea §i aria deeptun-
ghiului este de 180 m2. Se cer laturile dreptunghiului.
23%, Si se alle latura unui pitrat stiind cfi, dacii o mirim en 6 m, aria piteatuhn

ereste cu 156 m? Solutie prin caleul gi geometrie (fig. 28).

24%, Si se afle latura unui péatrat stiind i, daci o micsoriim cu 5 m, aria patra-
tulul scade cu 125 m2

R. — 10. Se mutid virgula peste o cilrd spre drenpta. 12. 100 m=
14. 4 m. 15. Cu 3 m; cu 2 m. 17. Un milion. 18, a) 4. 1) 0. ¢) k&
19,5217 m. 20. Se afld intii aria triunghinini hf\c.ur.n in fionra 27.
21. Patratul initial se compune din doud tmmnhnuz egale en cel hasurat
in fignra 27 si patratul construit pe diagonali din paten. 22, !)ropb
unghinl se descompune in 5 patrate rn latura de 6 m: 6 m & 30 m.
23. Fie ABCD patratul initial (fig. 28). Din ecele dound dreplunghiur
punctate se poate forma un rh'er)tunphl i o dimensiane de 5 m 81 aria
de 156 — 36 = 120 m?2: latura = 10 m. 24. 15 m.
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Fig. V.27 Fig. V.28 Fig. V.29

problemele 25—27, notatiile sint cele din fioura 29.
JAB = 15 m, u = 32°; se cere aria dreptunghiniui,

TRIUNGHIUL

28. (p) Si se dedued pe baza indicafiilor din figura 31 formula pentrn aria
triunghiului.

Fignra 30-a aratd eum din dowi triunghiuri egale se poate face un dreptunghi
(tdind unul din ele in doudl pérli, 4 si 2); figura 30-b aratd eum se poale transforma
un triunghi intr-un dreptunghi echivalent cu el, Pértile notate cu aceeasi cifrd sint
egale. Se va folosi hirtie colorald si partile se vor lipi pe caiet conform indieatiilor.
Aceste procedee nu sint demonstratii. Do ce?

29. (0) Sd se compare ariile {riunghivrilor din ligura 31.

A
b N - "
' J
o e N
Fig. V.30
[ R |
rd = S

:“P\%? BN -

Fig. V.
R — 25, 140,625 m2 26, 1 19595 m® 27. 24°. 28. Fle nu pot i
folosite dacd triunghiul este obtuzunghic. 29, Daci se ia ca unitate
pentru lungimi latura unui patratel §1 ea unitate pentru arii un
patndtel, se vede ¢d toate au aria 3.




< Y g v |

20. O laturd a unui trinnghi se fmparte in mai multe pérti egale si punetele de
diviziune se unese cu virful opus. Sa se compare intre ele ariile trinnghiurilor care
ge formeazi astiel.

=

31. Si se completeze tabelul urmitor, in care of, b si i reprezintd avia, haza gi
inaltimea unui triunghi (in unitdti eorespunzitoare).

a) h) c) d) e) i)
ot 50 130 134 60
5
b 18 25 70 2 =
) 30 20 13,4 3.8

32. Si se afle aria unui triunghi dreplunghic si isoseel eu ipotenuza de 5 em.

33. Intr-un trinnghi ocarecare A B, se dau laturile AB = 9 m, AC =16 m 5
indltimea 12D = 5 m. Se cere indllimea care cade pe (14

JCatetele unui triunghi dreptunghic sint: & =3 m, ¢ = 4 m. 5& se alle indl-

MWiorespunzittoare ipotenuzel, Generalizave, oind eatetele sint 4 si ¢, sl ipotenuza

35. Sa se afle aria unui triunghi dreptunghic cu ipotenuza de 29 m si o catetd
de 21 m.

36, Aria unui triunghi dreptunghic ] i
este de 360 m? gi o catetd a triunghiulu

. - 3 1 p : | {
este de 9 m. Se cere ipotenuza 5 y Lok g f
37. Sa se completeze tabelul aliturat, T i
z = - T i r 40 an
in care b reprezintd baza, @ — indllumea | 12 el &
< o ¢ |
corespunzatoarc bazei, ¢ — una dintre la- e el :
turile egale si of ~— aria unui triunghi isos- 2 5 |
cel. Unitdtile de mdisurd sint corespun- v - s
e f P
ziltoare. i \
A o o 5
R. — 30. Ele sint egale. 3L. ) 270. b) 5. ¢) 104. d) 20. e) 1 =-.
1) 10,45. 32. Se ia ca bazd ipolenuza; 6,25 em? 33. Se afli intii aria
: ; e . B : 3 : : b
triunghinfui; 5-- m. 84. Se afli intii aria triunghiului; 2,4 m; il
)l a
55, 210 m3 36, 2050 m. 87, a) { = 15; o = 120. h) ¢ = 13, of = 60;
oli =2 a— 2 d) b — 0 ot = G el h 162 g — B,
S - 115
8* / § g ¢

i
e

-
V { lo{ : - ‘ ‘ .
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J8*%. Avem o coald de hirtie dreptunghinlari A BCD. Si se determine un punct M
al laturii BC astfel incit aria triunghivlui ABM &4 fie o treime din aria dreptun-
ghiuluiintreg. A eita parte din aria triunghiului ABC este aria triunghiului A BM?

395" Intr-un triunghi dreptunghic cu catetele AB == 3 cm, AC = 4 cm ge duce
m:ﬁ; ea AD. Se cer ariile triunghiurilor ABD, ACD si raportul lor.

40. Fie ABC un triunghi oarecare. Latura AR se imparte in 13 parti egale si se
noteazd cu D al 4-lea punct de diviziune socotit de la A spre B. Care este raporiul
dintre ariile triunghiurilor ADC §i BDC? Acecasi intrebare in cazul general,
DA m

daci

n

41. (o) Aria unui triunghi este de 102 801,9986 m2 Si se determine aria unui
alt triunghi, a cirui bazd este de 5 ori mai mare i a cdrui indltime este de doud ori
mai mare decit baza, respectiv indlfimea primului triunghi.

42, (o) Cum variazi aria unui triunghi: a) daci mérim baza de 3 ori §i micsorsm
indltimea de 3 ori; b) dacd marim baza de 3 ori gi indl{imea de 2 ori; ¢) daca inmul-

. - bl T . : 9 :

tim baza cu 6 §i impértim indltimea la 2; d) daci inmultim baza cn Pl inmultim
wygn 3 9

indltimea cu =

43. Aria unui triunghi 4 BC este de 156 m2 Impirtim indltimea AD a triunghiu-
Iui in trei pirti egale si notdm eu M si IV punctele de diviziune. Si se afle ariile tri-
unghiurilor BMC si BNC, precum si ariile patrulaterelor BNCM si BACN.

44*. Aria unui triunghi ABC este de 180 em2 Se ia un punct oarecare D al
bazei si se noteazd eu M mijlocul segmentului AD. Se cere aria triunghiului BMC.

45%, Aria unui triunghi ABC este de 120 m2 Impartim baza BC in patru parti
egale g1 notdm eu M punctul de diviziune eel mai apropiat de virful €, apoi impartim
latura A€ in trei parti egale si notam cu IV punctul de diviziune cel mai apropiat
de (. Se cere aria triunghiului CMN.

46%. a) Intr-un triunghi 4 BC se noteazd en 3 si NV mijloacele laturilor 4B s
AC. A cita parte din avia triunghiuluii A BC este aria triunghiutui A N ? b) Aceeasi
intrebare dacd A3/ este o treime din AB si AN este o treime din AC.

R.— 38, BM==RBC. 39. Cu a]‘umrul relatiilor metrice se

\.4]1.':

afli DB, DC si AD; _’f em?, 2% em2, “. 40, 2 ™. 41, De 5-2=10 ori
23 n

mai mare ca aria prmmlm triunghi. 42. a) Ramme neschimbati. b) se
mireste de 6 ori. ¢) se mireste de 3 ori. d) rdmine npuoh.lmbaf.ﬁ.
43. 52 m?; 104 m?; aria BNCM == avia BNC — aria BMC = 52 m?;
aria BACN = 52 m2 44, Fie AE gi M# indltimile triunghinrilor 4 BC
si MBC. Raportul lor se atli din triunghinrile asemenea AED s1 MFED;
90 cm? 43, Se compard bhazele s1 indltimile Trmnrfhmnlor ABC
si MNC; 10 m® 46. Se compard bazele 81 indltimile melor dond tri-
unvhlum a) Un sfert. b) A 9-a parte.
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47. Se da un dreptunghi. Si se construiascd nn (riunghi dreptunghic. avind
aceeasi baza si aceeast arie cu el.

~ 48. Se di un triunghi oarecare. Si se construiased un triunghi dreptunghie.
avind una din catete egald cu baza triunghinlui dat si aceeasi arie eu el

49*, Intr-un triunghi ABC se duce mediana AD. a) Si se demonstireze cd tri-
unghiurile A BD si ACD sint echivalente. b) M fiind un punct earecare al medianei,
sd se compare ariile triunghiurilor BM D g1 € M D? ¢) Sii se demonstreze ci, daca M
este mijlocul medianei, triunghiul se descompune in patru triunghiuri echivalente.

50. Aria unui triunghi dreptunghic este de 24 m? gi una din catete AB = 8 m.
Se cer unghiurile triunghiului.
In pmblemele 51—56 notatiile sint cele din figura 32 unde AB = AC. AD |_BC.

61. Se di AB = 8 ¢m, ‘= 74°; se cere aria triunghiului.
AN
62, Se dd AC = 12 ecm, BAC = 112°; se cere aria triunghiului.

o)
83. Se dd AD = 20 em, B = 48°; se cere aria triunghiunlni.

b A‘ - . . .
84. Se di AD = 25 ecm, BAD = 86°; se cere aria triunghiului.
55. Aria unui triunghi este de 340 m?, BC = 17 m; se cer unghiurile triunghinlui.
86. Aria triunghiului este de 230 m2, AD = 20 m; se cer unghiurile triunghiului.
57. Intr-un triunghi ABC, se di: A= 7%, ¢ = 53°, indltimea BD = 15 m.
Se cere aria triunghiului,

58. Intr-un triunghi ABC se di: AB = 15 m, BC = 10 m i aria of = 45 m2
Se cere unghiul B.

89*, Catetele unui triunghi dreptunghic sint AR = 8 m,
AC=6 m. Se noteazd cu D punctul in care bisectoarea unghiu-
lui B taie cateta AC. Si se afle ariile triunghiurilor A 41
gi BCD.

60. a) Intr-un triunghi dreptunghic ABC se dau: ipote-

A
nuza BC = 8 m §i B = 54°. Se cere aria triunghiului b) Aceeasi
chestiune in cazul general, cind ipotenuza este a si unghiul P et

A
este B, Fig, V.32

R — 47, Se prelungeste indlfimea dreptunghiulii eu un segment egal
cu ea si se unegte cu celilalt capit al bazei. 48, Se duce prin virl o
paralela la bazit si intr-un capit al bazei se ridicd o perpendiculara pe
ea. 49. a) Trmnwhumle au baze egale si aceeagl indltime; b) ele sint
echivalente; c) Bﬁ’{ si CM sinl, 1a rindul lor, mediane in 1nunghm=
rile BAD '~u CAD. 50. 37°, 53°. bl. 16,96 em2. 2. 66,744 em?
53. 360 em=. 54, 8 938 cm2. 55. 75°. 56. 60°. 57. Se afli i‘n‘ui IM -'«'i D
117, 11 m% 58. 37°. 59. Se aild inthi unghiul £; 10,672 m*; 13.328 m?

60. a) 15,2221 m2, p) ~EER L,
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61. Intr-un triunchi ABC se di: 4B = 5 m, BC = 8 m, B = 56°. Se cere aria

triunghiuiui.
- i & e i = - v S

62, Intr-un triunghi ABC so did: AB = 15 m, B = 72°, aria of = 120 m? Se
cere lalura £¢.

63%. Sd se transforme un teiunehi A BC intr-nn trinnghi echivalent cu el, care
8d aibid aceeasi baxd BC g s lie: a) isoscel; b) dreptunghie.

6d. Si se demonslreze ¢i aria unui triunghi ascutitunghic ABC cu laturile
BC =a, CA = b, AR =¢ cste datd de formulele:

i sin be sin A ca sin B
A =" , o= ——, o =T

Ly P -

Sd sc dedued de aiei o formulil pentru aria unui triunghi isoscel cind se cunoaste
una dintre laturile egale,  ¢i unghiul de la virf, 4.

65%. Intr-un dreptunghi se di diagonala d si unghiul @ pe care-1 formeazit dia-
gonala cu o laturd. Se cere aria dreptunghiului.

P—— e -

L PARALELOGRAMUL
————— e i
66. Sa se deducd formula care di aria unui paralelogram, pe haza indicaliilor
din figura 33. Paralelogramul ABCL este format din trapezul I si triunghiul IT;
dreptunghiul din dreapta, ZFCD este echivalent cu paralelogramul gi are aceeasi
bazdi i indltime cu el. In ce eaz nu esie valabili aceastd demonstratie?
67. (0) S& se compare ariile paralelogramelor din ligura 34.

b Lz it

] ik 7 7
] ] pal /
' \"L \\
~ ~
\\
Mz, V.36

R — 61. 16,58 m? 62. Se¢ afla intii inaliimea AD. 16,73 m. 63. Se
duce prin A paralele la BC si: a) mediatoarea hazei BC'; b) perpendicu-
“ ¢ 2 sin 4 i i
fara in B sau C pe BC. 64, of = __:1“_ G0, ofd? sin uw cos u.
66. Demonstratia nn este valabili cind indltimea cade pe prelungirea
bazei.
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68. S% se compare ariile paralelogramelor ARCD si ABEF din figura 35.

G S se completeze Lubelul de el jos, in care 8, § i of roprozintd respectiv
baza, maltineea $i avia unni paralelogram.

B

0. m!nr‘xh' unwi paralelogram ALBCD sinl: AB =10 m, 4D = 12 m si
infltimea coreepunzatoare fatuvii A5

este de 10 . Se core indilimen cores- a) | b | e d) e) f)
punzitoare laturiy 10,

o dntr-un paeatelogram (lig. 36) b 18 80 | 3,5 0,75
se dis AL = 10 m, AL =6 1m. Aria —
paralelogramului este de 45 m® Cu et i 7 25 0,8 | 045
ereste arta paralelogramulut: a) daea
maring latura AB en 2 m: D) alaed o 300 | 480 ay | 30

martndatura A0 cu 2 1'

-~

}é)r ago oralel i paralelogram A BCD se taie in 0. S.l se demonstreze cd

1‘ carwia dintee triungiiurile AOB, BOC, COD, DOA este — din aria parale-
2 ? ’

&

o = Ty 2 -
Wip=un paraielogranl ARCD se dd: AB =40 m, AD =62 m, 4 =70%

ey : .
74. Intr-un paralelogram ABCD se did AB = 20 m, AD = 10 m. Avia parale-
Iogl"\miﬂui este de 60 12 54 se afle unghiurile paralelogramului.

W’D}agﬂnaiek unul pam]oluwmm ABCD sint AC =18 em, BD =12 cm,

si ﬂnbhpﬁl format de ele este . 1(’)u = 100°. So cere aria paralelogramului.

B

e
[ F 18 (] H
EEEE S e S ek =
L AR
7 /
i A2 //
£
= Jf
A gL
Fig. V.35 Fig. V.36

i. — 68. LEle sint egale. 69, a) 126. b) 12. ¢) 6. d) 2,8. e) 160.
4(} 70. 12,5 m. V1. a) Pdralelogmmui dat gi cel notat ¢u » au aceeasi
%lffdme s1 raportul bazelor lor este _1"—; avia 2 = 9m?2 b) Paralelogra-

§ 9

mul dat si cel notat eu ¥ au aceeasi indltime, si raportul dintre bazele
2 1 = i & 4 & s
lor este — = —; aria y = 45:3 = 15 m* T2. Se compard aria ABD

o

gu aria AOf) 73, 2622,60 m* 74, 17°30°, 162°307. 75. Se afla intii aria

trivnghiului ACE; 106,38 cm®
B T L{
o ( e o ﬂf X
NG 4 o A



7 A
%6%, Si se demonstreze ca aria paraielenmmnhn este datdt de formula of =

M in care d, si d, sint diagonaltle paralelogramului si O este unghiul

|
/

il (ayf‘uht) format de ele. Ce devine aceastd formuld in cazul dreptunghiului?

A '\"

ROMBUL —

97. Sa se deducil formula pentra aria rombului pe baza indieatiilor din figura 37.
S-au dus paralele la diagonale. Din cite triunghiuri egale en cel hasurat se com-
pune rombul si din cite dreptunghivl?

8. Si se afle aria unui romb, stiind ci diagonalele sale sint: d; = 8 em, dy =
= 12 cm.

9. Latora unui romb este de 20 m si una din diagonale este de 32 m. Se cere
aria rombului.

80. Aria unui romb este de 120 m? si una din diagonale este de 10 m. Se cere
latum Pombului.

( 'Q na din diagonalele unui romb este de 16 m ¢i unul din unghiurile sale este
dqg;_/»f Se cere aria rombului. Se vor considera douil cazuri: cind diagonala dati
eqte ,(‘{“: mare sl cind este cea micd.

&. thum unui romb este de 8§ m i unul din unghiurile sale este de 63°. Se cere
ag‘la rofmbului.

'*E'T’. //’_\\'
y TRAPEZUL |

i et it
\ ‘
83. S84 se dedued formuls ru.aria trapezulni pe haza indicatiilor din
figura 38. BE = DC, CF = AB. Ce fel de patrulater este AEFD?

84. Si se dedued formula pentru aria trapezului pe baza indicafiilor din figura 39.
M este mijleen] laturil B

7 L F

—————— e ey

e A

Fig. V.37 Fig. V.38

R. — 76. V. problema 64, of = “520 78, 48 em2 79. 3%i m2

80. 13m. 81, 46,592m? sau 351,616 m2 82. 59,316608 m2. 84, A BEM=
= A CDM ( .TL[ ), trapezul este ef?hwa]ent cu triunghiul ADE.



4 b
Fig. V.39 Fig. V.40

In figura 40, DC || AB, DC == EF. Si se compare arille trapezelor ABCH
E. '

86. S& se completeze tabelul de mai jos, in care B, b, i si of reprezinti respectiv
baza mare, baza micd, indlfimea §i aria unui trapez. Unitatile sint cores-
punzitoare.

{ ; !
o)-d){e)rf);g)!h)!
| | | !
| | |
B 12 0 90| 25 | 50 | 40 ; 45 | 84
o
=i 5 | ks
b 10 | 14 14} 25| 30 | ‘ 20
l B
ol
l D o} S (5 L 7000
|
' — R |
ot 187 | 124|315 | 910 | 830
| |

¢88;) Intr-un  trapez isoscel ABCD (AB | CD) se
di’B =13 em, CD =7 em, AD = BC =105 ¢m. Se
cere aria trapezului.

Intr-un trapez dreptunghic, baza mare este

de QO m, latura oblicd este de 36 m si unghiul ascutit 4 Qo . g
de 40°. Se cere aria trapezului. Fig. V.41

B. — 86. a) 55. b) 11. ¢} 6. d) 24. ¢) 225. ) 26. g) 16. h) 36.
87. ¢) Triunghiurile se¢ obtin scdzind din trinnghivrile echivalente
ABC si ABD triunghiul AQD, 88, Se duce DL | 1B si se afld indl-
fimea DE din triunghiul 4ADE; 40 cm® 89. 1 069 w2
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Intr-un trapez isoscel ABCD (AB| CD), se di: AB=10m, BC=7m,

Se cere aria trapezului.

i e e

2. 54 se afle aria unui hexagon regulat inseris intr-un eerc cu raza R = 8 co.

93. a) Sise afle aria triunghinlui echilateral insevis intr-un cerc cu raza de 10 cm.
Se vor {olosi doud metode: a) se vor afla latura si indliimea triunghiului; b) se va
afla inth aria unvi triunghi format dintr-o laturll a triunghiulul dab si vazele duse la
capetele el

94. Si se demonstreze geometrie, [dvd caleul, ¢d aria unui hexagon regulat este
dublul ariei {riunghiuhu cchilateral inseris in acelagi cere.

95. S4 se alle aria patratului inscris inte-un cere de razi R.

96. Sa se afle avie unui pohigon regulat: a) cu 5 laturi, b) eu 18 laturi, inseris
intr-un cere cu raza L.

97%, Sa se demonstreze cd aria unui poligon regulat cu » laturi inseris intr-un
- n e 3607
cerc de razd R este =~ R2ein 2200,
= n

98. a) In figura 42, A BCD este un patrulater ale cdrui diagonale sint perpen-

: oy L5 G ; l,d > ! :
diculare. Hd se d(‘liluﬂ.‘ﬂl/'ﬁﬂwal’lit sa este of = —2 unde d, si d, sint diagonalele.
w £2 !

S-au dus paralele la diagonale. b) Sii se demonstreze aceeasi
formuld considerind patrulaterul ca fiind format din
4

teiunghiurile AQL, RBOC ete., O fiind interseclia dia-
gonalelor,
99. Intr-ud patrulater ABCD se dau laturile (in

metri): AF =10, BC = CD =13, AD = 12 si diago-

Fig. V.42 nala DB’= 10. Se cere aria sa.

R. — 90. 55,36 m2 91. 67°, 113°7 92. 166,08 em®. 93. 43,25 em?2
94, Fie ABCDEF hexagonul si ACE (riunghiul. Din cite {riun-
ghiuri jca A0C se compune triunghiul? Dar hexagonal? 95, 2R2
96. a) 2,53775 m= b) 3,078 m3 97, So afld intii aria unui trinnghi
format de o laturd o poligonului si rvazele duse la capetele ei;
v. preblema G4. 99, 108 m®



Fig. V.43 Fig. V.44

‘ 100, In figura 43 triungbiul ABC este echilatoral, latura su este de 1
Pe laturile lui s-au construit pitrate §i s-au unit virfurile. Se cere aria heXago-
nulni DEFGHI.

101. In figura 44, ABCD cste un romb cu Jatura de § m. A == 60°. Pe laturile
lui s-au construit pitrate si s-au unit virfurile. Se cers aria octogonulul EFGHIJKL.

102, Pe ficcare Iaturd a unui patrat cu latura de 1 m se consiraiegte cite un
triunghi echilateral si se unesc virfurile lor. Sd se afle avia poligonului care

se formeaza astfel

DIVERSE

103*. Avem un dreptunghi cu haza ¢ si indl{imea & unde ¢ > & Marim baza y/’/
cu un segment de lungime » si inallimea cu un segment de lungune y, unde, ===

Apoi mirim baza cu segrentul de lungime y s indllimea ou segmentul ,dtfiun Z.

1%

Care dinbre aceste dveptunghiuri are avia mai marve?

¢ din doud tr

d se cluc},é inalti
7 301, T‘rumw?"m!L(’F se compAne din

inghiurile care e formeazd und,r

84813 105, v. ex. 100/ s

B. — 160, Trivnghin) ZCF se comp
¢u triunghiurile c'u"e se formeazd
lui ABC. Aria = (3 + 1/3) :
doud triunghiuri egale cu

\ Kele doud) dreptoagly ¥ care se lormpai
idere din gle are un jdweplunghi in plus.
apedasi laluge (2 — y)




104*, Baza gi indltimea unui dreptunghi sint ¢ si &, ¢ > b (fig. 45). Micgordm
baza cu un segment si wirim indliimea cu un segment de aceeasi lungime. Si se
determine lungimea acestui segment astiel ineit dreptungbiul obfinut si lie echiva-
lent cu cel initial. Sa se compare dimensiunile celor doud dreptunghiuri. b) Acceasi
problemd in cazul unui pdtrat.

106%. Avem un patrat ABCD (lig. 46) si-l transformdm intr-un dreptunghi
AGFE vare si aibd acelast perimetru cu el. Dacd am micgorat indltimea cu un seg-
ment DE, trebuie si mirim baza cu un segment egal ¢u el, BG = DE. S3 ge com-
pare aria deeplunghivlui cu aria pitratului gi 88 se deducdl de aici céi: dintre toate
dreptunghiurile care au acelagi perimelru, pitratul are aria cea mai mare.

106%, Fie ABC un trionght oavecare gi AD bisecloarea unghiului 4. Se eere:
a) Sa se afle raportul dintre arviile triunghiuriior ADE g1 ADC considerind ca baza
laturile AB si AC. b) 83 se alle acelasi raport luind ca baze DB st DC. ¢) Si se
AR DB L R

gi —. Si se completeze: O bisec-
AC bC

toars a unui trinnghi imparte latura opusd unghivlui in pérti proportionale cu...

deducd de aicr o velatic intre rapoartele

107. Un elev i inveleste caietele in hirtie. Un caiet deschis este un dreptunghi
cu dimengiunile de 29 em g1 21 em. Foala de hirtie cu care se invelegte caietul

A p :
Ea; O -
i i 'y N
£ O
it N\
4 E b 4 A
Iig. V.45 Fig. V.46

R, — 104, a) Fio ABCD (fig. 45) dreptunghiul dat si AEHG cel
trangtormat, Partea AEFD este comund, deci dreptunghiurile 1 st [T
sint, echivalente, Deoarece ED = DG, DF = BC =b. Dar DI’ = AL,
deei AE = b i EB — a — b. Dreptunghiurile au aceleagi, dimensiuni,
b} Ar trebui ca DF sé fie egal cu BC, csea ce este imposibil, cici BC este
latura pitratului gi DI'<<DC. 105, Care este partea comuna patratului i
dreplunghiului? Se compari avia dreptunghiului 1 cu aria dreptunghiu-
lui 2, precum gi laturile acestor dreptunghiuri. 106. Punctul D este
egal depdrtat de laturile AB 4 AC, 107. 12 caiete.
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trebuie si aibi o margine de 5 cm jur imprejur. 12
Hirtia de invelit se cumpard sub formd de coli mari, J
lungi de 1,24 m si late de 1,17 m. Cum trebuie ldiatd
coala pentru a putea inveli cit mai multe caiete? Cite

B AN ()

caiele e pot inveli cu o coald de hirtie? 73
108. Avem o foaie de carton in form# de drept- J
unghi cu longimea de 55 c¢m si lifimea de 28 cm. Fig. V.47

Trebuie s-0 tiiem in dreptunghiuri lungi de 13 cm si
late de 5 crn. S4 se arate cd se pot scoate din aceastit foaie 23 de dreptunghiuri
mici. S4 se arate ¢ nu existd o hmpiirtire mai bund (fig. 47).

109. Problems analoagid, dacit dimensiunile dreptunghiului mare sint de 46 e gi
31 ¢m gi ale dreptunghinlui mie, 15 em $1 8 cm. Care este numarul cel mai mare de
dreptunghiuri mici ce se pot obtine?

R. — 108, V. figura 47. Si se compare avia porfiunii care se pierde
(hasuratd) eu aria unui dreptunghi mic. 109. 11,

125



Capitolul VI
LUNGIMEA ST ARIA CERCULUI
6.1. LUNGIMEA CERCULUI 8I A ARCULULDE CERCG
1. Lungimea eercului. Problema de a alla lungimea cercului este una dinire

cele mai vechi probleme de geomelrie. Problema consta in o afla lunghnea unui v

eu care putem inconjura un cere dat.
Fie B raza unui cere si L lungimea sa. Vom admite fdrd demonstrat le cd

L=k L

unde = (pi) = 3,14 ... Acest numir nu poate fi reprezental printr-un numir zecimal
(finit). In practici, se ia pentru = o valoare aproximativd, 3,14 san 3,141 sau 3,1415
g.a.m.d.
Tatd un mijloc de a {ine minte primele zechnale ale numarnlui 7. Ludm fraza:
Dar ¢ bine a vedea lucriivile de foarte mulle ovi.

oA et S ) 2 6 5 3
Fiecare cuvint indicd prin numdrul literelor sale cite o cilra a numdrulul m:
dar == 3, ¢ = 1 bine = 4 s.aan.d. Deei, = = 3,141592653...

Primul care @ tratat i wod stiingific problema de a afla lungimea cercului a
] 4 I 5
fost Arhimede. un matematician din antichitate!, El a gisit pentru pumdarnl =

valoare destul de apropiatd de cea exacld,

3. Aplieatii. 1. S& sc afle lungimea unui cerc cu rese [t = 25 G
Formula di: L = 2nfl = 23,14 - 25 = 157 en.

2. Sé se afle rase unui cere, stiind c@ Innginmea lui este L — 2.40 m.
Formula pentru lungimea cercului ne da:

250 ()
e LR T

- ™

1 Arhimede a fost unul dintre cri mai mari matematicieni din antichifate. El a frait la
Siracuza, in Sicilia (287—212 i.emn.). Gind orasul sau nafal a fost asediat de romani, Arhimede,
desi batrin, a luat parte la apiravea lui si a pus in aplicare uncle mijloace tehnice inventate de el.

Importanta deosebiti a lui Arhimede constd in fapiul ci el s-u ocupat de unele problems
‘de matematici puse de practicd si de tehmica si a pus bagele unor parti din matematicd
{caleulul integral), eare nu s-au puiut dezvolta decil cu il mai tivgin, ncepind en seenlnl
al XVII-lea. De asemenea, el a fost unnl dintre putinii matematicieni antici care s-aa ocupatb
cu calenlele numerice, spre decsebire de ceilalti, eare s-au gcupat mai mult cu chestiuni teoretice.
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3. Lungimea areului de cere. Considerim un are
de ceve AB (lig. 1). Se dd raza cerculni si masura
arcului in grade. Ne propunem sd aflim lungimea
aceslui are.

Ne inchipuim cercul impirlil in 360 de aree sgale.
Fiecare arc va avea 1 grad' si lungimea sa va fi
a 360-a parte din lungimea cercului: lungimea arcului

2rlt

de | grad = ones Dacd misura arcului nostru
60

Fig. VL1

este de »°, inseamnii cd el se compune din n astfel
de arce. Rezultd cd lungimea lui va {i de » ori mai mare decit lungimea arcului
de 1% adied:
2ufin
f= :
360

Simplificind aveastd fractie cu 2, obtinem pentru lungimea arcului de cere for-
mula;

unde B reprezintd raza cerculuigi n reprezinti misura in grade a avcului sau a unghiu-
lui la centru corespunzitor.

4. Aplicatii. In formula de mai sus figureaz trei litere: /, R si n. Dacii cunoagtem
valoarea a doud din ele putem afla valoarea celei de-a treia.

1. 8¢ se afle lungimea unui are de 25° care face parte dintr-un cerc ¢ raze R =
—5 10,
Formula da:

= 2 T = 804 =218 m.
150 150

1 rh’n_

2. 8a se afle lungimes nnut are de cere, stitnd ed raza cercului este de 5 m s
arent are 10°13",
Pentru a putea aplica formula, trebuie si exprimim aveul in grade:
i 13 613 ;
10°13" = 10 4 = == = grade,
60 60

Formula di:

! {n figuva 1 arcul este mai mure,
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3. Doudi rofi stnt legate prinir-o curea
de transmisie (lig. 2). Razele lor sint H —
= 60 em, r==35 em st distanfa dintre
centrele lor csie d = 1,60 m. Se cere lungi-
mea curelet.

Cureaua se compune din doud parti
rectilinii da gi Bh, si doud pdrliin forma
Fig, V1.2 de are de cerc AMB i amb. Si caleulam

lungimea fiecareia din aceste parii.

Pirtile rectilinii Aa 51 Bb sint langente la cele doud cercuri. Unim O cu 4 giocua.
Aceste drepte vor fi pavalele, ciici amindoud sint perpendiculare pe Aa.

@} Ducem aC paralel cu Go. Patrulaterul QoaC este un paralelogram. deci OC =
= oa §1 Oo = Ca. Se formeazi triunghiul ACe, dreptunghic in A (vaza este perpen-
diculard pe tangentd). In acest triunghi cunocastem ipotenuza Ca = Qo = 1.60 cm
gl cateta AC == 04 — OC = R — r == 60 — 35 = 25 cm. Putem rezolva triunghiul.
Avem:

Rl =Pl e 7
Ce 160 :
e = %é" ; 6,314 =22 Ag =6314- 25— 157,85 em.
< =

{
|

&) Unghiul O este egal cu unghiul C (corespondente), deci O = 81°, deci AN —
= 81° Rezultd ed arcul ANE are 81°-2 = 162°, deci arcul AMB are 360° —
— 162° == 198°. Lungimea sa este:

7 o 7260198

— 207,34 om.
180

u

(-

¥ i 5 % L AN P by .. 1
¢) Pentru a afla lungimea arcului amb, observim cd aob = AOB (unghiuri
: : o o i . -
laturi paralele). Rezultd cd amb == ANB = 162°. Lungimea acestul arc este:

7+ 35 162 .
P “31"3"1'2" — 98,96 cm.
180

Lungimea curelet este:
157,85 « 2 -+ 207,34 4 98,96 = 622 cm.

6.2. ARIA CERCULUI $I A SECTORULU!I DE CERC

1. Aria cerculuni. Problema de a afla aria unui cerc nu poate fi studiatd in cadrul
acestei cirfi, Vom da numai unele indicatii.

Considerim un cere oarecare (fig. 3-a). Il impiirtim in 6 pirti egale 51 agezim
partile aga cum aratia figurva., Se obiine o figurd care seamdnd cu un paralelogram.
Dintre cele 6 arce in cave a fost impartit cercul, 3 formeazi ,, baza® paralelogramului.
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Fig. V1.3

Putem considera ¢d baza acestul paralelogram este jumitate din lungimea cercului.
Iniltimea paralelogramului este raza cercului. Aria acestui paralelogram, care este
egald cu aria cercului, va fi egali cu jumitate din lungimea cerculul inmultitd
cu raza.

Figura 3-b reprezintd cazul cind cercul se imparte in 12 pirfi egale. Judecind
ca in cazul figurii 3-a, se vede cd aria ,paralelogramului® este aceeasi.

Daci impirtim cercul intr-un numir din ce in ce mai mare de pérti egale,
obtinem figuri care seamind din ce in ce mai mult cu un paralelogram gi arile
paralelogramelor ce se obtin sint in toate cazurile egale cu jumdtate din lungimea
cercului inmultitd cu raza. Deci putem spune ci aceasta este si aria cercului.

Daed notdm raza cercului cu R si aria sa cu of, lungimea cercului este egald cu
27R, deci aria sa este:

nl -
g2 f R_ . m

Asadar, aria cercului este datéd de formula:

ot = =R*

2. Aplieatii. 1. Sd se afle aria unui cerc cu raza B = 3 em. Formula dd:

A=nR=n:32=mrn-9=2827 m?
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3. 8¢ se ofle raza unui ecerc, gtiind cd arig so este
of = DO m®
Inlocuim in formula of prn HO:
Bl = w15

Din gecastd relatio sconlem:

i i & B N S TE O o e
B e T 1§.915; B = |/ 10.91h = 398 m.

4. toroaua civeulard. O corcand  circulara este
pariea din plan cuprinsg intre doua eercuri con-
cenlreice. In figura 4, suprafala hasurata este o

coroand cireulara.

Bentru a alla arta unei coroane circulave, n-avew deeil sa scadem avia cercuhil
mic din arta cerculul mare. Daca B g1 r sinl razele celor dooa cereuri, arvia
corvanel esbe: g

TR — mrl,

Sevatem factorul comun w g obiinem:

o = n(RE —r3)

Exemplu. Si se afle arie unet coroane circulare in cure R = 7,5 m, r = 5,5 m.
Formula da:
A = n(7,562 — 5,52) = n(56,25 — 30,25) = = + 26 = 81,681 m?2

4. Aria sectorului eircular. Un sector circular este o parte din cerc cuprinsd intre
doui raze si arcul corespunziilor. In figura 5, portiunea hasuratd este un sector
circular.

Ne proprunem si aflim aria unui sector ecircular, cunoscind raza cercului din
care face parte sectorul si méisura in grade a unghiului la centru corespunzdtor.

Ne inchipuim ci am tmpér{it cercul in 360 de parii egale si am unib punctele
de diviziune cu centrul. Aria cercului se imparte in 360 de secloare egale, unghiul
fieedrui seclor {iind de 1°. Avia unui astiel
de sector este a 360-a parte din aria

; < I o
cereului, adicd — . Daed sectorul nostru
360

are 1%, el cuprinde n asllel de sectoare,

deci aria seclorului eiveular este dald de

formula:

0} ?TRZ

el

wRin 760

360

Gﬂ:

5. Aplicatii. Sd se afle aria unuc secior
ctreulur ew raze de 3 w, unghiul sdu fitnd

de 25°, Fig. Vi&
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Formula dis

360 360
9. Ce unghi la centru are un sector, dacd raza sa este = 4 em §i arin so esle
che= 15 em¥?
Formula di:
15_= e
260
De aici rezulta cd:
360 - 15

= 107,43; 0,43 - 60’ = 15,8' = 26’
w. 16

B

Unghiul la centru are aproximativ 167°26".

6. Observare. Si compardm fermula care di lungimea unui are de cerc cu for-
mula eare di aria unui sector eireular:

2nRn
l:- —_— ==
360 of

whn
368

-

Se observi ¢4, pentru a obfine fractia a dous, trebuie sd impértim prima fractie
ou 2 (suprimam factorul 2) 81 s-0 mmult;zm cu R (in loc de R apare RZ). Deci:

o=

Expresia %reprezintﬁ aria unui triunghi eu baza ! si indltimea R. Rezultd

cd sectorul circular poate fi privit cu un triunghi care are ca baza arcul de cerc al
sectorului §i eca indljime raza cerculai.

Rezumat
Lungimea gercului O 2nR
Lungimea arcului de cerc @ ;f;
Aria cercului @ nR2
Aria coroanei circulare @ w(RE — r?)
Aria sectorului circular @ ﬂ;;zn
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EXERCITII
LUNGIMEA CERCULUI

1. (0) De cite ori se euprinde diametrul unui cere in perimetrul hexagonului
regulal inseris in cere? De cite-ori se cuprinde diametrul unui cere in perimetrul
pairatulur eircuinseris cercului? Sd se deduca de aici ¢d numirul 7 este cupring
intre 3 si 4.

2. (p) Sé se miisoare pe diferite obiecte (un pahar, o placd de patefon g.a.m.d.)
lungimile si diametrii unor cercuri §i si se calouleze de fiecare datd cite o valoare
aproximalivd a numdirului .

d. S4 se calculeze lungimea unui cerc cu raza:

a) f=86m; b) R=25m; ¢) R=2382 m.

4. 54 se caleuleze raza unui cerc, stiind ch lungimea sa este:

a) 54 m; b) 3,82 m; ¢) 1650 m.

5. Un mosor de atd are un diametru de 3 cm. Pentru a acoperi complet lemnul,
trebuie sa-1 infigurdm de 300 de ori. Ce lungime are firul de atd?

Se va considera cd ata formeazi un sir de cercuri agezate unul lingd celilait.
Rezultatul este aproximativ.

6. Butucul unei fintini cu roatd are un diametru de 35 ¢m (fig. 6). Ciutura fiind
la nivelul pamintului, roata trebuie si facd 10 invirtituri ca ciutura si ajungd la
nivelul apei. S3 se afle adincimea fintinii (socotitd de la nivelul pimintului pind la
nivelul-apei). Vezi indicafia la exerciliul precedent.

7. Roata unel biciclete are raza de 35 cm. Ce drum parcurge bicicleta in timp
ce roata face 300 de invirtituri?

© 8..a) O navdl cosmicd a fdcut ocolul Pimintului in 108 minute, zburind Ia o
mliime medie de 250 km. Si se caleuleze viteza medie a navei. Raza Pimintului
este de 6 370 km. (Se va admite cd drumul deseris de nava cosmici a fost un
cerc; nu se va socotl timpul necesar pentru
urcarea si coborirea ei.) b) O alti nava zbu-
rat la o indltime de 220 km gi a facut de
17 ori ocolul Pamintului in 25 ore 18 minute.
54 se caleuleze viteza medie a pavei.

Viteza medie a unui avion cu reactie este
de 900 km/jora. Sa se compare vitezele celor
doud nave cosmice cu viteza avionului cu
reactie.

R. —3. a) 50,265 m. b) 157 m. ¢) 240,018 m. 4. a) 8,595 m.
b) 0608 m. ¢) 2626 m. 5. 2827 m. 6. 11 m. 7. 659,7 m.
8. a) cca 23 000 km/ord; b) cca 27 800 km/ori.
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5 5 i LE # 5 (o
9. (o) Lungimea unui cerc este de 24 m. Si se afle lungimea wnni cere a eirm

T o U o :
razd este: a) de 5 ori mai mare; b) de 3 ort mai micd; e) = din raza acestui cerc;

d) % din raza acestui cere.

LUNGIMEA ARCULUI BE CERC

10. S& se completeze tabelul urmétor, in care /, R g n reprezinti respectiv:
lungimea unui are de eere, raza cercului (in unitdti corespunzitoare) si misura
unghiului la cenfru corespunzitor arcului.

11. Acul mare al unui ceasornic are
a) | b) |e)| ) e) ) 0 lnngime de 2 em. Si se afle lungimea
drumunlui parcurs de capidtul acului in-
3 tr-un minut?

=5 12. Un pendul lung de 80 em osci-
6 6 leazd depirtindu-se cu 20° de pozifia de

—| echilibra (fig. 7). Ce lungime are arcul
n| 30° | 48° 25°40" | 65°20" deseris de capatul pendulului intr-o osci-
latie completa?

l 24 30

b}

& |

)
I

13. a) Avem o vergea de fier lungd de 50 em. O incovoiem astiel incit sd formeze
un semicerc. Care este acum distanta dintre capetele ei?
b)* Aceeasi intrebare, dacd diam vergelei forma unui sfert de cere.

14. Se da un cerc cu raza R = 50 c¢m si un punct A (fig. 8) situat la distanta
0A =1 m de centrul lui. Din A4 se duc tangentele la cerc. S se afle lungimea
liniei ABMCA (lungimea unei curele de transmisie cind roata A este foarte mica)
(v. ¢ lig. 2).

1
i ng
' A‘\ B
A
1
\
\
\ j
Y M [ it B ~ /
% |
\
o
Q)
Fig. V1.7 Fig. V1.8

R.—9. 2)120 m. b) 8 m. ¢ 16 m. d) 4 m. 10. a) 2,618.

h) 28,648; o) 265°30%; d) 2,685; e) 26,308; ) 28°89". 11 T =

=0,21 em. 12. 55,8 e¢m. 13. a) 31,8 e¢m. b)
14. 209,33 cm -+ 2-86,60 em = 382.93 em.

2.50- /2

T

= 45 cmu.
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15, Intr-un cere en raza He=5 m me duce o
eoarda A8 = 8 m. Se cere lungimea arcului AB,

}G.:intrr un cerc cu raza de 1 m ge duee o
coarda situatd la o distanid de 0,20 m de cen-
tru. S& se afle lungimea arcului subinting de
coarda.

17. Intr-un cere cu raza de 1 m se ia un are
a cirui lnngime este de 2 m. Se cere lungimea
coardei eare subintinde acest are.

Fig. Vi 4 18. In figura 9 eercul (necomplet) reprezinté
L » Pamintul, si M este un punct situat la indl-
time mare deasvpra Pawantolni. Din M se vdd punctele B, C ,...; punctul D
nu se vede. Punetul cel mai departat de pe acest cerc care ge poate vedea din
M este T, in care o tangentd dusa din M la cere atinge cercul. Lungimea arcului
AT ne arvatia _cit de departe se poate vedea“ din M.
O navi cosmicdl, in zborul sdu in jurul Pamintului, a ating o indltime de cca
330 km. Sa se caleuleze lungimea arcului AT corespunzitor. Raza Pamintului este
de 6 370 km.

19, (0) Cum variazd lungimea unui are de cerc: a) eind raza cercului devine
de 2, 3, ... ori mai mare; b) cind unghiul la centru corespunzitor devine de 2, 3, ...
ori mai mare.

20. Se numegte mild marind lungimea arcului de 1’ de pe meridian. Citi metri
are o0 mild marind? Se va considera cd meridianul are 40 de milioane de metri.

ARIA CERCULUIL

21. (p) S4 se traseze un cerc pe hirtie milimetricd, s# se numere cite patrifele
de cite 1 mm? contine si sé se verifice astfel formula care da aria cerculul

22. 5S4 se afle aria unui cere cu raza: s

@) R=1m:b) R=3m;ec) R=5n. (AT ;
28. Si se afle raza unui cere, gtiind cd aria sa este: ]
a) of =10 cm?; 8) of = 250 m?; ¢) of = 380 m2

24. (o) Aria unwi cerc are atitia metri patrati citi metri are lungimea sa. Sé se
afle raza cercului. ;

R. — 15, Din centrul cercului O se duce OC perpendicular pe AB
y gi ge caleuleazd unghiul AOC; 9,25 m. 16. v. problema precedentd;

e 1,201 m. 17. 1,678 m. 18. 200 km. 19. Arcul este direct proportional
1, Qt cu raza si cu unghiul. 20. 1 852 m. 22. a) 3,1416 m2 b) 28,2743 m?3.
P ¢) 78,54 m* 23, a) 1,78cm. b) 8,91 m. ¢) 10,99 m. 24. 2 m.

¥



Fig. Y110 Fig. VL1

Fig. VI.i2

25. Git la sutd din aria cerculul reprezintd; a) aria trinnchinlui echilateral:

by aria patratului; ey-aria hexagonului regulat inseris in acel cere? Se poate lua
REATN '

9. P& un cazan en diametral de 1.20 m se pune un capac de tabli, care depi-
segte deschideren cazanului en 5 em. 4 m® de tably cintareste 3,6 kg, Sa se
caleuleze masa capaculni.

e
2.

O poarti are forma gi dimensiunile indieate in figura 0. Care este pretul ei, .
B80L0

il en 200 de lei metral pateat?

| 5 se afle avia unui cere, stiind cd lungimen sa este de 157,080 m.
Sé se alle lungimea unui cere, gtiind cd aria sa este de 314,16 m2,

30, Dintr-o foaie de tabld dreptunghiulard lungd de 80 em gi latd de 60 em

se tale discuri circulare cu raza de 5 cm (fig. 11). a) Cite discuri se scot? b) cit la
gutd din material se pierde?

/@ﬁl Razele a doui cercuri sint r 5i R. a) S& se afle raportul dintre ariile lor.

¢ .- ApASim PISEORtt 2 in jos cu o fortd de 60 kgf. ;

e-Tnasd-are gorpul pe ecare il putem ridicag? G
A X 1,‘ ; - 1
33. (ohAmia unui cerc este de 18 em?2, Si se afle ' 1 A
P A yx(?r;erc- a cdrui raza este: a) de 3 ori mal {
= : s o
z__: f/ are; b) de 3 ori mai miecd; ¢) o din raza aces-{ \ oy
11: ~—:(.5\ tui cere; d) 1 1; cit raza acestui cerc. \‘?7 X &)
R. 85, a) 41%; b) 2=63%; ¢) L2820, 2. 46 ke
R _,1'988 de lei. 28. 196349 m% 29. 62,832 m. '80. a) Nu se
A ot

ej}lt;ﬁleazé ariilel 48 de diseuri. &) 21,5%,. 31. a) -}—?\'2. b) %; =

82, v. prabl. J31; 1500 kg. 38. a) 162 cm> b) 2 cm? ¢)
/ d) 405 emz. ‘ &



Fig. V114

34. Si se afle pe baza datelor din figur§ ariile si perimetrele figurilor
14-g — il-e.

' 35. Aria unei coroane circulare este de 2 826 m?® si raza cercului mic este de
18 m. Se cere lilimea corcanei.

36. Un circ are formi- de cere, raza cercului fiind de 25 m. Partea pe care se _
fac exerciftile (arena) are forma unui cerc cu raza de 20 m. S& se afle cifi spectatori
incap in acest cire, dacd se socoteste 0,5 m? de speclator.

37. (o) Avem o coroand eirculard in care raza cercului mare este dublul razei
cercululi mie. De cite ori se cuprinde aria cercului mic in aria coroanei?
Aceeasi intrebare dacd raza cercului mare este de 3, 4, 5 ori mai mare decit raza
cercului mic.

-

SECTORUL CIRCULAR \\

38. Si se completeze tabelul urmitor, in care <#, R §i n reprezintd respectiv:
aria unui sector circular, raza sectorului (in unitdti corespunzitoare) si misura
unghiului la centru.

a) b) ¢) d) e) )
oA 42 25 3 | 100
R 4 15 10 17
n | 50° | 108° 25°15" | 153°20"

R. — 34, a) 2n+4;54m b) b4—7;2n 4 4. ¢) 16 — =; 2n -8,

d) 2= — 2; 2 + 6. e) 10; 10 + 2. 85. 16,98 m. 36. 1443 specta-
tori. 37. De 3 ori; de 8 orl de 15 ori; de 24 ori. 38. a) 6,98. b) 6,67.
c) 12°44°. d) 22, 035. e) b, 11, f) 39°39'".
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39. (0) Ce fractie din aria cercului reprezinti un sector de: a) 90°; b) 45°;
¢) 60°; d) 180°; e) 210°; f) 270°; g) 300°

40, Si se afle lungimea conturului si aria desenelor din figura 15.

a) Figura 15-¢ reprezintd un motiv decorativ care se obtine ducind trei
arce de cerc egale, cu centrele in virfurile unui triunghi echilateral, a cérui
laturd este.de 2 dm. b) Figura 15-b reprezintd un motiv decorativ mirginit de
4 sferturi de cerc. Latura patratului este de 2 dm. ¢) Figura 15-¢ reprezintd o
,rozetd cu 4 foi“, Ea se obtine construind 4 semicercuri avind ca diametri laturile
unui pitrat. Raza acestor semicercuri este de 1 dm. d) Figura 15-d reprezintd o
rozetd cu 6 foi“. Ea se construieste astfel: se imparte un cerc in 6 pirti egale,
apoi, luind punctele de diviziune ca centre si 0 razd egali cu raza cercului, se
deseriu 6 arce de cerc situate in interiorul primului cerc.

41. Si se afle aria piesel din figura 16.

42. Se numeste segment de cerc o parte din cerc mirginitd de un arc de cerc gi
coarda corespunzitoare — haguratd in figura 17. Segmentul CD se numeste sdgeaia
segmentului. S4 se afle aria segmentului din figura 17 stiind ca raza 0A = 10 em,

e
AOQB = 50°

. 20cm y

Fig. VI.16 Fig. VI1.17

R.— 40, 8) = dm;[VTsm;) dm2 b) 2% dm; (4 — =) dm? c). Se

afli intii aria porfiunii hagurate, care este diferenfa dintre un sfert
de cerc si triunghiul AOB; 4x dm; (2x — 4) dm?®. d) Portiunea hagurati
este diferenta dintre 1/6 din cere si triunghiul echilateral AOB, 4n dm;
(2r—31/3) dm% 41, 150,72 cm? 42. 43,61 — 38,30 = 15,31 om™
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43. 53 se caleuleze aria ficcaruia dintre segmentele de cerc eare se formeaza
eind inseriem intr-un eerc cu raza de 1 m. a) un hexagon regulat; b) un patrat;
¢) un trinnghi echilateral.

44. Intr-un cerc cviraza £ = 5 cm se duce o coardd AB = 6 cm. Si se afle aria

' segmentului de cerc determinat de aceasta coarda.

46* Intr-un cere cu raza R=5 em se considerd un segment a cirui sdgeatd
este CD = 1,25 m (fig. 17). Se cere aria segmentului.

“DIVERSE

46* Un bazin circnlar este fnconjurat de o corcand de heton (fig. 18).
Nu putem méasura razele eelor doua cerecuri care marginese hazinul ecdei nu
cunoagtem centrul lor, si bazinul este plin en apa. In schimb, putem méasura
segmeniul AB de pe tangenta la cercul mic. Cum putem deduce de aici aria
coroanei !

47, Ne inchipuim un f{ir de sirmd care inconjurd Pémintul la ecuator (fig. 19).
Mirim lungimea firului eu 1 m si-i dam din nou forma de cere, astfel fneil s
formeze un cere concentric cu ecuatorul. Intre ecuator gi firul de sirmi rimine o
anumitd distantd, Sa se afle aceastd distantd, Va putea o pisicd sa treacd pe
sub sirmi?

48. Razele a doud rofi de frecare! sint: R == 15 cm, r = 10 om (fig. 20). Cu cite
grade se roteste roata mare, cind roata micd face o rotatie completa?

Fig. VI.19 Fig. VI1.20

R. — 43. a) 0,091 m2 b) 0,286 m? ¢) 0,614 m2 44. Se afls intii
unghiul AOB; 4,11 em? 45, 5,68 m? 46. Se aplici teorema lui Pi-
tagora in triunghiul AOM; aria coroamei = # - AM?2 47, Rimine o
distanta de 2_'"20,15 m. 48. Cu 240°

™

! Rofi lipite una de alta ca in figurd, aga fel ca, atunci cind wuna din ele se invirteste, si
se invirteasea si cealaltd.
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Fig. VL.21 .

49. Doud rotisint legate printr-o curea de transmisie. Razele lor sint: R = 30 cm
si 7 = 20 cm. Roata mare face 50 de ture (Invirtituri) pe minut. 54 se afle: a) cite
ture pe minut face roata micd; b) ce vitezd are un punct carecare de pe portiunes
rectilinie (dreaptd) a curelei.

50. @) Ininteriorul unui cerc de razi R. se construiese, 2, 3, ..., n, cercuri egale,
ca in figurile 21-a i 21-b. Si se compare suma lungimilor acestor cercuri cu lungimea
cercului mare. b) Dintr-o foaie de tabli obignuita se face o foaie de tabld ondulatid
sectiunea ei este formatd dintr-un sir de semieercuri cu raza 7 = 3 em, (fig. 21-¢).
Citi metri de tabli ondulatd se obtin dintr-o foaie de tabli lungd de 1 m?
¢) Se face economie de material daca se ia pentru r o altd valoare? ;

R. — 49. a) 75 de ture; b) 94,2 metri pe minut. 50. a) Suma
lungimilor cercurilor mici = lungimea cercului mare. b) Lungimea
tablei este egali cu diametrul unui semicer¢ a cidrui lungime este

de 1m. 2 = 0A% m ¢) Nu

™
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