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PREFATA

Scopul, formulat la modul cel mai general, al geometriei de vlasa a
VIi-a este de a invita pe elevi si ,stipineascd planul® din punct de vedere
calculatoric (cap. I) §i, pe doud exemple importante — aria gi suprapunerea
sd-i familiarizeze cu modelarea matematici a unor notiuni apirute pe cale
intuitiva (cap. 2 si 3).

Prin ,stdpinirea planului® intelegem posibilitatea de a calcula lungi-
mile segraentelor gi masurile unghiurilor ce apar in diferite congtructii geo-
metrice, cunoscind pe cele ale elementelor geometrice initiale. Aceasta permite
realizarea de mumeroase aplicatii practice; in manual sint prezentate citeva.
In acest mod se explici si originea numelui acestei discipline: misurarea
pamintului. :

Scopul capitolului 1 il considerdm atins in paragraful ,, Rezolvarea triun-
chiurilor oarecare® in care se rezolvé cele trei probleme puse in manualul de
rlaga a Vl-a la lectia despre construirea triunghiurilor.

Cele mai importante paragrafe din capitolul T sint ,Relatii metrice in
triunghiul dreptunghic® g ,Sinusul s cosinusul unui unghi®; cecomandam
sa se insiste pe problemele din aceste paragrale.

Am prezentat o demonstratie a teoremei lui Pitagora ce nu trece prin
teorema catetei; considerim insa tot atit de judicioasa demonstrarea el cu
ajutorul teoremei catetei, expusd §i in carte.

Pentru ca elevii §4 nu ramind cu impresia cd geometria, in dezvoltarea
ei. se subsumeazi unor scopuri calculatorii, am dat, cu caracter facultativ,
materialul din paragraful ,,Citeva teoreme in plus®, insotit de o listd de pro-
bleme. Aceleiasi idei ii servese si problemele de la ,,Puterea punchului®,

Prin scopul urmarit, capitolul I are contingente cu algebra. Una din
ele este demonstratia teoremei lui Thales pentru rapoarte irafionale. Pe de
alta parte, rezolvarea, problemelor cu date literale reclama cunostinie de
ealenl algebric, uneori o experientil ce poate depdsi pe cea a elevilor din clasa
a VII-a. De aceea ne-am marginit, spre sfirgitul capitolului 4, la probleme cu
date numerice. Evident cd se poate incerca rezolvarea unora din ele cu date
literale...

Capitolul 2, despre arii, l-am prezentat putin altfel decit de obicei
Prin aceasta am evitat intilnirea eu dificultati dincolo de puterea de inlele-
vere a elevului mediu ca: ,aria unui dreptunghi cu laturi irationale” si ,deli-
nitia ariei unui policon oarecare®, Fird a contine demonstratii deosebite, acest
capitol este in intregime riguros astfel incit, de exemplu, demonstralia prin
arii a teoremei lui Pitagora nu apare sub nici o forma drept sprijinita numai
pe o intuitie.

Nu am incercat si facem riguros paragraful despre lungimea §i aria
carcului, din motive evidente. -
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In rezolvarea problemelor din ecapitolul despre arii intervin mereu
gunogtinte din capitoiul 1. ;

Problema distractivii (evident néobligatorie, ca gi paragraful de astro-
nomie din capitolul 1 ete.) are ca scop si arate elevilor ¢d doud poligoane cu
aceeasi arie se pol descompune in brivnghiuri respectiv congruente.

Caleulele laturilor i apotemelor pentagoanelor gi decagoanelor sint

facultative: ele au drept scop numai limurirea unor {apte expuse la orele
de desen. -
Din capitolul 3 sint in primul vind obligatorii paragrafele intitulate
Translatii gi Rotatil. In paragraful ce le precede ,Despre transforméri georne-
trice” se aratd cum aceastd nofiune modeleaza matemalic' pe cea de ,supra-
punere” care, desi nu a fost deserisd anterior in manualele de Geometrie, este
familiard elevilor de la desen, geografie ete. (copierea unei figari).

Evident ¢ nu se pot urmdri paragrafele despre translatu i rotaln
dacé ,se sare® materialul din capitolul 3 ce le precede. O bund parte din acest
matertal este expus in stilul partii I din Geometria de clasa a Vli-a, adica
mtuitiv. - 3
Din lipsit de spatiu, nu am onorat promisiunea din clasa a Vi-a de a
prezenta cele mai interesante demonstralii din geomelria axiomaticd.

Considerdim cd o buni parte din materialul acestei ciirli, in special din
capitolul 1, se preteazd a fi predal prin rezolvare de probleme cu elevii,
deoarece situatitle esenlialmente noi (ce eslte o definitie corecta, necesitatea
ca o delinitie sd fie precedatit de o lemd, enunturi ce contin drept cazuri parti-
culare mai multe enunturi dinainte ete.) sint mult mai rare.

PROBLEME RECAPITULATIVE
DIN MATERIA CLASET A 6-A

(Notam cu asterise pe cele pe care le considerim mai difieile)

1. Dindu-se dreptunghinl ABCD (AB > B(') eonstruim in interiorul
siu AEBC echilateral gi in exteriorul sau triunghiul echilateral A D. Sa se
demongtreze i GFE este congruenta cu diagonala dreptunghinlui.

2, In triunghiul ABC, 92 A = 60°, BB’ g CC’' sint inallimi (5 gi G
sint respectivi pe AC st AB). Fie [T ortocentrul trinunghinlui (punctul de inter-
seclie al indltimilor). Demongstrali e )

a) Dacd T este simefricul lui A fata de AC, AHTC este echilateral.

h) Dacd bisectoarea unghiului BHC taie cercul circumseris trivnghivlui
ABC in I, si IB = IC atunci ABIH si ACIH sint echilatevale.

3. Dacd ABCD este un paralelogram si daci inaliimea din A pe DC
pste congruentd cu cea dusa din 4 pe BC, paralelogramul esle romb.

f. Tntr-un patrulater convex diagonalele sint i hisectnare. Precizati
natura lui!l. (Cu ce Tel de patrulater avem de-a face).

5. Pe laturile AB. BC. CA ale unui triunghi ludm respectiv punctele
C'. A', B'. Demangtrati ci perimetrul trinnghiulni A’ B'C” este mai mic decit
al triunghinlui A BFC. :

6. Tn triunghiul A BC. unghiurile B,C. au 707 respectiv 50°. Fie BE’,
CC’ inaltimi si BD bisecloare in triunghinl A 8. 5a se determine unghiurile
trinnghiului determinal de dveptele BB, CC" BD.

7. In triunchiul AQB din ligura 0.1, care esle isoscel (04 = 0B). =eg- |
mentele AC = ('D = DB. Sa se demonstreze ca unghiurile, 320, 4 0. 90,

nu pot fi tnate congruente intre ele.
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8. Doud cercuri de centre O si O sint tangente exterioare in punctul 4
Fie T, 7’ punctele in care o tangentd comuna exterioard atinge® respectiv
sercurile. Linia centrelor 00" taie a doua oara cercurile in M st M’ Demon-
strati cd TMM'T’ este patrulater inscriptibil.

9. Cercurile de centre O respectiv 0’ si de diametre 44" s ‘44" au
comune punctele 4 si B (fig. 0.2) Sa ze demonstreze ca:

a) A, B g A" ginb coliniare.

b) [L.?nghiufile triunghiurilor variahile A MN (unde M este pe cercul O
si MB taie a doua oara cercul 0 in V) au masura constanta.

i .

\/

( T i Fig. 0.2
e
o
A ‘
10. Triunghiul A BC inscris in cercul de centru O are punctele B §iC
fixe si A descrie ,arcul mare® BC. Si se arate ci bisectoarea mnghinlm 4
irece pr'inl.r-Lin punct fix, Are vreo- importania cd A descrie ,arcul mare”
sau putem formula o problema analogd privind Lareul mic”?
~ ~11*% Dindu-se 4 puncle lixe, si se duca prin fiecare din ele cite o dreapta
astfel incit ele si formeze un patral. ;
; 12, In triunghiul ABC, I este centrul cercului inscris ¢ dreapta Af
intersecteazi cercul circumseris triunghiulai A BC' a doua card in D. Demon-
‘strati ca DI = DB = DC.
* 13. Douil cercuri secante de centre O si O’ (fig. 0.3) se taie in 4 g B.
Prin 4 si B ducem doud drepte paralele care taie a doua oara cercurile respec-
tivin A’ 5i A7, B' ¢i B”. Demonstrati ca A'B'A"B" este paralelograrm.

T 14, Se da triunghiul isoscel ABC (AB = AC) s fie AH inaltimea sa
din 4 si 2 un punct oarecare pe baza BC'; perpendiculara din £ pe bhaza
intilneste dreptele AB si AC respectiv in M gl N. ‘Se cere #a se arate ca:

a) triunghiul 4 MN este izoscel; i ; :

i:"'} AH = MP + NE S5 sp deduca de aict ¢& suma ,ﬁidﬁ'#.Nﬁ pate

constantid cind 2 circuld pe segmentul BC;
¢¥) care este lnenl geometric al mijloculni segmentulm MN.

#15. in triunghiul ABC, A, este piciorul indl{imii. Coboriti din 4 pe
BC si A’, B’, C' mijloacele laturilor BC, AC, AB respectiv. 5S4 se arate ca
A'B'C’'A, este un trapez isoscel.

16. Qn triunghiul A BC, H este ortocentrul si 4°, B’, C" mijloacele latu-
rilor apuge respectiv virfurilor 4. £ si (", Daca 4, este mijlocul segmentulu
HA, sa se demongtreze ca:

a) I 4,004 = 907

b) patrulaternl A'B’A,C "este inseriptibil.

7%, Cereul celor 9 puncte (cercul lui Euler)

" Folosind prohlemele 15 ¢ 16 sd se demonstreze c&:

Intr-un triunchi, picroavele indltimilor, mijloacele laturilor §i mijloacele
seementelor determinate de ortocentru in virfuri sint conciclice (pe un acelagi
cerc).

\\ 18. Daci intr-un triunghi ABC, . B =60°, AB = 2BC. demonstrati
ea triunghind este dreptunghie. \ :

<19%, Pe latura A5 a triunghiulni echilateral 4 BC se ia £ astfel ineit
IBE = EA. La fel pe latura AC se ia D astlel incit DE = 24.D. Demonstrati
ca 7 AFC = 907 unde £ este punctul de intilnire a segmentelor BD cu EC.

t

A90, Si se construiasca un triunghi cunoscind doua laturi si inaltimea
corespunzdtoare laturii a treia.
Z91%%, In figura 0.4 ABCD este inscris in cercul dat, AF = AD,
AEVBC. €F = D, CF | AB. Demonstrati ca DF | DE
o

t!:.! Construiti un triunghi 4 BC in care se cunosc latura BC, unghiul
4 si inaltimea BB '

‘@‘ Sa se constrniasca triunghiul A BC in care se cunose latura BC,

mediana 4 M si unghiul 4. Discutie, .

*
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Pe laturile triunghiului A BC se construiese: ,.in afard” 3 triunghiuri
echilaterale A'BC, B'AC, ("AB. Demonstrati ca:

Q) BB =CC' = AA";

b)) ceveurile civeumserise celor 3 triunghiuri echilaterale au un punect
COTNII.

256%, Si se construiased trinnghiul A B¢ in care se cunosc latura BC

gi medianele” 2B si CC.

26%, In triunghiul 4 BC se cunose latura BC, indltimile BB si CC".
Sd se construiascd trinnghiul. = 3
27. 84 se construiasci vn triunghi cunoscind doud latuei si mediana
laturi a treia.

28%. 8 se construiased un trininghi A BC' cind se cuncse indltimea,
bisectoarea si mediana care pornese din 4 (luate ca seemente),

29%, Douna cevcuri ((7) & (€) sinl tangente exterioure inle-un punect A.
Fie 77" una din tangeniele comune exterioare gi M, M intersectiile celor
dond cercuri en o dreaptd variabila ce frece prin: 4. Si se afle loeul geometrie
al punetuln 2 de intersectie a i M7 cu MT".

30. Si se constrinased un {riunghi A BC in care se eunoge indltimile
BB latura BC gi O.genlrul cerentui eircumseris hui A BC, /

31. Dindu-se trei semidvepte OX, OV si 0Z (0% interioars nnghiului
XOY) fie M en punct pe 4. Sa se ducd prin M o dreapti care sd intersecteze
OX in A g OV in £, astiel ineit M s lie mijloenl gsegmentulni 4 B.
'I;Jhiu]ui echilateral A BC se
la pe arcul mic BC punclul variabil M. Bisectoarea unghiului BMC taie
coarda BC in P. Din P ducem PQ | MB gi PS L MC. (QcsMB, S&€ MC).

a) Demonstrati e A HQS este echilateral:

L) Demonstrati ca M, P, A sint coliniare.

32. Pe cercul de centru O eireumseris Lrior

e S—— e

CAPITOLUL 1

RELATII METRICE

INFRODUCERE

In acest mannal vom prezenta, ca si in cel din clasa a b-a, teoreme de
geometrie pland, Stilul va fi acelasi,

in acest copitol wrmirim si demonstram teoreme pe baza cirora si
putem caleula segmente 51 unghiuri ce apar in dilerite constructii geometrice.
Astiel mi se va deschide g1 perspectiva, de exemplu, de a demonstra congro-
enta a dound segmente caleulind lungimile lor i constatind ca sint egale.
Bineinteles e, din cavnza scopului deseris mai sus, vor Ji multe prebleme in
care concluzia va fi ,incompleta®, de tipul . A f=_." (in care in loc de punctele
de suspensie trmeazd si punein, abia fa sfiegitol san in corsel ealionamen-

Lulal, expresia corespunzafoare).

TEOREMA LUI THALES

0 paralela la una din laturile unui frivnghi delerming pe celelalte dona
laturi segmente proporfionaje.

g sk
B .
Ipoteza: ' ' i Couneluzie:
DE || BC : AD _ AE

AB AC
Demonstratia o vomw face deocamdata, in acest paragraf, numai in cazul
cind unul din cele doud rapoarte este un numér rafional.
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——

. AD ) v SN ;
Sad presupunem, de exemplu, ci == = =. S impartim sesmentul 4 B
: p T peart Zlinen
£ / -
in 7 pérti congruente prin punctele D, D,...D,. Vom avea deci AD, =
part 8 1 | JRAEEIKE 19 s 6 : 1
= DDy = .= DyDy = DgB. S ducem prin punctele D,...., D, paralele la
B('; ele vor taia latura AC respectiv in £,...., Ey. Deci, in figura 1.2, vom aves

D\E, | DyEy | .| D&, || BC.

E;

oz \é
Bl =
Ao

Fig. 1.2

.-{plicind teorema asupra liniei mijlocii in triunghiul ADQEQ. precum g
in trapezele D\ F,E;Dy, DoEE\D,,..., D,EED, D.E.CB, obtinem J4E, =
= BB = ... = BBy = EC. .

4 g . .4D, . 2 AD ; - ; .
5d observim acum ci == = = = "=:deci 4D, = AD, adici D = D..
AB 7 AR - i 3
Deducem acum cd E = E, si, in sfirsit, este vizibil ca T

Observafia 1. La fel se dovedeste cd, in notatiile fig. 1,2, avemé{zg

42
4C
g = : . o v Mo . 4D CAE
Impa;';md relatia din concluzia teoremei cu cea scrisd aici, obtinem gi == = ;;%;’ .
Deci, oricum am serie concluzia teoremei lui Thales (determing segmente
proportionale), obfinem un enunt adevirat.

Obser¢afie. 2. Lungimea unui segment depinde de unitatea de maisurd
aleasi pentru segmente,in schimb eitu! lungimilor a doui segmente nu de-
pinde. Acest cit se numeste, dupd cum s-a invatat la Aritmetica, gi ,raportul
lungimilor celor doud segmente®. Este unul din primele locuri in care uotiunes
de raport, ,spune ceva® in Matematica.

Problemd rezolvatd 1.Fie D un punct pe latura 4B a unui triunghi A BE
1 care AB =5 em, BC = 8 em §i AC = 10 cm (fig. 1.3). Se stie ¢cd AD —
=2 em. Prin D ducem o paraleld fa BC' care taie AC in- E. Si se caleuleze
lungimile segmentelor 4E. EC.

j—

i

A ¥

10

Ipot Coneluzia:
poteza: i of
A% =5 BC =8, AC=10,AD=2 / A = ey B =

DE || BC

%, Trinnghi ba existd deoarece 8 —
Rezolegre®. Triunghiul despre care este vorba

- ., AD _AE . .2 _AE
5 < 10 < & -- 5. Teorema lui Thales da e deci 5 i

i i == i concluzia
de unde obtinem AE =4 §i apoi EC = AC — AE = 6. Deci con
completa este: AE =4, EC = B.

_ 2 si, rezolvind ecuatia

notind AE = &, deci EC = 10 — , obfinem — = ek

w |

f
r = 4 ele, il -
' Jpatd 2. Pe laturi wii unehi ou virful in @ se dau pune-
Problemd rezolpatd 2. Pe laturile unui ul]g]fn: ‘fu e e
tele A, B vespectiv C, D (fig. 1.4). Si se precizeze pozitla'punc M de
e10 5

MA
3 T o B an el T OT 11 =
intersectie a dreptelor AC si BD caleulind raportu e

=

=)

S
B

a aplica teorema lui Thales, si ducem prin A
Rezoloare. Pentrn a putea aplica teorema ;

: lola 1a BD si sa notdm eu X punctul in care ea intersecteazd pe 0OC
paralel: D gl 63 i
(AX | BD) (fig. L5).

Al N t"""t“ de DM, da MA ;2} laungimea
Teorema lui Thales in /A C XA, taat” de DM, d oF o

MC
N GBI

1§ l 1 25 bl H, ol L5 i i ‘llu es a1
] u  INCca NEeCHT "'Ul;‘i ‘l Leoremnty Lt I 1
BB'E” €1 'Ll] [_'K e L| inca n GLTO; y

a s AX da DX B4 4 este usor de obtinut concluzia dovita (ipoteza
taiat de AX da 5o = B0

. Ji,—-l L"J !I‘_‘i
fiind formata din figura LA): 570 = 557 5o
IS SN eY

l L s ¢ . . 7
nstratie, dat u ronstram® ¢i rezolvam® o problemd.
= Aceasta ests tot © demonsiratie, dar nu ,demonstram® el

1

i




1. Probleme

1. fo mteriorul unui segment 478 de lungime 55 cm se considerd
4G 5 - by

un punct € astfel ca
R i

A b,

2. Aceeagi problema ca la 1, cu singura deosebire il se presupune €
situal pe dreapta AB dar nu in interiorul sepmentului A B.

U nde rezulta C': de aceeasi parte a lui 4 ca si & sau de cealalts
parle?

3. Se dau trei puncte coliniare 4, B, €, astlel incit ¢ este situat
A | e C4

intre A si B. Si se exprime liecare din rapoartele & = g ==
cB' " Ak

; Ch, h i i~ .
81 3 = —in functie de lecare din celelalte doud
AB =
[ N e y, 1} il i N ") R, = - -t 3 .
4. Dacd 4, B, C, D sint colinare, dacid € si D sint situate intre 4

) 3 04 A
gi [ gt daca ZFI o
Ch. DB

» 8 a1 mrahle a (e « ) e} 2 3
). Aceeagl problemd ca la 4, insd presupunind ea miei ¢ niei D nw

este situat intre 4 1 B (cele 4 puncte continuind a fi presupuse coli-
niare).

sd se demonstreze ca ¢ — /).

6. Trei drepte paralele determini pe doui secante segmente propor-
tionale. ;

7. Enuntali cazui particalare ale teoremei lui Thales: st ale teore-
mei din problema 6 (@mintiti-va teoveme san chiar exerc-.i’tii de anul
trecut!l) :

8. Care este reciproca teoremel lui Thales? Este ea adevirata?

9. Fie M si N puncle pe latuvile 4 B, A¢ ale unui trimnghi astlel
ca MN || BC. Daca kil =Sy, oA e calenleze 4

Ag g1 M el Al T

10. Demonstrati teorema i Thales in cazul in care punctele D
$t £ nu se afld in interiosrele segmeutelor 4B, 4¢: deosebiti cazul in
care ele se atla pe semidreptele AB, AC si cazul in care ele se afli pe
prelungivile acestor semidrepte, ] -
11. Serieti o demonstratic a teoremei Iui  Thales.
gL care g osion sind naburale, 1-< m < j ava 1
T i3 ol naturale, 1-< m < n (decr fara a parlicu-
larviza pe m si n).

sonsiderind

) Y o L o Rt A g : o b :
2. Fiind date trei segmente u, o, @, 8 se construiased urn-seement
o uv . i
x astlel ca x = —. Caz particular u — 6 cm, » 5
Cd « LdZ P § | L =0 ¢cm, % =10 e Pl =5 I 1
3 ! ) CIm, 10 em, @ = 15 cm,
13, (Intrebare). Puteti folosi teorema lui Thales pentrin a eonstrai
wn segmenl @ = Voo, # i ¢ liind segimente date?
I_l Se lm;us%dul-;.y f:!"_"l dveple Or, Oy, Oz, punctele 4, A, pe Ou s
punctele B pe Oy §i C pe Oz, Paralela prin 4, la AR taie Oy in B.. iar

paralela la BC prin B, taie Oz in (. S8 se demonstreze ci C\4, [ CA.

= —. 5d se determine lunginile segmentdlor

a

15. Se congider un punct D pe.latura BC a triunghinlut ABC.
Raralela prin D la AB taie AC in E, paralela la BC prin [ laie 4B
in F ele. Si se avate cd dupd un anumit numér de astiel de construcii
Jne intoarcem® in D. Care este acel rumar!

-16. Cum ftrebuie ales D din problema 15, pentru ca intoarcerea in
D si aibé loc dupd un numdr mai mic de constructii decit in cazul gene-
ral? Carve este acel nou numar?

17. Fie D punctul in care bisectoarea unghiului A al anui btriunghs
intersecteaza latura opusd BC. Si se demonstreze r:-ﬁg—ﬁ = ;11_5 Aceeasi
problema pentru ,bisectoarea exterioard®.. .

18. Scrieti rezolvarea problemei rezolvate 2 in cazul in care € este
intre O si D. Ce constatali eu privire la rezultat? '

19. Pe dreapta Oz se considerd punctele A, B2, C, lar pe dreapla
Oy punctele A’, B', C'. Daci AB' || BA" st BC" || CH', si se demon-
gtreze c¢d AC' || CA'. :

20. Dati un exemplu de proporfie in care un Lermen si fie numir
intreg, iar toli ceilalfi trei si lfie nomere irationale.

TROREMA LUI THALES IN CAZUL
RAPOARTELOR REALE OARECARE

{nainte de a demonstra teorema in acest caz, si amintim citeva fapte
relativ la numerele reale. ‘

a) Fiind date doud numere reale o §i b, este adevaratd upna §i numa
una din relatille ¢ < b, ¢ = b, b < a.

Cu alte cuvinte, < este o relatie de ordine totald pe multimea numere-
lor reale.

b) Fiind date doud numere veale a i b, aga incit a < b, existd un numar
rational r astfel ca ¢ <r <D (evidenl, r nu este unic, deoarece, conform
aceleiagi proprietati, va exista i un numar rational s cu proprietatea a <
<s <r, deci s <b ete.).

Exemplificim aceastd proprietate astfel. Daca a = 2,738... 31 b = 3,069...
putem lua r = 2,9; daci ¢ = 2,839997.., g1 b = 2,8400002... putem lua r =
= 2,839998.

¢) Dacd avem doud numere reale a si b asa incil, pentru r raglonal,
este adevirat e (r < @) = (r < b) atunci a = 0.

Aceasta este o consecintd a proprietitilor a), b). Intr-adevir, daca, de
exemplu, am avea a < b, atunci alegem un r rafional cu proprietatea o <
<r <bsiavem r < b adevirat darr <o fals, deci «<— ar {1 neadevirata,
sontrar ipotezel
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Putem trece acum la demonstraiia teoremei Iur Thales in casul general
(bazindu-se pe valabilitates ace stei teoreme 1n cazul ciud unul din rapoariele
ce apar este rational).

Fig. 1.6 &
A \
= |
Fie r un numdr raional astiel ca r < i deci v - AB < AD. 5S4 con-
£ A

struim un puncl D' gituat in interiorul segmentuiui AD, (fig. 1.6), asttel ineit
AD" =r-AB. Fdldlufﬁ prin D" la BC va tiia AC intr-un punct E’ situat in
interiorul segmerdadui AE. Conform teoremei hi Thales pentru vaport ratio-

_ AT AE‘ ] AR
nal. vom avea “we = r, deci r < —.
AC AC
J & . A0 A
Am aratat astfel ci, pentru r rational avem ( i J - [: o
‘ ; AR A("
. S : : - 2 AEN )
La fel se aratd ¢d pentru r vational avem (r =3 S a [r = ii]

Pe baza propr letciLl ¢) de mai sus, teorema lui Thales este complet
demonstrati.

_Observaie. Vom vedea in cele ce urmeaza ca, efecbuind constr uctiy
"BDIllttl‘lLe asupra unor segmente cu lunrmm rationale (chiar intregi). obtinem
loarte ugor segmente de lungimi irationale. De exemplu, lunginiea dlclﬂ(‘ll'ldlel
unui pétrat de laturd 1 este un numdr ivational. De aceen esbe unportant sa
stim cd teorema lui Thales este adeviratd in cazul uml rapoartele ce apar in
ea sint numere reale varecare.

TEOREMA FUNDAMENTALA
A ASEMANARIT*

Teorema. 0 paraleli la una din laturile unui triunghi formeazd eu

celelalte laturi un alt triunghi care are toate unghiurile respectiv congruente
§i toate laturile respectiv proportionale eu ale celui initial.

Deci in triunghiul 4 BC ducem PQ p.n.,]u dcu BO(P & AB), (Qe AC).

notatiile fiind cele dinfigura 1.7.

# Aceastd formulare isi va gasi nen'nvhupa Al tirziyg

Fig. 1.7
L 2Ng
BAF e \2>\C | ‘
Ipoteza ' 1 Corlt;lugla
M BC 1) XA=2X A, 2) X P,=X By, 3) L =0y
g % > 4) 113 _A4Q _fﬂ?

AB  AC BC
Demonstrafie 3 , o
Relatia 1) este evidenti. Congruentele 2), 3), se refera la unghiuri l]Jl ;
pondente. Prima proportie din 4), rezulta direct din teorema lui Thales.
Ramine de demonstrat ca 40 _ PO pontru aceasta ducemQT|| AB(TE BC)‘F

s K0 L0

(fig. 1.8). Se formeazd astfel pe de o parte paralelogramul PQTB gi deet

A.

y - {
/ b /\X
B T o |
PQ = BT, pe de altd parte se poate aplica teorema lui Thales (QT|AB) si
AL s 2L In ultima proportie inloguind pe BT cu PQ, obtinem
AC~ BC ,
gi ultima relatie LdllLd[.

ik
Observajie. Putem sa considerdam e¢i paralela PQ intilnegte Pl'eml‘-bme
laturilor tuunrrluu}m ABC; demonstratia ramine in esenta aceeasi.

se obtine:

wa.lumf rezolvatd. Se considera un trapez GABM, de baze OM = b 3
AB — ¢ in care 04 = ¢. Se alege un ]’Juﬂbt X pe d‘ezi}_]td OA: parvalela prin

15
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X la baze taie MB in V. Presupunind ¢ > b, sd se exprime lungimea
segmentului X'V in funelie de lungimea # a segmentului O X.

li;ui(:ZH

OM[XY! AB

OA = g, OM = b, A8 = ¢

(X = XY =,

Rezolvare. Va trebui sa deogebim mai multe cazuri. dupa pontia lu
X pe dveapla 4.

Cazul { (lig. 1.10): X se alla iubre O si A. :

In toate cazurile vomn duce prin @ o paralela la BM s vom nota cu D
mbersectia sa cu AR lar cu Z intersectia sa eu X¥. Din paralelogramele
OMYZ, OMBD deducem ca YZ = BD = b, Cowm b < ¢, vezultd cd punctul
D, care va fi acelasi in toate cazurile ce le vom debsebi, este situal intre A
g1 B dar AD — ¢ =

Teorema lundamentali a asemandrii in AOAD téaal de XZ da -2 —
xz : S ‘ - %

= . Aceasta coneluzie este valabili in toate cazurile, daca tinem seama
c— b i

de observatia de dupa leorema fundamentala a asemanari,

Iﬂ {laéuh 'i», z vad fl inlre 1‘1‘- §] Y dfi!,‘.i .— == 5t ¢ DFL acest caz Feiu!_
L] " — {,
c— b
tatul este y = b + - "
a

Cazul 2: A se afls intre 0 a1 X

a

corespunde tot gituatiel 2 intre X gi ¥, deci rafionamentul ¢ rezultatul st
aceleasi ca sl in cazul 1.

t

18

s
s

Caml 3: X ge ofld intre O & mtersectia ¢ a dreptelor 0 4. WEB,

Fig. T.12

Ot
v, Ao

I acest coz X se afld intre ¥ si Z, deoi XZ — 0 — y §i obtinem & =
(13
s ; i
=28 Gap rvezultatul este Y o= b - g2 &.
I} @

; B - ; o b ‘ v b
Alegind X = ¢ obtinem = — -2 deei OC = -2, ceea ce ne per-
a Ci=="1) Gl ==

mite s3 descriem cazul 3 gi astlel: O intre 4 § X, r < -2

SRR

Cuzal 40 imtre A &1 X, 1 > L feu alte euvinte 7 intre 0 g1 X).
& = ol

{

t [}
in acest caz ¥ se afld intre X ¢i Z, deci XZ =y +0. & = y_'}"j 1ar
i O - i
¢ —h
rezultatul este y ==*——x — b,

a

Ohservalie. Daed am conveni sa considerdm pe & jeu semnul 4% cind
X este ,la dreapta™ lui O si eu semnuol — cind X este la stinga lui @, pe ¥ cu

semnul 4+ eind ¥ se afld in semiplanul de deasupra® lui 04 s en semnal —
cind YV se afld in cel de dedesnbt, atunei rezultatul din cazul 1 ar 11 valabil
in Loate celelalte cazur. ‘

Aceastd observatie ne aratd e se sprople momentul cind vom mvita
#d considerdm si ,lungimi negative®.
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Prableme

Vume'v trapez (M € 45, N & DC) taie diagonaslele BD in T si AC " S,
atunei M T = SN.

16 iagonalelor i trapes, se duce
1. Prin punctul £ de intersectie a diagonalelor unuil trapez, 106

o 'pavaleli la baze. Ea intersecteazit lalurile neparalele in M g1 N
I JCLL CA 2L O L e

. A oS =
Demonstrali ci 2 este mijlocul segmentbulul M/

2. 8i se demonstreze ca e‘!uua. pavalela MN la bazele AD g BC ale
- in

= 5

(3) fntr-un triunghi 4 BC ovice segment PQ | BC (P & AB, QBCAC)'
th: impirtit de mediana AM (M fiind mijlocul segmentului )
doufl segmente congruente ;

4.)Si se construiascd o paraleld la bazele unui trapez oarecare care
s fie impartitd de diagonale in trei parfi vongruente.

5. In figura aldburati 4D = o i BC = b sint doud segmente pdla‘_
lele. DB si AC se taie in P. Segmentul PQ este parvalel cu 4.D.

A QB

Si se exprime PQ in functic de a s b. ’ =
- 5 wrale - "’O. i 3
6. Doud cercurl t.fmgu_tb exterioare au rvazele R g r (iig )

Tangenta lor comuni exteriord T7T” intilneste linia centrelor 00" in 8.
84 se calouleze segmentul 0'S in funchie de B si7.

(7#0n triunghi A BC ave laturile AB = 9 em, BC = 15 cm ¢ AC =
= lb em. Se ia pe latura 48 un punct D astiel ca AD =6 cm; 'nar'a
lela prin D la BC taie AC in E. S& se calouleze lungimile laturilor triun-
shiului ADE. :
E:hn?—;*_-.mLeiurile neparalele BC, AD ale unui trapez ABCD so m'i,m‘-‘itic-
teazs in M. Si se caleuleze lungimile segmentelor WA, MB, MC, MD
in functie de laturile trapezului (se va presupune cd baza mare este
AB Al;lica’;ij numerice: a) AB =20 em, BC =6 em, CD = 15 Ll'“-
DA =8 ¢m, b) AB =20 em, BC =3 em, CB =15 om, DA = 9 ¢cm;

-

2. Diagonalele unui trapez A BC'D de baze AB. ('D se intersesteazd

in N, Si se caleuleze, in functie de lungimile bazelor ¢ diagonalolor

lrapezulul. Jungimile segmentelor NA, NB. N N D, Aplicatii nume
rice: A8 = 20 e, CD.= 10 emii, AC = 24 cm. BD = |2 em. h)y A8
= 20 em, CD = 10 cm, AC = 15 ¢m, BD = 9 e,

Ob>.~3wcut,r, Cu cunogtintele de pind acum. nu putem caleula lung-
mﬂb dmwoualeln: unui trapez, cunoscind laturile sale. Vom ajunge si
rezolvim o astfel de problemd la pag. 53. Din acest motiv nu pubem
unifica problemele 8, 9 intr-una stngurd.

“10. Se considéa o dreaptid d g1 pe ea punctele 4, A, A, ... asa
meit Agd; = A4, = .= 1 cmn. Se duc perpendicularele g, Gys Wayees
rjé"“d punctele A, 4,. A;....

. Se considera puuwtvle~ By s €y pe ay si punctele By, €, pe a..
‘.‘(ndtv in acelagi semiplan de tmulmcll de d. astfel ca 4B, = 2 em, 4,C,
=T em, Adolly == 6 em. 4,0, = 3 em. Sa se precizeze pozitia punctului
M de intersectie al dreptelor By Ba. CCy, caleulind 4 ,N s N, unde
N este pitiorul pefpendicularei din M pe d.

b. Aceeasi problemi pentru punctul de intersectie al dreptelor

B\D,. DD, in care D, este situat pe ¢,. D, pe s, Dy pe ay. Dy pe as.
toate in dcelagi semiplan determinat de o, iav 4,0, = 1 em, 4,0,
= o e, 4Dy = 10 em. A.D. = 3 cm. '

LI, Tangenta comuna exterioard a doud cereuri exterioare intilueste
linia centrelor 00" in M. Sa se caleuleze lungimile seementelor MO,
MO in Tunclie de razele R. r ale cercurilov si de distanta d = 00" intre
centrele Jor. '

12, Aceeasi problema ca la 11 dar pentru taneenta comuna inbe-
rioard.

3. Acesasi problema ca la |l dar pentrn cercuri secante, ;
4. Se considera un cere fix de cogteru @ si un punet fix A, Se ia

un puncl M pe acel cere si ge conzidera un punct \ pe semidreapta A )/

AN

astiel ca o . Gare este loeal geometric al Jui N cind M parcurge

cercul dat, & raminind s el fix. :

15. Aceeasi problema ca la 14, insa alegind N pe d reapta A/ astlel
ca A sd e intre A0 s V.

16, Se considera doud cercuri neconcentrice. de raze neeoale

a) Gdsiti un punct A s un puméar & astfel incit loeul eeometrie din
pl‘l’iblmnd 4. relativ la upul din cereuri, la A si la A, sa e tocmai eela-
lalt cerc,
b) Aceeasi problema in ceea ce priveste locul veomtteie din problem
15.

¢) Ce se intimpla daca razele cercurilor ar i egale’

d) In cazurile in care cercurile ;
precizati pozilia punctelor llv la i & I'L e i cazovile in care  cercurile
ar fi 'secante, tangente interivave, precizati pozitie punctului de la a).

18
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. 17. Se considerd un patrulater convex ABCD g un pu_n.ct M 1_ritiz=
D e aralela prin M L 3 tale BC in IV, 1ar paralela
vior segmentului AC. Par alela prin M la AB taie i loe

prin M la CD taie AD in P. Si se demonslreze ci il

C s B eu

18. In pal‘alelﬂgramul ABCD wnim A eu mijlocul hﬂJb‘
s i a Jte se taie in X. Care este valoarea rapor-
mijloenl lui € D3 cele doui drepte se taie in X. G

ande M egte mijlocul lui BCY

Y 8T : { s AT,
19. Locul geometric al punctelor din interiorul unm unghi nealungit,
R are 8 distantelor la laturile unghiului este egal cu un

itru care raporbul o eg
R i ia qoinea in virful unghiului.
numér dat, este o semidreaptd cu originea I vil ful ung

., XA
tului i

a mai de aproape

mi .5 analizam ¢ev
a 11 ne permite sa ana ,
T o Soare are loc in

de Soare. Stiti desigur ¢d o eui‘m.:-:a de. 3 b
parele si Luna sint coliniare, iar Luna se atla

Aplicatie.
fenomenul eclipselor
situatia in care Pdmintul, 8

intre Pamint gi Soare (fig. 1.16). 2

- o -! ’
axts \ ) '

: . . Fig. 146
Lund Pémint

Soare
wuche, aga ineit pentru a intelege mal
figura 1.47 (unde Pimintul n-a fost

Aceste corpuri ceresti nu sint |
privim

bine fenomenul este preferabil sa
“ine# figurat).

1 : o 1 . o 1
Eclipsa de Soare are loc pentru orice observator plasat in una din cele

liferd de la zond la zond:
trei zone, insd ceea ce vede el pe cer diferd de la zond la zo
? . 3

zona neagrd zonhd hasuratd zona punctata

v/
_\\'\\l ! ,r‘ \-\\\ 4’;#“;
Soare & 0are g 143
. =2 A 5
\| -\ \ /
}’I I \\“‘:\ f’j“\.\\" )
l' eclipsd totald  eclipsd partiald eclipsd inelard

intrebarea care se pune este: de pe Pimint vedem eclipsa t_utul:: sau
inelari? Adicd: este distanta de la Lund la punctul M din figura 147 mai
i : : 1gkany TR o o
mare sau mai micd decit distanta de la Tuni la Pamint?

20

Rezalrarea problemer 11 de la pagina 19 ne permite si calculdm distanta

dr v G
—, unde B este raza Soarelul, resle
i —r

raza Lunil, iar @ este distanta intre Soare ¢ Lund in situatia corespunzé-

de la Luna la punctul 37 prin formula

toare eclipsei, deci diferenia dintre distanta de la Soare la Pamint g1 distanta
de la Pamint la Luna. _ ~

Datele numerice astronomice sint raza Soarelui = 695 300 km. raza
Lunii == 1 738 km. distanla Pamint-Seoare = 149 450 000 Lkw. distania
Pamint-Luna = 354 000 km. Bfectuind calculele conform lormulei de mai
sus. obtinem pentru distanta de Ja Luna la punetul 2 o valoare de aproxina-
Liv 373 060 k.

Valoarea obtinuta este foarte apropiala de distents Pamint-Lund; no
trebuie deci sa ne grabim co coneluzia, deoarece dalele numerice de mai sus
sint ,medi®: Pamintulse migea in jurul Soarvelu, $i Luna in jural Pamintu-
i nu pe cercuri. el pe elipse® ¢ distantele de mai sus variazd. Caleulele de
mai sus siont cel mai molt influentate de variatiile distantei Luna-Pamint,
distantd ce poate lua valori intre 356 000 si 407 000 km.

Concluzia este deci: de pe Pamint se pot observa gi eclipse totale si
eclipse inelare de Soare. Cum punctul 3 este totdeauna aproape de Pamint
cind ave loc o astfel de eclipsa. rezultd ¢a zona de pe Pamint din care putem
obsetva. la un moment dat o eclipsd de Svare totald sau inelard este foarte
micd in comparatie cu intreg Pamivtul. Intr-un punct dal de pe pamint,
eclipsele de Soare totale sau inelare se pol obevva in medie o datd la 400 ani.
Ultima astlel de eclipsa vizibild de pe teritoriul tari noastre (de fapt — numai
din sudul tari) a fost eclipsa totala din 15 februario 1961 nmmatoarea, de
asemenesa totald, va aves loc in 1 avenst 19499, N

TRIUNGHIURL ASEMENEA.
CAZURILE DE ASEMANARE

Faptul pus in evidentad in teorema fundamentald a asemanari ne con-
duee la urnitoarea:

Definitie: Fie 4. B C trei puncte necoliniare si A’, /', €7 alte
trei puncte neeoliniarve. Spunem ed A ABC ~ A A'B'C (gi eitim aceasta:
triunghiul A4 2C este asemenea eu trinnhinl  A'B°C7) daed 397 4 = 3 A7,

B =p X = g0 s AB

4B  BG
Cu alte cuvinte. dona trinnghiuri se numese asemenes dacd au unghin-

rile respectiv conoruente si lalurile respective proportionale.

#* Valoarea comund a aesskor rapoarte se nomeste paportul de asemdnare” al 13-
unghiurilor, :




" Cave sint exemplele de triungiiur axemenca’ Si observam intii of doud
triunghiuri congruente sint ascMEned: dar nu pentru a considera asliel de
exemple am introdus definitia. Teorema fundamentald a asemandri ne aratd
an mod de a construi un triunghi asemenea cu un triunghi dat. dar necon-
gruent cu acesta.
Observagie. Lo notiunea de aseminare a triunghiuvilor se ajunge §i pe
considerind doui desene, al doilea (fig. 1.20) fiind obtinut

cale intuitivi, :
Lmirind* pe primul (fig. 1.49).

Fig. 1.9 \(\ ' Fig. 120

nu pot fi tdcute sd coincida prin suprapunere. Un

Fle ,geamind®, dar
segmentul corespunzitor din

din primul desen nu este congruent cu
lungimilor lor este acelasi pentro toate segmentele
dul de mai sus in cele doud desene. Unghiul a
dous directii din primul desen este congruent cu unghiul corespunzitor din
cel de-al doilea (aceasta si di senzatia de ageminare). Considerind cea mai
gimpla l’igm-&-bi'i‘unghiu}-ajungem la definitia de mai sus.

La fel putem sd gindim privind doud hirk ale aceleiagi reciuni fdcute
la sciri diferite. .

Existd trel teoreme ce 8e NUMESC Cazu
ale ciivor enunfuri gint ‘analoage cu cele trei cazuri de congruentd, inainte de
a le enunta si demonstra, g% observim ci dacd A ABC ~ A\ A'BC s\
AABC=ALAA "gC", atunci A ABC ~ /A A"B"C", cu-alte cuvinte o
triunghi asemenea cu un triunghi dat este asemenea cu orice triunghi con-

gruent cu triunghiul dat.
Cazul 1 de aseminar
e-l formeazd proporiionate sini asemered (fig. 1.21).

A ;

gegment
al doilea, insi rvaportul
ce le putem considera in mo

vi de ageminare ale triunghiurilor,

o. Doud irtunghivri ce au un unghi congruent si-

\ ; aarile ¢

Coneluzia

iy I T S e Tl ik hinri )
| Cazul E de asemdanarve. Doud trienghiur ce au doud unghiuri gespectey
comgruente sind asemenee (g, 1.225

‘ A‘
> Fig. 1.22 [ \ g ¢
\ B . C
Ipotez '
XA Epa.’ E., B B : Concluzia
e A ABC ~ A A'BC

o0 :'n Ja meat S1arn Y o Y ¥ r
ot _{l}.‘éul 3 de asemdnare. Doud trinmzhinrt ce au cele trev laturi propor-
tionele sinl asemenea (fig. 1.23). '

A ‘
A
Fig. .23 bcf
_‘ B'
BL_ C

w5 Z pﬁeid e Concluzig
_‘ 5 I ald :,1‘41 -
———— = A ABC ~ AA'B'C.

AR 7. BC T €4
Ljemp?stra’gule celor trei Leoreme au o parte comund, Anume.
- g Lmllfo;aerun'n pe ;a‘f_-ul.ld)'.;g_])l;a AB un punct B, astfel ca AD, = AE,
weem prin B, pavalela la BC si notim eu () intersectia ei en AC (T, 1.24)."

Conform teoremei fundamentale a asemandrn avem A 4 BC ~ AABL;.
Dedl 3 B= YA, 2B B0 _ A4
. " AR BC AC
e ,". ; o o e . 2 e L 27 g0 LAY L s
K nld_lu]‘la?.(-}erd'u.%lloilb?l at ol A A_B}(,] =AA'B'C’ (31 obsetvatia dinam-
&8 6_.,11?;11;1111_01'_ va mchc:m demonstratia). Aceasta e va face in mod diferit
pentru fiecare din cele trei teoreme. folosmd caznl de congruentd coréspunzitor

9
&




et bl

AR T e AR r46
AC, = A'C’ si cazul 1 de congruenta arabd cd A AB,Ci= A A'B'C>
Cazul 2. Din ¥ B=JAB,C,si & B= ¥, B deducem ci 3TA B0, =
= B’ si cazul 2 de congruenta aratd acum ci AABC,= A A'B'C".
B, BC, _ A6, LF _BO O 4 ogp

< C‘ b 14 ] Ai 2 i 2 =
Cazul 1. Dim o .l - i A'B'=AB, deducem

00 Eugit g W m cA
— A'B’ deducem B,C,= B'C' §i AC,= A'C" i cazul 3 de congruenta arata
ci A AB,C,= AA'B'C’, q.ed.
Credem ci dupd parcurgerea acestui parvagral este clar de ce iteorema
de la pag. 14 a fost numitd ,teorema fundamentali a asemaniri®.
Observatie. Relatio de asemdnare intre doud Lriunghiurt are urmdloarele

Cazul 3. Din

proprietati:

a. Este reflexiod; adicd orice triunghi este asemenea cu el insusi

b. Este simelricd; adicd dacd nn triunghi este asemenes cu un al doilea
triunghi, atunci gi al doilea triunghi este asemenea cu primul.

c. Este tranzitivi; adicd doud triunghiuri asemenea cu al lreilea sint
asemenea.

Proprietatile @, b, ¢ sint consecinte ale definitiei, sau, mai simplu, ale
cazului 2 de aseminare.

3. Prob'eme

1. Demonstrati ¢i dound triunghiuri echilaterale sint asemenea.

2. Doud triunghiuri dreptunghice isoscele sint asemenea.

4. Daci A ABC ~ A A'B'C’ si dacd Dgi D' sint intersectiile lui
BC respectiv B'C’ cu bisectoarele unghiurilor din A respectiv A" atunci
A ABD ~ A A'B'D.

4. Aceeagi problemd ca la 3 pentru mediane in loc de bisectoare.

5, Aceeasi problemd pentru indlfimi.

6. Raportul razelor cercurilor inserise in doud triunghiuri asemenea
este egal cu raportul ,din definitia asemindrii®.

\7. Aceeagi problemi pentru razele cercurilor circumscrise.

8. Enuntati si demonstrati o teoremii ce ar trebui si poarte numele
de ,cazul 2 de aseminare a triunghiurilor dreptunghice®. :

9. {ntr-un triunghi, produsul dintre o laturd a sa gl indl{imea cores-
punzitoare ei este acelagi pentru toate cele trei laturi.

10. Intr-un triunghi dreptunghic A BC se duce indlfimea AD cores-
punzitoare ipotenuzei. S se demonstreze ci AB*= BD- BC si ci
AD? = BD - DC. :

11. Se considerd un segment AB gi un punct M in mteriorul siu.
Se construiesc, de aceeagi parte a dreplei AB, pitratele AMNP si

C

este acelagi, oricare ar {1 pozifia lui

BMDC. Si se demonstreze ca

M in interiorul segmentului AR,

12. S4 se construiascd un patrat care s aibd doud viefuri aldturate
pe latura BC a unui triunghi, iar celelalte doud virfuri pe cite una din
celelalte doud laturi ale triunghiului

13. In figura 1.25 ABCD si A MNP sint pitrate, E este mijlocul Jui
BC g O este mijlocul lui MN.

a. Ardtati cd PD= MB.
b. Aritati ox 4L _ AB
i : PO AM
C. ATtilnﬁLi ca A MST -5 PSA.

14. In figura 1.26 ABC §i CDE sint triunghiuri echilaterale,

Fig. 1.26

Si se demonstreze ci:
a. BE = AD.

b. A AGF ~ A BCF
e.' /N EGN ~ /A DCN.

15. Din mijlocul D al laturii BC a unui triunghi A BC ducem per-

| -pendiculare pe AB, AC; fie P respectiv () picioarele acestor perpendicu-

lare. S3 se demonstreze ed ok = ﬁ.
Do AR

16. Triunghiurile ABC si MN A = — ap°
nghiurile st MNP au A =3 M = 90°, 3B = 37°,

r Ty . R0 2 aa = ot E 4
47 P = 53°. 54 se demonstreze cd sint asemenea.

1,3' Se gtie ¢ A\ ABC ~ A DEF, AB =9 em, BC =5 cm, AC
=10 em, DE = 99 cm. S& se caleuleze EF si DF. '

)
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Aplicatic practicd. Determinati, prin masuratori, distania dintre casa
si pomul din figura 1.27.

Ar fiogreu s-o masuram diveet, din cauza laenlui. Procedam astlel,
\leger un punct M (si-l marcam, de exemplu, cu un tarms). Masgurdam distan-
tele M si MP si gagim, de exemplu, CW = 250 m, MP = 150 m. Masnram
si unghiul €M P si gasim, de exemplu, SCCMP = 650°.

Desendam apoi pe hivtie un trinnghi €0 P asemenea cu A C MP astiel;
Luam un unahi o My de 607, alegemn un punet € pe M’z oarecare, de exemplu
astfel inett M ¢ =5 em (un astfel de punct incape pe hirtie, ceea ce nu s-ar
fi intimplal dacd ineercam sa desenam un trinnght congruent cu A C M P)

o ; S e B M’ | 32 5
i apoi alegermn un punct P2 pe M'y asttel incit ~——— = — deci — =
FoBPO e ' l 4 S up - Mc' 150 250

adica M'P" = 5 o,
Masuram distanta O'P' §i gigim aproximatiy 4,4 em.

~
\ Fé
b Fig. 128
7
/
%
/ o
& VY
g 5¢cm o "
Trinnghiul ¢’ M P este asemenea en triunghiul C M P, conform cazului 1
s bubop MO .CP 250
de asemanare. Rezolta ed —— = —— r_lo.c-s—{ - -—7-‘, de uande deducem
(a2 M'c &b )

ca distanta CP dintre casa si pom este de aproximativ 220 m.
Qbsergogie. Vom invata mai tiezin si caleuldm CP, cunoseind MC,
MP si atCMP. g RS

=

-4, Bxéreitii - s

i. Determinali prin masurator: distanta de la A4 la B, unde £ esie
imaceesibil (fig. 1.24),

9, Determinati prin masuritori distania intre punctele 4 s B,
fara a ,vizita" insulele (fig. 1.30).

Fig. 1.0

3. Explicati cum determind elevul din figura 1.31 Indl{imea copa-
cului gi cum trebuie el sd-gi construiased, din punel de vedere geome-
tric, instalatia.




PUTEREA UNUI PUNCT

FATA DE UN CERC
Teorema urmitoare este o aplicalie a aseméanarii trivnghiarilor, ’Ea ar
fi aparut ca o problema la paragraiul mspcﬁt-_iv. dacd n-ar fi prezentat o ampm
tantd deosebitd prin consecinlele £i, ce vor fi enuntate 'in.p.al:af:ra Fu} nr-nml‘or,,.
" Urmérind demonstratia acestei teoreme. este bine sa it ateni la ,COTER-
pondenta virfurilor® din triunghiurile asemenen ce vor apérea, peniru a i

siguri od veti serie corech relatiile ce vor rezulta din asemanarea acelor triug-

ghiuri.

Teorema

Daed prinfr=un punet Tix |
taie cerenl in A, 5. atunei produsui M A
tele ee free prin N, : .

in demonstratie vom deosebi doud cazuri.

Cazul 1. M este in interiornt cevenhiti (fig. L.32).

47, nesitual pe un eere dat, dueem o secantd ce
M B este aeelasi pentru toate seeans

0.8
7 \\X
/ i
( C rig. 182
\\ / -
5 //,- '
%

(laneluzia

MA - MB = MC - MD

Demonstratie. /\ MAC ~ /A MDB (cazul 2) deoarcee -;‘;.l_‘-‘lll' ﬁL f.?.w‘B
{opuse la virf) gi AT MAC = MDD (ambele au ra masurd jumatate din
: ox M, MG . seriind ea dusul mezilor
q8ura @ CXEY. Desi== — =—de unde, serund ca procusy :
magnra aronui C X D) i

pate egal eu al extremilor, oblingm concluzia doritd.
z B . ; : : 99
Cazul 2. M este in exturiorul perenln (fig. 1.33).

FE

> Wi oA
/ \/\/ N = hh"“’_‘_‘;} M
( g T Fig .33
7 Tt
- .
\ \ iy ¥ i C
\\ / -
\\W“x A

: Concluzia

) : MA-MB = MC- MD

Demonstraliec. AMAC ~ A MDB (cazul 2) deoarece 3 AMC = X DMB

(\dentice) si 3T MAC = 37 MDB (ambele au ca masuri jumatate din cea a
arcului BXC). Deci A wg 20 ebe., g.e.d. '

4 MD MB

i~ Observajie. Teorema este adevdratd, in cazul cind M este exterior cer-

cului, si pentru tangentele duse din A7 la cerc; pe o tangent#, punclele 4 g1 B

coineid. Demonstratia se face la fel; pentru a nu ne baza pe o proprietate a

tangentei, sa observam, pe figura 1.34, in care O este centrul cercului, ci

X MAC = 90° — X 0AC =+ (180° — 23 04C) =+ X A0C = %27{2‘

(unde am omis a mai scrie ,mas").

Teorema de mai sus ne conduce la urmitoarea:

Definitie. Fie M un punct si (€' ) un cere.

a) Dacd M este in exteriorul eercului, numim ,puterea lui M
fafa de eerc” valoarea MA - MB, unde A gi B sint intersectiile unei drepte
oarecare ce trece prin 4/ cu eercul (C ), luatd cu semnul .

b) Daci M este pe cerc, spunem ci puterea lni fatd de cere este O.

c) Daed M este in interiorul cercului, numim ,puterea lui M
fafii de cere” valoarea MA - J/ B, unde A §i B sint interseetiile unei drepte oare-
earo ce trece prin A eu cerenl ('), luatid eu semnul —. '

xPunct de putere pozitivd
fatd de (C)

Punct de_putere nuld
~fatd de (C) -

Fig. 1.35 (C)

“xPunct de putere negativd
g fatd de (C)
Observagii. 1. Ce ne-ar [i impiedical sd dam definitia de mai sus inainte
de a demonstra leovenia? Daca vreem si delinim ,pubersa unui punct M fald

~de un cerc (') aceasta trebuie sa fie un element, in cazul nostru un numar,

care si depinda numai de punclul 44 g de cercul (€). Examinind definitia de
mai sus, vedem ca numaral M4 - MB definil in ea poate in prinecipiu sa
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depindd nu nnmai de M- si de cerenl (€) el st de .directia” secantel MARB, cu
alte cuvinte. incercind sa. calenlim puterea lui M Tatd de eereul () exista
~pericolul de a ohtine rezultate diterite dacii folosim secante diferite. Dacg
intr-adevir asa ceva s-ar intimpla, am spune ed _definitia este incorecti™.
Toorema de mai sus aratd ca asa ceva nu se Inlimplé, deei cd definitia ,este
corectd”. adied. oricum am alege secanla M A B, obtimem aceeagi valoare
penteu MA - M B | :

9. De re consideram puterea unui punct fata de un cere ca avind semnul
4 san —, dupd cum punctul este in exteriorul sau in interiorul cercului?
Este primal pas pe calea ,folosirii nu merelor negative in goometrie” in acest
manual, Stim ea daca spunem: fiind dat un punct 4 pe o dreapta d. alegeli

pe d un punet £ astfel incit segmentul A 7 sd aiha 2 cm, problema are doud

solutii, deei pozilia lui B nu este precizati prin fraza de mai sus. Aceastd ne-
determinare poate fi inlaturata considerind, in loc de seamente 4 B, care sint
tol una cu BA, segmenle jorientate A B, care nu vor 1i socotite deept Lot

dreaptd a ei s) i vom conveni s consideram, daca segmentul AR are de

‘ una cu BA. e o dreaptd data d alegem ,un sens® (materializat prantre-o semi-
1

exempln 2 em, ¢a segmentul orientat AB are -2 em dacd semidreapta AR

are acelasi sens cu semidreapta s (deci daca este continutd in ¢ san contine
pe s) §i ca segmental orientat AR are —2 em dacd semidreapta A £ este de

sens contrar cu semidreapta s (deci dacd n-are puncte comune cu § sai dacd -

intersectia lor este interiorul unui Aog’mrfnt)'
' bk semidreapta s
A e

— e ' ——

d = -‘ Vil N
- et G O E B H G Fig. 1.36

AB=-2¢m  EF=+2cm
| «Ch=+2cm “GH==2cm

B pe d si numai unul astfel incit lingimea segmentului orientat A B si fie @..

! g in cazul de fatd am [i putut ocoli diseutia de mai sus, definind puteraa punc-
fului cu ajutoril wei secanle precizate: cea mai naturald alegere ar Ii fost: secanta

cp trece prin centrn cercului fatd de cere). Pe de o parte o astfel de definitie ar fi
fost artificiala, iar pe de alta parte nu in toate cazurile in care se dau definiti "in.
\ situatii eum .este cea descrisi mai sus se pot alege astiel de .obiecte pri vilegiatet .

cum a fost aici secanta ce trece prin centru,

30

Dupéd aceastd convenlie, dacd avem o dreaptd d, o semidreapta a s

s, un punct A pe d si on numar @ pozitiv san. negativ, putem gisi un punect

Dacé acceptam si segmente orientate de forma A4, de lungime nuld, atunc

. cele spuse sint valabile #i in cazul ¢ = (. Voim reveni la aceastd problemd la
. 5 % |

pag. 4.

- In cazul puterii punectului E’a[,ﬁ de cere, in definitia de mai sus, este glar
ed, ovieum am alege sensul pe secania MAB, segmentele orientate /A 51
M B vor avea acelasi sens, deel acelagi semnn, cind M va b1 in exteriorul cerculud
gi vor avea sensuri deci semne contrare eind M va {i in interior. Cind 7 este
pe cerc, unul din aceste segmente este nul. Deei produsul MA - M/ B al lun-
gimii segmentelor orientate M A, MB va fi pozitiv cind M va {i in exterior,
nul eind M va fi pe cere si negativ cind M va fi in interior. In acest mod
56 explich” definitia de mai sus.

Problemsi rezolvata

Tudoricd, elev in clasa a 7-a igi pune problema la ce distantd trebuie el
s4 se ageze in fata statuii lui Mihai Viteazul, astfel incit ea sd-i apard cit mai
mare. ‘

Evident astfel pusi problema de Tudoricd ea nu poate fi rezolvata pen-
tru ci este formulati destul de imprecis. Ce intelege Tudoricd prin ,cit mai
mare®? B vorba de inalimea statuii? Nu, mi-a precizat Tudoricd, este vorka
de. unghiul « pe care il ,miurd* privirea mea, de la copita calului pina la
virful securii (fig. 1.27). i atragem atentia lui Tudoricd asupra faptului c&,

Fig. 1.37

dacii std loarte aproape, s-ar putea si nu mai vada nici copita calului ei
numai; soclul gi nici virful securii, ei numai cregtetul si urechile calului. Din
cauzd ci statuia are ,relief“! Si atunci Tudoricd a acceptat sd simplifice pro-
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blema: a formulat-o astfel: segmentul AC este perpendicular pe draa_?t-a Aw
s - - F . g A
{fig. 1.38), B este un punct fix interior segmentulul AC. /nde trebuie 94 2@

i

Fig. 1.98

\
\l
\
"U i G‘__.m e

~

|
|
|
|
-

r—— i e ._.N e .T-_.'z‘l

plaseze un segraent MAN (N & Az st MN | Az) astfel ingit 97 BMC si hie
s im. o ? o s
Vor simplifica i mai mult problema. Este evident ea segmentul JLIL\
reprezinta indltimea ¢ de la talpile by Tudoricd pind la nivelul 0(-.1-1'1101' 8al, ¢
diferenta dintre indltimea A B a soclului §i 1 ¢i & indltimea statun. Se cere

3 4 = 4 3 20y
distanta d — NA. Mai desenim o datd figura (fig. 1.39).

F il TN
/

M Mg F
Afirmarna & punctul A eciutat se obtine astfel: ducem prin € §i B un cerc

tangent la Pa’. M, punctul de tangenti este cel Gﬁll.’lt-ﬂt- si MP = a. }]_Jlnlt;“;r;:
devir pentru orice punct Af agezab mai departe sau mai aproape df P_unghiul.

L) b * = ) ﬁC e |
va i mai mic decit jumitatea arcului BC (fie of din - mal sedidem

ST

5 rinik o . . 7. ot & v
magura unui are dat de pildd — , fie ed, dac# punctul este ,prea apro'ape. de P,

- 1
seddem ceva din .mal pufin deeit arcul —

_—

Bine, dar care este in lond distanta® o Iste u = '-{--k).‘ﬂi-] al‘t-s?
ruvinte, media proporfionald intre diferenta dintre i‘pﬁilt.i.mea soelulu’la gi ah{}
Tudoried, cu diferenta dintre distania de la sol pind la '_virfu] gecurii ﬂtam}l
si indltirnea lui Tudoricd, Evident apare mai nsor de rezolvat problema deeit
de formulat nematematic solufia el : .

in multe din explicatiile care se dan cu ajutorul ei mat-mnatl_ca c'l.evme
o fermé de exprimare mult mai simpld. Numai ci trebuie si ne obignuim cu

B8

3. Probleme

b, Sd se arate ed pulerea unni punct exterior unui eere laia de acel
cerc. esle egalit cu patrabul distantei de la acel punct la punctul (e
contaclt al tangenlei dusa din el la cere.

2. Tangentele duse la- doud cercuri secante dintr-un punct situal
pe dreapta ce frece prin cele douil puncte comune celor dou# cercuri
(81 in exteriornl celor doui cercuri) an lungimi egale.

3. Dacd un punct are puleri egale fatd de douil cercuri secante, atunci
el este gilual pe dreeapta ce unegle cele dond puncle comune celor doud
GOTCUT.

4. Care este locul geometric al punetelor ce au puteri egale fa(a de
doud cereuri tangente?

8. Trei eercuri cu eentrele necoliniare sint secante doud cite dond.
S se arale ca cele trei coarde comune sint concurente.

6. Se dan dood segmente u, ¢. Construiti un segment de lungime
Ve,

7. Se dau doui puncte A, B si o dreapld d. Si se construiascd un
cere ce lrece prin A, B g este tangent dreptei d (A, B sint in acelasi
semiplan fatd de dreapta ). Cite solutii are in general problema? Care
este cazul de exceptie?

8. Dali 0 nouil demonstratie teoremei de la pag. 28 in eazul cind
M este exterior cercului, ardtind asemdnarea altei perechi de teiunghiuri
decit cea consideratd in demonstratia datii acolo.

9. Dati o noud demonstratie teoremei: dacd intr-un patrulater convex
diagonalele formeazd cu doud laturi opuge unchiuri congruente, atunci
unghiurile opuse ale patrulaterului sint suplementare. Nu se va [olosi
nicdteri in demongtratie notiunea de cere!

10. Se considerd un cere, un punct fix M nesituat pe acel cere si nn
numar (pozitiv) k. Se considerd un punet A pe cerc si punctul 2 de pe
semidreapta /A pentru care MA - MPB = k. Care este locul geometrio
al Ini B cind A parcurge cercul?

11. Care este loeul geometric din problema 10, in cazul cind M se
alli pe cerc?

@ Se considerid un patrulater mseriptibil A BCD.

a. 5a se consbrulased un punct ¥/, de aceeagi parte a lui AD ca si
£ s C, astiel ca AAMD ~ ANABC.

b. Descoperifi pe figura formatd alte doud triunghiuri asemenea.

e. Demonstrati ¢ AC - BD = AD: BC + AB-CD.

18. Reluafi constructia din problema precedentd in cazul unui
patrulater convex oarvecare ABCD si demonstrati cd, daci AC - BD =
= AD:- BC -+ AB - CD, atungi patrulaterul este inseriptibil.

2 — hiasvemailca-geometrie, cl. & Vii-a 33
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‘4. Cé devine enuntul problemei 5 daed doun din cereuri sinl lano-
cente, iar-al treilea este secant cu fiecare din ele? Folositi rezultatul
penten A dongtrii un cere ce trece prin doud puticte date si esteltangent
la un cere dat. L

RELATHO METRICE IN
TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC

Pentru a dediice o prima consecintd a teoremei din paragraful precedent
(leoremd care fe va numi ,teorema asupra puterii punctului lald de cerc”),
si eonsiderdm un trinnghi dreptunghic A BC cu 57A = 907, sit ducem cerenl
de cenlrn B gi razd A B sl sd considerdim intersectiile sale D g1 E en BC.

/D] Fig. 1.40

S

S

€

Cercul va i tangent in A la AC, iar B = BD = BA. Teorema asupra
puterii punectului € fatd de acest cere ne spune ci AC? = CE-CD = (CB +
A AMNCHE —-AB) = CB*--A4B% Obfinem, ea primii. consecinld a teoremei
puterii punctului fatd de cere: |

Teorema lui Pitagora. Infr-un frivnghi drepiunghie, suma
piatratelor catefelor este egali eu patratul ipelennzei.

B

BC: AB*AC ]
Ilmportanta acestei teoreme este foarte mare. Ba reprezinta solulia
nuei probleme de tipul: se cunose lungimile a doud laturi ale unni trinnghi

<i mésura unghinlui cuprins intre ele, sd se caleuleze lungimea celei desa
treia laturi (unghiul euprins avind o valoare particulara, de 90°).
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Alta congecinta a teoremei puterii punclului [atd de cerc se obiine ducind
un diametru A B al unui cere, alegind un punct C pe tangenta in A la cere
el considerind celdlalt punet comun D al dreplel €8 gi al cercului (fig, 1. 42).

4 : (%

Pig. 1.42

. A\ D —=5

Vo avea AR 1 AC, AD |

B R AC S =
Cum orice triunghi dreptunghic se poate considera in situatia trinnghiu-
i A B¢ din figurd, obtinem:

i

Teorema eatefei. Intr-un triunghi dreptunghie. o cateld este

medie proporfionald intre ipofenuzi si proieefia aecestei eatete pe ipotennzi,
P

C
AC=CHB-CD :

Fig. .45 AB=BC BD

A g B

In fine, s& consideram vwn punct D in interiorul unui cere si sa ducem
diametrul BC §i coseda A4’ perpendiculard pe acest diametrn ce trec prin
D (fig. 1.44).

o0 HOBR \
s Fig. 144 5'(-70 _}C

Avem AD= DA', L BAC = 9 -lar DB DC = DA+ DA’ = D42
Deei:

* Prin proiectie a ufini puncl pe o dreaptd inlelegem piciorul perpendicnlarei dnse
din acel punct pe acea draapti. Proieclia unui segment esle sepmentul determinal de
proiectiile capetelor sale; se poate evident intimpla ea proiectia unni segment si se raduci®
la un punct.
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Teorema inaltimii. Tofr-un triunghi dreptunghie, Tnilfimea
dusa din virinl unghinlii drept este medie proporfionalid tntre cele doud seg-
meunte determinate de ea pe ipotenuzd.

A

AD*-DB-DC

B D e

Observajie. Teorema catelei si teorema indllimii se pot demonsira si
obeervind ed AABC ~ NADAC i cd AABD ~ ACAD si alegind, din relatiile
de proportionalitate ale laturilor, cite doud rapoarte egale, relativ la care se
sere egalitatea dintre produsul mezilor gi cel al extremilor.

Cele trei teoreme de mai sus ne permil sa ,stapinim situatia® din figura
1.46, in care este desenab un trinnghi dreptunghic A BC si indltimea sa AD
dusd din virful onghivlui drept 4.

A
ABLAC
ADLBC g 146

i
B el c

Mai preecis, aceste Leoreme ne permit, cunoseind lungimile a doud din
cele gase segmente ce apar in figura 1. 46 — doud catete, ipotenuza, inilti-
mea, cele doud proiectii ale catefelor pe ipotenuzd — si calculim lungimile
celovlalte patru. Tinind seamd gi de ,simetbria sibtuatiei (nu a figuriil), se pot
formula noud astlel de probleme. Doua din ele sint nai dificile i vor fi rezol-
vate in continuare (problemele rezolvate 2 si 3). Vom incepe cu una din cele
simple, iar celelalte gase vor [i obiectul problemelor 1—6 ce le veli avea de
rezolvat.

Problemd rezoleatd 1. Intr-un triunghi dreptunghic A BC, lungimile
catelelor sint AB = 4 em §i AC = 3 em (fig. 1, 47). Si se determine lungi=
mile ipotenuzei, a inflfimii i a segmentelor determinate pe ipotenuzi de
piciorul indltimii.

I poteza Congluzia
AR | AC.AD | BC BC = .., AD = ...

AB =4 AC =3 BD = CD = ...

Rezoloare. Din teorema lui Pitagora deducem BC? = AB? 4 AC? =

42 4 32 — 25, deci BC = |25 = 5. Din teorema catetei deducem AB® =

I 1B S e 16 o LTI

= BD.: BC, deci BD = £ adica BD =— - . Avem acum doud posibilitaf
BC )

de a caleula CD: una congld in a aplica leorema catelei pentru AC, cealalt

: , 2 185 P s : siandns

in a sarie ) = BC.— BD =5 — — = —. In fine, avem trei posibilitéf

(]
i

o o)
de a caleula AD: tearema Ini Pitagora in dveptunghiurile dreptunghice A 5D,

. Vs T 55 5T 5 16 \2
ACD & teorsma inaltimii, Prima dd 4D = |/ AB* — BD? = \/[ 4% ——(;}—) =
_ 2 '
A 8 o . LAB B o
Observagie. Din AA BC ~ ADAC deducem §i~— === saud b -AC =

AD AC
— AD - BC, relatie care ofera o a patva posibilitate de caleul al lui AD.
Aceasta velatie nu reprezinta altceva decit .aria.lui A BC, ealeulata in doua
moduri (vezi si pag. 61-—62).

Problemda rezolvatd 2. Intr-un triunghi dreptunghic ABC cunoagtem
langimile ipotenuzei BC = a si ale indltimii AD = /. 5a se determine lungi-
mile proiectiilor BD. DC ale catetelor pe ipotenuza (fig. L. 48).

Fig. 1.4% ek

5 0 L

[ poteza : Coneliiaia

ATE S AR SR e R = T

BC = a. AD =11

Bezoleare. Unghind BAC fiind  drept, rezulla ci BC este un diametru al

cercului cicenmeeris trinnehinlui A BC.  deci centra) O al acestui cere se afla

la’ mijlocul lui BC. Deducem OA = ~ BC = ° si acum este simplu de con-

B

tinuat: teorema fui Pitagora in AOAD da 00D — \/' ~—”J' — 2 & ohbinem

2
ca rezultal BD — BO + 0D = ° + \/ ('J K D = €0 — 0D

e

nota astlel figura incit /) sa e intre O sl (.

iy e o ) v ! S
] — % Bvidenl ed acest pezollat corespunde modului de a
3

L]
=3




A — 4

4 si b fiind date, condifia necesard gi sulicientd de exislenta a triinghiu-

lai din ennnt este i < {,L (aceasta este conditia necesara g1 suficienta me‘TH a

pietea constrii AQAD...).

Odatd determinate B, C'D, putem calenla A B, AC aplicind leorema
lui Pitagora in AABD, AACD. .

Obsergatie. Tinind seamd de teorema inaltimii, formulele ohlvin’rrl:é rezolvi
51 problema: cunoscind suma a §i produsul 2% a doud numere (lungimile BD,
(D), si se afle cale doni numere. Verificati si en ajutorul ealeulalii algebric
aceasia. -

Problemd rezoleatd 3. Inte-un triunghi . dreptunghic A BC se  cunosc
lungimile unei catete AC si a proiectici BD a celeilalte cajele pe ipotenuz.
Sa \r afle lungimile ipotenuzei BC g & proiectiei €D a celeilalte catete pe ipo-

tenuza (fig. 1.49).

A

é
/
Fig. 1.49
A, o
D
'

/ ph.’ esa Concluzta
A8 AC, AD | BC. o b= e B =

A =i BRI =1
Rezoleare. Sit consideritm cercul de diametru BD i sa ducem o tangenta
T a acest cere. Fie 0 centrul cercului. Teorema catelei spune ed A Gl e
. ('R, iar teorema asupra pulei'—ii punciului ca €77 = (D CB. Deducem ci
CF = AC = b. Avem 0T | CT s teorema Ini Pitagora in '\(”jﬂ da OO0 =

= \/("‘J 1 p2; obtinem BC = (0 +0B = + \/ L + p2 dar CD =

5) 25

= (0 — 0D = \/[”) L,

2 2

Oricum am alege doud mumere b, d, existi un triunghi ce indeplinegte
conditiile din enunt (se construieste A COT cu X T = 90° etc.).

Formulele obtinute rezolvid si problema: cunosyind diferenta d gl pro-

dusul b2 a doud numere (lungimile € B, CD) si se-afle cele doud numere (veri-

ficati aceasta gi prin algebrd).

38

Pioblame

1. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic est e 13 cm, iar ana din -

catete este de b em. Aflati cealalta catetd, inaliimea §i proiectiile cate-
telor pe ipoienuza.

9, 0 caletd a unui triunghi deeptunghic este de 10 em, iar indltimea
de 8 cm. Aflati celelalte elemente ale triunghiuha.

3. O catetd a noni triunghi dreptunghic este de 15 em. iar proiectia
sy pe ipotenuzd de 9 em. Aflagl celelalte elemente.

f. Inaliimea unni teiunghi dreptunghic este de 24 em, ar proieclia
unei catete pe ipotenuza de 10 em. Aflati celelalte elemente.

5. Ipotenuza unui trivnghi dreptunghic este de 50 cm, iar proiectia
wnei catete pe ea este de 5 em. Aflali celelalle elemente.

A, Proiectiile cateteloe unui triunghi dreptunghic pe ipotenuzi sint .

de 7 cmosi 63 cm. Aflati celelalte elemente.

7. Enuntafi si demonstrali o reciprocd a teoremel Ini Pitagora. -

5. Deduceli teorema lui Pitagora din teorema catetei.

9. hedactati o demonsiratie a Leoremei lni Pitagora fara a folosi
cercuri, s niel teorema catetei (insa reconstituind figura 1.40).

1. Care este lungimea diagonalei unui patrat de laturd e

11, Care este lungimea indltimii unni triunghi echilateral de latur
4 em?

12 |potenuza unui triunghi dreptunghic isoscel este de & em. Sé
se calenleze catetele triunghiului.

t#. Un triunghi dreptunghic are o catetd de 5 em, iar unghiul opus
ai este de 30° Calenlati lungimile ipotenuzei, a celeilalte catete, a indl-
timi ete.

14, intr-un trapez dreptunghic, bazele an 10 em gi 7 cm, iar latura
neparaleld perpendiculara pe ele este de 4 ¢m. Caleunlati lungimile eelei-
lalte laturi si ale diagonalelor.

15. Un trapez dreplunghic are bazele de 11 em gi 7 em, iar una dio
diagonale de 15 em, Sa se calenleze lungimile laturilor neparalele si a
celeilalte diagonale.

16. Un triunghi isoscel are laturile congruente de'40 em iar baza de
% em. Caleulati indllimea corespunzatoare bazei. :

7. in problema precadenta calenlati ¢i celelalte mqllmn ale trivnm-
ahinlui. _

18. O coarda a nnui cere de raza 15 em are lingimea de 8 em, Calen-
lati distanta de la centrul cercului la acea coardi

19. Care este cea mai micd putere ce o poate avea un punet fata
de nn cere de raza R? Carve este punctul de putere minimai?

20. Care este lungimea tangentei dusa dinlr-un punct la un cere
de raza 3 cm, daca distanta de la acel punct la centrul cerculni este
de § em?
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91. Caleulati lungimea tangentelor comune a doud cercuri tangente
exterioare de raze R si 7.

22, Caleculati lungimile tangentelor ecomune exterioare si interioare
a doud cercuri de raze & em s 5 em, dacit distanta dinlre centrele lor
este de 20 cm. :

23. Dati diferite metode de a construi un segment de lungime ‘[/N—("
w i v fiind lungimile unor segmente date.

9f, GHgiti un triunghi dreptunghic astfel ineit lungimile laturilor,
a indltimii ¢i a proiectiilor catetelor pe ipotenuzd sé fie toate numere

intregi. A
95, Latura unui romb « te de 41 em, iar lungimea unei diagonale
de 15 cm. Bste aceasti diagonald mai marve sau mai micd decit cealalta

diagonald? ‘

26. Diagonala unui dveptunghi este 10 em iav una din laturi este de
7 ¢m. Bsle acea laturd Jlungimea® saun Jdtimea™?

27. Un patrulater ABCD ingeris intr-un cere de raza 25 em are dia-
eonalele perpendiculare, depiirtate de centrul cercului la 7 em respee-
tiv 15 em. Sd ge calealeze lungimile laturilor patrulaterului. Sa se cal-
guleze si lungimile diagonalelor si sd se verifice relalia din problema 12
adica AL - CD +~ AD- BC = AC - BD.

28, Enuniati o reciprocd a teoremei indltimii eare sd [ie incorectd!

29, intr-un triunghi A BC, unghiul A este ascutit dacd gi mumai
dacit BC® < AB® - AC™

Obsercajie. Desigur ci all rezolval cu ugurinta problema 10, allind

. astfel ca lungimea diagonalei unui patrat de laturd 1 em este /2 em. Deci

constructii simple aplicate unor segmente cu lungimi ralionale (chiar intregi)
conduc la segmente de lungimi iralionale. Descoperirea acestui fapt a produs
n mare surprizd in lumea malematicienilor greei, inaintea erel moastre,
Exista totusi trinnghiuri deeptunghice ale carvor laburi au loabe irei
lungimi intregi. Unul din ele este cel de catete 3 si 4 i de ipotennuzi 5. Rezols
vind probleme ati intilnit probabil si altele. Se cunoagle forma generala a
Ltripletelor de numere nalurale == 0 (w, y, z) pentru care a® + y* = z%, anume
@ = k(pt — g2, y = 2kpg, 5 = k(p* +¢?) sau acelagi eu 2 permutat cu y,
i earve k., p, g sinl numere naturale, p > ¢ si, pentru a evita repetitiile, se

Cpresupune ed posiogosind prime intre ele gi gint unul par g celalalt impar.

Prezenla factorului k este ngor de inteles dacd avem in vedere nofiunea de
trinnghiuri asemenea. S& divm citeva exemple, toate cu k=1. p =2, ¢ =1
di (3, 4,3), p=3,¢0=2dd (5,12, 13), p =4, ¢ =1 dd (15, 8, 17), p = 4,
g =3 da (7, 24, 20), p = 5, ¢ =2 di (24, 20, 29), p=05H, q =4 di (9, 40,
41) ele. Puteti fologi aceste (riplete pentru a compune voi ingigi probleme
i care si nu apard radicali* in cursul rezolvarii lor. Puleli verifica ugor
e a. y, @ definiti prin formulele de mai sus verificd relaia @ | y* = 27
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Mai greu, dar nu dincolo de poszbﬂltatlvle voagtre de intalpom e, o IF.'!ll a
dovedi ¢ orice triplet de numere intregi (x, ¥, 5) pentru care £° - y* =
se obtine prin formulele de mai sus cu &, p. g inbregi.

SEATE TR TR I TOTT
SINUSUL SI COSINUSUL
UNUI UNGHI
Dupé ce in ultimul paragraf am invatat si caleulam, cunoscind lungimile
a doud laturi ale unui triunghi dreptunghic, lungimea celei de-a treia Jatienrd,
i problema de a determina, cunoseind lungimea potenuzel

ne vom pune ac ‘ :
«a ymmia din unghiurile sale ascufite, langi-

unui triunghi dreptunghic gi masw
mea laturii opuse acelui unghi (fig. 1.50).

Raspunsul la aceastd problema nu se poate da cu ajutorul uner formule
care si conbind numnal «_apera!‘ii en numere cunoscube pind acum, Situnatia
ki e o ] 3 : . \. A o 2 i L = = e e “l
nu este insd atit de ,gravia® incit sd fim- obligafi sa rezolvim de liecare ddta
o astiel de problemd printr-o masurdtoare. Anume, s3 observam cd daca in

doud triunghiuri dreptunghice cu 304 = 9CA" = 00° unghiurile din B s

— |

: g TAG
- ' sinl congruente atunci triunghiurile sint asemenea (cazul 2) si deci T

BC_ jeci cunoscind ipotenuzele lor 31 cateta AC din primul deferminam

v 3 R/ (;F’ ;
wu ugurintd cateta A'CY din colalalt (fig. 1. 51).
C-B
. ,,//
P i ’ AC
: 4 AC! = BIC ~—
g rlee L
B A
: M g _ ; o 14_ 9t triunchi
Cu alte cuvinte este suficient sa cunoagiem raporvi 70 intr-un triung

dreptunghic care are masura unghiului B egald cu z, pentrn a putea calenla
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Ld"?td opusd unui unghi de mésurd 2 in orice trionehi dreptunghic caruia
b 8¢ cunoagte ipobenuza. 1 d
l.}\jungem la coneluzia cil este preferabil si caracterizim mivimes tnui
uu-gJy ascutit nu prin numirul sin de grade, ¢i prin raportul dintre dist-auta-
de la un punct de pe una din laturile sale la cealalta laburd si distanta de Ls
acel punct la virful unghinlui (fig. T. 52). ; A

A

T L AM ‘
;\H e e [ v &Y
01 30 Fip, 1.52

Rationamentul de mai sus (eu triunghiuri dasemenes) ne aratd ci acest
raport nu se schimbd dacd inlocuim punctul cu alt punct de pe acea latura
sau de pe cealaltd san dacd inlocuim ungliul cu altul coneruent

= o =

0

o
x 907907
Definitie. Daci 0° < 5 < 07, se numeste sin z, si se eitegte ,sinus
de »%, raportul dintre eateta opusi wnghivlui z si ipotenuzd intr-un triunghi
dreptunghic eare are wnul din unghiurile sale aseufite de misurd 2.

sin & == i, 154
A0 e AlEe

Am vizut mai sus ed ,delinitia este corecti®*
Veti vedea in ultimele clase de liceu ed sinusurile de unghiur nu se

masoard. ci se pol caleula printr-o. fornla in care apare o ,suma infinita®,
formula ce incepe™ astfel:

g e M. & .'T‘_J"" pacl oty
180 L L 120 {180 - e

* Vezi la pag. 30 sensul acestel expresii,

—t

2

Dam mai jos o tabeld, (calculatd, de exemplu, pe baza formulei de mai
" sus). in care fioureazd valovile lul sin 2, cu trel zecimale exacte, pentru toh
z exprimati printr-un numdr inlreg de grade, cuprins intre 07 gi 90%

i ) 1 2 3 4 D 6 Ji o) 0

0| 0,017 0,035 0,052 0,070 0,087 0405 0,422 0439 0.156
10° | 0476 0491 0,208 0,225 0,242 0,259 0,276 0,292 0,309 0,326
o0 | 0342 0,358 0,375 {0391/ 0,407 0,493 0,438 0,454 0469 0,485
30° | 0500 0515 0530 0.545 0,569 0,574.0,588 0,602 0,616 0,629
Al | 0.643 0.656 0,669 0,682 0,605 0,707 -0,7t9 0,731 0,743 0,755
S0 0766 0.777. 0.788 0,799 0,800 0,819 0,829 0,839 0,848 0,877
60, | 0,866 0,875 0,883 0,891 0,899 0906 0,914 0,921 0,927 0,94
200 | 0.0940 0946 0951 0956 0961 0,966° 0,970 0,974 0,978 0,082
s0° | 0085 0.088 0,990 0,993 0,995 0,996 0,998 0,999 0,099 1,000

(ultima valoare este 1,000 prin ,rotunjire prin adaos®)

Cu ajutorul acestei tabele putem raspunde la doud tipuri de intrebari:

1) Sa se alle sin23°. Gisim din tabel sin 23° = 0,394; mai precis,
deoarece tubelul contine valori aproximative numai: 0,3905 <-sin 23°°<0,8915,
8 Sinusul unui unghi este 0,32, Care este misura z a acelui unghi?
Din tabel gisim ed sin 18 = 0,308 < 0,32 < 0,326 = sin 19°, deci & este

cupring intre 18° s 19°%

Existd si tabele mai precise, cu mai multe zecimale; §i din ,minut in,

minut® ebe. ~

~Observatia 1. Putem determina milsura z a unui unghi gi dacd gtim de
exemplu cd sin & = 0,16. Din tabel obfinem 9° <
& 3

-

< 10° deci 18 < o <

i
2
< 20°.

9, Din cele cunoscute pind acum putem deduce valoarea exactd a sinu-
surilor a trei unghiuri. Stim (teorema lui Pitagora) cd intr-un triunghi drept-

S - i : o
unghie isoscel de catetd a ipolenuza este « V2.

Fig. 1.53
. = @ lf
Decl gin 45° = — = —
|2 2 =

Lot
e




Stim ca intr-un triunghi dreptunghic de ipotenuzi o ce are ur unghi

aseubit de 307 catela opusd acelni unghi este £ (deoarece Leompletind™ -
2 =) : T

unghiul se obline un trinnghi echilateral, fig. 1. 56).
" Fig, 1.6

In acelasi triunehi lungimes celoil B
thdcelagl triungil fuiginea celeilalte catete aslp ¢ Ve, 2
: - BSLE _ - (feorema lui Pita-

cora) deci sin GO LA" 0
o Problema resolvald 1. Conoscind ipotenuza i un unghi aseutit ale nnui
Leinnghi dreptunghic. sa se atle catetele (fie. [. 57) = wiboale Unut

&

|

_ Deel sin 307 = g
| 3

|

|

|

B A

Ipotez :
g Coneluzie
BC =a, 3B =z, ¥ A = 90°. p A0 :
I Rezolegre. Avem prin definitie A€ . e : o 0 Prniielny
. i e o A dect AC = o sin 2. Teorems
hn Plta%'ura da AB = l o ACE = | e e - e
Mai puteam serie, deoarece 97 = 9()° g, 8i AB=q 3 B
I~ Ly B é st (=

v i = a 8in(90° — z).
Observajie. Sa remarcam cd am seris sin®z in loc de (sin £)*: aceasls
este o conventie de scriere. S L
v e e e = s
, I"”L-fmm_ "F"‘“h.ﬂh‘( @ Gunoscind o caletd si ipotenuza: unni teiunehi
dreptunghic, sa se afle unghiurile triunghiviui (fe. 1. 58) paih el

Ipoteza Concluzin

A =90°, BC =a, AC=1") X B o 0=

Rezolvare. Conform definitiei avem sin B = — si aceastd relatie consti-
& .

twie un rispuns la intrebarea ,care este masura SR

Misura ¥ C se determini fie din ¢ = 90" —XB, fie din s € =
2P — b° o b : AR
— ﬁa— (tem-ema lui Pitagora, sin € = 'U;——J=

Tinind seam# de rezultatul din problema rezolvatia 1, se da:

Definitie. Daci(° < x < 90° se numeste cos  §i se citegte ,,cosinua
de z* numirul sin (90°—z).

Sinusul & cosinusul unui unghi se numese §i ,fanctil trigonometrice ale

acelui unghi®.

¢E §TIM DESPRE
SINUS §T COSINUS?

a. Intr-un triunghi dreptunghic ABC cu ¥ 4 = 90° avem AC = BC
gin B, AB = BC cos B (tig. 1. 59).

b. 0 <sin 2z <13 0 <cos z < 1.

¢. cos z = sin(90° — 3). Aceasta ne permite si folosim tabelul de la
pegina 43 si la caleulul cosinusului unui unghi dat si la determinarea unui
unghi cind i se cunoagte cosinusul.

d. Din rezolvarea problemei 1 am vizul ¢a cos « == I/ 1 —sin®z deci
sin» -+ cos®s = 1 pentru orice x (cuprins intre 0° si 90°).

Aceasta este 0 expresie ,trigonometrici“ a teoremei lui Pitagora.

1 V2 /8 V3

e. sin 30° = = sin 45° =L "> sin 60° = !”ff deci cos 30° = L—-

2 2

oF 3 1
cos 45° = V; » cos 60° = 5~




TANGEN TA UNUI UNGHI

Dacd intr-un triunghi dreptunghic ABC cu 4 = 90° cunoagtern A€ =

81 € =, atunci ipotenuza BC — ar o)
] E T lar cealaltd cateld AB = BC sin & =

< 1]
= 5.2 % (u aceast:

s Cu wsta am rezolvat problema: cunoscind lungimea unei catete
stounghial aliturat dintr-un triunghi dreptunghic, si se determine [uu'mnm
celeilalte catele. -

;u rezolvarea numericd a acestel probleme, sintem in si’t-u'a["ia de a tace
¢ impdrtire a doud numere (sin @ §i cos z) pe care le ludm din tabelul de
Ja pag. 43. Sa introducem: - |

Definifie. Se numeste tangentd a unui unghi . pentru care 0° <
\.," "~ ‘—" (_ 1= 1 = ‘J‘.‘ & ) . %
< <2 907, eitul dintre sinusul acelui umghi §1 cosinusul s,

e i e
2|

l'abela ch&t valori a langentel usureaza calenlul de mai sus.

0 | gt Hs 4 5 6 AL AT
7 0,017 0,035 0,052 0,070 0,087 0,105 0,123 0,158
407 | 0,076 0494 0213 0,281 0,249 0,268 0,287 0, 0,344
20° | 0,364 0,38% 0,404 0,424 0.445 0466 0.488 0,5
e - oTh SALS Lot 3 AT 44 i IJ"I‘
30 0577 0,601 0,625 0,649 0,675 0,700 0,727 0,810
40 0,839 0,869 0,900 0,933 0,966 1,000 :1_.036 1,072 4441 1450
50° | 4,492 4285 1,280 1,027 4,376 1,428 1483 4,540 1,600 1,664
60° | 1,782 1,804 1,881 1963 2,050 ° 2,245 2,956 2475 2.605
u 2,747 2,904 3,078 3,271 3,487 3.7 q'FPI 4,33 QTHW'BE@'
) = e cvley = B ") / e 3 . e 2
81 5.671 6,314 715 8444 9514 11,430 14,304 19,081 28,636 57,290
Se ntroduce i
Detinifie. Se nmmeste cotangentd a unghiului » pentru 0° < 5 < o0

citul dintre eosinusul acelui unghi si <inusul sau, ecte o = "5

= e

sin

Probleme

l. Examinali tabelul de valori al sinusului g1 vdspundeli la intreba-
.. rea dacd @ < y atunei avem sin z < sin y, sin ¢ > sin ¥ sau sin 2 =
= smy? Pk i
A e o L T L, T = i
Df:l]_lunlbt?d!;l apo raspunsul (evident cd tabelul, ce nu contine decit
valorile Jui sin & pentru 2 intreg, nu ne poate ajuta in aceastd demon-
stratie): amntifi-va teoremele de la |, inegalitati® (Geometria ¢l a \‘Lz;')
5 e e R I 47 : : |
- 2o Acecasl intrebare pentrn cosinus. : : =
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3. Examinati diferentele dmtre valorile succesive ale sinusulul din

“tabelul de mai sus; mai precis examinati valovile expresiei sin(z +1%)—

— sin @ pentru, g intreg. Unde cregte sinusul mai repede, in zona valori-
for inici gau a celor mari ale lui x?

4. Care sint valorile lni & pentru care sin @ = €08 z?

(5.) Ce puteli spune despre masura z a unui unuhl ascutit pentru
care sin # = 0 87 Dar daci stim cd cos ¥y = 0,55t

6. Tpotenuza unui triunghi dreptunghic are lungimea o, iar unul din
unghiurile ascufite mésura @. S se exprime lungimile (,&Lebelor ale
inaltimii, ale proiectiilor catetelor pe ipotenuzd. ™

7. Indltimea unui triunghi dreptunghic corespunzitoare unghiului
drept are lungimea 7, iar unul din unghiurile asculite ale triunghiului
are masura z. Exprimati lungimile ipotenuzet, ale catetelor ete.

S. Baza mici a unui trapez dveptunghic are lungimea 0, latura
,oblici* ave lungimea ¢, iar unghiul ascutit masura z. Sd se exprime
baza move, latura perpendiculard si diagonalele.

9. [nte-un cere de razi R se considerd un unghi la centru de masurd
v Care este lungimea coardei ,corespunziboare” ¢

(. Un triunghi isoscel are unghiurile de la bazd de mésurd z, 1ar
Jaturile congruente de lungime q. 53 se calculeze baza, inaltimea cores-
punzitoare bazei si indlimile orespunzitoare laturilor congruente.

11. Se cunose lungimile bazei §i a laturilor congruente dintr-un
triunghi isoscel. 5.3 se serie o relatie din cave sd se poata dbbeluuucl
unghiul de la vil al triunghiului (relatia va contine, evident, ,sinus”
sau ,cosinus”).

12, Guuoscind lungimea gi latimea unul dleptulwm sil se determine
masura unghiului asculit formal de diagonalele sale.

(3. Un punct este la distanta de L> m de centrul unui cerc de razé
5 em. Sub ee unghi ,se vede cercul” din acel punct (cu alie cuvinte,
cave este unghiul format de tangentele duse din acel punct la ceve)?

4. Doud cereuri de raze R si r au distanta ¢ intre centre. Sub ¢e
unghi se vad cercurile din punctul de intersectie al Iau'rtnLle comune
exlerioare? Dar din cel al t JQ]_I_“L‘II[t‘lUl'L()LIJLUIJB mterioare

15, O dreapti este la distanta V' de centrul uuui cere de razd R
Care este unghiul format de dreapbi cu tangenta ia cerc mli un punct
de intersectie al .lLll‘(:pLinL'U cercul? ‘

16. in AABC cu<ZA =90 ducem A ol BC. i AR, BE L BC.
Exprimati BF gi Al cunoscind BC = « gt s = 7

17, Azvdalati-ed clg 2 = ——.




20. Ce putets spune despre unghiurile z, y daca tg # — 2.1 s obg ¥
— (IE:),' ’

21, Avatati cd dacda r < y atunc te » < to yaar clg 7 >etg w
22, Determinali tangenta si cotangenta unchiuvilor de 30°. 45°
51 67

Rezolvarea triunghiurilor oareeare
[n acest paragral vom rezolva cele trei probleme puse inca de anul

brecut, la lectia despre constructia triunghiurilor, L

Problema rezoleatd 1. Intr-un triunghi se cunose lungimile a doud laturi
st radasura unghiului coprins. Sa se determine lungimea celei de-a treia laturi
si masurile celorlalte doud unghiur.

Sa considerim intii un caz concret, in care si presupunem ca ,unghiul
cuprins” esle dat pu prin mésura sa ei prin cosinusw siu (fo. 1. 60).

B
4\\ Fig. 1.60
N
| N,

f 90
A D

.
C
Ipotesn

: Coneluzia
AB=5,AC =73 A <90° cos A = 0.4

HC =1, & ¢ =
F B =
Hezolpare. Pentru a putea aplica relatiile din Uriunghiul dreptunghic
ce le cuncastem, si ducem indltimea BD. Vom avea din AABD, AD —
= ABoos 4 =504 =2, BD= |/ABF — AD* — |/30, apoi DC = 7

—2=5 gi din ABDC, BC = |/BD* F+ DC® = /6, sin C

= \/7') = /04565 = 0,67..., € = 42°... jar ¥ ABC = 180° — (L 4 -+
+ K C) = 180° — (66° 4 42°) = T1° (unghiurile din parantezia sint ambele
pulin mai mari decit valorile scrige...)*,

Vom rezolva insi prima parte
literale; se va vedea cum re
pentru problema 3.

a problemei si in cazul general, cu date
zultatul ce-l vom obtine va fi esential in special

> i £ g
* Puteam determina pe BD si ca AB sin A, jar pe O din cos € = & 4 z

BC V56

Va trebui sa deosebim doud eazuri,
Cazul 1. Unghiul cupeins este asentit (He T. 61).

C

)

Ipotezy ; Concluzia

AB =¢, AC =0, b € ¢, 3d =z B =

Rezolyare. Rolurile ce le joacd 9B si 47¢ in enunf sint simetrice, (e
aceca am precizat ci b < . pentru a gti ed 3B < 42 ¢, deci e I B este ascu-
Wit st cd figura aratd aga cum a fost desenatd. Vom proceda la fel ca in cazul
concret de mai sus: vom considera piciorul D al perpendicularei din ¢° pe AB,
care, datoritd ipotezelor, se va afla intre A §i B. :

in AACD avem CD =14 sin #, AD = beos 1 apoi BD = ¢ —
— beos . Teorema lui Pitagors in ABDC di BC - VBD®T T Dit =

= Vb%in¥z + (¢"— boas @)? = Yo¥oindm - cos'o) L € — dpe oos T =

= b% -} ¢ — 2bc cos a.

Cozul 2. Unghiul cupring este obtuz.

fputezu Conclusia

AR e AC =5 XA b B o s
Rezolpare. Tn acest caz 920 este sigur ascutil. Avem JTCAD = 180°—z
$tin continnare procedam in acelogi mod ca in cazal 1: 4D = heog(180°— ),

CD = bsin(180° — z), BD = ¢ + beos(180° BC = | ¢ + LD

VPRS0 — ) F (¢ boo(TR0T = 1 T T cos(180° — @)

N S (&7}
S1apol sm fy = op
cH

(bservafie, Daca examindw cele doud formule obtinute in ¢ele doud
cazmri pentru lungimea lui BC observiim cd, daci definim, pentry 90° « o <

< 180°% cos x drept — cos(180°—z), atunci formula de la cazul | este vala-
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|
bilii ‘gi in‘cazul 2: Dacd definim §i eos 907 = 05 atunei formula de la, ca-.sul—;:,g/f
va fi valabild gi pentrn 374 = 90°% devenind teorema lui Pitagora. =l

Din rezolvarea problemei 1 deducem deci.

Teoremua Tui Pitagora generalizatd In orice triunghi,
pitratul unei luturi este egal eu smna pitratelor celovialte dowid laturi minus
dublul produs al eelor doud laturi inmultit eu cosinusul unghinlui format de

| ele, convenind sii considerim cosinusul wnui unghi obtuz ca fiind egal en ¢osi-

nusul suplementului, ¢n semnul minus.

B

Fig. 1.63

4 C
BC® = AB® 4-AC* — 2AB- AC-cos A; cos »= — cos(180° —-x),
cos 90° = 0. ‘ -
Aceasts teoremd ge numeste teorema lui Pitagora ,generalizatd® deoa-
rece teorema lui Pitagorva este un caz particular ab ei, pentru 974 = 90% -
Problemd rezolvatd 2. Cunoscind masurile a doud unghiari ale unui ti-
unghi gi lungimea laturii cuprinse intre ele, sa se determine lungimile celoi-
lalte doud laturi ($i méisura celw de-al treilea unghi).
Vom congidera un caz concret (fig. 1. 64).

te
v

Concluzia

AR e A e
SmAr=nE. .

RBezolpare. Evident A == 480°—(25" +4-40°) = 115°. Vom considery,

¢a in problems precedentd, piciorul D al perpendiculavei din " pe AB. Avem
, oD

. Ipotesa
BC =10, X B = 25° € = 40

CD — BCsin. B — 10+ 0,425 = 4,23, jar 37CAD = 65°, AC = =
: Sl : ; e - -~ sin CAD

533 4.66... Caleulul lui A B se face aseminitor, ducind perpendiculara

3 ¢ BC sin --1010;13-;«. _
din B pe AC : AB = o 3 _ 700,
ity sy sl - «l) : U’QQE Iy

Observatie. Daci vom conveni %3 considérdm i sSin U0 = | sl ed,

peﬁtru 90° < x < 180°, sin x = sin(180°—2); atunct in figura 1.64, de gxem-
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BG sy K q ;
2 Zardip lormupid

ple, am putes serme dwect & D = ACsin A si deei AC =
s 4
valabud in toate cazurie (chiar cind 3 B av (i obtuz),

. Probiema regoswaid 8, Cunoseind jangtmile ceor treilaturi ale unai tri-
unghi, 8 se afle mésurue unchiuryér sale. :

Vom econsidera, ca wai masfite, un caz concret (fa, [.63).

/
I poteza Canetnzio
4B=5, BC e O Ty
‘\. -'Il-rr ,_.‘.,
7 g -:'}: ( == g '

: Hezoivarea este shnpid. pe baza teoremei lui Pitasora wencrabizate,
a1 ¥ ¥ 42 & i E s f !
BC? = AB* - AC* — 24 B+ ACcos 4, dec 4Y == 25 4 64 — Sucos A;cos 4 =
=

8 I 4 = 60°, Asewdindlor obbinem 64 = 49 25 — T0eos /4, cos £ =

| VA E 5 T - .

= =042, 3B = 81°.% 6 26 = 49 464 — L1200 €, eos € = e
; 1 I 15

— 0 TS5 Y] 3RS Tt e s : i ‘ o

= 0,780.... 97C = 35°.,, Bineivleles ¢d vitiwu! nnghi putea §i dedus din cele

laite dové — suma anghinciior trinnghivioi. fiod 1807,

Ubservaire, Uneors, cind atit datele problemet, cil i ceea ce se cere cale
culat, se referd numad la lnnvimi de segmente, este avanbaicos sd oo na) antye-
ndm g unghiov in caleniele noastye 81 sd epnotam teorerms ful Pikacors gene-
ralizatd astiei: poratal wner atirr o wne trigishi vste spai e s pairalelor
celorialie doud plus sau nEhas, dupd com wnchind opus este obing sai aseulil,
produswd dinire una din celelalte doud so protoctio eeleilulte pe e,

[ g

g, 1.66

e R e o A . B
BCE = AB* + AC* — 2AH - 4D BC? = AB* 4 AC* 4248+ AD
AD = L ACeus 4

.. De exemplu, dacd W situatia din problema rezolvatd 3 am dor sa cale
7s;ur_:i_ann_z _ma@glmea div B a tritnghiujui, am cajouls mbi Jistanga ADde la 4

bl =

(&2




la piciorul inaltimii prin formula de mai gus gi am gasi AD = —2— , iar apoi din

teorema lui Pitagora am deduce BD — /ABE — A0 =

52

8. Probleme

1. Care sint toate valorile ce le ia cos x, ¢ind @ variazi de la 0° la
180°? De cite ori este luatdl fiecare din aceste valori?

2. Aceleasi intrebdri ca la problema 1 pentru sin .

3. ,Rezolvati ecuatiile® cos z = 0,75 cos x = —0,39, cos z = 1563
precum gisin & = 0,4, sin & = —0,34, sin x = 2.

4. Sa ge arafe ca wld‘gla sinz 4+ cos®z = 1 este adevaratd pentru
orice x cuprins intre 0° gi 180°

5. Exprimati, pentru 0° < 2 < 90°, sin (90° - z) st cos (90° + )} in
funciie de sin x, cos 2.

6. Este adeviiral ¢i cos z = |/T — sin?z pentru orice # intre 0° gi
180°? Dar sin @ = VTS——@—T{:J

7. In problema rezolvatd 2, figura 1.64, determinati lungimea A5
lard a mai duce perpendiculald din B pe AC.

8. Un triunghi are unghiurile de 60°, 45° i 75° iar latura dintre
unghiurile de 75° gi 45° de 4 em.

a. Determinati lungimile celorlalte laturi.

b. Folosind g metoda wﬁﬂité in problema, 7 deducett o expresie
exactd pentru gin 75° gi cos

9. Cele trei laturi ale unui triunghi au Iunwlmlle de 10, 12 s 8.

¢. Calculati lungimile medianelor acestui triunghi.

Caloulati unghiurile dintre mediane gi laturile corespunzitoare.

10, Un triunghi are doua laturi de & gi 11, iar unghiul cupring intre
ele de 60°. Calculati lungimea celei de a treia latum 1 mésurile celorlalte
doud unghiuri.

11. Un triunghi isoscel are laturile congruente de 8, iar unghiul
din virf de 45° Calculati baza sa, iniltimea corespunzdtoare bazel.
Deduceti valorile exacte ale lui sin 22°30" si cos 22°30° (in expresiile
lor vor apdrea, bineinteles, radicali).

12, Rezolvati problemd 11 cu un unghi oarecare z in loc de 43

13. Laturile unui triunghi A BC au lungimile de 4B =6, BC =
A = 8. Pe latura BC se alege un punct D astfel ca BD = 3. Determinagi
lungimea AD. _

14. Un triunghi are o laturd de 12, unghiul opus de 56°, iar unul din
celelalbe unghiuri de 62°. Determinati raza cercului circumseris triun-
g hiului. s

15. In problema precedentd, determinaii si raza cercului inseris in
triunghi. -

16, Doua laturi ale unui triunghi au lungimile de 9 s 14, unchiul
cupriws intre ele este de 40 Caleulat? ungrmmea hizertoare ul'll‘t‘-S])l:J_lzﬁ-
toare laturni de 4,

17, Laturile voui paraletogram au lingimile de 5 1 8, iae unul din
unghiurile sale are 5(F ‘

a. Calewlatt lungunite diagonalelor

b. Caleulati unghivreide dintre dragonale si laturt.

e Calewlaty unghind dintre diagonale.

18. Distanta dinlee contrele a dona cercur de raze 9 i 13 este de 20,

a. Caleulatt lunoimes coarder lor comune.

h. Calealats unghio! dietre tangentele i cele doud cercum inte-unul
din punctele lor de mnlersectie,

9. Acepast probiemda. distanta diobee centee [ind de 3.

20. Bazele wnwt brapez au 15 respectiv 9 ca lungind. iar lalurile ne-
pacalele au 1 s 13, §

a. Cum araba trapesul, asa =aU asa £

(Cu alte cuvinte: unghiurile ascutite ale trapesului sint  aliturate
sau opuse.)

b. Caleulaty lungimile diagonalelor trapezului.

Caleulati unghiwile trapesulni. ;
d. Caleulati wonghiurle dintre diagonale si labur.
e Caleulati unghiul dintre diagonale.
Incereati si rezolvati fiocare din puncte bazindu-vi pe eit mai putine din
rezultatele punctelor precedente.

21, Bazele mmui trapez sint lungs de 16 4 4. una din laturile nepara-
lele are 6. e una din diagonale 12, Rezo!vati pentru acest trapez |JLlllt Lete
a-e din problema precedenta.

22, Din doud puucte ale nnei dvepte departate intre ele co 4. ducerm
doud segmente pevpendiculare pe acea dreapta. de lungimi b si 7. Core
esbe distanta dintre celelalte capete ale acestor su:ﬁ_{'mmlie.

23, [nll-un ;ml;uldhll conves ABCHD avem AB = 13, BC = 25,
CD = 26, DA = )E 2. jar BD — 17. Calenlati lungimea digdgonalel 4.
8 ln problema 23 caleulati si unghiurile patrulaterului, unghiurile

dintre diagonale gi laturi. unghiul dintee diagonale.
WS . i ira . :
20. In problemele 2524, punctul D este in interiorul, in exteriorul
sau chiar pe ceveal ce brece prin A, 3. (7

Aplicatii practice

Heamintiti-va aplicatia praticd de la pag. 26 st rezolvati din nou pro-

blemele respective, fard a mai masura nimic pe hirtie.




Tntrebdri. Cu ce se ugureaza 4 munca elev ului din figura 131 daea. el arve
la dispozitie tabelul de.la pag 46 .

Cumn puteti atla, fard-a trece 1‘1ul dacd aparatul meteorologie din fign-
ra 1.67 este vizut de observatorul din punctul 07

s
Cffﬁ&u
e
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b

CITEVA TEOREME iN PLUS
(FACULTATIV)
In problema 17 de la pag. 13 s-a cerut si se demonstreze:

Teorema hisectoarei. Bivectoarele interioard si exterioari, a
wndi unghi dinfr-un triunghi, jmpart latura opusd intr-un mpmt ‘ogal cu

raporiul laturilor ce formeazd unghiul (fig. [.68)
r
- {
Pig. 1.68
E
\ & / ) . \\\\%“ F
Sy | ] 5 & . D C : - v._'(E
Tpoteza - ' : ‘ Gonelirzia

DE bB gAT
Dce C EC .A C
- Demonsgtrafia o vom gchita numai. Alegem pe dreapta -,B punct&e

XDAB = XDAC, XEAB = XEAC

12

; B aga incit AD' = AE" = AC, D' fiind pe semidreapta AB’ iar EI'pe

semidreapta A4 B. Se ars . CE'||AE g se dpl]Cd ‘t&(}l&n‘ld lnz

Thales in A BD'C taiat de AD i in gy 1FE tdiat de CF'
Pe baza teoremei bisectoarei vom rezolva:
Problemad. Fiind date dond puncte A,

che.
B st oun vumar A diferit de' |

3 se afle locul geometric al tuturor punetelor 1/ pentro care L"r‘_'_‘ = f(fig. [.69).

/ L D

Fig. 1.69

Tpoteza

mMe :

' Resoleare. 84, ducem bisectoarea interioard si cea exterioari a XAME
Ele vor tdia dreapta A5 in doud puncte C si D astflel incit, corform teoremei
bisectoarei, 6—4 o = k. Deci punctele €' i D sint fixe, nu depind de
CB DB : -

M, c¢i doar de A, B § k (vezi problemele 4 si 5 de la pag 12). Avem 81
MC | MD..., deci M se afli pe cercul de diametra ¢ .

j Pentru a rezolva complet problema, urmeazi si demonstrim ci orice
lal k (serieti ipo-
MEB

teza gi concluzia acestel parti a rezolviril). Aceastd demonstratie intimping

punet M de pe cercul de diametru €D are proprietatea

greutdti mai mari decit ne agteptim, Vom proceda prin urmatoarea metods.

Vom alege un punct M pe cercul de diametru D, vom considera dreapta ' M
%i simebricul B’ ‘11 hi B fatd de CM (fig. 1.70).

Fig. 1.0

A Lo B D

Despre punctele ' i D gtim ¢i au proprietatea ce trebuie stabilitd, deci
presupunem ¢ M este diferit de aceste puncte. Rezulta cd €A/ nu este per-
pt;udlt,ufdm pe AB, deci B’ nu se afli pe AR g dreapta AB' taie dreapta
€ M=intr-un punct M (acest ultim fapt rezulta din BO=2C A, deei A B 5 € M),
Hewu!td ugor ¢i h’ (, e~tt, jJTSbLLULJ’bd JAM' B, deci (teorema bisectoarei)




Conform primei pirti a rezolvirii, M’ se va afla pe cercul de diametru
CD. Dar dreapta CM nu poate avea mai mult de doud puficle comune cu

acest cere, deci M' — M si— = k, q.e.d.
; MB

Obserpatie. Pentrn k =1, locul geometric din problema este media-

toarea segmentulul A 5.
MA

Cercurile ce apar ca locuri geomelrice ale tuturor M cu T ke, pentru
MEB

un segment dat A B si pentru diversi k& == 1. se numese cevcurile fui A pollonios.

Problema rezolvati 2 de la pag. 11, impreund cu problema 18 de la
pag. 13 aratid valabilitatea urmdtoavei teoreme.

Meorema lui Menelaos, Daci o dreapti d ce nu trece prin
nieinnul din virfurile unui trionghi ABC taie dreptele BC, CA, AB respectiv

. MB NC PA
= =}-1.

in M, N, P, atunci — —
MC NA rB
Convenim, la fel ca in cazul pulerii unui punct fatd de un cerc, sa consi-

derdm ca —:/% este negativ dacd M se aﬂa in interiorul segmentului BC g pozi-

tiv dacd M se afld pe dreapta BC, dar nu in interiorul segmentului BC. Valoa-
rea -1 din enunful teoremei spune cd sint doud po*sibi litagi: doud din punctele
M, N, P sint in mtemoarele segmentelor respective iar al treilea nu (fig. 1.71)
sau mcmnu] dintre cele trei puncte nu se afli in interiorul segmentului res-
pectiv (fig. 1.72).

Fig. 1.74

o2
[
4
(]

Aceasti teoremd ne da posibilitatea sd imagindm o metodd de a demon-
gtra ¢i trei puncte sint coliniare.

Urmitoarea teoremi ne oferd o metodd de a demonstra ca trei drepte
gint concurente. y

Teorema lui Ceva, Daci D este un punect nesitmat pe niciuna
din dreptele A5, ¢, ¢ {, unde ABC este un triunghi, gi dacd M, N, P sint

o6

punctele de mterseehe respective ale lui AD cu BC, lui BD eu C4 si CD cu
AB, atunei avem M -‘-"'_C | B
MC N4 PR

eu privire la semnele rapoartelor ce apar) (fig. 1. 73).

= —1 (unde facem conventia de mai sus

Fig. 1.73

& Lo c

(Se poate intimpla ca figura s arate altfel: numai unul din punctele M, N, P
sa se afle in interiorul segmentului respectiv).

Demonstratie. Teorema hii Menelaos in A ABM tdiat de PDC dd
PA CB D’ll

PB C U ‘DA
NC DA BM
FEEE s
NA ‘DM BC '
S# inmulim, membru cu membru, cele dond egalititi. In dreapta obti-
DM DA B B e OB 1
este -1, —— = lap — = — 1
DA DM cM M C BC
Se ajunge imedial la rola*{.iﬂ doriti; mai mult , modul de redactare al demon-
stratiei nu este influentat cu nimic de inlocuirea figurii 1.73 cu o figurd descrisd
»in paranteza de dupd figura 1.73% q.e.d.
Sa dam si rezultatul® problemei 13 de la pag. 52 rezolvati cu date literale
impreund cu demonsgtratia sa.

= -1, iar aceeagi teorema in, A ACM tiaiat de NDB da

nem evident -1, is

Teorema Iui Stewart. Daed M este un punct in inferiorul
laturii BC a unui friunghi ABC, atunei AM?- BC — AB* MC L+ AC
«BM — BC - BM - MC (fig. 1. 74).

Fig. 1.74

B M C
Demonstratie. Teorema lui Pitagora generalizatd in ANA 7M., AABC,

da AM2=AB2 - BMN? —24AR - BM - cosBB,
AC2 = AB2 + BC2 — 248 - BC - cosB.
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Bliminim pe cosB inmultind prima felatie en BC, i scéizind din ea
pe a.doua, inmultits in prealabil eu BM. Relatia ce se obtine se serie, dupi
ce trecern termenal “AC2+ BM in membrul doi:

AM2- BC = ABYBC — BM) + AC?*+ BM — BC - BM(BC — BM)
de nade pind la eelatia doritii mai este numai un pas: BC — B — V(.

9. Probleme pe nirn n.u'uvmlul 1‘1(‘1]”‘1#1\

1. Ce devipe leovema ol Stewart u’iml M este ml;lﬂl sl i J)f'q"

mile laturilor sale.
3. Desenali o figura in cave, in acelagi triunghi, si se poatd aplica

2. Caleulati lungimile bisectoavelor unni trivnght ennoscind lungi-

si teorema hai Menelaos si teorema Jui Ceva, dond din cele trel. puncte_

liind aceleasi in ambele aplicafii. Enuntali rezultatul obtinnt.
n-]_-. Enuntati si demonstrati reciproea teoremei lui Menelaos.
Aceeasi problema pemvu teorema lm Ceva.
6. Se considerd trei cercuri, ce n-au centrele coliniare, i astfel ineit
pl intre ele sd nu existe doud ¢ ub sd fie interioare san tangente interioare,

). ((5), (Cy). Tangentele comune exterioare ale lui (C,) si (Cy) se intil-

nesein Ay definim asemandtor ponctele gy, Ag. Sft se arate e cele
h'r-] pIInHP gint coliniave. -

. Enontati o problema asemandtoare cu problema 6 (‘ in care. i
[ie mrhn si de tangente comune interioare.

8. Cereul inscris in triunghiul A BC. atinge laturile BC, CA, AB in.

M, N, P respectiv. Demonstrati- ei AM, BN, CP sint concurente.
9. Enuntati o problemd aseméniitoare cu problema 8 in care sd fie

vorha- de un cerc tangent celor trei laturi ale noni triunghi, altul decit

cel inseris.
© . 10. Care este locul geometric al punctelor pentru care diferenta
“patratelor distantelor la dom puncte date si fie constanta?
11. Care este locul geometric al punctelor ce an puteri egale hm

_'dp douit cerouri date?
12. Liocul geometric’ din problema 11 se numeste ,axa radicald”

a celor doud cercuri. Formulati si demonstrali o teoremi care si aibi-

dvept caz particular pe cea din pmhlem'a Hpag. 33.

13. Pe laturile BC, CA, AB ale unui triunghi se congiderd punctele
W. N, P astlel incit A, BN, CP si fie concurente. Fie M', N', P
simetricele lui M, N, P fati de mijloacele ni BC, CA, AR, Demonstrati
ed AM', BN', CP' sint concurente.

14. Dintr-un punct M se duc perpendiculace pe laturile BC, C'4A
AR ale unui triunghi; tie O, E, ¥ picioarele lor. S& se. demonstreze ci
BD? - CE? 4 AF?2 = CD? 4 AE? + ‘BF2 Enontali gi demonstrati o
reciproca.

s Treziiltatul se numeste ,,teorema ra'n-:r.?jnrm.'i“

15, Determinatilocul geometric al punctelor pentru care suma pafra-

: “Kelor. distanielor la doud puncte date A s1 B este congtanta. :
16. Se consideri un punet 4 si o dreapta o ce nu trece prin ol. Fie
d’ paralela la d ce .trece prin mijlocul segmentului cu capetele in A
in piciorul perpendicularei @ din A pe d. S se demonstreze cit locul
geometric al punctelor egal departate de 4 si d este tob una cu locud
geometric al punctelor pentru care distanta la a este medie proportio-

nali jntre distanta la d’ §i dublul distantei de la 4 lad.
17. Intr-un hmm\hl ¢e cunosc doud laturi a, b si unghiul B opus
uneia din éle. Déterminali cea de a treia laturd si celelalte doua unghiuri.
5

Diseutie:. in. e cazuri. avem o. mlutm. in ce mzum doud @1 L in ce cazuri
niciunad o it ow e B e R B 0% 2 & 2

Oimruaw in mrnomful dinaiote-am invitat si. rezolvam toate cele
trel ]JI’D])IOIHP ce ni le-am pus anul trecub cu oazia cunstrmrn Lr!unghlw
rilor. Anume: cunoscind trei din elementele unui triunghi (nu toate unghiuri),
sit‘caleulam celelalte trei. Din problemele ce le-ati rezolvat, ati invitat sé cal-
eilabi lungimi gi unghiuri ¢ apar in paralelograme, trﬂpe?e, patrulatore oare-,
FQIP CI’PHI)

- Aplicatiile practice ale geometriei ne pun focmai astiel de probleme.

~ In acest paragraf ati luat cunogtintd de posibilitdti de a continua dez-
voitarea geometriei in stilul in care v-am prezentat-o. At vézub ¢ se mai
pot demonsfra teoreme. interesante, frumoage, asupra flgurﬂor ce le cunoag-
terh; astfel de teoreme sint inei multe. Enunturile lor nu se complicii meret.
Ce simplu este enum,ul problemei 8, si ce dificild, dacit nu mmposibild, apare
soltitia ei dacd n-am cunoagbe teorema lui Ceva. Avem agtfel o idee asupra
resurselor de care dispune mintea noastri in actiunea ei de c'unoastme a
lumii.

S clasa a IX-a; la ,Geometrie plani®, veti relna cunostintele cap'atata
in clasele VI—~VII Ia un niel mai inait de rigurozitate si veti face. cunogtinga
gi cu alte teoreme de geometrie.

Atunei veti stipini mai bine decit acum ealculul algebric si veti putea
rezolva ecuatii de gradul 2, ceea ce va va permite sd fratafi multe din proble-
mele ce le-ati rezolvat pind acum cu date literale.

In clasa a VIII-a veti folosi cunogtintele din clasele VI—VII pentru
studiul figurilor in spatiu §i pentru caleulul elementelor lor.




CAPITOLUL 2
- ARTI

INTRODUCERE

Notiunea de arie era bine cuncsenta, inca chmainte de a b incepul. in
clasa a VI-a, studiul geometriei. Astfel. in figura 11.1, intuitia ne indeamna
sa spunem ea arvia A LC este mal mare decil arvia DEF, in cinda lfaptulul ca
DEE este mai Junga® decit A BC. Exisla o siluatie geometrica in care ariile
se aduna, asemanatoare cu cele in care se aduna lungimile segmientelor sau
masurile unghivrilor: in fig. I1.1 avem aria GHIJK = aria GHI -+ aria
GIK + aria [JK.

A e

Dar noi nu am Inat in considerare notiunea de arie cind am desceris, in
partea 1-a manuatuhii de clasa a VI-a, notiunile de baza ale geometriei plane.
Este cazul 4 privim aceasta ca o lipsa? Nu, deoarece astiel de notiuni, sugerate
de experienta noastra si nu de logica dezvoltarii geometriel. mai pot apdrea
g1 chiar vor aparea in capitolul 3.

Ne aflam deei w Fata unet situatii noi. Intuitia neastra pune in evidenta

y notiune noud gi nuele proprietats ale e, Noi  simtim® ea aceagta este o notiune
de geometrie. Se pune problema =a exprimam toate aceslea in limbajul geo-
metriel noaglre, cu alte cuvimte sa delinim aceagta notinne g sa& demonsirim

proprietatile descoperite de noi inainte.

P 80

Cum fin clasele precedente ati mai invilat eum se caleuleazd ariile, noi
vomn merge aci ,drepl la tinti“, fird a ignora cunogtintele de pind acum
agupra ariilor (evident insi, fird a ne baza pe ele in demonstralii).

Obsereatie. Cind vorbim de aria unui triunghi, ne gindim de fapt nu la
aria figurii formatd de virfurile triunghinimi, ci la aria yinteriorului tl’iu'ng]]iun
lui®, inteles drept mullime a tuturor punctelor care se afli de acerasi parte
a oricireia din laturile trinnghiului ca si vieful opus (fig. 11.2).

e
Daca privim schema triunghi — interiorul siu — aria, observim ca
fiecarui triunghi, chiar gindit ca o figurd i‘ormata numai din trei puncte
(virfurile) ii corespunde o arie. Un astfel de mod de a gindi senrteazi expune-

rea, evitind repetarea inufili a envintulm inferior,

Aria unui triunghi

Definifie. Prin aria anui triunghi infelegem jumditate din pro-
dusal dintre o laturd a friunghinlui si indl{imea corespunziioare acelei laturi. Cu
alte cuvinte aria unui triunghi este egali cu jumitate din produsul dintre
Dhazis si ,mdltimes). :

Aria triunghiului ABC o vom nofta S.pq

G

AR.OD
Fig. 11 Sape = ——

(9P N
A D B

Avem trei posibilitdti de a caleula aria unui triunghi dat, corespunzi-

toare celor trei laturi ale sale, si nu stim dinainte ca toate trei conduc la
acelagi rezultat. Ar fi trebuit deci si demonstriim, inainte de a da definitia
de mai sus, o teoremd, al cérei enunt il putefi ugor deduce (vezi chiar pro-
blema 9 pag. 24.

Teorema asupra pulerii punctului apédruse ca o teorema importanti;
din ea am dedus teorema Ini Pitagora. Teorema ce va trebui s-0 demonstrim
aici, desi ,de neinloenit” in acest paragraf. nu apare ca o teoremi atit de

G1




importantd in alte capitole ineit: sd merite sa fie posd in rind eu teorema
Jiii Thales, e cea A lui Pitagora ete... O astfel de teorema se numeste lemd®:.

Jdeei prin lefid vom infelege tot o teoremd, insd care are numai un rol a_;ulutor. :

o

[storia matematiell cunoaste insd exemple in ecare o suamila lemar a.
stirgit prin a deveni mai celebrd decit teoreme demonstrate pe baza el

e m i Intr=un (viunghi. produsul diitre o latwed §i indllimea cores-
panzitoare ei este acelagi pentru toate cele trei laturi (altfel spus, definifia
precedentd  este  corecti). :

A

R G

-

Bl e P
Tpoteza : - ‘ Concluzi
AD 1 BC, BE 1 AC (fig. 1L4) AD- BC = BE « AC

/)r-,,/r.n.‘:fmgz'a;'. AACD ~ .Q.li‘(.fff. conform cazulmi 2 de aseménare,

decarece <. LDC = 90° = 97 BEC st 92C = <7, Rezulta =— 20 D , de nnde
BC BE

abtinem, seriind e produsul mezilor este egal cu al extremilor, relatia din
conelnzie, : :
Ohservatie. Arvia unni triunghi depinde de unitatea de misurd aleasa
pentru lungimi. Dacd inlocuim aceastd unitate en alta, de /& ori mai longa
decit prima, atunei lungimile tuturor segmentelor se Ifﬂpd'[‘t eu ki, iar toate
ariile trinnghiurilor devin de A2 ori mai miei.
; In introducere am vorbit, de o,situatie in care ariile se adund. Un pr]m
fapt de acest fel este stabilit in teorema urmdtoare. -
e e v emd (proprietate de aditivitate pentru -arit ). Daed I) oste nm

punet din interiorul laturii £C a unwi triunghi 4 BPC, atanei § 450 = Swr -+

— qiff’ h” 11 '))

Bk —

Demonstratie. Sa consideram indltimea AH. Avem Sape = Lol

(BD + DO)AH =~ BD-AH | DO AH vl '
ST = . L = Sapp + Sacp, g.-e.d. =
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" Observajre. Enuntul , proprietéitii gpnerale de aditivitate” este fomplicat

si nu-l vom da. In problemele 6, 7 de mai jos, vom indica alte expresii ale
acestel propriefdti; in paragraful urmditor vor apiirea de asemenea alte pro-
prietifi ciirora i se potriveste acest tillu.

In incheierea acestui paragral, si aritdm cum teoremele demonstrate
aici, degi simple, permit scurtarea rezolvirilor unor probleme.

" Problemd rezolvatd. S& se demonstreze ci suma distantelor unui punct
din interiorul hazei unui triunghi isoscel la cele doud laturi congruente este
constanta. '

Fig. T1.6

I poleza = Coneluzia

DE 1-AB, DE 1 A€, 4B = AC DE -+ DF = ... {constant).

. Demonsiraiie. Aceasta este una din problemele ,,de cl. VI-a“, Acum putem

face demonstratia astfel. Sit siriem, conform teoremei de aditivitate, Sapc =
AB. DE AC - DF o ABDL - D7) Obti-

— 8, < b N aec .'., D ST -
Sapp + Sacp, deci Sape g s 2 ;
- 28480 4. : ; Sl e
nem DF 4 DI = » deci este aceeagi pentru toate powitiile lmi D in-

AB
interiorul segmentului BC.

10.. Probleme*

|, Exprimati aria unui triunght dreptunghic.

9, Care este aria unui triunghi dreptunghic isoscel de catetd a?

8. Care este aria unui triunghi echilateral de laturd a?

{. Cunoscind doud laturi si unghiul cupring intre ele, exprimati aria
unui triunghi, Care este raportul arillor a doud triunghiuri ce au un
unghi congruent. : ;

. Caleulati aria unui friunghi ale carui laturi au lungirile sale
13, 20 & 21. ' ey

6. Pe laturile 4B, /IC ale unui triunghi se considerd punctele D,E.
-\mtnfl ed Sipo = Sapr + Sepr -+ Sbes.

7. ln interiorul unui tmunghl A] C se considerd un puncl M. Ari-
babl cd Sapc = Sany 4~ Spey + Scan-

8. Intr-un paralelogram ABCD avem Sapc = Sppa-

* Problemele 12 §i 14 sint facultative.
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9. Raportul distantelor de la miflocut unei latuei a vnni triunghi la
celelaite doud laturi este egal eu inversnl raportului latnrilor respeetive.

10. Demonstrati, prin arii, teorema hisectoarei (pag. H4).

1. Intr-un triunghi ABC, simetrica medianei A0 fald de hiser

toarea AL tale BC in F. Determinati raporiul ’;11? .
4(/‘

12, Simetricele medianelor unui trivnghi fatd de bisectoarele virfu
rilor respective sint concurente.

3. Suma distantelor unui punct din interioral nnai trinnghi echila-
teral la laturile triungbiului este constanti.

4. Demonsteati, prin arii, teorema lui Ceva (pag. H6—57).

5. Raportul ariilor a doud triunghiuri asemenea este egal en patra-
il paportuini de asemidnare.

ib. Raza cercului insceis intr-un triunghi este eitul dintre dublul
ariei. trinnghiulor st perimetrul acestwia, :

17. O paraleld la latwra BC o unw briunghi A BC taie laturile 4 8,
AC in M, N. S se arate ed avia friunghiulni 4 B3 este medie proportio-
nald intre ariile trinnghiorilor ABC g A MN.

18. Ariile a doud trinaghiuri congruente sint egale.

19. Care este locul geometric al viefului 4 al unui trinnghi 4 BC,
ve are virfurile B, (' fixe iar aria constanti?

ARIA UNUI PATRULATER

Inainte de a o defini. avern nevoie de o lema. la fel ea in paragralul
precedent. Anume:

Lem -1 Fie .A BCD wo  pafrulater eonvex, Atunei Supe + Sape =
= Spcp +Sapp (Ag. I1.7).

| 5

i ;

= ol
A pre.: OF

B

Demonstraiie. Si noldm cu O inlersectia diagonalelor patrulaterului.
Confnrm proprietatii de aditivitate avem S ge + Sine =5 Suoz + Spoc

+ Stoa + Scon = (Seoc + Scap) + (Saor + Spos) = Spcp + Sasp, g.€.4.

G4

DBefinitie. Prin aria unui patrulater convex A BCD Intelegem numi-
ril Sipe + Sape (vezi fig. I1.7), notat en S,pep.

Ohservaire. Problema corectitudinii acestei delinitii rezolvatd prin lema
precedenta, apare datoritd faptului e am convenit sd considerdm patrulaterul
ABCD drept, tot una cu BCDA ete.

Inainte de a enunta teorema privind aria unui paralelogram, si reamin-
tim cd dacd avem doua dreple paralele @ si b, (fig. I1.8), atunci distanta de la
an punct A de pe a la dreapta b este aceeasi pentru toate punctele 4 & a;
ea se numeste ,distanta de la @ la 6“ si este tot una cu distanta de la 5 la a.

A A xB
900 (o 5.".'

a
Fig. 1.8

902
2]
A A /=4
i 1

Vom numi inaltime corespunzitoare, unei laturi a unwm paralelogram
distanta intre acea laturé si latura opusa.

Teovemid Aria unui paralelogram esfe egald en produsul dinfre o
laturd a sa gi Indliimea corespunzifoare.

Fig. 11.9
Ipoteza Coneluzia
AB|CD,AD|BC Sagcp =CD - AA’

A4 EDCCl 1AR

Demonstratie. Avem AA" = CC’ conform proprietatilor distantei intre
dreptele paralelele A B, C'D mentionate mai sus gi AB=CD (opus in paralelo-
y o AB - CC’ CD-A4A4° e ’
Sagc + Sacp e Tt = CD-A4".

Cousecinta L. Aria unui dreptunghi este egali eu produsul dintre
ungimea si litime a sa.

gram). Oblinem S,pon

A L A B
90° 90
|90° 90°)
D C

Fig. 11.10 Sapep =AB-AD

& — Matematici-geomertri, cl. & Vil-a




Consecinta 2. Aria unui patrat, este egali cu patratul lungimii

laturii sale. . A,
A B

L/ N
goesI0*

S apep = AB*. Fig. 11.11

90° 90°
R s i /]
Teoremi. Aria unui trapez este egald eu produsul dintre semisuma
bazelor-sale si tniltimea sa (infelegind prin indlitme a unui trapez distania

dintre baze ).

Fig. 11.12
Ipotezd Coniluste
AB ||CD, DD" 1L AB S :AB;LCDDD;:

Demonstratie. Si ducem §i BB’ | CD, B’ fiind situal pe dreapta CD.
Avem BB’ = DD’ (distanta dintre dreptele pamlele AB, CD). Obtinem
T AB-DDE CD- BB" AR + CD)DD’
S ascp = Sasp + Seop = : i x| = ) ete.
Observatie. In general aria unui poligon se defineste ca suma ariilor
unor triunghiuri in care acesta ,se descompune® (fig. [1.13).

11. Prob'eme S A
1. Aria unui pitrat este de 5 em? Care este lungimea laturii sale?
9. Exprimati aria unui romb in functie de lungimile diagonalelor sale.
3. Cunoscind lungimile celor doud diagonale ale unum pa’tru]ater
cONVex cu dlagonalplo perpeudlculare, 34 se afle aria sa.
4. Exprimati aria unui patrulater convex in functie de lungimile
diagonalelor gi de unghiul dintre ele.
5. Definiti aria unui patrulater concav ca diferenta ariilor a doud
triunghiuri. Aveli nevoie de vreo lemd in prealabil?
6. Indicati trei moduri in care se poate ,descompune“ un patrulater
coneav in doud triunghiuri, dupd modelul situatiei din definitia ariei

dladire de o form& mai complicatii®

* Incercati si rezolvafi probleme de tipul 1214 efectiv pe ‘teren. |

suma ariilor celor doud triunghiuri este egald cu aria patrulaterului, -
dofinit'ﬁ in problema 5.
. Fie ABCD un patrulater convex, £ un punct interior laturii AB

{ratah cd Sinop = Sape -+ Seran-

8. Fie ABCD un patrulater convex, M si N dond puncte interioare
[‘BSPE‘.C“V laturilor A B, (BIA) Al‘ﬁtaf;i cd S,’lBGD = L.()r“m;r_,\TD —E—SBMNU'

9. Fie M, N, P, Q puncte interioare laturilor AB, BC, CD, DA als
unui patrulater convex ABCD. Demonstrati edi Sizcp = Sywpg +

unui patrulater convex si demonstrati cd in -fiecare difi aceste cazuri | ‘

+ Spun +Sevp + Sope -+ Sagu-
10. Definiti aria unui. anLaﬁon fonvex: va trebui demonstrati in

prealabil o lema. ; : ; ‘ ‘
1. Cunoscind lungimile laturilor unmi patrulater convex, determi-

nati aria sa. ’
12. Aplicatie practicd. Ce trebuie masurat pentru a determmr—l ariile ‘T

din figura 11.147 : § ’1

F]E 11.14%

13. Cum faceti pentru a determina aria unui teren care are in inte-
riorul siaun o clidire (este vorba de aria tereaului ,inclusiv® clidirea), |

Fig 1145

4 ~ . % § ;s . .
14, Cum faceti pentru a determina aria unui teren in care un virf
este inaccesibil?

Fig. 11.16 :  ~
I




15. Se considerd mijloacele M, N, P, ( ale laturilor AB, BC, CD,
DA ale unui paralelogram. Dreptele AN, BP, CO, DM determind un
paralelogram. Care este raportul dintre aria acestui paralelogram gi cea
a celui initial?

16. Raportul dintre baza mare gi baza micd a unui trapez este k.
Se duc diagonalele gi se prelungese cele doud laturi neparalele pind cind
se intilnesc. Si se afle raportul dintre aria fiecirui riunghi format si
aria trapezului. Puneti in evidentd cele doui triunghiuri de aceeasi arie,

17. Aflati unghiurile unui romb a cérui laturd este medie propor-
tionald intre diagonalele sale.

18. Dacd segmentul ce uneste mijloacele a doud laturi opuse ale
unui patrulater convex imparte patrulaterul in doud patrulatere de
aceeasi arie, atunci patrulaterul initial este un trapez sau un paralela-
granm. :

19. Construiti un triunghi ABX ce are aceeasi arie ca gi un patru-
later convex dat A BCD.

In incheiere, vom prezenta modul cum se poale stabili teorema lui
Pitagora cu ujuiorul nojiunii de arie. ;

A Ja MbB
: v

Q a
— : Fig, 1L47
i : N
b
Db P-4 il

in figura 11.17 ABCD este un pitrat, AM = BN=CP=DQ =a
iar AQ= BM =CN = DP = b. Din triunghiurile congruente AMQ,
BNM, CPN, DQP deducem congruenta unghiurilor mareate eu o linie,
respectiv cu doud §i apoi, pe baza teoremei sumei unghiurilor intr-un
triunghi, ¢i MNPQ este un dreptunghi. Din congruenfa acelorasi
triunghiuri deducem cit MN PQ este un pitrat. Scriind (vezi problema 9)

Sasep = Sywpg + Samq + - deducem cd (¢ +8)* = NS i “_;,

deci MN2 = a® -+ b%, ceea ce este toemai teorema lui Pitagora.

Problemd distractivd. Impartiti poligonul din figura 1148 in cinei poli-
goane astfel incit, aranjindu-le altfel, si sc formeze din ele un pétrat.

Rezolvare. Arvia poligonului este 3, deci latura pitratului ce se va forma

=N ow R S S I e .
Vi lllB. Dacd examindm mai atent figura, gasim in ea segmente de lungime
I3, V52 dar nu de 3, :

Fig. 11.18

: Sd transtormam intii poligonul intr-un dreptunghi, de formi mai apro
piata de cea pétrats: i

/
7 £
| > F ;
= . ? E
Fig. [L19 2l A Lsinu , | D D
E A s
2

2

[aN
7
2

A})‘[_}.J sa lranslormam dreptunghiul intr-un paralelogram, ce are una dj
| Ty ] i 135 1 1 : 1 / W
laturi |3, dar awn@ grija sa nu atingem taielurile existente. :

3
2 T
G—7
3 &
o

Fig. 11.20

T3

Latura din stinga a triunghiului G se calculeaza prin

Vs

gora, gasindu-se ——

ecrema lw Pita-

< 1, de unde sintem siguri ci t¥ietura ce separd pe G
nu le intilnegte pe cele dinainte.
in fi A Al Ay : - g
b ime, cum aria paralelogramului obtinut este tot 3. ca si a Fours
initiale, rezultd ca indliimea s e aive b 15 £
e : ihd cd inallimea sa corespunzitoare acestei laturi va fi J/3 si
amdu-t dupd aceastd indltime, von iea ¢ a i
i r R L E, .‘,T)m pnrl_m compune patratul dorit (vezi
B SLi va sma (l;ere §d tdlem poligonul in 5, iar tiietura dupi acea
{ riscd sd condued la 6 pirti i i 7 i
: i1, cu exceplia cazuluil cind am f |
) ‘ ] ; f1a caz ind am face-o ince-
ind | i
pind din coltul dreapta jos P al paralelogramului (fig. T1.21).

N I cuimva dl}]”[‘( 1 Gl ae¢ ] i L 3
2 = aceasta aletu ] 1 I ](3 1 i o
e i L bacata 11¢G1 l 11 ..\i[l L g

arata ea nu! Distania MA est g i i
I g & I\ este } — — Ve 10 1€ i inalli
V' este (e = vezl lig. 11.189— jar imaltimea din

P taie dreapta MN intr-un punct ¢ aga ineit A\ P MQ este asemenea cu G si




- : " e et [ L R
. 1er ﬁf@ MP - =" MO0 = l Pl g (Lneg‘alltateﬁ
din acea asemanare obtinem it de unde MO > &

2

Sles

W

L]

2|

o 1)
7 1 ridies siratb: =~ /
a prin calcul direct sau prin ridicare la patrat ( }

N4
LS R

hi dreptunghic cu unghiul ,din
i PO intilneste latura

se verilic

Fig. 11.21

di' observam si ci G este un triung
(e L £l 5 & nl 9 5
dreapta® de 30°. Aceasta ne aratd cd JIQPM = 30°, dec

+Cl J w - i E i
« 2 =1 de capatul

M\|»—-

opusi a paralelogramului intr-un punct la distanta de

din dreapta al acestei laturi, deci in inferiorul ei

“Existd si altd solutie:

kA

43

5| pig. 1122

2
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!

lelo-

gram, un triunghi ete.

POLIGOANE REGULATE

Definitie. Numim poligon regulat un poligon cu. toate laturile
congruente si toate unghiurile congruents ‘ii:l‘t;l'f:! ele. 3 - Sk
* Dacé printr-un proceden oarecare im!_a_ari_.lm un cerc in r (n > t )1 ad
egale ¢i ducem corzile care subintind pe fiecare din ele, unind punctele de

&iv-iziuine sucecesive, obtinem un asifel de poligomn,

Unghiurile acestui poligon sint congruente fiind inscrise in arce de

e G e SRS TE T ; -
masurl egale cu «(r — 2) lar laturile sint: congriente subintinzind arce
7
de. aceeagi masurd: 00 |

n
Am pornit prin a constata ci astfel de poligoane regulate exista. S
demonstrim urméitoarea:

Teoremi: Orice poligon regulat se poate inserie infr-un cere.

Fig. 11.24

* Demonstraie. Dacd <A, =3 A, = ¥4, = ... = A, g laturile
A Ay == Ao Ay = AgA,... = A, A, ducem mediatoarele laturilor A Ay 81 A, A,
(vézi figurile 11.23, I1.24 si notatiile de acolo). Mediatoarele M0 st M0
se intilnesc in 0. (Dacd nu s-ar intilni, ar insemna cil sint paralele deei ca
A 4,45 = 180°  ceeace este absurd). Triunghiurile A M,4,0 ==
= AMA,0, (M, 51 M, fiind. mijloacele laturilor 4,4, vespecliv 4,4,). Ie-
zultd cd 04, este bisectoarea lui 324, 4,4,. M,0 liind mediatoare, segmentele
04, = 04;. Ducem O M, L AzA,. Triunghiurile AQA M, = AOA,M, pentru
cd ipotenuza OA; este aceiast si 92 W, 4,0 este jumditate din unghiul poligonu-
lui, deci congruent cu $Z0A; My Rezulla casi MoAy == A, M, deci OM, esle
mediatoarea lui Ayd4, deci, 04, = 0A,. La fel se aratd cd 04, = 04, elc.
Deci toate punctele A,, A,, ..., A, sint egal depidrtate de O. Teorema este
demonstratd. Acest punet O se va numi centrul poligonului regulat.

Vom nota latara poligonului regulal cu oz Jatun co /, (fig. 11.25). Stiind

N . X, 5 : aR0°

@ un unghi la centru care subintinde o laturd de poligon regulat are "%
gl

g1 cunoscind raza R a cereului circumseris poligonului, putem caleula A M/ (nnde
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g - : o480 ; o 1802
M este mijlocul laturii AA’). AM = R sin 3 gi deci [, = 2R sm—n :

Segmentul OM dus din eentru, perpendicular pe laturd in punctul Ii*[‘r) n:%;l. va
numi apoiema poligonului regulat. O vom nota cu ay, fiag, =R cof«—”r
: Daci lucrurile par simple presupunind deja fdcuta impértirea "ungui cerc in
arce egale, existd totusi anumite dificultati de constructie. De pilda 5-a dei
monstrat cd impirtirea unui cerc in 7 arce egale nu se pn_ate face cu rlgk} gt
compasul (aceastd demonstratie tine de fapt de algebra gi nu de gec‘)metrle):
Fiti atenti: Nu am afirmat ei nu s-a ficut pind in prezent. Am afirmat cd
este dovédil:-r_‘z imposibilitatea acestei operatii. CDI’ISEI‘U(}-’(:]'J']B pe care 1e' gisit
prin anumite cirti de desen sint aproximative, conth}d §i pe graclu_l de 111;1p.°:r~
fectiune a obiectelor cu care desendm (grosimea minei creionului de pildd).
Ele nu constitnie procedee exacte c¢i numai utile.
Vom gisi ¢ unghiul la ceritru corespunzétor laturii unui hexagon
vegulat este de 60° (fig. 11.25). De aici rezultii un proceden simpla f]_Ff constrl‘ac:
tie a sa. Toate triunghiurile avind un virf in centrul hexagonului si ca laturd

Fig. 11.26

opusii lui, laturile hexagonului, sint triunghiuri eoh.ilai'.el‘ale.n Dpci latura
misoard cit raza: [; = R. Impirtim un cerc in 6 pérti egale lumdﬁ un ptl{lct
A pe cerc drept centru gi cu o ,deschidere® a cnmpagu%m cit -B, trasind B si I
(fig. 11.27). Mutind apoi succesiv centrul cercului obtinem gi celelalte puncte

de diviziune, virfurile hexagonului cautat. Obszervam c¢d esle suficient sa.

ofigsim cn compasul numai trei puncte consecutive A, B, F, si pe celelalte
2 : —
3 Rl3
le aflam ducind diametrele cu aceste extremititli. Apotema dg = ——

Gl

Daca unim din doud in doud virfurile unui hexagon, de pilds A, Gyt 208
obtinem un triunghi echilateral. Calculind din formulele laturilor gi apote-

melor, obtinem L, = R |3 si a; = 5

La patrat (poligon regulat cu 4 latiri), unghiul la centrn corvespunzitor

este de 90°. Aplicind formulele chtinem I, = R)2, u, = RE;_

»Poligoane« regulate stelate

Daca impéarfim cercul in cinei arce egale si unim punctele de diviziune
din doud in doud, segmentele AC, CE, EB, BD, DA vor fi laturile unui
ypoligon® regulat de un tip anumit: Laturile lui se intersecteazd si in interios

rul cereului. Acest ,Poligon se numeste stelat (lig. T1. 28).

Fig. I1.28

Al - A ®
(E1 este un poligon regulat cencav,)
Atuneci cind am ficut afirmalia

cd orice poligon regulat are virfurile
pe cere, demonst’rapm de mai sus er

. a valabila si pentru ,poligoane® stelate:
nu s-aﬂ intrebuintat nicdieri in demonstratic faptul cj poligonul ar fi convex.
’I.'rel)wﬂe numai s considerdm laturile com plete, nu portiuni din ele, cu virfu-
rile Tui, extremititile laturilor, agezate pe cerc,

O primd constatare:

Presupunem ci un cerc a fost impartit
§t ducem ca laturi coardele sirind
un poligon regulat eu un numér de
virfurile unui hexagon regulat
teral.'Se pune deci problema

intr-un numar par de arce egale
peste cite un punct de diviziune. Ob finem
laturi de doud ori mai mic, De pilda unind
din doud in dous, obtinem un triunghi echila-
»Simplificirii eu un factor
de diviziuni in care am impartit cercul si al
sarim® cind ducem corzile — laturi. |

comun al numirului
»Pasilor — arcuri pe care® ij

54 presupunem ci am impérfit un cerc in 14 arce egale. Facem un
: . am in o e egale, Fag
tabel in care apare va fractie ireductibild raportul dintre numarul de arce

- In tunctie de acesta vom preciz

initiale si al ,pagilor sariti* a natura poligo
£¢ - h 28
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-nuduil obtinut. Netdm eu 2 numarul de diviziuni initiale, eu £ ,pagi® (arcele
subintinse de o eoarda) si cu [ fraetia ireductibild obtinutd din simplificarea
raportului n/k.

y 1 i 2
| 1 ﬁ 11 ! P v 1 \Y Vi )Ef V11
| i . x pulll _ i
] ! i h
n 14 14 A T R L | 4 |
: ; » i L
) T e ey
A Foal 2 3 o s e = Lol
| S s
i 5 E. 7 ‘ 14 - 7 '
/ - C ol ag . A5 bk T
i 1 t ‘F : i [
= : | .
o = o i e & ;
= : = — — o | - I &
= O = — 55 B2l 8 . .-
z. i SRR e S | 7 ) =z
=0 |onP | SR il | e | Bk v | &S |
Be |GEE | SaE i oal | Sa I Gam] S )
== e | B .-._q<:ll R e Bt e e =
52 |27 872 | 28 | BE |29BD| BE.| o8
ZzE (233 Ee3 | 2R | H | 2@ | wh | 28

Am oprit aici tabelul. Daca & = 8, atunci n — £ = 6 ¢ este ca @ cum am
li inceput si socotim de la punetul initial pe cerc in celilalt sens. Daed in loc
de 14 am [i avat un numar impar de diviziuni initiale, de exemplu 2p 4 1,
ne opream la k== p; de exemplu la » =17 ue opream la i = 8.
_ Alta constatarve: daca fractia ireductibila este un numar intreg, poligo-
nul este convex. Dacd numitorul lui £ nu este | atunci poligonul este stelat
gi. anume steaua arve atitea ,.colturi™ cit aratd numéritorul.

Deci nu toate poligoanele stelate cu acelagi numar de colturi sint
nasemenea®. Heptagonul din coloana a TV-a difera de cel din coloana a VIi-a.

Tabel de vezultate

: I
ls — HVB ”3 e _T
L= AT ay = B2
o= A = U |

pus

b, =. ) Yy =

- Tabelul ar deveni mai ugor de rétinut dacd am adauga la e, si'la’l; cite
un factor |1 pe lings R: ultimile doud linii din tabel nu trebuie memorate.

12. Probleme

I. In triunghiul echilateral 4 BC de latwri a (fig. 11.29) se iau pune-
tele N, M € AB, N'P' € BC, W',P & AC

R e - S o
Determinatl & in functie de ¢ astlel ca hexagonul MW PP'N'N si fie
regulat.
2. Patratulur din tigura [1.30, de latura @ i se ,taie colfurile “in aga {el
incit sa ,ramind” un octogon regulat. 54 se calculeze latura » a octogo-
nului in functie de latura ¢ a pitratului (fig. I1.30).

e
N4

3. Cunoseind I, st R, calculati a,

(f

Fig. 11.50

4. Folosind patratul inscris in cerc de razd R, calculati latura octo-
gonului convex inscris in cerc in lunclie de R,

8. Pe laturile hexagonuluivegulat A BCDEF se construiese in afary
pétrate, gi in virfurile’ hexagonului, cu doud laturi ale acestor pétrate

7

o

:




\ ca laturi, triunghiuri echilaterale de tipul Ini BHI. Sa se precizeze ce fel »SPIRALA“ LUI ARHIMEDE,. Pe segmentul 4B =

1 de policon este GHIJKLMNOPRS (fig. 11.31). diculara BR, = 1. Segmentul AB, = /2. Pe AB; ducem perpendiculara '
I | ‘ BBy =1 g continuadm cu acelasi proceden: BBy | AB, (ByB, = 1) ete. ‘ji

N 5 G Din teorema lui Pitagora rezultd A B, = |/3, AB, — |G =9 AR, — 1/Eete. !
] Fe H

Presupunind construit segmentul AB, , =|/n — 1, construim A By =\/n.

1 ducem perpen-
I
Procedeul duce la construirea lui /% prin mrecurenta®,

adica folosindu-ne
de constructia prealabild a segmentelor W2 baa. =,

Fig. 11.31

Problema:* Dindu-se un cere de centru O cunoseul,

Sa se gdseascd '
numal cu. compasul virfurile wnui pdtrat inseris in el ‘

Dacd reugim, raza R find datd, sa putem ,cuprinde in compas un ‘

— : Dl e . % X |

N K segment de R|/2, am reusit constructia (fig. 11.33). Ca in orice problema de rl:‘
AN constructie, sa considerdam problema rezolvati: pornind dintr-un punct arhbi- |

6. Precizati natura poligoanelor regulate pentru »n = 7. Cite , tipuri™
de heptagoane stelate exista? e
7. Precizali natura poligoanelor regulate corespunzatoare imparvtiri

cercului in 21 arce egale. Paceti tabelul.
\ 8. Sid se stabileascd mésura unui unghi al unui dodecagon regulat
\ convex (rn = 12). . : i s
‘ 9, Daci un poligon are toale laturile congruente este oare regulat:
10. Daca un poligon are toate unghiurile congruente este oare

[1.38

| regulat? , 1

f 11. Gisiti numérul diagonalelor unui gul,r?»gnn regulat convex. Era
3 ‘ necesar s precizim ca poligonul este regulal?

12. Sa se demonstreze ca in orvice poligon regulat convex se poate |

inserie un cere, adicd se poate construl un cerc tangent la toate laturile

sale, . , gt
S5 se arale ca centrul cercului inscris comncide cu cel al cerculm
circumseris poligonului regulal convex.

0 problemd cu enun| deosebit.Sa punem intii problema construirii e rigle

si campasul o unui segment de lungime [n unde n este orice numdr natural.

trar A, considerdm virfurile consecutive ale hexagonului regulat inscris in cere,
B, C, D. Deci segmentul AC = R |/3. Cu o deschidere de compas cit AC
gl centrul in A si apoi in D, trasim douid arce de cerc care se baie in /.
Considerind triunghiul dreptunghic A4 MO, segmentul OM = R |/,
construim intii virfurile trapezului 4, B, ¢ D, apoi cu ,deschiderea AC gi

| centrele A si D frasam arcele de cerc care se taie in M. »prindem® in compas

Deci

distanta OM si o ,purtdm® pe cerc de trei ori. Obtinem astlel virfurile patra- I
5 S kh 5 j (=1

; Stim ed construim pe 2 cunoscind segmentul unitate (fig. 11.32). Gl eaubat:

numere pozitive ay suma constantd, produsul lor este mazim cind ele

|

|

: - : = G . i
Doui probleme rezolvate 1. Problemd rezolvatd. S se arate ed daed doud |
L1 \

stnt egale. ‘

s

Vom incerca o solutie geometrici a acestei probleme. Pentru aceasta

|
|
putem sa o formuldm si in felul urméator: i |
Fig. 11.32 ,

| il
r; Sd se demonsireze cd din loate dreptunghinrile cu perimetriu constani, ‘
U M ‘ aria ceq mai mare o are pdiratul. b
i! ;I | i ‘I I
I'r 1 | * Problemi datd la etapa pe municipiul Bucuresti a Olimpiadei din 1978 |I
i i !




~  Comparim pétratul ABCD de laturd o cu dreptunghinl DEFG cu

lungimea DG = o - x si Litimea ED = a — » (fig. 1T.34).

A‘ B
IS 2
S O R T
I la=x Fig. 11.34
g
D —

Evident ambele au acelagi perimetru. Cu notatiile din figura, ca sa
compavim ariile patratului ABCD cu a dreptunghiului DEFG revine la a
preciza care din ariile dreptunghiurilor A BHE g1 HFGC este mai mare. Am-
bele dreptunghiuri an cite o laturd 2. Dreptunghiul 1T arve cealaltd laturd eu
x mai micd decit o are dreptunghiul 1. Deci dreptunghiul 1T are aria mai mica.

'Si spunem gi altfel:

Aria lui ABHE este xa. Avia dveptunghinlui  HFGC este a(a — z) =
= gy — g Vizibil aria lni EFGD este mai micd decit a pitratului 4 BCD
pentru ¢d ez > ax — 2* solutie evidenta (Egalitate am avea daci z = 0).

Aceastd problemd rvezolvatd ne poate duce si la 0 a doua:

2. Problemd rezolvatd: Si se avate ci daci doud nwmere pozilive au
produsul constant, swme lor este minimd cind ele sint egple.

Vom porni de la problema precedentd: in figura pe care am ficut-o
pentru ca s-0 rezolvim, péatratul ABCD si diept.unrvhml DGFE au acelagi
perimetru gi ariile diferd pentru ca dr eptunghiul (I1) este mai mic decit drept-
unghiul (I). Deci addugdm la dreptunghiul IT dreptunghiul cu intevior hasu-
rat (11T) FN MG astfel incit dreptunghiul (T) gi dveptunghiul C M NH si devina
echivalente (fig. 11.35). Deci pétratul ABCD i dreptunghiul EDMN sint

A i J

HF N

% Fig, 11.55
R277
TR

echivalente (produsele DM+ MN gi AB- AD sint egale), dar perimetrele lor
difers; cel al patratului este mai mic deci 2DM + MN) > 2(AB -+ AD).

O altd_solujie la aceastd problemd se poate da prin puterea punctului
interior: dintre toate cor rzile care trec prin M, in cercul de centru O, ced “mai

E

78

scurtd este AB | OM (tig. 11.36). Intr-adevir oricare alti coardd A’B’

care trece prin M are distantdi ON < OM deci B'N? — B 0Nt = Rt

—OM?* = BM?. deci 2B’N >2BM, deci A’B’ > AB adici B'M + MA’ >

> AM -+ MB. Dar aplicind puterea punctulumi M. AM - MB = A'M - MB'
= constant g problema este demonstrata!

LUNGIMEA SI ARIA CERCULUI

Calcularea si chiar definirea hingimii unei corbe si a ariel ,mérginite”
de 0 curba inchiséd sint probleme care in unele detalii ale lor necesitd cuno-
stinte ce nu le aveti inci. De aceea noi nu vom demonstra formulele pentru
lllllgll'ﬂed g aria cercului. ci doar vom avata un mod inuitiv de a ajunge la

ele.

5S4 considerdm doua poligoane regulate convexe cu acelasi numar de
laturi, de exemplu doud octogoane, ingcrise fiecare in cite un cere.

S& notdm cu P, p perimetrele lor, cu R, r razele cercurilor in care sint

ingcrise. . ‘ ; e
= e e A A y ] e
. Avem Loatin g o LR, ~ca urmare a faptului cad AAOB -~
ey P 84°B’ AR’ r
7 1 B .
-,N AAO'B (eazul L, do exemplu: —— L X408 =2 =408,

fA:- 1L OIB/
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Daca am considera in loc de octogoane, poligoane cu un' numér foarte

R

mare de laburi inserise in aceleagi cercuri, relatia = — -~ ar rcimine adevi-
T
rabd, iav £ ar i ,aproape” de lungimea /. & cercului de raza R, p ar fi ,aproa-
pe” de lungimea / a cercului de razi r.
L { St .
— = —, adica: raportul dintre
L r

lungimea unui cerc gl raza sa esle acelasi pentru toate cercurile.

Obtinem, schimbind mezii intre e,

Acest raport constant se noteazii cu 2m; valoarea aproximativi a lui =
este 3,14159.... = este un numadr irational; nici el nu se ,misoars® ci se deter-
mind de exempla prin formula. ce contine o suma infiniti. si care o veti invita
in clasa a XIl-a:

=9 ]/'7",(1 = 3';‘ +’_+'-._——'—L 21 )

(3 E 7 oy
S JICRY+ | £i 2y

Lungimea L a unui cere, de raza R este egalii eu 2= immultit en R adicd

Ihr == .

Sd revenim la figura 11.37 si sd notam cu Q hungimea liniei 4 BC fos-
ot oo : : ) 34 B 3 <doc
matd din  trer latum ale octoconului. Avem N 248, === =

£ n 848 8 360"
A8 K o il T malily Lo 1 e 2
= — -, relatie ce ramine adevaratd chiar dacd arcul A BC ar fi mare (prin
360° J

ABC intelegem masura, in grade, a arcului A BC).

S& pastram punctele A si € fixe si s8 considerdim in loc de un oclogen,
un poligon regulat cu un numér mare de laturi, inseris in acelagi cere, avind
1 51 C printre virfurile sale (pentru aceasta numirul laturilor sale il vom alege
ABC
360°
poligon; @ va fi ,aproape de lungimea M a arcului ABC, iar P va fi, va

. 3 i e T
un multiplu de 8). R.e]agm% = va ramine valabila si penbtru acest

fl

o T e % . . oo : bl
mat inainte ,aproape” de lungimea L a cercului de razd R. Obtinem =

ABC

e de unde deducem:
36

=

Lungimea unui are de cere de misurd » dintr-un cere de razi B este

urli g it
“E (u fiind exprimatd in grade).
180

data de formula

Fig. 11.38

sugereazd numai un rationament, mai rafinat

Sd revenim din nou la figura 11.37 si sd considerdm aria octogonului
AB: (... BEa este egald cu 8§ S A et -

0D yop = ————— . Pina aici demon-

stratia este riguroasa si ne conduce la:

Teorema. Aria unui polizon regulat convex este egald cu jumitatea
produsului dintre perimetrul si apotema poligonului.

Dacd vom considera un poligon regulat cu numir foarte mare de laturi,
inserts in cercul de razi R, atunci perimetrul sau va fi aproape* de lungimea
cercului, iar apotema ,apro ape™ de raza cercului. Ajungem la concluzia ci

aria unni cerc este egald cu jumitate din produsul dintre himgimea si raza sa,
2z R-R

adied

Aria unui eere de razi R este egald en wR2

In fine, si considerim, in figura 11.37, aria poligonului AB...CO. Ea
este egala cu de trer ori aria triunghiului AOB, deci cu —: din aria octogonului
regulat; l'apm-bl,l]:%este tot wna cu raportul dintre
360°. Tinind punctele A gi C lixe si mirind mult pumaral laburi
regulal (acest numar riminind un multiplu de 8), aria poligonului considerat

AB..CO va li ,aproape de aria mirginitd de razele 0A, OC §i arewl ABC
efe. Ajungem la:

masura arcidul A BC s

lor poligonuluz

Definitia, Ne numeste sector eircular figura formati dintr-mn are

al imui cere §i din razele acelui cere en capetele in capetele arcului

si la:

Aria unui sector civenlar al wnni core de razi R ee corespunde unui

are. de misurd u (exprimatd in grade) este datd de formurla <8

360°
Obserpatie. Cuvintele pmulte®,  aproape”, nu au sems matematic. Ele

, of i l-am precizat aiei.
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] . - : A ! i ) e Ny
11, Caleulati aria din figura FLA3S (haguratd).precutn 51 perimetrul
figurii hagurate, razele celor trei certuri fiind toate egale tu 2.

- 13, Probleme

\
ﬁ 1. Atlati aria cuprinsd intre un arc de 60° al unui cere derazi R
< ‘gl coarda sa. '

' "9, 'Aceeasi problema pentru un ave de 240°

4 Pe cele trei laturi ale unui triunghi drepfunghic ca diametre se o

' i deseriu cercuri ca in figura I1.40. Arvdtafi cd aria haguraba este egald cu | 3 Frg. 1148

aria triunghiului

Fig, 11.20~

Bk Roradl 3 Aol
12. Aceeasi problemi: pentru figura haguratd 11.44.

4. Doui cercuri secante au razele de 10 gl 7, iar distanta centrelor
de 15. Aflati aria portiunii comune a celor doud cerouri. .
5. Aceeasi problemi, cind distanta centrelor este de 5.

i . Doud cercuri tangente exterioare au razele de 9 gi 4. Aflati aria |
cuprinsd intre cele doud ¢ercuri si una din tangentele comune exterioare. il
w  Aflati aria hexagonului regulat de Jaturd a. ' v ‘
X { Fig. 11.44

8. Aflaji perimetrul figurii 1141, daca raza cercului este 6 s dis-

tanta de la centrn la virf este 12.

4
b1 -
41 | f
a | :
K . ! .
. :'! L
! IS
B | u ! i
¢ fﬁ ;'|ii W%
|
f \]1 10. Aflati lungimea i aria unui gemicere. Degenati. : _ g o o
Lol ; ! ‘ k e T | ol
£ ﬁ 82 : i & ;

q - . |
81 | |
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gl 'ﬁ ;




=

o e Dt

CAPITOLUL 3

TRANSFORMARI GEOMETRICE

In primele paragrafe ale acestui capitol vom prezenta citeva notiuni
pregititoare,

SEGMENTE ORIENTATE SITUATE
PE ACEEASI DREAPTA

Doud semidrepte de pe aceeasi dreaptd pot {i de acelasi sens (cu alte

Fig. 111.1
cuvinte se poate ca una s fie inclued in cealultd), sau de sensuri contrare (cu

Fig. 111.2

alte cuvinte, in caz contrar, sau intersectia lor este interiorul unui gsegment,

sau ele n-au niei un punct comun).

Observajie. Dacd A == B, atunci semidreptele AB si BA au sensuri
confrare.

Definitie. Vom numi segment orientat o figurd formati din doui
puncte A, B, nu neapirat diferite, Juate in aceasti ordine.

—
Segmentul orientat format din A si B se va nota 4B.
- -H* - . ‘ 3

Deci AA este gi el un segment orientat, iar, pentru 4 # B, segmentele

orientate AB g1 BA sint diferite (spre deosebire de segmentele ,obisnuite®

AB gi BA care sint aceleasgi).

AB.

Punciul A se numeste originea iar B extremitatea segmentului orientat

 Definifia S& consideréim @ dreapts d; un segment (obisnuit) » pe
e& $1 up ,sens® pe o, dat priutr-o semddreaptd s a bt d.

ue S ' d

b + = e

Fig. 11312

e
Acestea fiind fizate, definim miasura unui segment ovientai 4B de pe d,
. o ;
gt 0 notam tot cu A B, agtfel:
—
Cazul 1. Dacd B = A, misura segmentului ovienfat 4 B este considerats

e <
(0: 44 = {).

-
Cozul 2. Dacd B # A. misura segmentului ovientat A8 este egali eu
longimea segmentalui (obisnuit) A 2, eu semnal - daed semidreapta AEF are
acelagi sens cu s §i eu semnul — daca semidreapta A B are sens contrar eu s

e
Fig. 1114 AB = +2 A 5 5 WL
€0 = =3 ¢

i, 2 ‘_ : {
Deci AB + BA = 0. Dacd masurile a doua segmente orientate sint
egale gi nu sint O atunei kegmentele (obisnuite) corespunzitoare sint CONgru-

. i | : — e
ente. Reciproe, daca A8 = CD abupei avem AL = + CD, semnul fiind

sau — dupd cum semidreptele AB ¢ CD sint de acelagl sens sau de sensur
contrare.

= o

: & . =
Teoremi. DaeiA,B.C sint punete coliniare, avem A B + BC = AC.
Demonstrajie~Va trebui sa consideram mai multe cazuri.

= : ! = ==
Cazul 1. A = B. Relatia se reduce la AC = AC.
Cazul 2. B = (. Analog.

Cazul 3. 4 = . Relatia devine T}} -+ Bf]lp = 0; am observat mai sus
cd este adevarata. =S
Cazul 4. B este intre 4 si € (fig. [11.5).
o S
Fig. IIL.5 L

Y A [ty &

~,

Semidreptele AB, BC. AC au acelasi sens deci AB., BC, AC au acelasi
semn i relatia se reduce la 4B + BC = AC.
Cazul 5. A este intre B si C (lig. 111.6).

Fig. 117 6 B A C

—_—  — e \ P °S
AB 51 BC au semne contrare, BC > AR, AC are acelagl semn cu BC

- ¢ relatia se reduce la BC — AB = AC.

5]
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Cazul 6. C este intre A g B.

" §p demonstreazd ‘asemanator cu cazul 5.

Obseroajii. 1. In definitia misurii unui segment orientat de pe o dreaptd
-0 datd unitatea si sensul, alegind unitatea de masura

datd, putem alege dintr-
enul, ce urmeazi sa aibd misura. -1 (fig. TILT).

drept un segment orientat n

. , Fig. 1117

a unui segment ouentdt g1 teorema |1unonst1'ata
malii fard a mai considera 111.11
itii velative a punctelor de pe.o

. Notiunea de masura a
mai sus ne permit sa demonstrim unele afir

multe cazuri corespunzatoare diferitelor pozit

dreapta. De exemplu:
Problemd rezoloato. Fie A, B, O trei puncte coliniare, fie A’ simetricul

lui A fata de O iar B’ s:mefurmul lui B fatd de 0. B4 se demonstreze ¢d A'B' =

= AB. ‘
. L —> — —> —> L
Rezolvare. ngteva se BC‘.“lB 0A' = A0, 0B’ = B0O. Demonstratie: AR —
—r — 4 —)-

— — = .
= A0 +L0B = OA’ -LOB — — A0 + BO = 0A + BO = deet,
eum am observat dupd definitia masurii unui segment ormntat. A’ L == . B,

14. Prob'eme : ' . S
T
1. Daci A, B, C, D sint puncte eoliniare, avdtati cd AB + BC +

—> —
+¢D +DA=0.

2, Care este relafia intr
mijlocul M al unui segment (obisnuit) AB?

e misuri de segmente orientats care defi-

neste

3. Daci segmentele (obisnuite) AB g €D au acelagi mijloc, atunci
— —
AC = — BD.

—

4. Daca fiB = (,D demonstrati cd AC = BD.
5. Fie A, 0, 0' trei puncte coliniare, fie B simetr 1cu1 Jui A tdf;a_ de

0 s C gimetricul lu} B fata de 0, &1‘atdh ca AC = 2 00’

k.-q.
1

A, B, C,. D filnd punutb wlnu are, dld|dfl ol ViB (D -

Bi} + 4D BC = 0. =
7. A, B, M, N find puncte coliniave, A # B, M # B, N # B s

———

‘ A N4 aeati o WS .
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Semidrepte de acelagi sens i de sensuri contrare
pe dreepte paralele

S;— " L ars g b It S
o cz :_Ul.l"\ld.(_’].dlll toate dreptele paralele cu o dreaptd dati, sa consideram
secantd g serni ST e l
Obtmdt d §1 un semiplan determinat de acea secanti. Toate semidreptele
ute intersectind acel semiplan cu dreptele ‘paralele cu dreapta datd le
vom congidera ¢i sint de acelasl sens,
Dacii ac n alege doui i i
i d du;_um VO;?] alege doud semidrepte sitnate pe doud din (JIE])tblt’
paralele din figura 8, Vo
P g b, vom spune ca semidreptele sel
“fiecare din ele el d au acelagl sens dacd
o d.u; L,l.t, are acelagl sens cu semidreapta din figura 111.8 de pe dreapta
¢ pare esbe situe
’F% cotivg &d 1tu{ata sau daca fiecare din ele este de sens contrar cu wundredpta
: |
D a din hgura TILS; vom spune & semidreptele alese sint de sensuri
i

e

: W/
\, Fig. TI1.8 e /
| R
L el i
y/

contrare dac i 2 este de ac [ i
. deu dacd una din ele este de acelasi sens §i cealaltd de sens contrar ey
semi g -
s drcaptd respectiva din figura [11.8 (s, §i s, sinit de acelasi sens. /, si 1
“ ¥ A
nt de acelasi 'sens. iar 7, $i ry sint de sensuri contrare) (fie, 171.9). 4

fie S

Moo, TILS. 1 7
2
1 ANERGT 7

g T 7

5a ;
observim cd aceste wmenm nu depind nici de secants aleasd s
niel de semiplanul ales (fio. TT1.10). i

&*@

.Fig. 11110

— e a——




Si observim si ¢d, dacd incercim si ,acorddm“ in acelasi mod
sensurile pe doud drepte concurente, nu reugim, deoarece ,acordarea® va

depinde de secanta [olosita (fig. IIL. 11).

Fig, 111.11

Acordarea sensurilor pe toate dreptele paralele cu o dreaptd data,
acordare descrisi mai sus, ne permite ca, odatd aleasd o unitate de masura si
un sens pe o dreaptii, si masurdm ocu ele toate segmentele orientate situate
pe drepte paralele cu dreapta datid (fig. IT1.42).

A B

—lg-
AB =
Fig. 111.12
e sl
u

Nu avem insi voie si misurim cu ele segmente orienfale situate pe
drepte neparalele cu acea dreapti.

Aplicatie. Fie a gi b doud dreple paralele, A si B doua puncte pe a, C
si D douid puncte pe b. Fie M mijlocul lui AC, N mijlocul lui BD. Atunci

‘ — o R

M si N sint situate pe o paraleld la « §i b si avem MN = .==.:;..:u

Enuntul dat reprezintd o teorema, ,compusi“ din alte sase, indicate
in figura 11113, care corespund cazuvilor A = B sau nu, € = D sau nu,
AB = CD sau nu, semidreptele AB g1 CD sint de acelagi sens sau de sensuri
contrare.

Aceagtd teoremi nu ne face deci si aflim nici un fapt nou. Ea este
importantd deoarece reust gbe 83 unifice intr-un singur enunt, destul de sim-
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plu, cinci teoreme diferite (faptul ce core:punde primei figuri din 111.13 nu
meritd titlul de teoremi). Aceasta es e posibil datoritd notiunilor introduse
in ultimele dou&d paragrafe.

A B

BIEST ~ D D €

Fig. 111.13

15. Problemg

1. Se considerd unghiurile 20y, 2'0'y’ in care Oz si Q'%’ sint para-
lele si au acelagi sens, iar Oy gi O'y' sint de asemenea paralele si an
acelagi sens. Demonstrati ol cele doud unghiuri sint congruente,

2. Doud unghiuri cu laturile paralele si de sensuri contrare sint
congruente.

3. Doud unghiuri cu laturile paralele, doud de acelasi sens si doui
de sensuri contrarii, sint suplementare.

4. Considerati un triunghi 4 BC, alegefi pe fiecare din laturi cite o
unitate de mésurd si un sens, considerati o paraleld la BC si exprimati
teorema fundamentald a aseméndrii folosind numai miisuri de segmente
orientate.

b. Considerati doud drepte paralele, doud puncte A si B pe prima
gi doud puncte C 51 D pe a doua, si unititi de méisurd si sensuri pe una
din cele doud drepte paralele gi pe AC. Considerati un punct M pe AC
§i miersectia /V intre paralela prin M la cele doud drepte si BD. Expri-

- _; - ey
mati y = MN in functie de x = 4 M.

6. Fie A', B', C", G’ picioarele perpendicularelor din virfurile 4, B, €
ale unui triunghi si din punctul G de intersectie al medianelor sale pe
@ dreapta d. ‘
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Exprimati GG’ cunoscind A4’, BER', C(".
“Vectori
Cele ardtate in paragraful precedent ne conduc la:
— —p )
Definitia. Fie AR si CD doud segmente orientate. Spunem ci
¢le sint echivalente in unnl din urmitoarele doud cazuri:
IAS=N B (=)}
2.4 # B, ( # D gi sint indeplinite simultan conditiile:
a AR | CD san A, B, , D sint coliniare
b. AB=CD.
¢. semidreptele 44 gi D au aeelasi sens.

ks - | |
i R LRI )
‘ ‘ g, A4
R e D
S

Sa observam ¢a nu puteam impune conditia ¢ atit timp eit o-ar fi fost
impusa conditia a.

(Ovice segment orientat este echivalent cu el insugi; dacd un segment
orientat este echivalent cu al doilea, atunci si acesta este echivalent eu pri-
mnl; doua segmente orientate echivalente cu al treilea sint echivalente intre
ele,

Fig. T11.15

Definitie. Ne numeste veetor o multime formata din toate segmesn-

tele orientate echivalente cn un segment orientat dat.
e ,
Vectorul format din toate segmentele onentatp AA se va numi., ver=~

torud nul®.

ln vorbirea curentd vom spune ,vectoril AB“ in loc de ,vectorul ce

—_—  —
conline segmentul orientat AB- gi vom spune deci cd ,,veetorii- AB gl cD

coineid™, sau cd .sint egali, in loe de .segmeniele orientate AB §i C.D sing
echivalente®, - il

90

TBJ,

Sd ohservam ca fiind dﬁt-éﬁ;@ﬁ_ segment orientat 47 gi un punet C,

L

existi un punct unic D astfel incit segmentul orientat CD s fie echivalent

cu segmentul orientat _4 B,

B

AB CD

Fig. ITL16

Anume:.daci: B = A, dhm“e'n D = C, iar daca B # A atunci ducem
prin ' dreapla d paraleld cu AB (daca 4, ‘B,  sint coliniare, d se alege drept
AB), alegem pe ea semidreapta s,,d_b arigine ' gi de ac ﬂ],amjl sens ¢u sSemi-
dreapta A B si, in fine, a]egem pe ¢ punctul D pentru care OD = AFf.

Pe scurt: orice vector se POdTL waseza“ astfel incit s aibd ,originea®
in orice punct dorim.

Problemd rezoleatd

—

Daci AR este echivalent cu” €D, demonstrati cd AC este echivalent
g
cu BD. .
Re zolpare. Cazul 1. A, B, C nu sint coliniare.

‘Datoritd Taptului cd qemldreptnle AB gi CD aun acelasi sens, ABDC
este un patrulater. E!l este un paralelogram, deoarece laturile opuse AB, DC
sint paralele si congruente. Reznltd cd §i AC, D8 sint paralele §i congruente;
de asemenea, cii semidreptele AC, BD au acelasi sens. Cele trei fapte, impre-

g . L e e N o Rl o
und, afirmé, conlorm definitiei, ¢t AC si BD sint echivalente.
Casul 2. A, B, € coliniare, Atunci gi D rezulta gitual pe aceeasi dreapta

—3 —>
cu A, B, C gi urmitorul caleul cu misuri de segmente orientate: BD = BA 4

g — — o —% = g - s i
-+ AC +CD = AC + (CD — AB) = AC ne convinge de valabilitatea enun-

ruhu gl in acest caz.
" Rezultatul din aceastd problema ugureaza re.aolvarea citorva din pro-
blemele Ce Urmeazi:

]G Probleme

1. Desenati doud wgﬂmenfe orientale care si indeplineascd doud din
<17 eonditiile @, b, ¢ si s nu-o indeplineascd pe a treia. Din cele trei VBJ’:-
ante ale acestei probleme, care este ,absurda“?
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2. Fie A, B, C (rei puncte necoliniare. Convingeti-va céd existd un

punct unic D astfel incit ABCD sa fie un [THT“II“IOEIB.IH Caracterizafi-1
. vectorial® in doud moduri.

— e —

3. Daca AR este echivalent cu A'B" si BC este echivalent. cu B8'C’,

— . AT 8 . a o
demonstrati ed AC este echivalent cu A'C” (direct este mai greu decit
s-ar parea la inceput; folosifi problema rezolvata).

4. Intr-un paralelogram ABCD se noteazd en K, F mijloacele latu-

vilor AB, CD. In figura oblinutd gisiti toate perechile de segmente
orientate echivalente. cu capetele in cite doud din punctele A, B,
C. D, E, |/

5. In problema 4, completati figura en incd un punet, situat pe
una din drveptele AR, BC, C'D. DA asa incil s3 putem forma cn el un

< = ' o @ -
segment orientat echivalent eu AC. In eite moduri puteti face aceasta?

6. Un triunghi echilateral ABC arve ,centrul® in 0. ,Asezati“ vec-

torul 04 cu originea in B, apoi in €. Precizali in fiecare din cele doua
cazuri pozilia ,extremitdlii veetornlui.

7. Indicali perechi de segmente orientate echivalente pe figura
tormata dinle-un triuncghi $1 mijloacele laturilor sale.

UNGHIURI ORIENTATE

Acest paragral este aserndndtor ca idee celor privind segmentele orien-
tate de pe aceeasi dreaptd gi de pe drepte paralele; aci insi situatia nu ne
conduce la notiuni ce au complexitatea notinnii de vector.

Daca privim foaia de hirtie ,de deasupra®, asa cum facem de obicei,
atumei, relativ la orice semidreaptd, unul din semiplanele determinate de
dreapta pe care ea este agezatd ne apare ,la stinga® semidreptei, iar celilalt
8 dreapta” semidreptei.

semiplanul Y semiplanul
de la stinga de la dreapta
RIS lul's =
/
e
7+
4
Dacd insd am ,intoaree foala™ i sccasta ar fi transparenti (ar [ mai
gren 8d realizam aceasta privind-o .de dedesubt®), sitnatia s-ar sehimba:
semiplanul ce apirea  la stinga“ semidreptei ar apirea acum ,la dreapta®
el §i invers.

a2

In cele ce urmeazii von presupune ¢i ,ne-am fixat pozifia®™ din carc
privim planul i deci ¢& amn precizat, pentru orice aunldreagtﬁ care esie
semiplanul de la stinga ei §i care este cel de la dreapta ei.

In legélurd cu aceasta, sint valabile urmé#toarele proprietdjis

a. Dacd doud semidrepte s §i ¢ au aceeasi origine gi daci ¢ este situatd
in semiplanul de la stinga lui s, atunci s este situatd in semxplanul de la dreap-
ta lui .

semiplanul \de la

stihga ZAluf s :
______ " 4 s W
Fig. 11118 ZN O
! //Q_O o &Q'
2
L

b. Daci s 51 s’ sint cele doud semidrepte diferite, cu originea in O situate
pe dreapta d, atunci semiplanul de la stinga lui ¢ este tot una eu semiplanul
de la dreapta lui s’

semiplanul de la stinga lui s =
Fig. 149 =semiplanul de la dreapta (Ul s’

?

S—= t S

\

i
¢. Dacii Oz, O'z" sint semidrepte paralele de acelagi sens, daci Oy, O'y*
sint de asemenea doud semidrepte paralele de acelasi sens si dacd Oy este
gituatd in semiplanul de la stinga lul Oz, atunci O'y’ este situatd in semiplanul
de la stinga lui Oz’

Fig. 111.20 .
gemlpld

Obsercaiie. Am prezentat motinnile din acest paragral, ca si din cel
asupra semidreplelor de acelasi sens gi de sensuri contrarii, la mwlul mbuitiv,
la fel ca in partea I din cl. a VI-a.

-1
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. ‘Detinitie Prin unghi orientat vomn: infelege o figurd. formatsd din
doud sem‘idrepté h. I eu aceeasi origine, nn neapirat diferite, considerate in
aeeastd ordine. 11 vom nota 7% (k, £).

Deci: £ (h, k) este si el un unghi orientat, iar, pentru 2 # k. unghiul
orientat % ()’z. k) este diferit de unghiul orientat 2% (&, k).

Definitie. Prin misura unmi unghi orientat > (k, %) notats tot cu
“& (h, k) vom intelege.

a. ﬂ“‘ = faed h = £k

.- 180° san - 18(}‘ daed unghinl (obignuit) (;f: {(h, k) este alungit. /

iu gelelalte cazuri, misura unghinlui (ohlgnult) X (R, k), luati {m

semnnl - daei & este in semiplanul de la stinga lni % gi eu semnul — daecd k
este in semiplanul de la dreapta i k.

/k

b (hk)=+45°

h

&> (hk)=-120°
fig. 1T1.21
e K
= 2 b = ] Oo
DUOKE0°_p o Bl0K)=I80°
Observagir. 1. Conventia de la ¢ in legitura cu semiplanele n-avea sens
in cazurile @ §i b; de aceea a trebuit si le conslds-ram separat.

2. In cazul b din definitie, facem o conveniie care se poate enunta gi
astfel: in calculele cu mésuri de unghiuri orientate, considerim totdeauna e
360° = 0°. Aceasta este o situatie aseméniitoare cu cea in care sintem intere-
sati, in aritmeticd, de resturile impértirilor pumerelor cu 4, de exemplu. In
‘studiul acestor resburi seriem 4 =0 (mod 4) ginu4 =0, +2 = —2 (mod 4)
si nu 2= —2. Aci vom scrie de exempla, ~180° = —180° (mod 360°).-

Reamintim cd ¢ = b (mod ¢), unde a,b,c sint numere intregi, inseamni

¢ divide pe @ — 4. In cazul nostrn # = v (mod 360°) lnseamni; eitul “ﬂ:; este

[

un numar intreg.
3. Oricare ar fi o mésura de unghi # i o semidreaptd k, existd o semi-

dreapld unica £, cu aceeasi origine ca gi &, astfel incit ¢ (k, k) = u (mod 360°).
Dacéi pentru —180° < u < 180° aceasta se poate intelege din figura

- 111.24, s& consideram cazul u = i 000°. Avem 1 000° = 3 - 360° — 80° = —80°

(mod 360°), conform conventiei explicate la punctul 2. Deci problema, in
acest caz, se rezolva ca in flﬂ'nra 111.22,

*(hk)=1000°

d 3600 it =3 o :
\———————_—(fno / h ;‘M@Lh
' Ahogedagne T o B TR e
1) (mod 36()0} : : \\ ! : 1g, I11.22
% ‘l\f,-

Un caz mai familiar este u = 280°, de exemplu, in care seriem u =
= 360" — 80° == —80°" (mod 360°%) i Gt g rezolvad deei tot ,prin figura
i23%

4. Dacd privim planul ,din partea cealalti“ atunci misurile tuturor
inghiurilor orientate apar en semnele schimbate.

Urmitoarea teoremd are aceeasi importanti ca gl cea aseminitoare
tle 1a segmente orientate de pe aceeasi dreapti: permite caleule gi demonstratii
fard a mai face figura, firi a mai considera toate cazurile ce pot apirea ca
urmare a pozitillor diferitelor semidrepte unele fati de altele. Bineinteles ca
in demonstratia ei va trebm sé consideram toate aceste cazuri, cu toati »har-
mma j

T 9 orem i’ Daed u, v, w sint frei semidr epie cu aceeagi origine, aiunen
B(u, @)= 6(u, v) + H(v, w) (mod 360°),

Demﬂnstragze Cazul 1. u.= v sau v = w. In acest caz relatia este evi-
dentd, unul din numerele din partea dreaptd fiind 0°..

Cezul 2. u = w. Relaiia se reduce la 25(u, v) = — )@(0 #); ea rezulti
din definitia mésurii unghiului orientat §i din proprietatea a, ilustratid in
figura II11.18.

Cazul 3. Unghiul 3(u, zw):este alungit, iar celelalte dou# nu sint nule.

W U

Fig. 11123 *

W= u v

In ambele situatii, relatia rezultd din 3(u, ») - 3(2, w) = 180°

. Cazul 4. Unghiul 3(u, @) nu este nici alungit nici nul.

Al Privind eventual »din parted cealalta®, putem presupune cd w se afld
111 semlplanul de la stinga lui u. S& notdm cu u’ & ' semidreptele ce ., prelun-
gese” pe u §i w. :

S 3 i il L N

g e
thie o Fig. 11124~ —=— e e G '

A\

Deosebim patru subecazuri.

a) v se afld in interiorul%:(u w) (.fig. 11125, a). In acest caz relatia este
I, ») = ¥, v) + (v, »), despre care gtim cil este adevérati.

b) » se afliin mtermrul X (w, u') sau coincide cu #’. In acest caz relatia
este A(u, w) = L(u, v) — A(v, w), despre care gtim ci esle adeviratd (situ-
atie aseminitoare cu a).
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¢) » se afl in interiorul 47 (1, ') sau coincide cu @'. In mod aseminitor
eu b) ajungem la X(u, w) = (v, w) — F(u, °).

d) v se afli in interiorul 37(n', @’). Aici apare situatia deosebitd legata de
conventia de mai sus. Relatia devine < (u, w) = —3Z(u, v) — 34Z(2, w) (mod
360°). Stim de la ,onghiuri in jurul unui punet™ ed 97(n, v) -+ (e, w) +

1 I (w, u) = 360°; aceasta aratd cd diferenta dintre membrul intii st al
2-lea al relafiei, fmpartitd la 360°, di rvezultatul 1. Cu aceasta teorema este
demonstrati,

w {Y W

a!

gy w \W’ b) W\\W' Fig. I11.25
g LoN g X\ y
¢/ w' VAW' dl

17. Prob eme

e

I. Considerali un triunghi .4 BC. Convingeli-vi cd sau pentru toate
eele Lrei semidrepte AB, BC, CA  virful rdmas® se afld in gemiplanul
de la stinga, saun el se afla in semiplanul de la dreapta pentru toate.
Enuntati teorema asupra sumei unghivrilor unni triunghi conside-
rind unghiuri orientate.

2, Ardtatl cd teorema asupra sumei unghiurilor unui triunghi obti-
nutd in problema precedentd rimine valabild si penfru trei puncte
coliniare (dar digtincte doua cite doud).

3. Desenati un patrat A BCD astlel incit @ i D sa fie in semiplanul
din stinga semidreptel AFB. Care sint mdasurile unghiurilor orientate
H(AB, AC), 26(CB, CD), (DB, DA), 6(AD, AB), etc.?

4. Desenali un hexagon regulat A BCDEF astfel incit C, D, B, F,
sa se alle in semiplanul din dreapta semidreptei 4 B. Care sint masurile
unghiuritor orientate “H(BC, BA), “H(CD, C'A). (FC, FB), $(EA,
ED) ete.?

5. Se dau douad drepte a, b concurenle in O si pe liecare se alege
ctte o semidreapti @', b cu originea in 0. Cite valori poate lua misura
unghinlui oriental “&(/
Aratali ca 2 TB(a’, /') ia acceagl valoare in toale cazurile descrise.

L") (prima semidreapta tiind cea de pe a)?
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6. Se dau doud semidrepte k, k de origine 0. Cite gemidrepte & de
origine O existd astfel ca & (k, b) = 3¢ (b, k)? Dar astfel ca % (h, b) =
= —2% (b, k)?

7. Oricum ar fi punctele 4, B, €, D diferite doud cite doua, avem
“t (4D, AB) + 2% (BA, BC) + % (CB, CD)+ > (DC, DA)=1U".
Demonstrati aceasta in general gi apoi considerati cazuri speciale ca exem-
ple: palrulater convex, concav, existdi un punct comun interioarelor
seomentelor AB, CD elc. 5

8. Fie 0, A doud puncte pe o dreaptd d, fie B alt punct in plan si
¢ simetricul lui B fatd de d. Avem ¢ (0B, OA) = —F(04, 0C).

DESPRE TRANSFORMARI. GEOMETRICE

Obignuim sa gindim ca doua triunghiuri (sau, mai general, doud figuri
) ¢int congruente dacd,

geometrice, degi nu am discubat acesk caz pind acum
coinecida

desenind una din ele pe o hirfie transparenta, putem si le Tacem g4
Ne-am ferit pind acum de astfel de Largumente” in rationa-
in acest paragraf vom da o expresie matematicd precisd a
a i se spune, de izometrie.

prin suprapunere.
mentele noastre.
notiunii de suprapunere, sau, cum se obignuieste

A
Z b
8 £
M
/i
IP

N

Fig. [11.26
Din punct de vedere geomelbric, 0 ,su prapunsre’ apare drepl un proce-
deu de a considera, odatd cu fiecare punect P. punctul O bine determinat

peritru o suprapunere data, in care este ,mutat™ ~ '
Dar aceasta nu este altceva decit ,,0 functie definita pe plan, cu valori
in plan®. o ¢
Definitie. Se numeste transformare geometrica o funegie {7 : z—
; a muljimea punetelor sale, eu alte euvinte o

= unde = este planul, gindit e -
in plamn.

{ransformare geometricid este o functie definita pe plan eu valori
8 — Aaternatica-geometrie, cl, a VII-8 97




S = -
- .

—————— e

o transformare geometricd este nn mod de a ataga fiecirui

Altfel spus,
are depinde de. P, notat u(P),

punct-P din plan un-punct bine determinab, ¢
din plan. s el
ansformare geometricd apare drepl ceea ce gindim noi

Dar nu orice tr
7, sa definim U(P) = A_daca

a fi o suprapunere. De exemplu, in fignra 111.2

Y =

W e

te pe dreapta din figurd

P este in semiplanul din stinga, U(P) = 4, daca P es
i transfor-

si U(P) = A, dacd P este in semniplanul din dreapta. Prin aceast
mare geometricd U planul este strivit® in cele trei puncle A, Ay, Ase
Aceasta nu este o suprapunere; o suprapunere nu modificit distantele intre
punete. ‘ ‘

Definifie. Senumeste izometrie o fransformare geomeiried ce duce

puncte diferite in puncte diferite si eare duce orice segment infr-nmil eongruent

eu el

Cn alte cuvinte, ometrie

transformarea geometrica U se numeste iz

daci:
a. Pentru orice' A # B avem U(A) # U(B)-
‘b, U(A)U(B)= AB pentru orice A # B.

A UlA)

1.28

[

b

Fig. I

5 u(B)

Ezemple. Am vzt in clasa a 6-a cd simetria fatd de o dreaptd d, pe

care 0 vom nota cu Sg, este 0 izometrie,

Clos AC = Sa(4)Sa(C)
185,(8) AB = S3(A)Sy(B) Fig 111.29
fe.
€ 90 S.(C) =3
1d

g8

7 zl.lt d &S i i ! A V p : s p
£ ] ] = : a x.lmet!r‘la lrlta de iin HBGt 0 e t gare voin
) ' al“ va e- emenea ca 8 L / 4 3 PICTTE ;
Lntt Ddﬁ‘;f 0 no t'at'le ]a pl.'lg‘ 1‘1 2 2? 2k t’ 2 O 1- ZOII]Et'I i e, - ‘

A UlB)

UA)U(B) = AB
A0 = U(A)U(0)
etc.

Fig. 111.30

B LU

18 Probleme

1- D =TT . Pl . Iy
B ;ec; f} este o izometrie §i ABC este un triunghi echilateral,
(A)YU(B)YU(C) este un triunghi echilateral '
2, Dacii U este o izomotrie si 4, B '
» Dag ste o 1zometrie si 4, B, ¢ gini ini
‘ _ gi 4, B, € gint puncie coliniare, atnnei
U(4), U(B), U(C) sint coliniare, . gy
i.FO {zome'tm.e duce un triunghi intr-un triunghi congruent cu el
L0 12(_)metme U duce interiornl segmentului AB in interiorul
segmentului U{A) U(B). v | il
sf. 0 ?zonlet-me duce un paralelogram intr-un paralelogram
6. O izometrie duce un pitrat intr-un pitrat. .
7. O izometrie duce o dreapta intr-o dreapti.
8. Dacid A, B, C sint necoliniare si {/ este o izometrie, atunci
etrie, atune

X UA)U(BYU(C) = X ABC.

TRANSLATII

Deliniti 0 }
x4 ge;l ui et t;.e: I;:e ¢ un veetor. Se numegte translaiie de veetor ¢. frans
- rica 1), eare duee un punct P ¢ 4 ; , frans-

' ; : t punet P in extremitatea vee :
sasezat® cu originea in P, § extremitates veetprului v,

//V/,_.-/
/“.
LR
I %
Obsereatie. Translatia ¢
Dbse e, Translatia de veector nul este ass !
T s > vector nal este aga-numita lransiorm
tied, & 3 nare i T v Lmita lransformare iden-
a, transformare ce lasa pe loc: toate punctele 2. Ea se va nota P;l J
m o N e i 1.8 "
Teoremai. Orice translafie este o jzometrie.

Fig, TT1.81

I
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Demonsiratie. Fie A gi B doud puncte oarecare, A’ i B’ imaginile lor

R — o .

prin translatia considerald. Segmentele orientate AAd" 9 BE' vor fi deel

echivalente. deoarece ambele ,fac parte® din vectorul translatien Vom de-
osebi doudl cazuri.

Cazul 1. A, A’, B, B' coliniare. In acest caz ipoteza se poate scrie

AA' — BB' si concluzia AB = A'B’ rezultd din A'B = A'A AR =

—_— —_— —_—

— —_— = —>
— A'A L AB L BB = — A4 +~-BB AB = AB.

Cazul 2. A, A’, B, B' necoliniare.

Concluzia
A= AR

Ipoteza

AA' | BB', AA' = BB’

Semidreapta AA’ de acelagi sens cu semidreapta BR.
in acest caz incepem prin a observa cd AA'B'B este un pateulater

adicd nu arata asa ca urmare a partilor 1 gi 3 ale ipotezei. Avind

\ eSS
laturile opuse A A’ si BB’ paralele si congruente el este paralelogram. Rezulta
AB == A'B’" ca opuse in acest paralelogram (pentru a evita lolosirea, ca mai

sus, a unei teoreme ,suplimentare® din clasa a 6-a, se poate ardtacd A ABA'=
—= ABIA'B. eazul ).

Observatie. Fie T o translagie. Cunoscind imaginea 7(#,) prin aceasta
translatie a unui singur punct P,, translatia T este perfect determinaté: ea
este transglatia de vector PyT(Py).

Intuitiv, un vagon de cale feratd, pe o portiune dreapti de linie, executa
o translatie (pozitia sa, la fiecare moment fixal, se obline printr-o anumita
translatie, ce depinde de acel moment, din pozilia initiala (fig. 111.33).

_— ——d —_— _-1
= [F ] = =
S I e = Fig. 111.33
— — g Hip - = s
7 = N AT
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Rotatia de centru C si unghi oriental n se definegte drept transformarea geome-

19. Probleme : ‘

1. O translatie duce un cerc intr-un cerc.

2. Dondi cercuri de raze egale pol loldeanna sd fie . suppapuse”
printr-o btranslalie. '

3. O translatie duce o dreaptd d intr-o dreapld paraleli cu ea, sau
tot in . |

w-{'

1. Simgurele drépte transformate in ele insele de o translatie de
vector nenul 7', «int  cele ,paralele® cu veclorul @ al translaticd

3. Se considera doud cercurl 8 un segment. Si se construiascd un
punct M pe primul cerc si un punct N pe al doilea asa incit segmentaul
MN sa fie congruent si paralel eu segmentul dat.

6. Aceeagi problemd ea la 5 inlocuind anul din cercuri cu o d reapli.
7. Se con.sidera un pitrat ABCD de centru 0. Fie M, N, P, 0 mij-
loacele laturilor AB, BC. (D, DA. Si se precizeze pozitiile pﬁn‘flielét' |
Txo(M), TA3N), TRo(P), Tio(Q).

B. Se considerd un hexagon regulat 4 BCDEF, de centrn 0. Sa se

v (7 4 aimila Y : ; 7 i 5
precizeze imaginile virfurilor sale prin translatia de vector AQ. Aceeasi
roblema tru translatia ¢ ) ‘
p ma pentru branslalia de vector OB, La fel pentru cea de veetar ‘
-ﬁ, ‘ I
AC.

9. O translatie transformd o semidveaptd intr-o semidreaptd paca-
lela gi de acelasi sens cu ea.

)

10. 0 b.:‘a_n_slatrm transforméa un segment orientat intr-unul echiva-

valent cu el

: ll..w O translatie transforma un unghi orientat intr-unul de acesns
mAasuri. ;
12. Poate o translatie de vector nenul si transforme un poligon in '
el insugi’ ' il
13. Dati exemplu de o figurd care si fie transformatd in ea imsf |
de o translatie de vector nenul. ]
|
\

Py Sogs = R ~ i
14. Ardtati ci o transformare geametrica ce transformi orice ses-

: |
ment orientat intr-unul echivalent cu el este o translatie. i (
& s i
|
|
|
[l
CROTATH i
o B3 . . 5 o . o . ’ I |
Delinitie. Fie (7 un punet fixat i © o misura de unehi orientst |

|
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" Intr i T — ‘i P
{ e ce auee (‘s 1 (' iar un p[[]l(‘-l- ! e 6= 11 lil]ll‘-lﬂ Q) 1‘ o ( )
e “C'm. Bt I (. ; $ : 1) | L | | .
{lP.'fiIl'lt ])I‘ill é(CP., CO) = U, (,() = C P, L

M =

Q

/ Pig. 111.34

7 L
€ P

L. . ! a o 1 S lP l I]':'sj i ired 1denvic .
l?”sf.”'i s l Hﬂla 1 R 0 10 ”“,_‘]]] 1] e Fansliorma 16 t] E“ 1
SIS E 5 oL U C
_) :R. 1L1a R" + 180° H(‘hl 011(.11ta| 'j.L;U 2 C{_l‘[ [O(IHL“ M‘“et‘[]rl L:ll-cl
. U[( Llr T 1 |le 1 5

de (.

Fig. I11.85

o)

Teorem i Oriee rotatie Ry, , este o izometrie. M, N sa notdm
Demonstrajie. Va trebhui si alegern doud puncte oarecare M, V' sa not
MONSLratLe. ey 2

Re (M), N' = Rg,q (N) si 58 demonstrdm ¢i M" N'= MN.

Cazul ..gelierzll“ (', M, N necoliniare,
I poteza. o
CM=CM,CN=CN, 7 |
(CM,CM') = X(CN,CN') (=u o) 24 i
E(}m.unsn'ntin in acest caz. Avem &(CM, CN)=R(CM, CM' +

Concluzia.
M'N'= MN

M, CM') + SB(CM',CN') +S6(CN', CN) = %(CN,
4 SE(C, CN) = $(CM, CH') + X(CH',CN') +(CN', C. e,
s LS (ONT N R(CH', GV, — 6 (GO, CiV), o 3 MCN =

'CN' (cazul 1) si deei M'N' = MN.
= > M'CN'. Rezultd AMCN = ANM'CN’ (cazul 1) ¢ dect M'N

®(C

g ial* (¢, M, N coliniare.
Yazul special® ¢, M, N co ' : . gilosifesy 8.
L%uhr'asnjl ' — M sau ¢ = N rvezultd imediat din definitie: CN = CN ol
:5‘1 r_“a;nl (£ M, # N. Din demonstratia de la cazul gene:al rezulif
Sub Al I /A ¢ A (5 ; - r :
11‘L ('N) = (CM', CN'), valoarea lor fiind in cazul de fata 0° sau 180°
L P = =\t 5 UL "

i | i ! '!\ / i i .lpt‘ 1_
i i { 'V sint v acelas) sens , aga siny 81 se 1d ele
D-l daca s _-l’[’l]d P ele C:H, C'N sint d 51 5ens 8 t 81 semidre

i int i CM’, CN’
Tl & CM. ("N sint de sensuri contrare, aga sint @t CM', CN'.
CM', CN', iar dacd CM, 'N sint de sen

et

y M / Pig. 111.36

-
M NMC N

N = | CM —CN | = |CM = CN | =

in prima sitnalie avem

T \T/ gt 77 A I r"—.:f":". .-.d;.
— MN. iar in a doua M'N =CM' +CN' = CM +CN MAN, g.e
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vagonului de cale ferati pag. 100).

fﬂ

Un carusel executd o rotatie (cu aceeagl precizare ca ¢ la miscarea i

Tig. 115.87

I. O rotatie duce un cerc intr-un cer

e. In e caz o rotatie datd duce
un cerc dat in el insusi?

|
|
»Suprapuse” printr-o rotatie, ‘ 1
al earei unghi orientat poate fi ales cum dopim. =0 (=
3. O rotatie transforma o dreapta intr-o. dreapta. Poate i dreapta ;
imagine paralela cu cea mitiald? Dar identicd? Descrieti cazurile in “
care au loc aceste situalii, : '

i

|

|
20.  Probleme i
2. Doua cercuri .de raze egale pot i

4. O rotatie transformi o semidreapta intr-o semidreaptd. In cazu- |
rile, precizate prin solutia problemei 3, in care se poate pune problema \ i!
daca semidreapta imagine este de acelasi sens san nu en semidreapta |
initiala, precizati care este situalia, : !‘0

!

9. Sa se construiasei un triunghi echilateral en un viel dat si cu '
celelalte doud virfuri situate pe doua drepte date. Descrieti situatia in
care problema are o infinitate de solutii. i
6. Sa se contruiasci un patrat ce are doud vir

turi opuse pe doua
cercuri date, iar unul din celelalte dous intr-un punct dat.
7. Care sint rotatiile care duc un triunghi echilateral in el insugi?
8. Aceeasi problerni pentru .un patrat,
9. Aceeasi problema pentru un hexagon reculat.

10. Se considerd un hexagon regulat A RCDEF si ligura A formatd

i g . il =5 e 5 c |
din trei cercuri de razi —ARB de centre 4, (, £ 81 din trei cercuri dae .

-raza —AB de centre B, D, F. Care sint rotatiile ce transforma figura
it

H in ea insasi?
1. Se considerd un patrat ABCD in care C. I sint in semiplanul
din stinga semidreptei 4 1. Precizati imaginile virfurilor patratului |

|
|
x i e ) &
prin rotatia B, ..

12. Se considerq un hexagon regulat A BCDEF, in care € este in ‘
semiplanul de la stinga seroidreptei 4 5. Precizati imaginile virfurilor i
sale prin rotatiile B, .- Aceeasi problema pentru R

L
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Bla!

13. C si D fiind puncte diferite, determinati un punct X astfel ca

Ry g0 (X) = Ry, _gpe (X). Aceeasi problemi tnlocuind —60" cu +120°.

La fel cu -}60°, 460°.

Prohlema rezolvati. Dindu-se trei drepte paralele (lixate) sa se con-
struiascd un triunghi echilateral cu virfurile respectiv pe fiecare dintre ele.

Observatie: daci existd unul, prin translatie de-a lungul dreptelor putem
obtine o infinitate. ‘

SOLUTIA 1 (fologind numai cunostinte de clasa a 6-a). Sint date
dreptele a, b, ¢ (fig. 111.38). Considerdm problema rezolvata.

a Q A
b Yz
B

Fig. 111.38

A I
(2298

Ducem (notatiile sint cele din figura) AD 1 ¢ i CM indltimea triunghiului
care taie segmentul A8 in M, mijlocul siu, Pa trulaterunl ADC M este inscrip-
tibil ADC = JLAMC = 90°. Deci D,, = C, = 30°. M este de asemenea si
mijlocul segmentului 2Q (P g Q sint punctele unde DM taie pe b, respectiv
a). Problema este terminatdi: ducem AD L ¢, ADQ = 30°, ludim mijlocul
segmentului PQ. Unim 4 cu M si prelungim pina taie b in B. AP este latura
triunghiului cdutat. -

SOLU TIA 2 (prin aseminare). Dacd distanta dintre a g1 & este m, cea
dintre b si ¢ este n, latura AC este impdrtitd in raportul m/n. Cum toate triun-
ghiurile echilaterale sint asemenea, ludm un triunghi echilateral A'B'C’ si i
impartim latura A’C” in raportul m/n prin punctul interior N (fig. I11. 39).
Ducem prin A’ ¢i B’ paralele ¢’ §i b la B'N" si obtinem o figurd ,asemenea”
ou cea cautati. Fie d’ distanta dintre @' si ¢’. Prin procedeul construiril celei

4‘:_,__,.,-"

.de a patra proporiionale®, cunoscind distanta d dintre dreptele a si ¢, obti-

nem latura AC a triunghiului 4 BC cautat.

104

L

ale! SOIT u T..Lil 4 (prin rotatie). Rotind pe A in jural lui B éu 60°
in €. Deci rotind dreapla @ in jurul unui punet lix

Lajungem’
al la inceput A p (b
3 = . ik i el o & e o, 0 -
nem m._oln nnde ,rotita™ lui ¢ taie e punctul £, deci aver ,t.!l s ,i 1 b, '-])'U
ohiulu, ‘ A avem latura BC a trinn-

@OBLEM E RECAPITULATIVE

‘ CJ.(:”ln El'll]llg!’]llll ABC, latura BC = 5 c¢m, medianele BB’ 6 cm
b =R y a an afle o i . 1 , U i
g i . 4.5 om. Sa se alle celelalte laturi ale triunghiului

2. 4]1;:1]){:‘.ZL[.! isoscel ABCD este ciroumseris unui cere. El are 1B
baza micd, de 2 cm si baza mare CD = 8 em. Se cere ) Asden
g1 laturile neparalele. :

g - = g T . ¥ . . - '

3. Intr-un triunghi isoscel OAB (04 = 0B) I AOB = 36

= ] S 4 = ab

raza cercului ingeris

°. Ludm
pe latura OB punctul € interior, astfel incit @’ — 3
streze ca: S S

) &,A(’IB ~ AOAB,

4) 0C = 4B = AC.

4. Intr-un cerc de centru © inseri i
g1, Sl A0 1 0  Be gantru @ Iseriem un poligon regulat cu 10 1 .
(dB;Cr!:,OII lBgUJ:rLL). Fie AB, BE si EF trei laturi ale sal:comecut':i atlfm
se Intersecteazd cu OB in C. Notind AB = BE — EF — | .E) ¢ sl
= R demonstrati ci . R OB~

a) B =]

b) OC = AC = [

¢) R(R—1)=1 sau 2 4 Bl — R? = (-

d) Verificali relatia * 1 Rl — 1'1"-";(1.’ w M ”Vg)[ | 4 B=RIE
J F RYSY(, |, :
i 5 : / -| =
gasiti de aici latura decao ul ; | : ] :
giisit 3 latura decavonulul resul: in [ 1
1 ! 10 11 regulal convex shie :
Gt o ex in functie de raza cer-
o 8 .in) trapezul dreptunghic ABCD, indltimea BC —
A 4 b = .sle = x, iar baza mare CD — 8 .
bazei mici si laturii 4D,
6. In figura R.1 cercurile de centru 0, 0, O, si razs
sint tangente la dreptele V7, V7" & 'f"l[lD'EI,;Tl} ¥ t;j ; le? e
; §1 tangente exterioare intre ele

6% S& se demon-

) 4 em, baza
8 cm. Deberminati z, masura

Fiz. R.1

Demonstrafi ca aria cercului (0,) este

: mediz ; tionals i
cea a cercurilor (0,) si (@,). iedie proporfionaly fire

=
o
G
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l
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i
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7. Printr-un punct fix 2 situat in interiorul cercului fix de centru
O(0 # P) trec coardele perpendiculare mobile 4B, €D de mijloace
M si N respectiv. :

Sa se demomstreze ca MN are marime constanta.
8. In cercul de centru O, 4 si B sint doud puncte diametral opuse,

Fie M g1 N doua puncte variabile pe cerc, astfel incit WAN

Dreptele MB g AN se intilnese in 2.

a) Cite grade are 9Z MPA?

b) Carve este locul geometric al punctului P?

9, In triunghiul 4 BC. 4. BAC = 60°, BD si CE sint inaltimi, iar
O este mijlocul segmentului BC. -

a) Sa se demonstreze ca: AOED este echilateral,

b) Daca AC = 4 cm &1 AB este de marime variabila, si se ClseusCca
valoarea minima a laturii triunghiului echilateral OED.

10. Sa se determine care este dreptunghiul de arie maxima insecris
intr-un ceve de raza 1.

11, In triunghiol isoscel 4 BC este mseris un cerc. Laturile 45 =
= AC = 13 em, iar baza BC = 10 cm. Sa se calculeze raza cercului
inseris.

12, Se da un cere si 4 un punct exterior. Ducem 4 7 si 48 tangente
la cerc (fig. R.2). (8 s 7 sint pe cerc). Coarda T'L e paralela cu 4S.
Segmentul 4L taie a doua cava cercul in (). Demonstrati ca 7Q intil-
neste tangenta A8 in M. mijlocul el :

13. Pe semidveapta AC, ABC, fiind un teiunghi, se ia D asa incit
X CBD = < BAC. Demonstrati ¢i: a) BD este medie proportionals
intre AD g1 CD; b) BD este tangentd la cercul circumserss triunghiulu
ABC. '

14. Se da triunghiul dreptunghic ABC cu 2 4 = 90°, 48 = 3,
AC = 4

84 se gaseased latura patratuhii A MNP, unde M € AB. N & BC,
P & AC. Catetele tind b, e, aceeagi intrebare. : & 5

= GF,

VGO

. 21. Se.dd triunghiul ascutit unghic ABC in care CB = 3 si inilfi-
‘mea AA" = 2. 83 se afle latura pétratului inseris in triunghi (dous

pétrate. Sd se demonstreze cii: a) EC = BG, b) EP 1L PG, ¢) AP este
bisectoarea lui 9= HA4J.

15. In figura R.3, 4 BC este un triunghi oarecare, A BDE si ACFG
|
|

(&)

i ;’
16. Un semicerc cu raza R este inscris intr-un trapez isoscel (adicd |
are centrul pe baza mare DC, ¢i eske tangent celorlalte laturi AB, BC |
i DA). Unghiul ADC format de o laturd neparaleli cu baza mare are
45° Sa se afle aria trapezului,
17. Sa se alle aria unui trapez isoscel, stiind cd bazele sale sint 12 ‘
gl 20 cm, iar diagonalele sint perpendiculare intre ele. ‘
18. Intr-un pitrat A BCD sint inscrise doud semicercuri cu diametre
AD g BC. Un cerc mai mic este tangent la ambele semicercuri si la |
latura 4 B. Sa se socoteasca raza acestui cerc in functie de e, latura AB.
19. Segmentul AB = g, lix, este in acelagi timp coardi si tangentd |
a doud cercuri concentrice de vazé variabili. S& se demonstreze ci aria
coroanei circulare cupringi intre ele este constanti. ‘
20. In pitratul ABCD de laturi ¢ (fig. R4) se inscrie triunghiul
APQ cu ¥ QAP = 30°, (Q pe segmentul DC si P pe segmentul BC). i
I APQ = 90°. Se cer laturvile acestui triunghi.

D Q C

fig. R’i 40/0 = :

virfuri pe BC, celelalte doud respectiv pe 4B, AC). |

\
\
]
?
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23, In figura R.5 A BC este un triunghi isoscel inseris intr-un patrat
(AB = AC = a) si pe indltimea A D ca diametru se construieste un cere
care taie AB in M s1 AC in N._Se cere MN in Ffunglie de a.

A .

r /
@)
Fig. R.5
M N

B D &

23. Demonstrati ca orice figwra plana care are doud axe de simetrie
perpendiculare are gi un centru de simetrie! Reciproca este adevirata?

24, Cu laturile ¢it ale vespectiv triunghiulu echilateral, hexagonulm
vegulat si patratului inscris in acelasi cerc, se eonstruieste un triunghi.
Sa i se precizeze natura. Gésili vaza cerculu circumseris lui.

25. Pe segmentul AB se considera punctul M variabil i, de aceeasi
parte a segmentului, triunghinrile echilaterale A MC si M BD. Cercurile
circumserise acestor triunghiuri se taie in M i N (fie. R.G). Arviitali ca:

1)y A. D, N sint coliniave.
2) gisiti locul geometric al lui 2. miflocul lui €D, cind 3/ se migea.

3) mediatoarele segmentelor CM gi MD trec printr-un punct fix.
4) dacd AM =z i AR = a, sd se exprime CD in functie de @ 1 x.

26. a) Sa se arvabe cd simetvicul ortocentrulut unui triunghi fata de
o laturd se afld pe cercul circumseris briunghiului.

b) Si se construiascd un triunghi cunoscind: o inaltime, ortocentrul
fixab pe ea si marimea segmentului dintre ortocentru g alt virf.

27. Triunghiului ABC i se prelungesc laturile @, b, ¢ cu segmen-
tele CB' = g, AC' = b si BA' = ¢. cum se vede in figura R.7. Se ob-
tine un nou triunghi A*B'C". Daca gbergem en radiera  triunghiul

mitial, rémine numai triunghinl A4'B'C’. Construiti din nou triun-
ghiul 4 BC.
(Olimpiada R.F.G. 1977)

28. Un trapez isoscel cu baza micd AB = 2z g baza mare DC =
= 2b, este circumseris unui cerc. Se cere aria trapezului.

29. Fie ABCD un patrulater convex cu diagonalele AC =3, BD=4

a) Fie M un punct pe AB, MN || BD, (N € AD), NP || AC
(PECD), PQ | BD, (Q e BC), OM' || AC (M’ &€ AB). Demonstrati
ca M si M’ coincid.

b) Calculati laturile lui MNPQ in cazul in care el este romb.

30. Construiti un triunghi 4 BC cunoscind raportul ’j—i = % , latura
BC = 4 gl raza cercului circumscris B = 3 cm. i

31. Infigura R.8 catetele AB = 3 ecm §i AC = 4 cm ale triunghiului
dreptunghic ABC sint diametrele a doud semicercuri construite in
afard. Sd se calculeze tangenta 75 comuna acestora.

i s
e P
Fig R.¢

32, Se di triunghiul A BC g un punct D mobil pe latura 5C. Fie
0 si O centrele cercurilor circumserise triunghiurvilor ABD $i ACD.

a) 5 se arate cd raportul razelor acesfor cercuri este constant
cind D parcurge interiorul laturii BC.

h) Care este pozitia lui D pentru ca razele cercurilor si fie minime?

38, In fignra R.9 ABC este un triunghi echilateral gi se construiese
in afara lui, pe laturi ca diametre, semicercuri. Un cerc este tangent




'__ 7 = Iy - I 0
|t | | |
-] . '
o |
i | " la toate aceste semicercuri. Sa se afle aria portiunii hagurate in functie S OLUTII "
| ‘ de 1. latura triunghiului echilateral. I
i | I
I s = ; = |
{ PROBLEME  RECAPITULATIVE |
i DIN MATERIA CLASEI A 6-a |
{l ' |
| o Mt AL sy A ; 3 IS y - f
a1 ‘ L. Se compara de pilda AEBG cu AABC. 2. a) SCB'CH = 30°, impreuni (|
1 ‘ cu simetricul siu formeazd un unghi de 60° si ILB'HC =7 BAC ete... I
| : et ) < el T 5SS ‘ by X BHC = 120° deci HI il imparte in ¥ BHI = Y IHC = 60°ete...
¢ 24, 'Pe laturile unw triunghi cu}nlatm'a_l ca o coarde w tan\gel‘{‘ta L ! 3. Cu notabile din higura S.0.1. rezulta congruenta AADM — AN ABN pen-
W respectiv celelalte laturl_. se comsbruiesc trel arce de cere ca in flgury !
o 1.10. Sa se ealeuleze aria hasuratd in functie de L latwra trionehiului. -1 |
4 R.10 ‘ | A |
& ‘ |
' X | i i =5 1))
L i ' Fig. B0 -

| /A |
| r 5 '
2 : i s Pl 2 Rk wltiey ) byt g P ' truy D= X B-—=3DAM = XNAB, X AMD = X ANB s AN = AM |
Al 35, Dintr-un triunghi d"f’ptm}gh.": cu laturile b, fs ERRY plibenpaze deci ipotenuzele AD = AB (fig. S:0.1). 4. Romb! Cu notatiile 'din figura :
| cercul inseris. Se cere aria ramasia din triunghi (fig. R.11). AABC = AADC (cazul 2), deci AB = AD, BC = DB. Aseminitor se arata
| oi AD = DC, AB = BC (fig. 5.0.2). k
| l
|
| \

@)

I %
1

I“lg‘ K.

Fig, S.0.2 A\d \D 7] Fig. $.0.3

| i 2
| 36. Pe laturile AB si CD ale patrulaterului convex ABCD se lau ‘
A respectiv segmentele AM = NB, DP = (C. Si se arate cd dacd ariile ‘
i lui- AMPD i NBCQ sint egale. patrulaterul 4 BCD este trapez (fig. C A C D B
| R.12 ‘ | Ao P B e _ . LT |
| | ) 5. Tese mmediat din egalitali de laturi in triunghiurile formate cu laturie |
| ‘l initiale. 6. 5°, 50°, 125°. 7. Ar insemna (tig. S.0.3) ca atit NOAD cit 51 AOCB '

t ‘i g | ar fi isoscele, si de aici cd dintr-un punct se pot duce doua perpendiculare

| H , distincte pe aceeasi dreaptd. 8. Se dovedeste ¢i unghiurile opuse sint supli-

Al \ ' mentare. 9. In ligura S.0.4, CABA" = 90° = JCABA". 37A" = M. 10.

\ | | b,

1 ; AT e § |

‘ | | ! S

| ‘ /. \ A

- HBy , /

A J Fig. 5.0.4 (// N

o 37. Intr-un cere dat de centrul O g de raza 2 em inseriem un drept- / i >

il et : , ‘ (h
i ! unghi variabil A BCD. Pe latura 4 B lnam punctul 3. Ducem MN || AC, . RE ; A o B JA , B!
J | (M € BC): NP || BD (P € CD), PQ | AC (Q € DA). Aritap ca A ; _ _ ‘
- e MN PQ este paralelogram i caleulati perimetrul sau. - . : Py - I




Este mijlocul ,,arcului mic® BC. Nu are importantd: trece prin mijlocul arculur
pe care nu-l descrie 4. 11, Considerdin problema rezolvatii. Cercurile cu dia-
metre DA respectiv BC au cite un semicerc pe care se afla doud virfurl ale
patratului (fig. S.0.5.) Fie M si N ,mijloacele” celorlalle doud semicercuri,
Pe aici (conform problemei precedente) trec bisectoarele-diagonale ale unghiu-

Fig. 8 0.5

B

ol

rilor patratului. Deci unim M cu N g prelungim pind taie semicercurile cele-
lalte. Obtinem P si R, virfurile patratului gi de aici incolo problema este
simpld. Examinati cazul cind M gi NV coincid. 12. I fiind pe bisectoarea 3 4,
arcele BL si LC sint congruente (L este punctu!l unde hisectoarea din A taie a
doua oara cercul), deci st coardele LB = LC. I, centrul cercului inscris fiind
si pe bisectoarele lui B gi €, cu notatiile din figura 8.0.6, 3 L = 2. ¥ 1,
XILC = X2 4+ X3, decit CIL = 3 2 + 3.

i ) u C
B 1
, \% M BY;
L .
13. & B’ = 3AB'B, etc., deci A'B’ | A"B" (fig. 5.0.7).

14, @) Cu notatiile din figura 5.0.8: LA, = A= M, LA, ANE. De aici,
¥ M, = X ANE, §i AAMN isoscel. b) Ducem AE | MN, EN = EM,

M

I~
&
m

Fig. $.0.8

=
Iy

\

112’

de aici MV 4 NP — 2PE — 2AH, & ¢} loenl geometric al Tui B este nn
segment din 4 paralel la BC. : '

15. Laturile neparalsle sint congruenle: una este linie mijlocte st alta fiind
mediand intr-un triunghi dreptunghic este jumiitate din ipotenuzi. 16. a})
C'A; | BH, A'C' | AC i BH | AC deci C'A, LAY b). Patrulaterul are
doud unghiuri opuse, drepte: figura S.0.9.

Fig. 5.0.9

A G

1?._Fqlqsin_d vationamentul din ultimele doud probleme referitor la celelalie
virfuri si laturi ale triunghinlui. 18, Prelungim €8 cu €D = BC si se formeazs
un triunghi isoscel AABD cu JZBAD = 60° deci echilateral. 19. Din prohlenia
preciadenta___‘c}_: FDA = 90°, din congruenta triunghiurilor ACERB si ABDA re-
zultd I BAC = 3 ADF. Deci AEFD inscriptibil deci 3° AFE — 3 ADE — 90,
20. Ducem perpendiculara pe indlfimea AA’, apoi cu centrnl in A si eu dous
raze cit AB respectiv AC intersectim aceasti perpendiculari. Existd dous
solutii (cu noghi obtuz san asculit) figura S.0.40.

A - I = C
Fig. 8.0.10

21. LA, = B, = ¥C, (le vom nota pe toate ou <1, 5.0.11) L ADC —
== 180° — 371. Dip triunghiul isoscel DCF rezulta: % AR

113

Cnd /
A nl 4 !

|
|




480 — (180 — <fc — 1 < e 1
{FDC‘:‘{S} ( “’XO:. i ‘J = —:qujd ?
& pipl w28 Bl et el 1) 3 diiadiiall b i,
B B
& Z

FADC = 180° — 1, ,
X EDF = X EDA + XADC — £FDC=Z2EIT _ 90° 4 180% —

=¥

N iy s z -/ Siies =yl = '_)‘(_;\ e o~ = o
—yt - Ses Sl o gee  FeE A Se o9 gy,

22, Intii construim triunghiul dreptunghic BB'C unde se cunose ipotenuza
BC s cateta BB'. Apoi prelungim B'C pinil taie arcul care ,vede” segmentul
BC sub unghiul 4. Sint doud solulii dupd cum constroim arcul capabil® de
A de o parte sau de alta a segmentilui BC. 23, Pe coarda BC construnn arcul
capabil de unghiul 97A4. Cu raza MA i centrul M tdiem cu un ave de cere
acest arc capabil de 4, figura 50.12

Intersectia este punctul cautat. Existd doud solutii dacd se taie areul capabil
in 2 puncte, una daci cercul de razi MA i arcul capabil sint tangente, nici-
una dacd MA > MN (MN L BC) si o infinitate de solutii daci 4 = 90°
. BC

S ==

2 . .

24. Se gisesc trel triunghiuri congruente. A doua intersectie a doud cevcuri
se afli pe cercul circumscris nnui patrulater...

bo

3 <

25, Construim un triunghi de laturi BC, = BB’ 3i = CC'. De aici rezolvarea

(=5

este imediati... 26. Pe semicercul de diametru BC cu centrul in B respechiv
C ducem corzile BB, CC’. Unim B cu €' g € cu B’ si se vor Liia in A..
27. Se comstruiegte un triunghi cu doud laturi cit cele date, si a treia cit dublual
medianei. Dublul uneia dintre medianele acestui triunghi (precizafi care)

este latura a treia cdutata... 28. Considerim problema rezolvali, avind cercul

eircumscris lui A BC, prin D mijlocul arcului BC trece prelungirea segmentu-
hui . A’ (bisectoarea cunosoutd) (vezi figurs S.0.13). Perpendiculara din M,
mijlocul lui BC trece prin D g prin O centrul cercului; mediatoarea corzii
AD trece gi ea prin 0. Problema este rezolvatd: construim triunghinrile
dreptunghice AAAT gi AAA"M,; ducem MD perpendiculard pe 4' M g{D}
= Al 1 MD. Mediatoarele lui AD g1 MD se intilnege in 0. Cu o razs i

I

&

114

-

OA taiem dreapta A'M in B i €. 29, Unghiurile 35 07 ¢ 37 M7 (fig. S.0.14)
sint constante fiind ,.inscrige® in respectiv arce fixe, deci < 2 este constant si
wvede® segrnentul 77" sub acelagi unghi, §i anume de 90°, 37 W si <= M’ Find

Ly

A

Fig. 8.0938 Fig. 5.0.14

complementare. Solutia este deci un cerc de diametru 777, 80. Se construieste
intii un semicerc de diametru BC se duce pe el B’ in compas cu centrul B
st.raza BB'. Unim C cu B’ & prelungim pivd taie cercul de centru O si de
razd OB. Daca O nu este pe mediatoart@a lui BC. problema este imposibild.
31, Consideram problema rezolvati. O M este axa mediand in OA B (fie. $.0.15).

Fig. $.0.15
Punctele 4 §i B sint egal departate de OZ. De aici ni se sugereaza cd trebuie
sa se giseasci pe o paraleld la OX respectiv OV egal depirtate de M. Deci
luam pe 07, segmentul I/ 2 = OM, construim paralelogramul AOBP de dia-
conala OP si punctele A si B sint cele cautate.
32. ¢ In figura 8.0.16, patratul 70 MS ingeriptibil avind doua unghiur

_opuge drepte. Deci 47 Q7'S == 60°. ¥ {iind pe bisectoare 70 = 7. Deci

avem dew face cu un Griunghi isoscel cu un unghi de 60° 4) Bisectoarea un-
ghivlui mobil A BMC trece prin mijlocul (fix) al arculni mare BC...

A

Fig. 8.0.16




Aveti grija la ,asezarea® punctelor pe cele doud laturi. 9.

DAPITOLUL 1

1 pag. 12-13

1. AC = 25 cm, CB = 30 em. 2. CA = 275 cm, CB = 330 cm (C se gaseste
1 : € ¥ e prt L ope il
in afara segmentului A B, mai aproapede 4). 8. 2 = =, y = 23 z = =

CA DA CA+CB _DA4+DB
GBI DECE IR DB

4. Fologim una din proportiile derivate:

& fiﬁ@)ﬁ = CB = DB & C = D. 5. Ralionament asemiindtor cu (4).
CE DR

6. Se aplicd teorema lui Thales de mai multe ort...7. Teoremele in legituri eu
linia mijlocie. 8. Dacéd este corect formulata, procedind prin reducere la
absurd si folosind rezultatele de la problemele 4 g1 5, reciproca este adevirata.
NC 3

folosesc, de pildd, doud triunghiuri congruente. I1. Revede{;i‘demunstra’gia
teoremei lui Thales, care a iost ficubtd pe un caz particular. In lo¢ de D,
veli avea D, iar B ar juca rolul lui D,. Evident, neparticularizind, va trebui
s apelati la un ,sir de puncte”, seriind de exemplu: ,D;, D,,..., D% adici
nu puteti si enumerati toate punctele. 12. Cu notatiile din figura S.1.1 pur-
tam* in continuare pe aceeasi semidreaptd w si u i, cu originea tot in O, pe

O 4 M u /,’A

o altd semidreapté il desenam pe ¢, ducem apoi prin A o paraleld la MN -
* BN = w. 13. Nu putem ,incepe® dintr-un punct 0, segmentul # trebuind si
apard pe ambele drepte in pozitii care nu-si corespund. Trebuie folosit un alt
procedeu. 14. Se foloseste teorema lui Thales in AOA,,B, si AOB,C, gl apoi
reciproca in AOA,C,. 15-16. Desendm 6 segmente dacid D nu este mijlocul
lui BC, si 3 daca BD = DC. Se demonstreazi fologind repetat teorema hu
Thales gi problema 4. 17, Prelungim latura AC a triunghiului 4 BC cu seg-
mentul AM = AB. Tinind seama ca triunghiul 4 M B este isoscel, ¢ 5L BAC
este unghi exterior lui §i cid AD este bisectoare, obfinem A D M B. Aplicam
acum teorema lhui Thales in AABC. In cazul bisectoarei exterioare purbam
segmentul A M = AR astfel incit M sd fie in interiorul lui AC (Daci AB < A()
ebe... 18. Procedeu! este aseminitor. Punctul M nu se giseste in interiorul

unghiului, dacd A rimine O si B. 19. Se aplici teorema lui Thales. 20. !7/—7'— ==

V6
= ——. Daii alte exemple firi s amplificati sau sa folosip proportia din
2
exemplu,

116

2 pag. 18-20

1. Cu notatiile din figura $.1.2, din asemdnarea triunghiurvilor A DAB~ADMP,
ACAB~ ACPN., tinind seama ca al = G
MD NC

-3 Exprimind doud relatii de aseminare unde

, se obtine MP = NP, 2. Pro-

cadeu similar cu cel de la (1)

A B

D € D b %

Fig. S.1.2 Fig. 8.1.3

figureaza un raport comun, se obtine relatia cerutd. 4. Unim de pildd una

din extremititile bazei mici cu mijlocul bazei mari, prin punctul unde se

intersecteazi diagonala ducem o paraleli la bagze. 5. Este in fond problema
1 s ah » ‘ s . -

1), ge obfine &= = 6. SO — 7'__11 - 4. DE =10, AE =132. 8. Cu no-

="

g Ty |
tatiile din figura S.1.3. -

ac
Y=y D= gho. \
b —a ) ‘

9. Cu notatiile din figura S.L.4. (DB — m, AC = n) se obtine, din asemanarea
triunghiuvilor ANAB i ANDC : ND =" yp__™b  pg_ b

o
1

a4+ b a 4 b a L b

: \
N w22 '

a b

A 4 N A,
: =

2
5

G
6 |

o T

B f

G

Fig, 8.1.5 |
10, a. Folosim notatiile din figura S.1.5.: B.C, =5, By, =3. Revine la

a impirti segmentul 4,4, = 1 om in vaportul > . Din A, M =1 4+ 5 _ 18 o
5 . S =

11T I




si NM =3 -}—% 4 = 45 cm. h. Procedeu asemindtor ocu cel de la a).

di

dar m ¢ ; 5 it &
11, MO = = (¢ tiind centrul cereului ¢u raza mai micd) MO = = ,
—r —7r
T . - : dr ) ;
12. Pentrn bangenta comunid interioara MO = ,—JLf. MO = =2 g
: R4r R—r

procedeul analog de la problema 6). 13. Proceden analog cu cel de la 41).
14. Un cerc cu centrul 0’ pe OA, cu raza de b ori mai micd, astfel ineit
0'A . s e v o
v k. 16, Rationament similar cu cel de la 14). 16. Punctul se afld la
intersectia tangentei comune (exterioard sau interioard) cu linia centrelor.
17. Prin doud asemiiniri se ,transpune® suma de rapoarte pe diagonala- AC.
18. 4. 19. Se aplici teorema fundamentald a asemdnirii { i
3. pag, 24-25 : _ :
1. Au unghiuri respectiv congruente. 2.-3. La fel cu-1. 4. Cazul doi. 5. Cazul
1. 6-7. Formati doud triunghiuri asemenea. 8. Raportul ipotenuzelor egal cu
cel a doui catete implicd asemiinavea triunghiurilor (cazul 2). 9. Cazul 1 de
aseminare: doud unghiuri au latwrile respectiv perpendiculare. Atentie: .
aceagtii proprietate va fi utild la capitolul arii! 10. Se aplicd problema prece-
" o 5 A . . o
denti. 11. Din ageminarea triunghiurilor APMC st AMNB vezulta: L
NB.

M % . o ¥ ol o
= .aTg = gonstant, pentru cd raportul dintre o laturd a unui patrat si diagonala

sa este constant (usor de demonstrat eu cazul 1). 12. Construim un patrat
oavecare MNPQ cu latura QP pe BC §i M pe AB, unim B cu N i prelun-

gim pini la N’ pe latura AC (fig. S.1.6). Ducem apoi N'P' L AD ebe. Patra- -

tul cautat este M'N'P'Qr. 13. a. Din congruenta APAD = AMAD. b. Din
asemianarea AABE ~ AAMQ (cazul 2). e. Se avatd cd MB1 PS, si cd patru-
laterul convex PA T M e inscriptibil. 14. a. Din congruenta AECB= ADCA.
b. Din a. rezulti AGC B inseriptibil si de aici'imediat b, ¢. Patrulaterul CDEG
inscriptibil (din a) etc. 15. Am demonstrat (11) ca intr-un triunghi, produsul
dintre indltime si latura pe care cade este constant. Deci DQ - AC = DC - AL
{in AADC), PD+ AB= BD- AA’' (in AABD, A’ fiind piciorul indltimii din
A) dar BD=DC s de aici relatia cerutd este imediata.

I

b. pag. 33-34 1 L2

1. Compardm in figura S.1.7 APAT~/APBT (cazul1). 2. Se aplicd in ambele
puterea punctului gi se pune in evidentd secanta comund. 3. Se demonstreaza
3 un puneh care nu se ziseste pe acea secantd comund are puteri diferite fatd

1
8 0ar P C

Y8

Fig. 8.1.7 Fig. §.1.8
g 8.1

B i . o S < 2

:1; t;;ﬁ 53{ éiCUI‘IEJJJIJCd{ Emu}tu{ 4_-.ru i punet de intersectie al cercului si constatind
b | tele celelalte de mtersectie cu cercurile difers angenls

i asechie cu cercurle diferd. 4. Taneenta comuns

Sy e el U T 2 . COIUNG

:1;1 _}:v.und(,'u.l? _[L¥IIII, tangentd. 5. lotersectim doud locuri seometrice de til]l;]
celor dm problema pracedents (secante comune) si panetul se giseste pe
locul geometric corespunzator si celei de a treia ﬁnm'(.h'i Pe ‘--1_(:.& i
oell o CUPG Onrespunza 5 ce »a treia perecht. Pe aceeasi semi-
dreapta o, en o extremitate comund dncem segmentele g o, 8i pe segmentul
IV L 1.0 G * o (THS - g - 4 Cinisy o i o ~Taa ! Vi R -1-. ¥ - Aot = Z '._ , .
care este difeventa lor, s coardd. constraim un cere (fig. S.1.8). Tangenta lg
‘ jbeﬂ t{;‘-‘j‘lf_.‘-t-b:{ .Lei('. In particular pentro comoditate, se ia coarda u-¢ oo
lametru. 4. Unim A ew & i prelungin ping taie dreapts o in M. Construim
B g WA . MIE / vi hFam 6 - J : £ :
¢ ‘__?V{U_r! __lft_;. Apoi ledm pe d segmentul M P = ¢, care we poate lna in
doud sensuri. 81 construim cercurile ce trec prin 2, B, A, Sint doud dupa
U-lll;_l'l jﬂp luat pe drea?ta d punetul P de o parte san de alta a Ini M. Daca
AL f{ ],f. alti-u&nr:..i punctul P de ftangentd se obfine ducind mediatoarea seg-
;1::1; é’h]-nfnbf. la tutersectia el ou d. Atunci solutia este unisd. 8. Compariin
[ ._tlj.{ilp il ‘%';1:fl;iD §1 A M Bgi tinem seama cd unghiorile opuse intr-un patru-
ater msoripti bii S.?J‘ﬂ‘ su.p!ementare. 9. Dacd 92 A |, = & B,, pentrucd A MD ==
= ALBMC resultd 3D, = ¥°C, {fig. S.1.9). T e B

Aplicind cazul 2, din aseminavea

: I ‘ : ADAMD ~ ABMC vezultd si & ana-
rea Aﬂ M :Dg = A ‘f]."[..",l;ﬂ.’ deer 92C 5 B, {d';;iU;: o Dg, di:tul j{«—;l 1 cisej:ini
lqt\i 45{; 00" & (01 + 975) (974 -376) = 180°. 1. Cu '[;Dfagii!é
( ?_'[]r”lm%!‘d l i_p avem pe de o parte WA - MB = [ (din ipotezd), pe de alta
parte MA - MC = ¢ (constant) (ca putere a puncinlui 1 fatd de cere). feind

C .

A ‘
/ﬁ B

Fig. 8.1.10 M |

[t
o«
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e

T R e e

\

raportul, l;j—ﬁl —h (constant). Deci daca € descrie cercul, M descrie gi el un
" MC ¢
MO’ k

cere, raportul dintre raze fiind £, avind centrul 0”(MO = -
C ’ ¢

11. Dac# M se afli pe cerc, ducem diametrul ce trece prin M (M) (fig. S.1.11).

Punctul P astfel incit MN - MP =k va fi (din aseménarea AAMN ~

~ A MBP, cazul 2) piciorul perpendiculavei din B pe diametru. P este lix, B

mobil, dect descrie coarda perpendiculard pe M.

Fig. 8.1.11 Fig. 8.1.12

12. a) Pe latura AD construim unghinl I EDA == ¥ CDB, triunghiurile

AEDA ~ ACDB (x). b) Se observi ca §i ANADB ~ AEDC (xx). ¢) Din (x),
d AE ¢ EC

) L =, — = — de
‘ b DE a

ande 'bd = AB- BD, ¢a = DB EC. Adunind: bd -+ ca = BD(AE + EC),

qg.e.d. Aceastd teoremii se numeste a lui Ptolomeu.

13. Demonstratia este prin reducere la absgurd.

14. Construim un cerc oarecare ce trece prin cele doud punc

el sii taie si pe celdlalt cerc. Ducem secantele comune ale celor doud perechi

de cercuri. Din punctul lor comun ducem tangenta la cercul dat. Oblinem

astfel un al treilea punct (cel de tangentd). Cercul eircumseris ultimului punct

si celor date este cercul ciutat. Constructia se simplifica dacé triunghiul for-

mat de centrul cercului dat gi cele doud puncte date este isoscel. Sinl dowa

solufii.

(xx) rezultd respectiv (cu notatiile din figura 5.1.12

te, astlel ineit

6. pag. 39-40

: 30 25 14 Wi ’ : 214

1. 12 '(39“, 23-, 1—‘—4. 2, Proiectia catetel cunoscute pel sotenuzi este 6, ipotenuza
13 13 13 pel :

0 A . 40 T : : (o

, cealalta caletd = proiectia celeilalte catete pe ipotenuzi esle -

(-]

e

o

50
este —
3 ” . .
3. Ipotenuza este de 25, cealaltd catetid de 20 si celelalte segmente importante
se obtin prin inmulfirea cu 5 a segmentelor omoloage Gintr-un triunghi eu
laturile de 3,4, 5. 4. O cateld este de 26, cealalti catetd 62,4, ipotenuza 67,6
ete. B. Cateta cu proiectia cunoscuta are 5 110, cealaltd catetd este de 150,
P i TN O SEES ER v . 8 BRI |
inaltimea de 15 V10 ete... 6. indltimea are 21, ipotenuza 70, o cateta / |10,
cealaltd 24 V10 ete... 7. Dacd intr-un {riunghi patratul unei laturi este egal
en suma pitratelor celorlalte doua laturi, triunghiul este dreptunghi. Afendies

120

0 OTese:s ‘.‘" 1Dica 1 Farmiilap 3 1
anwé ;:ﬁlh}[nﬁ..,n‘ mt{m mularea acestel reciproc: se face in enuntul urmitor:
»ljae Atratul ipotenuzei est al cn suma pd / sial
i [implm}(rh:c}) N i ?11,8- egal cu suma pilratelor catetelor, triunghiul
it (]]‘L\i'){:ur' s de admis de la incepul sa triunghiul ,ave® catete deci
nd esle plunehic, Demonstralia se face prin structie: se da triung]
; Ir ‘_ _ slralia se {ace prin constructie: se da un v i
Fabetl Ao : il : P! le: se did un triunghi
A5 ile a, L_, ¢, 8 pe laturile unui unghi drept desenat aldturi 3~ zoy gmx
lF))(f\f’H ta respecliv segmentele OC = b, OB =¢. Rezultd BC =] 1 o o
m congruenta celor doua (lri il 16 vl aftvanel B 1o
o 5 Lo el yua Ir ; v -. 3 ad Ay i 101 1
R g v .._lnur}g.lm_m rezultd adevirul afirmatiei. 8. In
pura 3,143, olosind notatiile ei: ¢ = za, b* = u(a—z), adunind obti
g— _[‘_ g L e ; L ), adunind obtinem
. In AABC cu 34 — 90° lui i
et éj :1 g:fi == QU ludm pe ipotenuza BC punctele D # E astfel
_ = BE = BA, D fiind intre B gi ' (este ca si cum am fi dus cercul

A

.’ b

Fig. 8.1.13

ug

B X ax  C

le centr B razi i i

(.e centru 3 i de razid BA...). Cu ajutorul triunghiurilor isoscele BAFE, BAD
sieu 97 A = 90° arditim ol A= e 4

L 1 T 90° ardtim cd LK = JCDAC = é{l BC (de fapt am redemon-
strat pe figura noaglrd te ; shiului 1 i

Ny gur oy icforema asupia unghiului ingeris). Avem AACD ~

AL, — . AC®*=(CB + BE) (CB — BD) etc. 10. a]/2. 11. 2}/3.

a 9 9 A s
12. 2 )2 ambele. 13. Ipotenuza este de 10, cealaltd catetd de 5 |/3, iniltimea

{.IQ JV el 4 480U 3 < ¥ U v dlc s
— Bl I . [ fl_l] a “hllc GSLP (le ! ago mica ]B Ii]aﬁ llaI]
s 1 -1, C g ala C VO\), hO

aare 4139, 15, Fxisth douk posibiliths; %%
ma P]V. ]{ 9. 15. Existd doud posibilititi: a) indltimea de 2 |26, cealaltd dia
conals de V1ZE. latura oblics 11413 - G p *“ 2%, ) .
!7;_{_ i de J/145, l_a}l 1nra {]bll_ﬂd J/113; b) indltimea de 4 V11, cealalti diagonald
295, latura ,oblici“ 8 /3. 16. 2)21. 17. 8 J21/5. 18. d = [/909. 19 Ducind
. . 18, d = |/209. 19. Ducind
min punect Y soants ba tp 1A
}})u [‘q|]-“] 15(;[;1(5”1.11 ({) s?)('%ljlf,,\ r,ewmgce g1 prin centrul O, deducem ci puterea lui
_‘ql i este Ot == JiX Ea este minimd daci O = 0 deci cind punc.{-l-li
este in centru, caz in care puterea este — R% 20. V55, 21. 2 Rr. 22.)391
J31. 23. Folosind teorema indltimii i i i : e riE e
e Al s i ol ci ,-11.11)11 1[ntl'-un triunghi dreptunghic, sau, caz
ceneral, : erea punctului infr-un cerc unde se te é
B i e RorE ] e se poate duce o coardid
( t:‘fll—i— ¢. 24, Considerind triunghiul de catete 3 si 4, ipotenuza este 5, pro
ecti L N i o 1 1 o A A f= = L T . ‘ ; 3 3l s
1 C ‘1]1 e I(J.glell)elo:; pe ipotenuza sint 16/5, 9/5, iar indllimea 12/5 (vezi pro'k,)]ema
ezolvatd 1). Considerim acum tri i : J
side ; i iriunghi asemenea '
v s : 1 8 ra cu el, ,raportul d
aseminare® S e ot s ; Wi
ﬁmanme fiind b ete. 26. E mai micd cea datd. 26. Cea da’tﬁTe:te latimea®
adins ) = s . : 2 N ; : ‘ o
adied latura mai micd a dreptunghiului. 27. 5 |/10, 13 10, 15 |10, 9}/10;
48,40 4840 = 8-5]T0- 15|10 10 10 40 15 1
7]7.“,. S 2 5 /10 ,'":’Vm 4 43 /10 - 9 /10 sau 48-40 = (5- 15 -+
= ._l 3 1';9("* C. }'_,’D »Dacd intr-un triunghi ABC, D este piciorul indltimii
din 4 g1 AD* = BD -+ DC, atunci 374 = 90°“, F 06 o
A 3 D¢, atune 4 = 90°“. Fals, deoarece D ar pu i
ielns : : : ) ® 8, deoa ar pulea sa
nu fie intre B gi C. 29. Construim triunghiul B’A'C’ cu A' = 90° B’Al’ = BA
i ) ey

C'A'=CA. Sti i
A'=CA. Stim din elasa a 6-a cd 37 A’, daea ¢l i
asa a 6-a cd 374 < J7A’, daeid si nwmmai daed BC <

== B'C" ete.
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7. Pak d64R
1. sin @, < sin 4. Consideram un stert de cerc unde AOB = @ & AOC =y

(O este centrul cercului (fig. S.1.14). Evident CC' = BB’ (jumitate din coarda

. . . BB . JC¢ .
mai apropiata de cenbru) sm @ == R e tunde R este raza liif:.‘-!‘(i»ll&l,ll).
: :

Fractiile an acelagi numitor i este mai mare cea cu numaratorul mai mare.
2. Rationament similar cu cel pracedent, se obtine cos z > c08 ¥. 3. Sinusul
ereste mai repede in zona valorilor micl. 4. 7 = 457+ 5. Din tabel 53° < 2 <

-

< 547 din tahel 3% < 90° — 2 < 34° 6. Din figura S.1.15 rezulta pe linga
cole notate ca indltimea este @ sin@ cos 2, iar proiectiile pe ipotenuza sint
@ - sin®z st @ - cosiy.

|
B C

Pig. 8.1.15

| s 4, A . h e / oy
7. Privind Hgura S.1.16, AB = ——, AC = B tew, DC =
: s _(f ] cos & , &
=h-ctg z, nnde numim tangenta unghiului 2 (notat tgx) raportul dintre cateta
N o e b S N o sin & - :
opusd lui g1 cealalta catetd, si constatam ca g —- , 1ar cotangenta unn
: : Cos @ F
unghi (notatd cu etg @) numim raportul dintre cateta aldturatid i cealalta
L S Sy Cos @ o . .
cateti: se verilica ngor ea olgae = . 8 Cu notatille din figura

sin @

146 DC—b tc-cosz, AD=¢ sinz, BD= |62 - csin%e, AC =

= |le¥in%zr + (b-+e-cos @)%
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% 2R - sip 7 10. Baza este 2a - cos 2 indltimea corespunzatoare bagei este
o

. 5 . AL e . . - e H
a-sin @, fiecare din celelalte inalfimi este 2¢ - sin Z - cos &. 11. sin — =

= 2= (fig. 8.117) 12. tg- L Y (fig. S.1.18).

& i

Fig. .1 17 Fig. S.1.48

X
2la

=il

13 sin 2 = % (tig. S.1.19) 1. sin % = "‘; T iR = Jij_“i(condi’g.iilaR 4
. pim & 15 . ‘ ( il ¢
+ r <d duc la existenta tangentelor).

Fig. 1.8.19

15. cos o = % (fig. * S.1.20).

B (o 22 C

Fig. §.1.20 Fig. 8.1.21

16. BF = a - costz, AF = |/ (a-cos @ -sin 2)® + (a - cos’z — a - cosz)® =

— q-sin z-cos @ /1 + sin2z - cos’a.

S. pag. 52-53

1. [—1,1] fiecare valoare o singura dati! 2. [0.1)] in alard de capele, liecare
valoare de doui oril 8. 2 = 41°..,z = 112°, cos & = 1,6 imposibil; & = 23°..,
sin © = —0.34 deocamdatd este imposibil, sin 2 = 2 imposibil. 4. Se fologegte
teorema lui Pitagora. 5. sin (90° + &) = cos @, cos(90° + 2) = —gin . 6. Nu,
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115 = 10 0,906 — 7.06

B Al &l

gt 5 (1
b) sin 75° = ¥z (LTL—L’, cos 7hT = j-(ﬁ_l’J

66 + 100 14k
r/

9.y =
9

= |48, m, = 79, M, = 3 |/10.
Z L
10. Notind cu 4 unghiul de 60°, AB = 8, AC = 11 ohtiner din leorenya. lwi

Pitagora generalizati BC = J97; sin B = : iV”_-: Bin € = Li B g C =

a7
2L [ :

vor calcula din tabele, 11. 8 [/_)ATE == l/'d-_, 5
T ;_ _g oty || T o oy IS & &
sin 22730 = l A{‘—. gos 22°3() = _';_“!_-; 12, 16 8in - 8 cos -, #m - =
2 2 2 2 2
14— a P TELL L
= /-n eos o = || ——13. 6
2 2 2
(5 ¥ o e . o .
14, B — ——— — o 7,24 (prin rotunjive prin adaos).
sin ah 0,329 :
I sin K 0,883 e ; v : .
16, r = ————= - —— v (0,601 (aproximativ prin lipsi).
1 - sin 28° ~ 1,469 i f
16, 329 — 252 sin 50° — 28 277 — 252 sin 50°
L5 - 9 e
5 C A0 30 8 [ si S g
17. a) d*, = 89 + 80 cos 40° = 89 -+ 8¢ sin H0° h) L AL L < e
) 8
sin &0 i 3o : : -
= ————————— {w¢ exprimf z @ [ prin sinusarile lor).
89 4- 80 sin 50° i
i2 V3 . e : 75
18. a) l‘__l * ,b) anghiunl ascutit dintre tangente are cosinusul cos o = Ll
5 117
: 25 T . ok
19. ¢ = ...; b)cosia— e 20, Fig. S5.1.22 — e aplica teavema fud
AL

Pitagora generalizati anui trinnghi en latuvile 13, 14, 6 si se obline e#
unghiul opug laturii de 13 este obtuz. Din lungimile proiectiilor laturilor
neparalele pe baze, apoi inaltimea 'rapezului. b) rezultd aplicind Pitagora
datelor ohtinute. ¢) Cu ajutorul teoremet Ini Pitagora generalizata, din acelagi
triunghi. d) din triunghiurile dreptunghice din care am calculat diagonalele
se dedue gi unghiurile dintre diagonale si baze ete. e) Utilizind suma unghiu-
rilor intr-un trionghi. 21. Diagonala nu poate forma nn triunghi impreuna cu
laturile de 4 si 6, deci ea formeazi un triunghi tmpreund cu baza de 16 g
latura de 6. Cum 12 < 16, latura de 6 nu poate forma unghi obtuz cu baza
mare, Din teorema i Pitagora generalizati, proiectia diagonalei de 12 pe

baza mave este 41 — = 4, deci trapezul este ca in prima figurd. Se continna
P g

intr-un mod asemanalor cu problema 20, 22, Sint doua solutii dupa cum acele

capete sint de pirti diferite san de aceiasi parte a dreptei: Y42 (7 1 )
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23, In AABD, ABCD se calculeazd (M si N fiind proiectiile Ini 4, C pe
BD) BM, BN si apoi AM, CN (teorema lui Pitagora generalizatd, apoi teo-
rema lui Pitagora). Se aplici problema 22, 24. Se [oloseste problema rezolvatia
(3) in cele 4 triunghiuri formate din cite o diagonald si cite doua laturi...; la
sfirgit se foloseste suma unghiurilor intr-un triunghi. 25. Dupd cum 32 5 +
4 X D este > , = san < dectt 180°

9. pag. H8-59

1. Cu notatiile din figura 5.0.25: m®

Fig. S.1.24

E : i ac : clab bac
2. Se aplicd teorema bhisectoarel gi apoi Stewart. Se obtine: —— 4 —— —
‘ . b+e  b+e
- a*be . i 3 =i ; : \
—i% = S gi de aici se scoale ¢, bisectoarea unghinlui A... 4-5. Enuntarea
h + ¢

reciprocei nu ridica difieultdti, demonstrarea ei se face prin reducerea la absurd
6. Se aplicd teorema lui Menelaos in AC,CyCs, tinind seama cd raportul seg-
mentelor %gi = "L, unde s-au folosit notatiile din figura S.1.24.
2 T2
7. Se dau trei cercuri exterioare douil cite doud C,,Cy,Cy Fie My, intersectia
tangentelor comune interioare ale cercurilor C,, Cy, M5 la fel pentru C,,C;
iar M,y intersectia tangentelor comune exterioare... Demonstrati cd My,
M5, Myg* sint coliniare. 8. Cu netatiile din figura S.1.25, adicé tinind cont de
tangentele (segmente) dintr-un punct la care sint congruente, aplicim teorema
Iui Ceva. 9. Exact acelagi enunt, inlocuind ,cercul inseris® cu ,un cerc
tangent celor trei laturi, nesituat in interiorul triunghiului®. 10. Doud drepte
perpendiculare pe segmentul de dreaptd care unegte punctele, demonstrind
i proiectia medianel triunghiului cu virl mobil pe latura fixatd, rdmine
mereu aceiagi... 11. Se aplicd rezultabul de la problema precedenta si se obtine
o dreaptd perpendiculard pe linia centrelor (aceasti dreaptd se numeste axa
radicald). 12. Axele radicale ale celor trei perechi de cercuri, ce se pot forma
cu trei cercuri €y, €y, Cy ce n-au centrele coliniare sint concurente (sau coincid
foate trei). Demonstratia pe baza problemei 11, la fel ca la concurenta media-
. i Yy / ’ /

toarelor in triunghi. 13. Avem f'ﬂ? Pl (Ceva), MG o 3 opg,
MC NA P’y M'B MC

14. BD? = MB* — MD?% Se scriu alle asemenca 5 relatii; se inlocuiesc in
relatia de demonstrat si se obliue u identitate. Reciproca: dacd punctele
D.EF situate pe laturile BC,CA,AB ale unui triunghi satisfac din enunt,
atunci perpendicularele ridicate in acele puncle pe laturile respectivesint
concurente. Demonstraiie. Fie M inbersectia celor din D,E gi F’ piciorul per-
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B At

pendicnlarei din M pe AB. Folosind & teorema directa deducem cd FA%—

CFB? — F'AT-F'BR Si presupunem ci ambii membri sint pozitivi, deei
ed F, I’ sint de acelagi parte a mijlocului X alul AB ca i B. Avem FA*—
—FB? = (FX— XA)? — (FX—XB)>=2FX : XA si deci rezultd FX = F'X:
tinind seama de pozitie, #/ = F'. Daca ati dat alt ,final de solutie” atentie
la situatia in care nu ambele puncte £, #' sint intre 4 i B. 15. Folositi pre-
hblema 4: un cere eu centrul in mijloeul X al [ni 4B, san mulfimea formats
numai din X.
16, XA= X7 XA?= X7Z2 XY? | AY?= XZ*

YX2 H(AT — AS)* = (XT + AS)? :

X¥2 =2XT:4AS5

AS = 88" = TZ (fig. 5.1.26).

Fig. §.1.26

n 0 b <

s MO 6

17, (Figura S.1.27)

0 solutie daca B = 90°, b < «

solutie daca B =>90°, b > «a

solutie dacd B < 90°, b < a-sin B

solutie daci B << 90°, b =a-smn B

solutli daca B —90°, a-sin B <bh < a - -

solutie daca B < 90°, b > a

¢ =a- cos B+ |[h*—q?sin?B nnde semnul — apare numai daci sint 2 solutil.
/

T e

= b —

CAPITOLUL II
10. pag. 63—64

ah-sin €'
=i

t. Semiprodusul catetelor. 2. § == @*2. 3. § = @ V374, 4. ay § =

b) Raportul produselor laturilor care formeaza unghiurile congruente. 5. S =

— Vpp—a)p—ojp—e), unde p = v i si a. b, ¢ laturile triunghinlu.
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6. SAEG = SABE + SBC-E = (SADE -} SBDE) - SBC‘E (Si} {lpllcf-l de doua ori
proprietatea de aditivitate). ¥. Se prelungeste 4}/ pina taie BC in N. Avem
Sapc = Sasy + Sane = (Sapu + pux) + (Scun + Soma) si apoi Sypc =
— Synp - Sunc (de trei ori aditivitatea). 8. Unul din triunghiuri are aceeasi
arie cu un altul care impreund cu al doilea triunghi din enunt completeaza
paralelogramul. 8. Se tine cont ci mediana imparte un triunghi in alte doud
tyiunghiuri de aceeasi arie. 10. Cu notatiile din figura S.11.1 (i este bisectoarea

i Y

Jui 4) exprimdm in doud moduri raportul ariilor:

i bi - sin — ~
Sapy ok 2 .. Prin simplificare obtinem relatia cerutd de
SAC; yh o ain -

5
A

teorema bisectoarei. ‘ )
FB _ SAFB _AB-AF -sinz AL AC - AD -sing _ AB® SACD __ (A__B)«-

. = e T AC.AF -sing . ACi AB-AD-sny AC*Sapp  \ACl

12. Reciproca teoremei lui Ceva, folosind 41. 13. Suma distan@elor-este‘—l——é—
cit iniltimea triungiului echilateral (e este latura lui). 14. (Figura S.11.2)

: o Fig. 8.112 - : Fig. 8.11.8

8 Bl oo “ 3
SA0B _ PABM (A AOB, AABM au aceeagi inilliime ce pleaci din B, etc.).
Spoc SAacm .

Apoi SAMEB MRB

Saom  MC
trei relatii de tipul

{(au aceeagi indltime ce pleacd din 4). Inmultim cele

248N — — fntre ele. ;

Ay _SBOC MO popl ;

15. Fie ABC, A'B'C’ si D, D' picioarele iniltimilor din A,A'. Avem NABD ~
- < o - 2

"‘«[_\ArB’D’, dec-i AD, . AB BC si SABO | BC - AD _( BC J i

4D AB  BC°® Samc BC.AD |\ BC
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-

P E———

6. (Fisura S.1 y L= P Q 1
{(Figura S, 1.2) Sapn = S Aok +‘SP—!}C i SAG!J — 3_ AB B +

u;[;--

. . _!‘w E ] 1 iy -
B4 2Ca R~ Lidb + B0 + CAR ote.

=

17, 54BN _AB  Sapg  AC ;
Saun ~ AM' Sapy AN’ teorema lai Thales ete.

18. Evident: L 4 — 1 ali,
)

i - = S
19. Doui paralele echidistante fati de BG.
i1, pag. 66
L¥5em2 Y0 gan 7 ) ‘
" o o, . d]’(lﬂ‘ Sai g8 mai ljn_'late considera fa este ,,iﬂSGPipt.ihﬂ‘L intr-un
dreptunghi (fig. S.11.4) :

A A :

BlENn 8| \plg

, Fig. 5.11.4
1
/
¢ C e ot
My
s
3. Procedeu identic cu cel de la mmﬁ; § = = thd,
3 &
4. lnscriem patrnlaterul intr-un paralelogram gi obtinem § = 1 4 4 sin
(fig. S.11.5) | . i
er< d>
(4 /
7
d
/ i Fig. 8.11.5
/ B D
o / :
5- S = .‘S}_' AG T ')‘“ : Ui i
Opac. Una din descompuneri este re in S
A e ompunert este cea din S.1[.5.
A g C paralele Ig i ist
'1 pars la BD s notim cu 17 distanda dintre ole § —

= -~ BC+ h. b) Alte doni descon

z ipuneri le obfinem fie prelungind 40 pina
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taie CB in M, fie prelungind AD pind taie CB in N. Scriem: Sapy + Sype =
= Sapp + Seup + Spmc = Sasp + Sepe-

7. Cu notatiile din figura S.11.6 putem descompune patralaterul EBCD ducind
diagonala BD. Deci:

B. 7
AL [f

X Y
D S

“gapg -+ Sazp = Spps -+ (Sesy + Sapp) = Sapg + Sasp G-€:d-
‘ 8. Cu notatiile din figura S.11.7

Fig. 8.11.6

MB

B .
oM
| oji ;\\N
[ b
C

Ol N 24 G e

thg, 8.1.1.7 Fig. 8.41.8

A

Samno + Seung = Samwv -+ Suwe + Swues = Samop -+ Suce = SasaD
9. Ducem o diagonali a lui MNPQ de pildd MP si se ajunge la problema
precedenta (fig. S.11.5). T

10. Lema: Fie A BCDE un pentagon conves (fig. S. ILY). Atunct oricum am
duce o diagonald, ,descempunem® pentagonul intr-un triunghi si un pabru-
ater a earor sumd de arii este consbantd. Aceastd constanta se va numm arta
pentagonutui convex. Cu notatiile din figurd, dupd ce am dus o diagonal,
de exemplu EC, si cercetim Sgpe - Sapcp- 2) Mai ducem o diagonald dine
tr-una din estremititile celei deja duse, de exemplu EB.

C Fig. 8.11.9

Iy

Avem Sppg -+ Sapep = Sepo -+ Sgcs + Spsa = Sepes + Sape. In acest
caz lema este demonstrati. b) Dacad ducem o diagonald care nu are ca extre-
mitati pe E sau C, de exemplu BD, avem. ,

v . 0
Sapcr + Scep = Sasmp + Seue + Sucp + Sups = Sasor + Ssoe g.e.d.
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11. Mu putem determina aria; zontraexemplu; un dreptunghi eu ungunea o
si litimea b arve aria ¢b. Un paralelogram cu o laturd a st alta &, dar gu un
unghi intre ele «, & # 90%, are ca arie a - b-sin « < a+ b 12. Daca se cunose
toate laturile: trebuie duse dintr-un virf sau doud diagonale la pentagon
(respectiv una la patrulater), sau & fie cunoscute doud unghiuri consecutive
la pentagon .gi unul la patrulater... 13. Se aplicd problema precedentd.
14. Caleuldm aria patrulateruiui A BCD (fig. 5.11.10) i mai IEsurdm unghiu-
rile 3 FAD, 3 FDA. Avem deci prin diferentd pind la 180° gi pe 3L AFD s
de aici: .
AD? sin FDA +sin FAD

2 sin AFD

Sarp =

4 E

o—" A/>\§ h
2 /C%fiég%%' kh
D ak e

Fig. 8.11.10 Fig. 8.11.11

15. 41/5. 15. In figura S.11.41 AEBD 5i AEAC au aceeagi arie, de asemenea
si AABD i AABC, sau AAMD gi A\BMC. Demonstratia este imediatd

S %ah (k — 1), Sagp = = ah, Spag= ~ akh, Sanc = ah(k = 1) sira-

oartele ultimelor trei arii cu aria trapezului vor fi: 1/(A* — 1), k[(k* — 1),
1/(k +1). Ridmine de exprimat in functie de a, &, h ariile AAMB, ACMD
care se obtin din aseminarea lor cunvscind suma inéltimilor lor. :

17. Ducem dintr-un virf, de pildd B, paralela BE la diagonala ce nu trece
prin el (AC) (fig. §.11.42). Sapp = Sagcp-

18. Cu notatiile din figura S.11.12 (M mijlocul lui AB, N al lui DC) Sauy =
= Spun. Dacd i Sapy = Senc cum rezultd din ipotezd, atunci perpendicula-
rele h, = h, si problema este rezolvata.

M

=

-~

D N C

Fig. S.I1.18

Fig. 8.11.12

12 pag. 7b
| {5 :g, 3,:7;? =0 [Viw‘l) (am rationalizat numitorul amplifi-

e SV
cind fractia cu |2 —1) 8. a, = '\/B2 — _ii* - (VaR: — ) 4, I, =
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= R]/E — J/2. 5. Poligon regulat cu 12 laturi (laturi congruente). 6. Facem
tabelul din care rezultd doua tipuri de heptagoane stelate:
n s | 7 7
k Tk 9 0
f 7 7/2 7/3
heptagon heptagon heptagon
CONVeX stelat stelat ;
e Taliot on | aigh ot e st a i 2] 2t
Tl 2 3 4 5) 6 7 S 9 10 | 11
Yl o L B oo fo7 3 B e IR g
2 - b ) 2 3 10 11
or (olLel 7L |20k [r2ll {75 | 8L |21L . 7L |-9AL \2LE
e
ovx | Ste- | evx | ste- ste- | ste- | evx | ste- | ste- | ste- |ste-
lat lat: | lat lat lat lat lat | lat

8. 159°. 9. NU! contraexemplu: rombul diferit de patrat. 10. NU! Contra-
exemplu: dreptunghiul. Se ajunge la intrebarea fireasci: oare pentru orice
n > 4 se poate construi un contraexemplu? Incercati! Pentru a doua intre-
bare puteti duce o paraleld... 11. N-are importanta dacé octogonul este regulat
sau nu. 12.... Triunghiurile fiind congruente avind laturile respectiv congru-
ente, sint congruente si indltimile...

13 pag! 82
1 R2n — 3)3)

12

0. mfln_JE
2, Rz( 5 }

&

3. Se afla aria ,intregii figuri, adicd se aduna aria triunghiului cu aria semi-
cercurilor desenate pe catete. Din aceastd sumi se gcade aria semicercului
desenat pe 1potenuzi.

4. Unghiurile de lingd latura de 15 sint ascutite (fig. S.I1.15). Aria cdutati
este suma ariilor celor doul sectoare din care se scade dublul ariei triunghiu-

" Fig. S.IL.14

Fig. 8.11.156

16 131

T T e T W

EEEEETTE " -y e AT
: - N




MN BA =0 ete.

i le 5 lvati in 1 tursd o | A 1 T G —. —% = = L > — = —
2,;1 p:f;il pn)h_vma rezolvatd 3, in legdburd cu determinarea elementelor . Avem (probl. 2) AD — OB, BO' — O'C. Deci AC — AR + BC — AO -+
3G .
. Figura S.11.14 gi aria cautatd este aria sectorulut din cercul mic plus dublul | o on o ;};’3 O = 208 e VB0’ — 200"
aviei trinnghiulni minus aria sectorului din cercul marve. 6. Aria trapezului e B S Sy oy 5ila
minus suma avilor celor 2 sectoarve. (fig. S:11.16). % G, AR = t]) + DA, A =AD —CD, Br, e —~[)ﬁ — 0
‘ Inlocuim = ui‘lmmn, dupi desfacerea parantezelor, @ in stinga.
| - . R e s e e e
| { 7. Aplic de ex. 6: MA NB -+ MN BA + AN BM =0
| i = e S
Inlocuiese AN eu — NA si. ca wenare a proportiei dedne

15 pag. 89

1. Daca unul este alungit aga este g celélalt. Dacd fie M punctul de intil- |

Fig. $.11.16 Fig, 8.11.47 s hRud IR R 7 BL0 Aliceidlaiv d age ) puaciu
nire a luil @'y’ en Ox de exemplu 322'0'y" & S 2 My’ rezulta corespoudente
o hpis (san identice) analog 9ZaMy’ s1 920y.
Sl 2. Unul din ele si opusul la virl al celmilalt satistac ipoteza problemei 1.
8. In figura S.0147 30 = 60°, TS = SP =6 |3, arc TMP = 48r, 3. Unul din ele g1 cel obtinut din celdlalt injocuwmd una din latun eu ,,prelun-
(lonturul are 48 = --12 |/3. . ' girea® ei sint in ipoteza problemei 1.
4. Fig. S5.11.18 f 4. Fie M, N punc’ro]n in care paralela taie 4B, AC (fig. S.ILL. 1). |

fl] AN M N
Vom avea — = — =

i

A .!'» A (J BC

Fig. 8.11.48 M N

S B == el 'Q'—';n___'n- ] 3. N M N M N
l . L R; 50 \ / \

)
| 11. Din aria unui triunghi euhi_lalel‘al de laturd 4 seadem avia unui semicerc . : ‘
| de razi 2; obtinem § = 2(2}3 —=). : j .
'l 12. 36 — 9= (procedim asemdnitor cu 11). B C B 20 6
,, 2N B ‘ |
Fig. S.111.2 Tig. S.111.1 |
CAPITOLUL, 11X ' oL o |
= ; s = = MN’ AM , =%
i ‘ AD' | BD y = MN — MN’ - N'N: — A% (orobl. 4); N'N = AB;
P 14. Pag. 86 cD’ AG
T e e = (Wm%LE?JT AB se inl It itd (evid
1. AB 4 BC 4+-CA =0, CD +DA +AC =0 adundm si folosim CA -+ =CD - ) — AB se inloguiesc una ou alta si rezult (evident,

in expresie apar si ;l_.B, CJ), A(, drept constante).

6. Fie D mijlocul lui AR, D’ piciornl perpendicularei din D pe d.
— ]
L AC S S i Y T
Avem, facind % = —-in problema 5: DI = — (A4’ -+ Bp’) iar fécine

_+ x
=10
—

2, AM — MB.
; i ==y = . = i - —
3. Fie M mijlocul; AC = — CA = AM + MC — MB - DM — —BD.

- — — — —_— —r o g e DD AL ‘(V
. AB - BC 4+ CA =0, BC +CD +DB =0 deci CA = DB ete. B = ————— inlocuim ete. .;

b} ‘
\

“|3)

—
'in problema 5: GG’

=9

Lo \ | 133




16. pag. 91-92
1. @, b i nu ¢ (fig. S.IT1.3)

B
A/C ABIICD Fig. S.IT1.8
M |

g, ¢ st nu b (fig. S I11.4)

B
A‘/D’AB$CD Fig. S.I1L.4

b, ¢ &l nu a absurd
2. Luam (‘D echivalent cu BA (fig. S IIL5). Este tot una cu @ lua A.D echi-

valent cu BC.

| I Y e

' E aiE g
!

| Fig. SIIIS [‘lg b[l[b

J 3 TR L1 7
' 3. Conform ‘problemei rezolvate obtinem AA’ echivalent cu BB’ 8 BB
—= == == 5
| echivalent cu CC’, deci AA’ echivalent cu CC’ i (iar problema rezolvata)

-3 —
( AC echivalent cu A'C’.
4, Figura S.I11.6

= —
b AB §i DC AE LB DF g FC AD EF gl B(, AF sl LC BF s ED precum
si cele obtinute prin ,,permutalea capetelor in ficcare segment orientat',

5. Figura S.IIL.7
P' | Mz % ‘C
¥ 8. F. € . M M

M M A/ E B/ Sy

M, A B

Fig. 8.II1.7 “Fig. S.I11.8

-0

134

6 moduri: iau € M, = DC, CMs= BC, CM; = % CMy AM == AD, AMy=
— —

1 { et L o S0
=AB, AMg = AM; si avem AC echivalent cu BM,, £EM, DM, M,B,

o
M, D MGF.

6. OA echivalent cu BD echivalent cu CL D este simetricul lui € fata de O,
lar E al lui B.

A N Fig. 8.111.9

8 M C

v. ﬁ, ]-3_3, N gi alte 2 triplete.
17 pag. 96

A A
1. ‘
551‘9_ i ar. B
‘ G G X
\

B(AB, AC) +>6(BC, BA) Jr:% (64, CB) — 180%
In al doilea caz se obl:me —180° care este considerat tot una cu 180°.

2; A B C rigsiniob

6(AB, AC) = 0°, X6(BC, BA) = 180°, > (CA, CB) = (° ete.

Fig. 8.111.10 a

| ar (I:
B } L
D & 4, l
|
3. sty A \E e
A B
Fig. S.I11.11 a : Fig. S.II1.11 b

5°, —90°, —45°, —90°
—120°, —90°, 30°, —90°




d

T —
=2

.

5. Dacd inlocuim @’ en a” (fig. S.111.42) obtinem:

(e, b)Y = K", @) + (¢, b) = 180° 4+ >&(a’, b').
bi

i Fig. S.111:12

s
/ :

Deci o astfel de inlocuire duce de la valoarea z la z - 180°. O noud inlocuire
va duece la 2 180° = z, ete. ’ ;
Deci doua valori z; 2 + 180°. Dublul lui di valorile 2z, 2z -+ 360°, deei una
singurd| :
6. Geometric doud: bisectoarea ~&(h k) §i ,prelungirea® ei. Se poate g1 prin
calent “6(k, k) = >t(h, b) +261b, k) deci 226(h, b) = &(k, k), dar putem adiuga

un multiplu la 360° deci ZH{f, #) = -i ~%(h, k) --180° n. Se obtin 2 valori dis-

tinete = >6(h, h) si ‘2 ~&(h, b) - 180°.
7. Vezi problema 1 3
SH(AD, AB) + (DB, DA) +>%(BA, BD) = 180°.
(OB, CD) + %(BD, BC) +¢(DC, DB) = 180"
Adun si tin seama de >¢(BA, BD) +>6(BD, BC) = %(BA, BC)
$(DC, DB) -+ >6(DB, DA) = 2{(DC, DA).
e

Suma este —360° D Fig. 8.111.13

Suma este -L 360° A

Suma este 360° (sl incd un caz
in care este — 360%)

Fig. S.111.14 B 7

Fig. 8.117.15 ‘ Suma este (

18 pag. 99

1. y(d) y(B) = A4AB ete.

9, Rezulti, daci de ex., B cste infre A si €, et U(4) U(C) = Udyu(B) -+
L U(B) U(), deci U(4), U(B), U(C) nu pot forma un triunghi.

3. Cazul 3.

4, Vezi rationamentul de la probl. 2.

5. Cel mai simplu este: in figura imagine diagonalele se taie in pirti congru-
ente. (Considerdm imaginea punctului de intersecfie a diagonalelor patrula-
terului initial, aplicim problera 4). O adaptare a ralionamentului de la
problema 2 aratd ca 3 puncie necoliniare merg in 3 puncle necoliniare.

6. Imaginea este paralelogram i folosim si problema 3.

= Problema 2 ne spune ci imaginea este formata din puncte coliniare. Fie
A, B doud puncte pe dreapta initiald, X un punct pe dreapta U(:) U (B).
Dacii semidreptele U (4)X, U(A) U(B) evineid, fie ¥ pe semidreapta AB
aga incit ¥ = U(A)X; vom avea U(Y) = X (probl. 2, 4). In caz contrar
aleg ¥ pe prelungirea semidreptei A B.

8. Cazul 3 de congruenta.

10 pag. 101
1. Translatia 7, fiind isometrie, duce un cerc dat (de centrul O §iraza R) intr-o
parte a cercului de centru T(0) si raza R. Fie X un punct pe acest ultim cerc

si fie ¥ astfel ca XV echivalent en T(0)0. Rezultd T(0)X echivalent cu oy
(problema rezolvata pag 01. deciQY are lungimea R, Y este pe primul cere, iar

— —_— .

T(Y) = X deoarece Y X rezultd echivalent cu QT(0) deecl cu vectorul trans-
latier 7.
2, Dacd O si O sint centrele, consider Too.

—_— — —_— —
3. AT(A) este echivalent cu 87(B) deci T(A) T(B) este echivalent cu AB
{problema rezolvatd pag 91. deci s-a vizut (probl. 7, set 18 pag. 99) ci 0
isometrie duce o dreaptd AB in dreapta T(4) T(B) ete.
4. Fie AB o dreaptd. Pentru a fi transformata in ea ingigi de T, (gtim ed
este dusd in una paraleld cu ea sau in ea insasi) trebuie ca punctul € = T, (A4),

——
definit de ,,AC echivalent cu ¢* sa se afle pe AB, etc. 5. Fie AB segmentul
—
dat. MN congruent si paralel cu ASB este tot una cu MN este echivalent

on AR sau ou BA, deci cu: NV este fie transformat din M prin translatia T35,

D)

Fig. 8.111.16

137




fie prin T'5%. Deci se alege IV la una din intersectiile cercului al doilea cu trans-
formatele primului cerc prin cele doud translatii. Pot fi 0, 1, 2, 3, 4 s6lutii
6. La fel 0, 1, 2, 3, sau 4 solutii. f
7. hecan netat M’ ete.

€N' = CP' = CN.

A M. B
Q NM)
Fig. 8.IIL17
o B T o
=X

8. DD' = OD, T35 = Tz deci solutie asemdndtoare cu primul caz.

, Voo i il ‘
3 g )E’ BB’ | EI | IC
C(B’)\\ 'D\\. /
g \\ \\ /1
L S v

Fig: S.111.18a Fig. 8.111.18b

—— T — g

9. S-a viizut cd din AT(A) echivalent cu BT(B) rezultd AB echivalent cu
T(A)T(B) ete. 10. Vezi problema 9. 11. Vezi problema & gi problema 2, set
15, pag. 89. 12. Nu, deoarece dacid T este translatia 7,51 A este un virf al
poligonului g1 B; = T,(A4), atunci poligonul va trebui sa contind ca virfuri
A, By, By.. coliniare gi cu AB, = BB, = B;B; = ... care rezultd toate
distincte

Fig. S.IIL. 19

A Bz B(‘ Bj

13. O dreapta (vezi probl. 4), doud drepte paralele, intersectia a 2 semiplane

determinaté de 2 drepte paralele. ,////// SIS *////{/

138

14, Fie T acea transformare, A un punct fix, X unul variabil. B = T(A).
Dacd ¥ = T(X) atunei A X echivalent cu BY deéi (problema rezelvati la pug. 91
_> : . =+ . R

XY echivalent cu AB, adiea ¥ = Ti5 (X).

20 pag. 103

- 1. Rotatie aplicatd centrului O il duce in 0’ (0" = R, (O)). Fie M’ = Ry(M).

Rotatia fiind o isometrie, O’ M’ == OM dar O’ este fix deci M' descrie cere
de aceeasi razi cu a primului. Dacd punctele € = O (coincide € cu 0) atunci
cercul se va transforma in el insusi. 2. Centrul C al rotatiei se va gdsi pe medi-
atoarea lui 00’ (linia centrelor) si unghiul 3LOCO’ poate fi construit cit vrem

de mare.

Fig. §.111.21

c

3. Rotatia este o isometrie considerdm m = B nl M), N = B, 4 (i\:) gl
P’ = R,,, (P)imaginile prin rotatie a punctelor coliniare M, NV, P. (I intre

M si P). Dacd M', N', P’ nu sint coliniare rézultd M'N' + N'P’ > M'P.
Dar MN + NP = MP dar M'N' = MN, N'P'=NP, MP= M'P’, con-
tradictie!

4. Pe semidreapta OX luim punctele 4 §i B (4 intre O si B). Deci OA +
+ AB = OB. Ele au imaginile respectiv A’, B’ iar 0’ ii corespunde ,h“, 0.
Daci A’ §i B’ nu se gisese de aceeasi parte a lui 0’ rezultii ¢l A'B" +0'A" >
> 0'B dar A'B'= AB, 0'A' =0A, 0'B'=0B. De aici contradictia. 5;
Considerdm problema rezolvatd in cazul in care d || d'. Daca rotim A cu 60
in jurul lui O, ajungem in B. Deci solutia revine la a roti pe d eu 60° in jurul
lui O si acolo unde ,rotita® lui d taie dreapta d’ avem punctul B. O solutie
diferitd se poate da si prin asemdnare considerind cd toate triunghiurile

echilaterale sint asemenea si impartind latura 0’4’ a unui ,model” ECIHI,%:L
G e Kk Soants
teral O’ A’ B' cu punctul €’ intr-un raport egal ouz=. Gagim apoi prin Thales. .

. ] et . = (13
a patra proportionald, segmentul O'D’, putem construl apol pe »model

Fig. 8.111.92

189




-

B

e,

TS i

unghiul 4’0’D’ g problema este rezolvatd. Daca d gi d' nu sint paralele
procedam totusi ca in prima solufle. : :
Avem o infinitate de solutii daca d = Hygpe () adiea 4 este chiar rotita™
en 60° a dreptel o). :

6. Rotim primul cere O cu 907 in jurul punctului fix (' i interseckam cn cereul
0. Pot4i 0,1,2,3.4 solutii. 7. Cele de 120 ¢u centrul € in centrul cerculut cirenm-
seris triunghiului echilateral dat. 8, 9. Solutii asemanatoare cu 7. 10. Daca

.0 esto ,cenbrul hexagonului® regnlat, [y .q0p0 sint rotatiile care rezolvi pro-

blema in afard de rotatia de ,argument® 0.
I1. Solitiile sint patratele punctate:

¢ B.

DB

A g srmes

| —

(C) (D)

12. Sohatiile sint hexagoanele punctate:

13. a) Cu notatiile din figura

-~
-~

C<losor 600 C

-

X

Fig. 8.I11.25
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PROBLEME RECAPITULATIVE

1. Fie G centrul de greutate al trivnghiului. Pentru ca medianele se mtersec-

teazd la doud treimi de virt si o treime de .baza®, vezultd BG = 3, GC = 4 oo,

Folositi reciproca teoremei lui Pitagora, <7 BGC = 90°, si teorema lui Pita-

gora i AC = /73, AB = |[/13.

2. Folosim faptul ci tangentele duse dintr-un punct la un cerc sint congruente,

aici BC = AD = 5. Apoi, fie prin teovema lui Pitagora aflind indltimesn, fie

prin teorema inaltimii allind vaza cercului inserig, obtinem r = 2.

3. a) Triunghivrile au unghiuri congruente. :

by In AOCA, C 0AC = I COA = 36° deci C4 =0OC. Dar 5 ANCAB este

isoscel dect CA = AF.

4. Pentru a, b, se foloseste problema precedenta; ¢) Prin asemanares triun-

hiurilor ACB gt OAB; d) Se efectueazd inmultirea in membrul drept. Din

¢) si d) rezultd ca produsul este 0 cind unul din factor este 0, deci numai
S e

=t M—l/”,,,’ —-

5. Aplicind teorema lui Pitagora, se ajunge la eouatia 64 — 16 ¢ 4 2% 4 16 =

= 2 decl & == b.
6. Din asemdnare vezulta ca R:—= R R, si de alei oblinem relatiz imediatii

1 T

(In fond, se puate exprima s tg 05V T in trei moduri).

7. Patrulaterul OM BN este dreptunghi, deci MN = OF.

8. Triunghiul AP M este dreptunghi i ave un unghi de 50% Deci AMPA =
- 40°. Punctul P vede segmentul tie sub un unghi de 40° cind M,V sint SeImi-
cercuri diferite determinate de A5, fie de 1407 cind siut pe acelasl semicerc.
Deci P descrie un cerc. :

9. a) OF = OD (mediane 1 triunghiuu dreptunghice cu aceeagl ipotenuza).
i 97 EOD este unghi la centru care subintinde acelagi arc cu unghiul inscris
X EBD —= 30° (Patrulaterul BEDC este inscriptibil); b) OF este minim cind
BC este minim, deci cind este perpendicular pe AB - BC in acest caz este
21/34i OF =3. ‘

10. Considerdm ,jumitate” din dreptunghi determinat de o diagonala. Tri-
unghiul dreptunghic astfel format are indltimea corespunzitoare ipotenuzei,
masimi atunci. cind aceasta este egald cu raza. Deci dreptunghiul céutat
este patratul g aria sa va fi 2. :

1. 1;“ 12. Din asemanarea triunghiului 7 MA cu A A MQ (fig. S.R.1) 5 aplicind

puterca punctului M fatd de cerc, se obtine relatia ceruta.
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13. Se compard triunghiurile BDA si BCD. Cercul circumseris AABC este
tangent la dreapta BD. Se foloseste puterea punctulul.

Fig.8.R.A

14 v, Y = ﬁT 15. Triunghiul AEAC = A ABG. De asemenea
g ! ; o 14 &g

A AEH = AAGJ  ete... 16, § = R22)2 —1). 17. § = 256. 18. . = %

4. a0 a-—?——I”@;g; ﬁV’J‘_VS—;E; av-ml?——ﬁ- 2 3;-:_—%:-
4 -3 3- 3 5

al5 . a3 (entrul de simetrie este intersectia celor doua
9

=

190 5=

=12 22. MN =—5 ! | By
axe. Nu, contraexemple: paralelogramull 24, Se aplicd reciproca teoremei lui

e ES 8. :
Pitagora. Raza cautata este Bli, unde B este raza cercului initial~25. 1) Se
aratd cd X AMN + X MND = 180°; 2) Un segment de dreapta paralel cu
AB si de doud ori mai mic (se completeaza, prelungind AC si BD. un parale-

logram); 3) Mediatoarele din enunt sint si bisectoarele unghiurilor 5 si A.
in fond, chiar mediatoarele din enunt, sint Wixes 4) CD = V3% + a* — 3ax.

96. a) Ortocentrul descrie un arc capabil de suplementul 1I1r1gh}ul‘u1 _—li,
deci simetric cu ,celilalt* arc. h) Se determina pozitia acelur .Vl.ﬁ_‘ j—luﬂbtﬂ'{l]l
impreuni cu un capat al indltimii g1 cu sllmetrlmullm_tocegtruhu Vi_agu dfe .m'alla a ‘r
capit determind cercul circumscris Ll:mpg"hm{m ete. 27 Consider J].“i(,Jf.} EE_‘E
‘rezolvata, prelungim CC’ pind taie z’i ? in .('1‘ filll_(‘,Bl].L din B paralels .[—-'
1a CC' (E € A'B') si constatdm ca A’ B’ este 111}-par‘[.1t‘t'ie’E’ Sl'c(;}’m’ Li)[:; %azj
congruente. Analog, proceddm pe celelalte doud laturi A'C’ 5i C'B . 28,8 =

. |
= 2a + b) ab. 29. Se aplica teorema lui Thales de 4 ori, I =

&

\1ﬂ£

aplica teorema bisectoarei §i faptul cd hisectoarea unghiului A trece prin mij-
- ; = o 3 1A T :; . .

locul arcului BC. 31. TS :VG. 32 r_a) /_xAOb?f\ A‘A_()(:, unglalu.}_J l.'Plf!“,l D

tiind suplimentare, triunghiurile fiind isoscele si subintingind unghiuri la cen

3§ T L e ol ik 7 tg 1]_—'V§}4'lu-l/£-
tru de masuri egale, b) D sa fie piciorul inaltimii. 33. =l*| & G 5

S ; P b*¢*
3123 oE be I T LT -
€ 2 o= ) c S AT ¢
34, mh: T oo AR +e L VEEte 1 (b +ec+ B+ 1)

" 86. Daca AR n-ar i paralel cu CD, si daca s-ar intilni in partea st}ﬂga a
- figurii 11.59, atunci inalfimea din D _AAMD ar fi mal miea deul.tl, 1;1;{_1{411?59:4
din Q a A BNQ si de asemenea indltimea din # a A MDP ar %} mai mica
decit inaltimea din B a A BCQ; deci, ar rezulla aiia 4 MPD < aria BNQC.
37. 8 cm. _
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13. Se compard triunghiurile BDA si' BCD. Cercul circumseris ANABC este
tangent la dreapta BD. Se foloseste puberea punctulul.

Fig.8.R41

i 15. Triunghiul AEAC = A ABG. De asemenea

.

14, x:l—j‘? 2o

ke \
NAEH — AAGJ ete... 16. 8= R¥2J2—1). 17. § =256. 18. & = —.
_ a P V?b’a—#:_ VzlpIsT:e_ a1. :,:'3:
19. S:;:- 20. Q‘T, @ 3 5 @ 3 ’ L 5

| al% : i . i g
=12 22. MN = _l{f. 923, Centrul de simetrie este lnte?sect'ld celor r}.oua?
axe. Nu, contraexemple: paralelogramull 24, Se aplicd reciproca teoremei lui
RY3 o 2 g I
Pitagora. Raza cautata este l ° . unde R este raza cercului initial~25. I) Se
aratd cd X AMN + X MND = 180°; 2) Un segment de dreapta paralel cu
AB si de doua ori mai mic (se completeaza,lpre;hulgmcl AC si BD, un ;"Ja,ul'al?m
logram); 3) Mediatoarele din enunt sint si bisectoarele unghiurilor B gi A.
] 1 3 . — [ 32 P e
in fond, chiar mediatoarele din enunt sint ,fixe®; 4) €D ‘f]/ Ja? + a? — 3aw.
96. a) Ortocentrul descrie un arc capabil de suplementul unghiului 4,
deci simetric cu ,celilalt® arc. b) Se determind pozitia acelui virf . Acest virt
impreuni cu un capit al inaltimil i cu simetricul ortocentrului fati de celdlalt
capit determina cercul circumseris triunghiului ete. 27. Consider problema
rezolvatd, prelungim CC’ pind taie A'B' in Cy, ducem din B Raralel‘a BE
la CC’ (E € A’B’) gi constatiim cid A'B’ este impdrtih de ,E, 51.(31'”1’ tl;f‘.l parti
] 3 5 : 5 laturl A £ iy
congruente. Analog, procedam pe celelalte doua laturi A'C’ si C'B’, 28. §

. 120 & Q
— 9(a + b))/ab. 29. Se aplici teorema lui Thales de 4 ori, ! =—. 30.8e

)

alt

aplicd teorema bisectoarei si faptul cd hisectoarea unghiului 4 trece prin mij-
5 o6 )/ b s X

locul arcului BC. 31. TS =16. 32. a) AAOB ~ AA'() C", Uﬂz‘l,h“f_f_!]PlWQ D

fiind suplimentare, triunghiurile fiind isoscele si subintinzind unghiuri la cen-

ATEENe el ST ) e
 tru de misuri egale. b) D sd lie piciorul inaltimii. 33. l? (g“V" =

"‘H'—’VIT % be 2 b2 ol
£ g =lx 2 = — 22 _— D Tl
oy 2 B T | (b ¢+ (VP 1)

36. Daca A B n-ar [i paralel cu CD, s daca s-ar intilni in partea stingd a

Cfigurii 1159, atunci inaltimea din D AAMD ar fi mai mica decit iné.li,u-'gea
din O a A BNQ si de asemenea indltimea din M a A MDP ar fi mal mica
decit inallimea din B a A BCQ; deci, ar rexulta «wita A MPD < aria BNQC.
37. 8 cm.
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