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EXERCITII §| PROBLEME RECAPITULATIVE
DIN MATERIA CLASEI A VI-A

EXERCITH

1. (oral) Folosind cuvintele necesar §i suficient, separat sau impreund,
enuntati:

a) Cazurile de congruent a triunghiurilor oarecare.

b) Cazurile de congruentd a triunghiurilor dreptunghice.

¢) Proprietatile paralelogramului, pundnd in evidentd si pe cele caracteristice. ‘

2. (oral) $tim cé intr-un triunghi suma a doud laturi*' este mai mare decit
cea de-a treia laturd. Este aceasta o conditie necesard pentru ,constructia® lui?
Sau numai suficientd? Sau gi necesard §i suficientd? Formulati o propozitie care
sd exprime acest fapt utilizind cuvintele , dacd sau numai dacd" sau ,daca si
numai daca“.

3. (oral) Enuntati proprietatile necesare §i suficiente pentru ca:
a) un paralelogram sa fie romb;

b) un paralelogram si fie dreptunghi;

¢) un dreptunghi sé fie patrat,

d) un romb si fie pétrat.

= A. TRIUNGHIUL

- 4. Ilustrati grafic:
a) Medianele [44°], [BB'], [CC’] ale triunghiului ABC in care: A? = 4 cm,
BC=6cm, CA =8 cm, iar A’ € (BC), B’ € (CA), C’ € (AB) si A4’ N BB’ = {G}.
b) Bisectoarele [MM’, [NN’, [PP’ ale triunghivlui+ MNP, in care
MN = 4,2 cm, m(<NMP) = 70°, m(<MNP) = 50°, iar M’ € (NP), N’ € (MP),
P’ € (MN)§i MM’ N NN’ ={I}. ™

*) YVom folosi de aici inainte de multe ori expriméri de forma: ,suma a doud latu.rl“‘,?n loc de ,,suma
lungimilor a doud laturi®, pentru a scurta exprimarea.
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¢} Inaltimile [4,4",], [B,B,'], [C,C)] ale triunghiului 4,8,C,, daca:
1) 4,8, = 4,6 cm; m(<B,A4,C,) = 60° m(<4,B,C,) = 70°;
2)A\By =4 cm; m(<4,8,C;))=90% B,C, =3 cm,
"3)A4By = 3,5 ¢m; B,C; = 5 cm; m(<4,8,C)) = 110°, unde A] € B\Cy;
B € Ci4;; C{ € A\B,s5i4,A] NBB| = {H,}.

5. Fie triunghiurile:
‘a) ABC, in care: AB =3 cm, BC = SOmm CA=0,3 dm;
b) A’B’C’, in care: A'B’ =3 ¢cm, B'C’ = 0,5 dm, C’4” =0, 32 dm;
¢) A\B,C, in care: A8, =4 cm, B,C, = 40 mm, ClAi 0,4 dm;
d) MNP, in care: MN = 40 mm, NP = 6 cm, MP = —3- din NP;
e) M'N'P’, in care: M'N’ =5 em, N'P'= 0,5 dm, MP’ = _ﬁ{ji_\f’_;ﬁg
1) Precizati, dupd caz, in care din aceste triunghiuri sunt:
a) Numai doua unghiuri congruente intre ele.
b) Toate unghiurile congruente intre ele.
¢) In care din triunghiurile de mai sus nu exista unghiuri congruente intre ele.
2) Calculati perimetrul triunghiului, in fiecare caz in parte.
La exercitiile 69, justificati rdspunsurile date, scriind in caietele voastre ce
proprietati ale triunghiurilor ati folosit.
6. In triunghiul ABC, cu [4B] = [4C] 5i D € (BC):
a) Dacd <BAD = <CAD i DC = 4 cm, calculati lungimea segmentului [BD].
Este adevarat ¢cd 4D L BC? Punctele B si C sunt sau nu sunt simetrice fatd de
dreapta AD?
b) Dacd m(<BAD) = 23°, m(dCAD} = 21° 120’ si DC = 7 cm, calculati
lungimea laturii [BC). Este adevarat ¢ m(<ADC) =90°?
¢) Dacid m(<BAC) = 70°, m(<LBAD) = 35° $i BC = 9 cm, calculati lungimea
segmentului [8D]. Este adevirat ca <ADB = <4ADC?
d) Dacd m(<BAD) = 40° m(<LCAD) = 36°239'60”, calculati misura
unghiului BDA. Cercetati dacd [BD] = [DC] si daca dreaptd AD este axa de simetrie
pentru punctele B si C.

7.1n triunghiul A4BC cu: [4B]=[4C], D€ (BC) si m(IBAD) =
= % ‘m (<BAC), cercetati daci:

a) Segmentul [4D] este inclus in bisectoarea unghiului BAC.

b) Bisectoarea unghiului B4 C este inclusd in mediatoarea laturii [BC].

¢) Indltimea triunghiului ABC corespunzatoare laturii [BC] se confundi cu
mediana triunghinlui 4BC corespunzitoare aceleiasi laturi [BC].

8. In triunghiul 4BC cu: <ABC = <ACBsi D € (BO).

a) Dacd AB = 6 cm, AD 1 BC si m(<BAC) = 35°, calculati lung,imea laturii
[AC] si médsura unghlulm BAD. Precizati dacd triunghiul 4BC are sau nu are o axi
de simetrie.
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'b) Dacd AB + AC 24 cm i <ADB = <ADC, calculap lunglmea laturii [4B).
Cercetati daci <BAD = <{CAD i [BD] = [DC].

c)Dacd perimetrul triunghiului ABC este de 20 cm, BC=4cm i
BD =2 ¢m, calculap lungimea laturii [45] si mﬁsﬂra unghiului 4DC. Este adevirat

cd m(<BAD) =— 'm (<BAC) §i ci dreapta AD este axdi de simetrie pentru

segmentele [4B] ;n [4C]? Triunghiul ABC are cel mult sau cel putin o axd de
simetrie? _ _ .

9.1n triunghiul ABC cu [4B] = [AC], D € (BC), E € (CA), F € (AB},
ADNBE={0}, <BAD=<CAD, CFlAB, AE=EC, AB=6cm i
BD=3cm. \ ]

a) Calculati perimetrul tnungh.lulm ABC si m(<BEC).

b) Cercetap «dacd dreptele AD §i BE sunt perpendiculare pe dreptele BC si

respectiv C4 :;1 dacd CF este axd de simetrie a triunghiului ABC. Tnungluul ABC
are cel mult sau cel putin o axi de simetrie?

c) Cercetati daci <ABC= <ACB i <ACB=<BAC.

d) Dreptele AD, BE si CF sunt concurente douﬂ cite doud in puncte diferite
sau sunt concurente toate in acelasi punct?

¢) Dreptele AD, BE si CF sunt Identlce cu mediatoarele sau cu bisectoarele
triunghiului ABC?

f) Cercetati dacd OD = OE = OF.

g) Exprimarea: in triunghiul echilateral 4BC segmentul [4B] este simetricul
segmentelor [4C] si [BC] este incompletd. @are este exptimgrea completa?

B. PARALELISM

-

La exercn[nle 10—16, justificati riispunsunle date, scrund in caletelc voastrc ce
proprietéti ale figurilor geometrice a§1 folosit.

Drepté paralele

10. a) Scrieti definitia dreptelor paralele §i axioma lui Euclid. :

b)Dacid e a §ia || b, care este ilustrarea graﬁcﬁ a axiomei lui Euclid?

11. In figura 1 gtim i d, || d;. Cercetati dac: :

a) <Ay = 4By b) 44, = 4By; ¢) 4B, = <By; d) m(<4,) + m(<B,) = 180°;
¢) m(<4,) + m(<B,) = 180° ) In ipoteza suplimentard c& m(<(4,) = 24°, calculati:
m(<{4;); m(<B,); m(<B3).




d 12. in figura 1, daca gtim ca:
/ a) <A, = <B,, este adevirat cd d, || d,?

" 41 - b)<4A,= 4B, este adevirat ci d, || d;?
c)m(<4,) =27° si m(<B,) = 153°, cerce-

8
2 tati dacé d, || d.
J3/74 d2 N
/ d) m(<(43) = 48° §i m(<B,) = 132°, cerce-
Plg 1 tatl dacﬁ d| " dg.

Unghiuri cu laturile respectiv paralele

13. Despre unghiurile 4OB si 4,0,B, stim c&: A0 || 4,0, BO | 8,0,, [ON
este opusd semidreptei [04, [O,P este opusd semidreptei.[0,B; §i m(<AOB) = 2075
Cercetati dacé:

a) m(<4,0,B,) = 27°% b) m(<40B) + m(<4,0,P) = 180°%

¢) m(<4,0,B,) + m(<{BON) = 180°% d) m(<4,0,P) = 153%

e) m(<BON) + m(P0,4,) = 306°;

f) 360° — 2 - m(<AOB) — m(<BON) —-m(<4,0,P) = 0°.

Suma mdsurilor unghiurilor unui triunghi

14. Fie ABC un triunghi, D € BC (C intre B §i D), CE || AB, unde 4 §i E
apartin aceluiagi semiplan determinat de BC §i P € (4B),,

a) Folosind ipoteza CE || AB, demonstrati cd in triunghiul ABC suma
masurilor unghiurilor triunghiului este egald cu 180°. .

b) Este adevirat cd dacd <ACP = {BCP §i m ({ACE) = % -m(<LACD), atunci

CP1 CE?
15. Fie ABC un triunghi. Este adevarat ca:
a) Daci AB L AC, atunci m(<(B) + m(<C) = 90° §i m(<B) < 90°, m(<C) <90°?
b) Daca AB = AC, atunci m(<(B) < 90° §i m(<{C) <90°?

¢) Daci AB L BC 5i m(<C) = 30°, atunci AB= % ACH

Unghiuri cu laturile respectiv perpendiculare

16. Despre unghiurile MOP si SOT stim urmdtoarele: OM 10S, OP 1 OT,
[OT interioard unghiului SOV, [OV si [OM sunt semidrepte opuse, ca i [OR §i [0§
si m(<MOP) = 35°. Cercetati daca:

a) m(<SOT) = 45° b) m(<ROT) = 145° ¢) <ROT = 4POV;

d)OT L OP: ¢) OV L 08; f) m(<POS) = 55° g) [OS este bisectoarea
unghiului MOV.
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C. CONGRUENTA TRIUNGHIURILOR

At

In exercitiile 17-27, stabiliti, pentru fiecare exercitiu in parte, daci perechile
de triunghiuri sunt congruente, indicind cazul de congruent? si care sunt elementele
Lrespectiv congruente® (congruen;a elementelor omoloage)

17.in triunghiul ABC, AB = 6 cm, BC = % em §1 m(<B) = 40°, iar in.
triunghiul MNP, MN = 0,8 dm; MP = 60 mm si m(<}) _-— -60°.

18. In triunghiul 4,8,C,, 4,8, =5 cm, m(<IB'L) 24° 5i m(<Cy) = 56°, iar in
triunghiul MNPy, N\ Py = 0,05 m, m(dNy) = —2— 483 m(<Py) =100° :
19. in triunghiul 4,B,C5, 4,8, = 13, 4 cm, Bz¢2 =8,2 cm §i C4; = 7,5 om, 1ar'

“in tl'luﬂghlul MzNsz, MzNz =(0,12 dm szg 1 34dm P;‘INZ 75 mm.

20. in triunghiul 438,C;, A;3B; =7 cm, m(d}.};)_ = 34°, si m(<IC3) = 68°, iar in
triunghiul MyN3P;, M3N; = 7 cm, m(<{Mj3) = 78° §i m (INy) = 34°.

21.in triunghiul A’B’'C’, A'B’ + A’C’ = 32 cm, perimetrul triunghiului
A'B'C’ = 40 em i m(<B") = m(<C"), iar in triunghiul M’'N’P’, M'N’ = M'P" =
=16cmgi NP’ =8 cm.

22. In triunghiul 4,8,Cy, 4,84 = 10 em §i m(<By) = m(<4y) =-25°, iar in
triunghiul MyN,Py, MyN, = M4P, = 100 mm gi m(<{M,)= 130°.

23. in triunghiul AsB5Cs, BsCs ='12 em, CsAs L AsBs gi m(<(Bs) = 56°, iar in
triunghiul MsNsPs, m(<Ms) = 90°, NsPs = 1,2 dm §i m(<Ps) = 34°.,

24, In triunghiul 4B¢Cs, A¢Bs =9 cm, AsCs = 3 om i m(<4q) =%-180°, iar
in triunghiul MgNePs, NgPs = 90mm, MNg = —1- -NePo §i Mo L NoPe
25, In triunghiul OST, m(< O) = 90°, OT = 8 cm si m(<IS) = 30°, iar in

triunghiul DEF, EF L DE, DF = 16 cm i m(<{D) = 60°.

26. in triunghiul 4BC, 4B = 3 ¢cm, BC = 4 cm i in(QBT== 90°, iar in
triunghiul MNP, m(<N) + m(<P) = 90°% MN + MP =7 cm §i MP =3 cm.
~ 27.0n triunghiul UVT, m(<U) + m(<T) = 90°, perimetrul triunghiului
UVT=12¢cm, UT=5 cm §i VT UV =1 cm, iar in triunghiul KLM, m(<L) = 90°,
KM=15 cm, KL= 3 cm. i .

D. PATRULATERE

28.1n patrulat.eml convex ABCD in care [4C] este o diagonald si:
a) m(<4) = 70°, m(<B) = 120° §i m(<C) = 60°, calculati m(<{D);
b) m(<B) = 85%5i m(<C) = 98°, calculati m(<4) + m(<D);




¢) m(<ABD) = 35°, m(<A4DB) = 55°, m(<DBC) = 20° i m(<CDB) = 70°,
calculati m(<{BAD) i m(<BCD). -

d)4CNBD = {0}, AC L BD, [BO] = [OD], m(<ADB) = 30° sim(<CDB) =
= 60°, calculati m(<BA4D) $i m(<BCD). Este adevérat ci [BC] = [CD] = [BD]? Dar

ol A()z%-AB? :

e) 44 = <C si m(<B) =-m(<LD) = 130°, calculati m(<{4). Este adevirat ci
AB||DCsiAD || BC?

f)AC N BD = {0}, [40] = [BO] = [CO] §i m(<4DC) = 90°, calculati
m(<ABC). Cercetati dacd O este mijlocul segmentului [BD] si daca laturile opuse
ale patrulaterului ABCD sunt paralele.

g) [AB] = [AD], m(<DAB) = 90° §i ADAB = ABCD. Calculati ma-
surile celorlalte trei unghiuri ale patrulaterului 4BCD. Cercetati  daca
AC LBD.

E. PARALELOGRAMUL

29. Folosind o proprietate carcateristici a paralelogramelor relativd la
diagonale, ilustrati grafic paralelogramul MNPQ §i diagonalele lui [MP] si [NQ]
(MPNNQ ={0}).

# *

La exercitiile 30-32 justificati raspunsurile date scriind in caietele voastre ce
proprietéti ale paralelogramului ati folosit.

30. In paralelogramul MNPQ (MP N NQ = {0}) cunoagtem:

a) MN =5 ¢cm i NP = 8 cm. Calculati MN + NP + PQ + OM.

b)MN =5 cm §i MN + NP + PQ + OM = 12 cm, Calculati lungimea
laturii [NP]. )

¢) m(<MNP) = 40°. Calculati m(<NPQ) si m(<PQM).

d) NQ =8 cmgi PO=3 cm. Calculati lungimile segmentelor [NO] si [MP].

31. In patrulaterul convex 4,8,C,D, (4,C, N B,D, = {0:}), cunoastem ci

A]B; " Dicl §i AIBI e D1C1 = 3 cm. Este adevirat cia AiDl “ B[Cl §1 ca
[4,D,] = [B,C)]? Stabiliti dac punctele B, §i Dy sunt simetrice fatd de punctul Q.
Descoperiti alte doua puncte simetrice fata de O,.

32. Fie ABCD un paralelogram ([4C] diagonali) de centru O si d o dreapta
care contine punctul O. Dacd d N 4B = {E}, d N CD = {F}, d n BC = {G},
d N DA = {H}, stabiliti care dintre punctele E, F', G, H sunt simetrice fata de O.

Este adevirat ci segmentele [4F£] si [CF] sunt simetrice fata de O? Cercetati
dacd segmentele [4H] i [CG] sunt simetrice fati de O. g
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F. DREPTUNTGHIUL

33. Folosind o proprietate carcateristicd a dreptunghiurilor relativd la
diagonale, ilustrati grafic dreptunghiul MNPQ si diagonalele lui [MP] §i
[NQ] (MP N NQ ={O}).

34. Scrieti proprietitile comune paralelogramelor §i dreptunghiurilor. Scrieti o
proprietate comuna patrulaterelor convexe §i dreptunghiurilor.

*
%* *

La exercitiile 35-37 justificati raspunsurile date, scriind in caietele voastre ce
proprietdti ale dreptunghiului ati folosit.

35, In dreptunghiul MNPQ (MP N NQ = {0}) cunoagtem:

a) MN = 7 cm si NP = 3 cm. Este adevirat cd perimetrul dreptunghiului
MNPQ este egal cu 20 cm? Cercetati daci m(<OMN) + m(NPQ) =
= m (<MNP) + m(<POM).

b) MP = 5 cm. Calculati MP + NQ. Este adevérat cd OM + ON = 5 cm?

¢) m(<ONP) = 20°. Calculati m(<QMP). Este adevirat cd m(<NQP) = 70°?

36. In patrulaterul convex A,B,C,D, punctul O este intersectia diagonalelor
[4,C1] §1 [B,D1]. :

a) Dacd m(<04,B,) = m(<0,8,4,) = m(ﬂiO C\Dy) si A\D, || B\C,, calculati
m(<A,B,C)).

b)Dack  ADIBCi. ABIDC, s OB = ;— AC,,  calculati

m(< 4,D,C)). Este adevarat ci [4,C,] = [B,D,]?

37. Fie ABCD un dreptunghi ([4C] diagonala) de centru O si d o dreapté care
contine punctul O.

a)Daci d N AB = {E}, d N BC = {G}, d N CD = {F}, sid N AD = {H},
stabiliti care din punctele E, F, G, H sunt simetrice fati de O.

b)Daca d|| 4B, care dintre laturile dreptunghiului sunt simetrice fatd de

dreapta d?
c)Dacd d L AB, care dintre laturile drep‘lunghmhn sunt simetrice fati de

dreapta d?
. ROMEL!

38, Folosind o proprietate caracteristicd a romburilor relativa la diagonale,
ilustrati grafic rombul ABCD cu diagonalele lui [A(] §i [BD} (AC N BD = {0}).
30. Scrieti proprietitile comune paralelogramelor i romburilor.

*
* *

La exercitiile 40-41 justificati rispunsurile date, scriind in caietele voastre ce
proprietiiti ale rombului ati folosit.




40. In rombul ABCD (AC N BD = {0}) cunoagtem:
a) AB = 7 e¢m, Caleulati perimetrul rombului.
b) m(<BAD) = 20°. Calculati m(<04AD), m(<BCD) si m(<ABC). Cercetati

- dacd m(<COD) = 90° §i m(<4DC) = 140°.

¢) [4B] = [BD]. Calculati m(<BAD), m(<ADC) si m(< CBD).

d)Me (48), N € (DC) §i ci punctele M, O, N sunt coliniare. Demonstrati ca
punctele M §i N sunt simetrice fayi de O. (Cercetati §i situatiile in care M = 4
sauM =B).

41.In patrulaterul convex MNPQ, in care [NQ] este o diagonala si
NQ N MP = {0}, cunoagtem: :

a) MN=NP=PQ = QM= 1 cm. Cercetati daci MN || QP.

b) MN || OP, NP || MQ si m(<MON) = 90°. Stabiliti daca [MN] = [NP].

¢) MN || QP, [MN] = [QP] §i <NMO = <QMO. Demonstrati c& [MN] = [MQ].

H. PATRATUL

42. Folosind o proprietate caracteristici a patratelor relativd la diagonale,
ilustrati grafic pitratul ABCD §i diagonalele lui [4C] si [BD] (4C N BD = {0}).
43. Enumerati proprietatile comune dreptunghiurilor §i patratelor . Scrieti o

- proprietate comund patrulaterelor convexe, paralelogramelor si patratelor.

#*
* *

La exercitiile 44-46 Justifica(i raspunsurile date, scriind in caietele voastre ce
proprietiti ale pitratelor ati folosit.

44. In pitratul ABCD (AC N BD = {0}) cunoastem:

a) AB = 3 em. Calculati 4B+ BC + CD + DA. Este adevirat ci m(<ABC) +
+ m(<LCDA) = 180°?

b)OB = 1 cm. Calculati AC. Este adevdrat ci m(<BOC) = 90° §i
m(<BCO) = 45°7

¢) OE || AD (E € (DC)). Calculati OF, dacd AD = 3 cm. Este adevirat ci OF
este mediatoarea segmentului [45]?

45, in patrulaterul convex 4,B,C,Dy punctul O, este intersectia diagonalelor
[4,C] $i [B,D,].

a) Dacd AIB] ” D|C1, m(QA,DICl) " I'D(QBIC]DJ =5 180°, m(dAlBlC[) i
= 90° si m(dB,Cid;)) = 45°, calculati m(<4,0,B,). Este adevdrat ca
[DiC)] = [D1A]?

b) Daci AICI il BID;, O[Al = OIBI = O]D] §i AID] ” B|C|, calcu!a{i
m(<B,C,D,). Este adevirat ci [4,8,] = [B,C,]?

46. Fie ABCD un pitrat ([AC] diagonald) de centru O $i d o dreaptd care
contine punctul 0,
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a) Daci d | AB sid [ BC, notati cu M, N, P, Q intersectiile dreptei d respectiv
cu AB, BC, (D, DA. Care dintre aceste puncte sunt simetrice fata de O?

b) Dacd [BD] < d, cercetati dacd [4B] si [4D] sunt respectiv simetri cele
segmentelor [CB] si [CD] fata de d. Care este simetricul lui B fata de d?

¢) Daci d || AB, este adevdrat ci [4B] este simetricul lui [DC] fata de d?

dyDaca d L AB, care sunt simetricele segmentelor [40] si [DO] fatd de
dreapta d? Dar simetricul punctului O fatd de d? '

TRAPEZUL

47, Folosind proprietatea caracteristici a trapezului isoscel relativd la
diagonale, ilustrati grafic trapezul isoscel ABCD si diagonalele [AC] §i
[BD] (AC N BD = {0O}).

48. Scrieti proprietatile comune:

a) patrulaterelor convexe gi trapezelor; b) paralelogramelor si trapezelor.

La exercitiile 49-50 justificati raspunsurile date, scriind Tn caietele voastre
care dintre proprietitile trapezelor ati folosit.

49. In trapezul isoscel ABCD, in care ACN BD = {0}, cunoagtem:
a)AB=DC=3cmsiAD =%--3Cw 4 cm. Calculati 4B + BC + CD + DA.
b) A0 = 1 cm i BO = 3 cm. Caleulati AC + BD.

¢) m(<DBC) = 15° i m(<BAD) = 120°. Calculati m(<CDA) si m(<LACD).

50. In patrulaterul convex 4,8,C;D, in care 4,C, N B,D, = {0, }, cunoastem:

a) 4,D, || B,C;, m(<4,8,C)) = m(<D,C,B,) = 40° si D;C; = 4 cm. Calculati
lungimea segmentului [4,5,].

b) 4D, || B,C;, 0,8, = 0,C; = 6 em §i 0,D, = 2 cm. Calculati lungimea
segmentului [4,C]. :

C)AID]. H B]CF, B|D| i DlCl §i A|.B] oyl D[f,‘]=%'BIC1 Este adevirat cd
[4,C,] = [D,B,]? Calculati m(4D,B,Cy) §i m(<B,CiDy).

LINIA MIJLOCIE [N TRIUNGHI $I TRAPEZ

La exercitiile 51-55 justificati raspunsurile date, scriind in caietele voastre ce
proprietiti ale triunghiurilor sau trapezelor ati folosit.

51. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, D, E, F mijloacele laturilor (D € (4B),
E € (BC), F € (A0)) si A, A, picioarele inil{imii, respectiv bisectoarei din 4 ale
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acestui triunghi. Notim 44, N DF = {P}, A4, N DF = {R}, AE N DF = {5}
Cercetati daca: .

a) DF || BC; b) [DF] = [BE]; ¢) FE || AB; dy DE ~—-;— AC; e) [AP] = [PA);

) [AR] [RA4]; g) Patrulaterul ADEF este paralelogram; h) [DS} [SF];
i) PR =5 ‘A Ay,

32. Presupunem ci triunghiul ABC din exercitiul 51 este isoscel (<8 = <€ ).
Cercetati daci:

a) P = R = § (puncte identice); b) P € {AE) c) AE 1 DF; d) patrulaterul
ADEF este romb.

53. Presupunem ca tnungh:ul ABC din exercitiul 51 este isoscel i
dreptunghic (m(<{A) = 90°). Cercetati daca:

a) [DF] = [AE]; b) DF 1 AE; ¢) AE =%‘BC; d) punctul § este egal depirtat

.

fatd de punctele 4, D, E, F; e) patrulaterul ADEF este pitrat.

54. Fie ABCD un trapez in care AD || BC, [BD] este o diagonald, [EF] este
linie mijlocie (E € (4B)), AD = 6 cm $i BC = 8 cm. Notam EF N BD = {P} si
EF N CA = {R}. Cercetati daci:

a) EF || AD; b) EF =7 cm; ¢) EP=RF =3 cm; d) PR|| BC: €) PR = 1 cm.

55. Fie MNPR un trapez isoscel (MR || NP, [NR] diagonald §i [MN] = [RP]) in
care MR = 6 cm. Paralela prin M la RP i paralela prin R la MN se intersecteazi
intr-un punct § care apartine bazei [NP]. Calculati lunglmca liniei mijlocii [EF] a
trapezului MNPR.

K. PROBLEME

56. Daca ABCD este un paralelogram si dacé indltimea din 4 pe CD este
congruentd cu cea din 4 pe BC, atunci paralelogramul este romb.

57. Intr-un patrulater convex diagonalele sunt si bisectoare. Precizati natura
lui (cu ce patrulater avem de-a face).

58. Pe laturile [4B], [BC], [CA] ale unui triunghi luidm respectiv punctele
€' A, B Demonstra;: ca perimetrul triunghinlui 4BC este mai mare decit cel al
triunghiului A"8°C”,

59. In triunghiul 4BC unghiurile B §i C av respectiv 70° §i 60°. Fie [BB],
[CC] inaltimi si [BD bisectoare. Sa se determme misunle unghiurilor triunghiului
format de dreptele BB, CC’, BD.

60. Fie ABCD un patrat si punctele M, N, P, Q respectiv pe laturile [4B],
[BC], [CD], [DA4], astfel incat MP L QN. Demonstrati ci [MP] = [QN].
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61. In triunghiul OAB din figura 2 segmentele
[AC], [CD], [DB] sunt congruente. S se demonstreze
cd unghiurile Oy, 0,, O; nu pot fi toate congruente
intre ele.

62. Dindu-se patru puncte M, N, P, Q, desenati
prin fiecare din ele cite o dreaptd astfel incét ele s
determine un pétrat. 3

63. Fie B, C puncte fixe. Se gtie ca indltimea din
A a ftriunghiului ABC are 2 cm. Care este locul
geometric al punctului A?

64. Se da triunghiul isoscel ABC ([4B] = [AC]),
fie [AH] indltimea din 4 §i P un punct oarecare

pe baza [BC]; perpendiculara in P pe baza intersecteaza dreptele AB si AC respectiv

in M si N. 84 se arate ci:
a) Triunghiul AMN este isoscel.

1
b) AH = 5 (MP + NP). Si se deduci de aici ci suma MP + NP este constanta

cind P parcurge segmentul [BC].

Fig. 2

c) Care este locul geometric al mijlocului D
segmentului [MN]?

65. Triunghiul A4BC este isoscel cu
[AB] = [AC] si unghiul 4 cu mésura de 100°.
LPrelungim® latura [4B] cu segmentul [BD]
astfel incit [4D] = [BC]. Se cere misura
unghiului 4DC. (Indicatie: se completeaza

trapezul isoscel ACED, unde DE || AC.) A

66. In interiorul patratului ABCD se ia un

punct £ astfel incédt triunghiul ABE si fie

echilateral (fig. 3).
a) Sa se demonstreze cd triunghiul £CD este isoscel.
b) Sé se determine masurile unghiurilor 4ED §i CDE.

Fig. 3
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I. CERCUL
§ 1. CERCUL. DEFINITII

Definitie. Dacd se da un punct fix O si un numdr pozitiv » i consideram
toate punctele care se gasesc la distanta » de punctul O, multimea acestor puncte o
vom numi cerc de centru O si de razi r §i putem s-o notim € (O, 7).

Definitia cercului © mai putem formula si astfel:

ity

Se nuy

cere locul geometric al punctelor egal departate de un punci
fix, numit centru

Distanta de la centru la un punct al cercului se numeste raza. Uneori prin razd
se intelege si segmentul care uneste centrul O cu un punct 4 al cercului. in figura

' 4, a este desenat un cerc de centru O si
de razd 04 (04 =r).

Toate punctele care sunt fatd de
centrul cercului la distante mai mici
decét raza alcituiesc interiorul cercu-
lui. Punctul 7 din figura 4, b este un
punct din interiorul cercului (Of < r).
Deci, centrul unui cerc apartine inte-
Fig. 4 riorului cercului $i nu cercului.

E

Ol<r
OE >r

Toate punctele care sunt fatd

de centrul cercului la distante mai

mari decdt raza alcituiesc exteriorul cercului. Punctul E din figura 4, b este un
punct din exteriorul cercului (OF > r).

Teorenid Dacd trei puncte sunt necoliniare, atunci ele determini un

cere si numai unul,

Aceasta teorema, pe care nu o0 vom demonstra, afirma doud lucruri: 1) ¢a prin
trei puncte necoliniare ,trece® un cerc §i 2) ca acest cerc este unic (in sensul ¢d nu
mai exista incd un alt cerc, diferit de primul, care sa ,treacd prin aceleasi trei
puncte necoliniare).

Deflinitie. Doud cercuri se numese congruente daci raza primului cere

oste egald cu raza celai de-al doiiea cerc.
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§ 2. COARDA'

Definitic. Segmentul cu capetele in doud -puncte ale unui cerc se
numeste coarda (pentru acel cerc). In figura 5, segmentul [4B] este o coarda in
cercul de centru ().

Coarda care contine si centrul cercului se numeste diametru, iar capetele

| diametrului se numesc puncte diametral opuse (in acel cerc). In figura 6,
‘ segmentul [MN] este un diametru in cercul de centru O (O € (MN)).

' . A UG
| v
1
' M N
s £
Fig. 5 Fig. 6 Fig. 7

Feoremd. Lungimea unei coarde ce nu contine centrul cercului este mai
mica decit 2 r (r fiind raza cercului).
Demonstratia. In triunghiul AOB, care are varful O in centrul cercului i

04 = OB = r (fig. 7), lungimea laturii [4B] este mai micd decat suma lungimilor
celorlalte dou:

AB < OA + OB.
Cum OA=0B=r,rezulti ci AB <r+rsau AB < 2r.

q.e.d.

Observatie. Cam OB = OC (ca raze in cerc), rezulti ca relatia 4B < 04 + OB
mai poate fi scrisd AB < 04 + OC. Cum 4, O, € sunt puncte coliniare, putem scrie
AB < AC, de unde putem formula:

[eoremd. Intr-un cerc, diametrul este cea mai mare dintre coarde.

§ 3. UNGHI LA CENTRU

Definitie. Un unghi cu virful in centrul
unui cerc se numeste, unghi la centru L'pentru
cercul respectiv).

: - In figura 8 este desenat un unghi la centru, iar
in figura 7 unghiurile A0B i BOC sunt unghiuri
la centru. | Fig. 8

! Cuvéintul ,,coardd® vine din limba latini: chorda = coardd, strund.
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§ 4. ARC'" DE CERC

Definitii. Dacd A si B sunt doud puncte distincte ale unui cerc cu centrul
in O, atunci intersectia acestui cerc cu interiorul unghiului la centru AOB, reunita cu
punctele 4 si B, se numeste arcul mic AB i se noteazd 4B (fig. 9). Punctele 4 si B
se numesc capef.ele arcului (sau extrem.'m;t!e arcului).

Multimea punctelor din exteriorul unghiului la centru AOB care apartin
cercului, reunita cu punctele A4 si B, se numeste arcul mare AB. Pentru notarea unui
arc mare este nevoie si folosimn fncd un punct al arcului, diferit de capetele lui, de
exemplu M (fig. 10); in acest caz notatia arcului mare AB este AMB.

Reuniunea punctelor unui arc mic cu cele ale unui arc mare cu aceleasi capete
este cercul din care fac parte cele doud arce de cerc.

Fig. 9 Fig. 10

Punctele A4, B ale unui cerc sunt extremitati atat pentru arcul AB cét si pentru
coarda [4B]. Se spune in acest caz ci ,,arcul AB este subintins de coarda [4B]", iar
coarda [48] subintinde arcul 4B*,

Daca cele doud capete ale unui arc de cerc sunt extremitétile unui diametru,
atunci arcul de cerc se numegte semicerc. Deci diametrul ,,submnnde un semicerc.

P in figura 11 este desenat semicercul MPN. Oricare diametru
determind in cerc doud semicercuri.
M Intr-un cerc cu centrul in Q, intre arcul de cerc AB §i
unghiul la centru AOB existd o strinsa legaturd. Se spune céd
N unghiul la centru AOB determind pe cerc arcul AB; de
asemenea, se spune ca arcul AB corespunde unghiului la
Fig. 11 centru AOB.

§ 5. MASURA UNUI ARC DE CERC

Arcele de cerc pot fi ,masurate. Ca unitate de maidsurd pentru arce se
considerd un anumit arc, numit ,,arcul de un grad®, care corespunde unui unghi la
centru cu misura de un grad.

" Cuvantul ,, are * vine din limba latincd: arcus.
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Defi ni%i e. Miisura unui arc mic AB, din cercul de centru O, exprimata in
grade de arc*”, este egald cu masura unghiului la centru 4OB exprimati in ,,grade
de unghi* gi se noteaza m(4B).

Masura arcului mare 4B, din cercul de centru O, exprimata in ,,grade de arc*,
este egald cu diferen{a dintre 360° §i masura unghiului la centru A0B (exprimata in
wgrade de unghi®).

Din cele de mai sus rezultd cd masura unui semicerc este de 180°, iar un cerc
Lintreg* are 360°.

Observatie: Fiind date mai multe cercuri
concentrice cu centrul in O de raze 0A4;, 04y, OA;,...
etc. si un unghi la centru A0B (fig. 12), se constatd
cd acest unghi determind pe cercurile concentrice

arcele mici de cerc 4,8, 4,8,, A:B;,... . Aceste arce,
corespunzand ‘aceluiasi unghi la centru, au masurile
egale:

m (4,8)) = m (4,8;) = m (4383) = ... . Fig. 12

Trebuie sa nu se confunde ,,mdsura unui arc de cerc” (care este exprimatd in
grade) cu ,Jungimea unui arc de cerc* (care este exprimatd in unitati de lungime). in
cazul unor cercuri concentrice, acelasi unghi la centru determind pe. cercurile
respective arce de cerc care au aceeagi mésura dar lungimi diferite.

§ 6. ARCE CONGRUENTE

Definitie Doud sau mai multe arce ale aceluiasi cerc sau facind parte din
cercuri congruente se numesc arce congruente daci au aceeasi masura.

Faptul ci arcele AB si MN sunt congruente se scrie: AB = MN.
Teorema. in acelasi cerc sau in cercuri congruento, Ia arce conoriente
spund coarde congroento (arcele congruente sunt subintinse de coarde
congruente). : ;

Vom face demonstratia pentru arce congruente din acelasi cerc. fn cazul
arcelor din cercuri congruente, demonstratia se face la fel.

Fie, in cercul de centru O (fig. 13), arcele congruente
4B si CD (4B = CD). Conform definitiei masurii unui arc de
cerc, arcelor congruente le corespund unghiuri la centru
congruente, deci:

<AOB = <4COD (1)

Cum 40 = CO = r (2) §i BO = DO = r (3), rezult, din
(1), (2) si (3), ci AAO0B= ACOD (LUL). Ca urmare,
[AB]=[CD]. Fig. 13

"' De aici incolo vom numi gradele-de arc pe scurt grade®, ca pe gradele de unghi. Prin masura unui
arc sau a unui unghi se intelege un numdr,
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Teoremd reciproci. In acelagi cerc sau in cercuri congruente, la
coarde congruente corespund arce congruente (coardele congruente subintind
arce congruente).

Pentru demonstrarea acestei teoreme se foloseste al treilea caz de congruentd a
triunghiurilor oarecare (LUL). Cate doud dintre laturi sunt congruente ca raze in
acelasi cerc si cele ,,de a treia“ laturi sunt coardele congruente din ipoteza. De aici
rezultd ci unghiurile la centru sunt congruente. Unghiurile la centru fiind
congruente, rezulti cé si arcele de cerc ce le corespund sunt congruente.

Cateva teoreme ale ciiror demonstratii sunt simple: !

Teoremi. Perpendiculara din centrul unui cerc pe o coarda a aceluiagi
cerc o injumititeste. (Diametrul perpendicular pe o coarda este mediatoarea
coardel respective.)

Demonstratia. Triunghiul OA4B (fig. 14) este isoscel
([0A] = [OB).— ca raze in cerc), iar dreapta d, care contine
varful O si este perpendiculard pe baza AB (d 1 AB,
d N AB = {D}), este iniltimea corespunzitoare bazei i deci
este si mediatoare ([4D] = [DB]).

_ g.e.d.

Cum intr-un triunghi isoscel iniltimea corespunzé- ‘
toare bazei este §i bisectoarea unghiului de la vérf, rezultd Fig. 14
cd <A0C = <BOC. Dar acestea sunt nigte unghiuri la
centru, iar congruenta lor implica gi congruenta arcelor de cerc ce le corespund:

AC = BC. Am demonstrat astfel si urmitoarea teorema.

Teoremi Dacli un diametru este perpendicular peé ‘o coarda a aceluiagi
cere, atunci el determind, pe fiecare din arcele subintinse de coardi, arce
congruente,

Teoremi. in acelagi cerc san in cercuri congruente, daci doud coarde
sunt congruente, atunci ele sunt egal departate de centru §i reciproc.

Demonstratia a fost, de fapt, facuta, tinand seama cé in doud triunghiuri
congruente indltimile corespunzitoare laturilor omoloage sunt §i ele congruente.

g l'eoremi. Toate punctele unel
coarde sunt, fata de centru, Ia distante mai
mici deciit raza cercului.

Demonstratie. Fie C un punct ce apar-
tine coardei [4B] (fig. 15). Cel pufin unul
dintre unghiurile OCA §i OCB nu este unghi
ascufit. Fie (fird a micgora generalitatea)
unghiul OCB unghi drept sau unghi obtuz.
fn triunghiul OBC unghiului mai mare
(€<OCB) i se opune latura mai mare ([OB]).
Fig.15 Deci OC< OB =r.
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§ 7. POZITILE RELATIVE ALE UNEI DREPTE FATA DE UN CERC

Afirmim cd numai unul din urmatoarele cazuri poate avea loc;

O dreaptd poate avea, cu un cerc, fie exact doud puncte comune, fie un singur

1 conen, fie nici un punct comun
Pentru a demonstra aceasta, trebuie si ardtam in prealabil ca:

1) O dreapta nu poate avea mai mult de doud puncte distincte comune cu un
Cerc.

Presupunem, prin absurd, cd o dreapti ar avea trei puncte comune cu un cerc.

Fie O centrul cercului §i 4, B, C cele trei puncte distincte coliniare, care ar
apartine si cercului (fie, de pildé, B intre 4 §i C) (fig. 16).

Ducem bisectoarele [OM a unghiului AOB si [ON a unghiului BOC. Atunci
triunghiurile 40B §i OBC ar fi isoscele, iar bisectoarele unghiurilor de la varfuri ar
fi perpendiculare pe 4B, respectiv pe BC; deci pe dreapta d(4B = BC = d). Ar
insemna cd din punctul O am obtinut doud perpendiculare distincte pe una §i acecasi
dreaptd, ceea ce este absurd, §i deci teorema a fost demonstrata.

2) Existd drepte care au doud puncte comune cu un cerc.
Afirmatia se demonstreazd imediat. Fie 4 si B doud puncte distincte ale unui
cerc. Considerdam dreapta AB determinati de aceste puncte. Aceastd dreaptd nu

A M BN ey :
W r
) :

Fig. 16 . Fig. 17

5

poate avea, aga cum am ardtat inainte, incd un punct comun cu cercul! Afirmatia

este astfel demonstrata. () astfel de dreapta, care are doud puncte eomune cu un cerc.
wimeste secantd (pentru cercul respectiv).
3) Exista drepte care au un singur punct conun cu cercil
Vom numi aceste drepte tangente la core. Punctul comun al unei tangente cu

cercul se numeste punct de tangenta.

Pentru a dovedi cd existd astfel de drepte, s@ ludm un punct 4 al cercului
de centru 0. Ducem in 4 o perpendiculard ¢ pe raza [QA]. Afirmam ca oricare
punct al dreptei 1, diferit de 4, este exterior cercului. Fie '€ ¢, 7' # 4 (fig. 17).
Triunghiul OAT este dreptunghic in 4, §i fiindcd OT este ipotenuza, OT > OA = r.
Deci punctul 7 este exterior cercului. Existd, deci, drepte tangente la cerc (care au
un singur punct comun cu cercul). O datd cu demonstrarea existentei tangentei am
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demonstrat impllClt Ca tangenta est puipdipuicuidara pe raza in puictul g
Sa demonstram acum si reciproca:
Daca 1" este un punct al voui cere dat de cenirn O s1 5/ tangenta sa in
punctid 7, atunci raza ()7 este per E?l'lfi\'si\_lﬁt;-:! ra pe aceasta tangenta.
Demonstratia o vom face prin reducere la absurd. Presupunem ca ST
este tangentd in 7, dar cd nu ar fi perpendiculard pe raza OT (fig. 18). Atunci ar

Fig. 18

exis!a totusi o perpendiculara din O pe ST. Fie OP aceasta perpendiculara (P € ST7).
Daca pe dreapta ST am considera un punct Q (P intre T si Q), astfel ca [TP] = [PQ],
s-ar obtine doud triunghiuri dreptunghice (AOPT §i AOPQ). Aceste triunghiuri ar
fi congruente pentru ca [OP] este catetd comuna si [PT] = [PQ] (prin constructie) i
deci [OT] = [OQ]. Ar rezulta cd punctul O, de pe tangenta 57 la cerc, s-ar gisi i el
pe cerc. Deci ci tangenta ST ar avea doud puncte comune cu cercul, ceea ce este
imposibil.

La aceasta concluzie putem ajunge si mai repede, {indnd seama de faptul
cd in triunghiul dreptunghic OPT: OP < OT = r (cateta este mai ,,mica“ decat
ipotentiza-razd). Ar insemna ci tangenta ar avea un punct in interiorul cercului,
ceea ce este imposibil.

4) Sa aritdm, in fine, ca existd si
drepte exterioare cercului (care nu au nici un
punct comun cu cercul).

Fie € (O, r) (un cerc de centru O si de
razd r) i un punct P astfel incat OP > r
(adicd P exterior cercului). Ducem in P o
perpendiculard d pe OP (fig. 19). Oricare
ar fi 7 € d (T # P), avem OT > OP (ipo-
tenuza este mai ,,mare” decét cateta). Deci,
orice punct al dreptei d este exterior cercului
€ (O, r) si deci dreapta d este exterioard
Fig. 19 cercului. : :
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©.§ 8. UNGHI INSCRIS IN CERC

Definitie Se numeste unghi inscris in cerc unghiul cu virful pe cere si
ire are ca laturi doua coarde.
In figura 20 sunt desenate trei unghiuri inscrise in cerc (<{ABC, <MNP
si <RST).

,. N S
A M A
C
Fig: 20 =
[eorema Masura unut unghi cu varful pe cerc'cire are una dinu

gsie jumatate din mdsura arcului de cerd

T i secanta iar cealalta tange

ipeins intre laturile salé.

Demonstratia. In figura 21, a, unghiul ATS este un unghi format de secanta
T4 si tangenta TS. Ducem din O, centrul cercului, perpendiculara OQ pe coarda T4
(fig. 21, b), care intersecteaza cercul in P (OP — razd).

In triunghiul isoscel 40T, indltimea OQ corespunzitoare bazei este i
bisectoarea unghiului de la varf (<AOT), deci m(<POT) :;—-m(«iAOT). Dar
unghiurile POT si ATS sunt congruenfe, avénd laturile respectiv perpendiculare
(OT L TS - raza in punctul de tangentd este perpendiculara pe tangent;
OP L TA - prin constructie). Deci m(<A4T7S) «—-2- ‘m(<A0T). Cum unghiul 40T

a Fig. 21 b Fig. 22
este un unghi la centru, iar masura sa este egald cu masura arcului de cerc cuprins
: 2 ; ; 1 s
intre laturile sale, avem i m(<ATS) = Y m(APT).

q.e.d.

A a a hi §;s M 1 - 2 s i
vigsura unui WA BRSO M Cvere osie Jumatale din masura

dlut de cere cnprins intre laturi

Demonstrafia. Fie <APB un unghi inscris in cerc (fig. 22). Ducem tangenta
PS§ la cerc. Unghiul 4PB apare acum ca diferentd a unghiurilor SPB §1 SPA, masura
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lui fiind . deci egald cu diferenta masurilor semiarcelor PAB gi PA, deci
m(<APB) =% m(4B).
q.e.d.
Aplicatii:
1. Unghiuri cu varfurile in interiorul sau in exteriorul unui cerc.

Definitie. Un unghi al cirui viarf este un punct din interiorul unuli cere,
altul decdt centrul cercului, se numeste unghi cu vérful in interiorul acelui
cerc. In figura 23 unghiul 4PB este un unghi cu vérful in interiorul cercului de
centru () i de razd OA.

Teorema: Misura unui unghi cu -virful in interiorul cercului este
egaldi cu semisuma misurilor arcelor cuprinse intre latarile unghiului si
prelungirile Iaturilor lui.

Demonstratia. Fie [AC] §i [BD] doud coarde §i <APB un unghi cu varful
in interiorul unui cerc (fig. 23). Ducem coarda [4D] si constatdm cd unghiul 4APB
este un unghi exterior triunghiului PAD, deci are mésura egald cu suma masu-
rilor unghiurilor PAD §i PDA (inte-
rioare §i neadiacente cu el), care “unt
unghiuri inscrise in cerc §i dect au
ca masuri jumdtdi ale masurilor arcelor
mici CD §i AB. Putem deci scrie

m(<APB) =—;- [m(CD) + m(AB)].

Fig. 23 g.e.d.

Definitie. Un unghi al carui viirf este un punct din exteriorul unui
cere, iar laturile Iui sunt secante sau tangente (sau o secantd si o tangenti) se
numegte unghi cu virful in exteriorul acelui cerc. in figura 24 sunt desenate trei
unghiuri cu varful in exteriorul cercului (<BMD, <} NG §i <T\PT).

T P

Fig. 24

Teorema. Misura unui unghi cu virful in exteriorul cercului este
egald cu jumitate din valoarea absolutd a diferentei misurilor arcelor cuprinse
intre laturile lui.

Demonstratia. a) In cazul cand ambele laturi sunt secante.
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Fie <APD un unghi cu varful in exteriorul cercului O, si cu laturile secante
(fig. 25, a). Ducem coarda [BD] §i constatam ca unghiul ABD este un unghi exterior
triunghiului PBD. Masura unghiului APD poate fi exprimatd ca diferentd a
masurilor ABD si BDP (m(<APD) = m(<ABD) m(BDC)). Ambele unghiuri din
membrul doi sunt unghiuri inscrise in cere, deci:

m(<APD) = % [m(AD) - m(BO)).

Fig. 25

b) In cazul cand una dintre laturi este secanta, iar cealalta tangenta,
Fie <TAD un unghi cu varful in exteriorul cercului O, §i cu laturile 4D
secantd si 4T tangentd (fig. 25, b). Ducem coarda [7'D] §i procedam analog.

¢) In cazul cind ambele laturi sunt tangente.

Vom folosi figura 25, ¢. Ducem dreapta PP,, care intersecteaza a doua oari
cercul in 8. Unghiul 7PT; este suma unghiurilor 7,PS si 7,PS, care sunt unghiuri
formate de o coardd gi o tangentd (cazul b)). Prin insumarea masurilor celor doui
unghiuri se gdseste masura unghiului 7\ P7,.

2. Unghiuri inscrise intr-un semicerc.

loate unghinrile Taserise Intr-udn senicere Sunt viehinet di piv. Acest
adevar este evident dacd se completeazd cercul cu celalalt semicerc (fig. 26).
Unghiurile inscrise intr-un semicerc au ca masuri jumatate din 180°, deci 90°.

Generalizare. Toate unghiuri

HC care du variui pe on arde de cere si al

iatuit contin capetele arculul sunt congruente,

Demonstratia congruentei se face completind cercul din care face parte arcul
de cerc considerat (fig. 27). Dacd masura unghiurilor cu varful pe acest arc de cerc
sste 0%, arcul de cerc se numeste arc capabil de 0°.

Fig. 26 Fig. 27
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S4 ne ocupam acum si de reciproca acestei proprietati. Sd considerdm un arc
de cerc AB si semiplanul in care acest arc este inclus. Am demonstrat ¢ toate
unghiurile A4¥8, cu V apar{inind acestui arc de cerc, au aceeagi masura (fig. 28, a).
5S4 notam aceastd masurd cu m. Vrem sa ardtdm ca, in acest semiplan, dintre toate
unghiurile ale caror laturi contin punctele 4, respectiv B, numai unghiurile acestea
{4 VB) au misura m.

\
\
— ..—f"j‘ \___ \‘\\_‘_“_

Fig. 28

Intr-adevar, fie un punct oarecare 7' din acest semiplan §i interior cercului
(fig. 28, b). Dreapta AT intersecteazd a doua oard cercul in C, iar dreapta BT in D.
Unghiul ATB fiind un unghi cu varful in interiorul cercului, putem scrie:

m(<ATB) = % [m(AMB) + m(DNC)] > m(AM) = m. *

Pentru ca un punct oarecare L din semiplanul arcului de cerc si exterior
cercului (fig. 28, ¢) se demonstreazé, similar, cd masura unghiului ALB este mai
micd decat m.

in semiplanul opus, punctele care au aceeasi proprietate (de a fi varfuri ale
unui unghi cu mésura m si ale cirui laturi sa contina punctele 4, respectiv B) se afla
pe un arc de cerc simetric cu arcul mlguﬂ axa lor de simetrie fiind coarda AB
(fig. 29).

In particular putem afirma ca, dandu-se un segment (4B); multimea punctelor
M astfel incdt AM s MB sa fie perpendiculare este cercul de diametru (48) — mai
putin punctele 4 si B (fig. 30).

Fig. 29 Fig. 30
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Si acum sa revenim la tangentﬁ Vrem s demonsrrém cé:

Dintr-un punct exterior unui cere se pot duce doud tangente la acest cerc
si numai doua.

Fie O centrul cercului i 4 punctul exterior lui (fig. 31). Pentru ci raza
cercului dusi in punctul de contact este perpendiculard pe tangentd, punctul de
contact trebuie si se giseasca pe cercul de diametru [O4]. Acest cerc are un punct O

o kx

. Fig.31

msterior cercului ‘initial si un punct 4 exterior acestuia, deci intersecteazi cercul
amtial in doud puncte (7'§i 7”) - (fig 32). Afirmatia este demonstrata!
' Fie A un punct exterior unui cerc de centru O i AT 51 AT” tangentele din 4 la
were (1'si T7 pe cerc) — figura 33. Se pot demonstra urmétoarele propozitii:
1. Tangentele (luate ca segmente) sunt ctmbruente. [AT])=[AT"].
[40 este bisectoarea unghiului 747" :
. [OA4 este bisectoarea unghiului 707", .
. OA este mediatoarea seg,mentulﬁi [TT"].
Demonstraréa acestor propon;n este foarte simpld. Ea se bazeazﬁ pe
womgruenta munghmnlor dreptungmce OTA a,l or’ A » care au 1potenuza comund si

-li-LHI\.J

JIOT] = [OT"] (ca raze in acelasi cerc). Lisam pe seama cititorului si completeze
untele... Aceste teoreme se folosesc foarte des in probleme.

Anecdota. Odata, intr-o recreatie, un elev a completat, ca in figura 34, desenul
Scut de un profesor pe tabld in ora care tocmai se terminase. $i toaté clasa a cuprins
& atunci aceste patru teoreme intr-o singurd denumue ,,propnetﬁple cmculm de-\?

ot




§9. PATRULATER INSCRIS IN CERC.
PATRULATER CIRCUMSCRIS UNUI CERC

Definitii. Un patrulater se numegte fnscris intr-un cerc dacd varfurile
sale apartin cereulul. Despre cerc se spune, in aces caz, ca este
patrulaterului. :

Ln patrulater se numeste circumseris wnui cere dacd laturile sale sunt
tangente Ia cere. In acest caz, despre cerc se spune ci este inscris in patrulater,

In figura 35 sunt desenate
patrulaterele 4BCD, inscris in cercul
de centru O,. §i MNPQ, circumseris 7
cercului de centru 0.

Observatie. Patrulaterul inseris
.t!'lil'-'ufl Cerc este E'h!l!.'l]!ﬂ!l‘!' convex,
Aceastd proprietate, care este evidents
intuitiv, o vom -admite fard
Fig. 35 demonstratie. ]

feorema [. Paca un patrulater convex este inscris intr-un cere,
atunci H‘df‘ijﬁdr{n sale formeaza ung hiuri L(li!;,{il!ti;i(’ cu doug' jﬁl(t!!i Opusc
ale patrulaterului.

Intr-adevar, fie ABCD patrulaterul inscris in
cercul de centru O (fig. 36). Unghiurile BAC si BDC
sunt congruente fiind inscrise in cerc i cuprinzind
intre laturile lor acelagi arc BC. De asemenea,
<ADB = <ACB, <CAD= <CBD etc.

leorema 2. Un patrulater -convex inscris ]
Fig 16 iRtr-un cerc are unghiurilé opuse suplementare,

T.ntr—adevﬂr. fie ABCD patrulaterul inscris in cercul de centru O (fig. 37).
Unghiurile BAD i BCD fiind inscrise in cerc, avem:

Py

m(qaw) o 3 m(BC‘D) §i m(<4BCD) = ?‘; m(BAD).

Adunand, membru cu membru, aceste doud relatii,
obtinem: :

st )| B ey

m(<{BAD) + m(<LBCD) =% [m(BCD) + m(BAD)].
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Cum arcele BCD si BAD dau prin insumare intregul cerc, rezulti ca:
m(<BAD) + m(<BCD)= %5360" = 180°.

; : q.e.d.
Evident, vom avea §i m(<4BC) + m(<{4DC) = 180°. -

§ 10. PUNCTE CONCICLICE. PATRULATER INSCRIPTIBIL

" Am vizut, la pagina 14, ¢ trei puncte n'colmlare date determina un cerc unic.
Dacii avem insé patru puncte, trei céte trei necoliniare, atunci ne punem intrebarea
daca cercul (unic) determinat de trei dintre ele poate sa contind sau nu pe cel de-al

- patrulea punct.
. Fiind date patru puncte, oricare dintre ele necoliniare, se pot intdlni
_-mitoarele cazuri:

a) unul dintre: ele si aparfind cercului determinat de celelalte trei, ca de
~=xemplu punctul D s# apartina cercului determinat de celelalte trei (4, B, C) din
Sgura 38.

b) Cel de-al patrulea punct si fie interior (sau exterior) cerculu:l determinat de
pomele trei, ca de exemplu in figura 39, a (D interior cercului determinat de
£ B, C) sau in figura 39, b (Q exterior cercului determinat de M, N, P).

§ B

Fig. 38 - Fig, 39

Definifie. Patru puncte s¢ numesc conciclice, dacd existdi un cerc
ia sii-i apartind toate cele patru puncte.

in figura 38 punctele 4, B, C, D sunt puncte concwhce In figura 39, a5i b
le 4, B, C, D si respectiv M, N, P, O nw sunt puncte concrchce

Definitie Un patrulater se nume;te inscriptibil dacd cele patru varfuri
sale sunt puncte conciclice.

Teorema reciproca (ateoremei 1 de la pagina 26). Un patrulater in
tinghiurile formate de diagonale cu doui laturi opuse ale Iui sunt
ente este un patrulater inscriptibil.

-

n
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Fie patrulaterul ABCD, in care <BAC = <BDC (fig. 40). Sunt de analizat trei
situatii: :

1) Cand varful D ar fi un punct exterior cercului circumscris triunghiului 4B8C
(fig. 40, @). Acest lucru este imposibil pentru ci unghiul BDC, ca unghi cu varful in
exteriorul cercului, ar avea 0 méisurd mai micd decit jumitatea misurii arcului

l —
BC [m_(dBDC)< Em(BC))» in timp ce masura unghiului inscris BAC este egala

“cu jumdtate din masura arcului BC. Cum unghiurile BAC si BDC sunt congruente,

din ipotezd, rezultd ca trebuie sa aibi aceeagi masura.

2) Cénd vérful D ar fi un punct interior cercului circumscris triunghiului 4BC
(fig. 40, b). Nici acest lucru nu este posibil intrucit unghiul BDC, ca unghi cu
varful in interiorul cercului, ar avea o masurd mai mare decit jumitatea masurii

l —
arcului BC [m(‘d BDC)> Em(BC)] §i deci mai mare decit cea a unghiului B4AC

cu care este congruent — din ipoteza.

3) Cénd virful D este un punct ce apartine cercului circumscris triunghiului
ABC (fig. 40, ¢). In acest caz, misurile unghiurilor in discutie sunt egale, ceea ce
corespunde conditiei din ipotezi (ca unghiurile sunt congruente).

Deci teorema a fost demonstrata!

Inménuncheate, teorema directa cu cea reciproca, pot fi formulate astfel:

O conditie necesara gi suficientd ca un patrulater si fie inscriptibil este ca
unghiul format de o diagonala cu o latura si fie congruent cu unghiul format
de cealaltsi diagonala cu latura opusi primeia.

leoremd recipr (a teoremei 2 de la pagma 26) Un patru
jater in  care é:ii:_:_é_:%..-‘.-é-. opuse suont plementare este un atrulater
.;i.'.'nr?ﬁ:}ii?:”,

Fie patrulaterul ABCD in care m(<ABC) + m(<ADC) = 180° (fig. 41).

Considerdnd cercul circumscris ftriunghiului ABC, sunt de analizat trei
situatii:
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Fig. 41

#
1) Cénd vérful D ar fi un punct exterior cercului (fig. 41, a), Acest lueru este
wmposibil pentru ¢i unghiul ADC, ca unghi cu vérful in exteriorul cercului, ar avea

masura mai micd decdt jumatatea masurii arcului ABC [m(d ADC)< Em(ABC)}

s m(<4BC) + m(LADC) < 180°, ceea ce contrazice ipoteza.

2) Cand véarful D ar fi un punct interior cercului (fig. 41, b). Nici
scest lucru nu este posibil, intrucat unghiul ADC, ca unghi cu varful in interiorul
sercului, ar avea o mésurd mai mare decdt jumitatea misurii arcului

1 ——
_QBC[m(QADC) >E-m(ABC)} iar m(<{4ABC) + m(<4DC) > 180°, ceea ce ar
senmtraveni ipotezei,
3) Cand varful D este un punct ce apartine cercului (fig. 41, ¢). In acest caz,
wer-adevar m(<A4BC) + m(<A4DC) = 180°,
Deci teorema a fost demonstrata!
Inménunchiate, teorema directd cu cea reciprocd pot fi formulate astfel:

Un patrulater convex este inscriptibil daca si numai dacd unghiurile lui
seuse sunt suplementare.

Problema cu puncte colinlare

54 se demonstreze ¢ picioarele perpendicularelor duse dintr-un punct M al
wercalui determinat de punctele 4, B, C (distincte doud cate doud) pe dreptele 4B,
&, CA sunt coliniare.

Demonstratia. In figura 42 urmitoarele drepte sunt perpendiculare:
W4 pe BC, MB' pe AC §i MC' pe AB. Deci patrulaterul MA’BC’ este inscriptibil,
#vdnd unghiurile opuse din 4" §i C* drepte. Atunci m(<BC’4’) = m(<BMA’) =
= 50° - m(<MBA') = 90° — [180° ~ m(<MBC)] = 90° — m(<MAC) — (din
gusrulaterul inscris in cercul AMBC). Deci m(<BC’4’) = 90° —~m(<MAC). (1)
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Patrulaterul MC’B’A este inscriptibil deoarece
unghiurile MC’4 si MB’A sunt unghiuri congruente
(drepte). Deci:

m(<AC'B) = m(<AMB’) = 90° - m(<{MAB).  (2)

Din (1) si (2) rezultd ci unghiurile BC'A" i
AC’B’ sunt congruente (tranzitivitatea relatiei de

: 8 4 egalitate).
Cum punctele 4, C’, B sunt coliniare, iar
4BC'A" = <AC'B’, rezultd ca aceste unghiuri sunt

opuse la varf, deci punctele 4, C’, B sunt coliniare.

Fig. 42
5 q.e.d.

Dreapta careia ii apartin punctele 4’, C’, B’, din problema de mai sus, se
numegte ,,dreapta lui Simpson“I ),
Problema mai putea fi formulata si astfel: Proiec;iilez) unui punct de pe cercul

circumscris unui triunghi pe laturile sale sunt coliniare.

1. EXERCITII §| PROBLEME
A. DETERMINAREA CERCULUI

1. Fie 4 un punct fixat in planul foii de caiet.

a) Desenati cercurile €,(0,, 014 = 3 cm); €5(0,, 024 = 4 em); C3(03, 034 =
=5 cm), unde O; # 0, # 0, # O,

b) Stabiliti care dintre urmatoarele enunturi sunt adevarate §i care sunt false.
Prin punctul 4 mai pot , trece™:

1) incd cinci cercuri; 2) incd 200 de cercuri; 3) oricat de multe cercuri de raze
diferite; 4) punctul 4 nu mai apartine nici unui alt cerc, diferit de €, @, $i Cs.

2.Fie d o dreaptd, [4B] < d §i AB = 6 cm. Notim cu xy mediatoarea
segmentului [45].

a) Desenati cercurile €’(0’), cu O’'A = O'B=4 cm; £” (0”), cu 0”4 = O"B = |
=4 cm; €, (0)), cu 044 = 0B =5 cm §i €x(0,) cu 0,4 = 0,8 =5 cm, unde 0" # 0”
510, # 0,

b) Stabiliti care dintre urmatoarele enunturi sunt adevarate i care sunt false:

1) Punctele O’ §i O” apartin semiplanelor opuse determinate de dreapta d;
2) O, & (dO,y; 3) 0, € (dO;; 4) O' O” apartin mediatoarei xy; 5) O € xp §i
O & xy; 6.a) Prin punctele 4 §i B nu mai ,trec” cercuri care nu au centrele pe xy;

" Thomas Simpson (1710-1761) matematician englez, cu contributii in domeniul geometriei i
analizel matematice,
2 Cuvéantul .praiectie ” vine din limba lating; preiectio = aruncare inainte.
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5) Prin punctele 4 §i B ,trec” oricdt de multe cercuri, iar centrele lor apartin
mediatoarei segmentului [4B].

3. Fie A-, B, C puncte necoliniare, astfel incit 4B = 3 em, BC = 4 cm,
CA =6 cm.

a) Desenati dreptele DO si EO, mediatoarele segmentelor [BC] si respectiv
[CAl,unde D € (BC)§i E € (CA);

b) Stabiliti care dintre urmitoarele enunturi sunt adevirate §i care sunt
false: . 5
1) Punctul O este exterior triunghiului 4BC; 2) Punctul O este centrul' unui
cere C) care trece “ prin B si C; 3) D € €); 4) punctele € si A apartin unui cerc
< al cérui centru apartine dreptei £O; 5) E € (€,; 6) Cercurile ¢, si C) au
scelagi centru, 1ar razele lor sunt egale, deci €, = Cy; 7) Perpendiculara din O pe
freapta AB nu contine mijlocul segmentului [4B]; 8) [0A] = [OB]; 9) Punctele
¢ si B apartin cercului &;; 10) 4 € ¢); B € €); C € €y; 11) Prin punctele 4, B si C
®2 mai ,trec” alte cercuri diferite de cercul care are centrul in' punctul 0,
2)04=0B=0C.

4. Construiti (desenati) triunghiul 4BC si apoi cercul de centru (), circumscris
wunghiului ABC, daca:

a)AB=5cm; BC=7cm; CA =6 cm;

b)AB =6 cm; BC=8 cm; CA =10 cm;

c)AB=4cm; BC =25 cm; CA = 6 cm;

d)AB=3cm; BC=CA=6cm;

e)AB=AC=4 cmsi BA 1 AC,

f) AB = AC =4,2 cm si m(<BAC) = 100°;

g)AB=AC=CA4 =5 cm.

Pentru fiecare caz in parte stabiliti daca: ;

1) Punctul O, centrul cercului circumscris triunghiului ABC, este punct
seerior, exterior sau apartine unei laturi a triunghiului desenat.

2) Existd vreun caz, printre cele de mai sus, in care punctul O si apartini:
& unei singure Indltimi a triunghiului ABC; b) unei singure mediane a triunghiului
4

SC; c) unei singure bisectoare a triunghiului ABC; d) cel putin unei indltimi a
wunghiului 4BC; e) cel mult unei bisectoare a triunghiului ABC.

5. Pe laturile unui unghi xOy cu misura de 120° consideram punctele 4 §i B
wstfel incat 04 = OB = 4 cm. Desenati cercul circumscris triunghiului 40B. Care
=tz lungimea razei lui?

6. Considerati in plan doua puncte 4 si B situate la distanta de 6 cm unul fata
2 celalalt. Cautati toate punctele din plan care se afld fatd de ambele puncte la
Sstanta de: a) 2 cm; b) 3 em; ¢) 4 cm.

7.8@ se construiascd un cerc care sd ,treacd“ prin punctele 4 si B, stiind
“ 4B = 4 cm §i m(<OA4B) = 30° unde O este centrul cercului care trebuie

samstruit.
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8. Sc dau doud puncte 4 §i B §i o dreaptd d. Si se construiascd un cerc care
sd ,treacd™ prin A §i B i care si aibit centrul pe dreapta d. Cercetati si cazul cand
d1lAB.

9. Demonstrati c& orice dreapta care contine centrul unui cerc € este axi de
simetrie a punctelor care apartin cercuiui ¢.

B. CERCURI CONGRUENTE, ARCE SI COARDE IN CERC

10. Doudl cercuri €,(0;) $i €y(0;) cu razele egale se intersecteazi in
punctele 4 §i B (O; # 0,). a) Demonstrati ci arcele de cerc, mai mici decat un
semicerc, cuprinse intre punctele 4 §i B sunt congruente. b) Ce fel de patrulater
este A0,B0,?

11.Fie [4B] un diametru in cercul € (O, r). Coarda [CD] intersecteazi
diametrul [4B] in punctul E astfel incat m(< CEB) = 30°, AE = 6 cm §i EB =12 cm.
Calculati distanta de la O la CD.

12. Punctele 4, B, C, diferite intre ele, apartin cercului £(0, r). Stiind ci
AB 1 AC i ca distantele de la O la 4B §i AC sunt respectiv egale cu 2 cm i 4 cm,
calculati lungimile 4B §i AC.

13. Punctele M, N, P, diferite doud cite dous, apaf';in cercului ¢ de centru O.
Stiind ci: '

a) MN = NP = 6 cm; m(<MNP) = 120°, calculati raza cercului €. Daci
ON N MP = {§}, calculati SO.

b) OM = 5 ¢m; MN = NP; m(<MNP) = 120°, calculati lungimea MN. Este
adeviirat cé segmentele [ON] si [MP] au acelagi mijloc?

14. In cercul £(0, r) punctele 4 si B sunt diametral opuse, iar punctele C §iD
apartin cercului ¢ astfel incit [OC este bisectoarea unghiului DOB §i [OD este
bisectoarea unghiului COA.

a) Stiind ¢d DC =2 cm, calculati lungimea diametrului cercului.

b) Care este natura patrulaterelor OBCD i ABCD?

¢)Dacd punctul E este diametral opus punctului C, demonstrati ca
AD| CE. : '

- d) Cercetati dacd punctele 4 §i B sunt egal depirtate de dreapta CO.
15.In cercul €(0, »), [4B] si [CD] sunt diametre neperpendiculare. Daci

[OM] = [ON], unde M & N §i M, N € (4B), demonstrati ca MD || NC. Concluzia
ramane adeviratd daci AR L CO?

16. In cercul (0, r), [MN] este un diametru, [0A] = [OB], unde A #B i
A, B € (MN). Prin 4 si B ,,ducem* coardele paralele [PQ] si [RS] (unde P gi § sunt
in semiplane opuse determinate de MN, iar P, O, R, S € ©).
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Demonstrati: a)I[PQ] = [RS]; b)ym (};a) =m (LSF‘.E); ¢) Punctele P gi § sunt
smetrice fatd de punctul -O; la fel punctele Q ¢i R; d) Patrulaterul PQRS este

dreptunghi. :
*  C.DREAPTA TANGENTA LA CERC INTR-UN PUNCT AL CERCULUI

17. Fie un cerc £(O, r)si 4 € C. Dreapta a contine punt;tul A i este tangenta
sercului €. Punctele B i C apartin dreptei a astfel inct [BA] = [4C] (B # C).

a) Demonstrati ca triunghiul BOC este isoscel.

b) Presupunind m(<{BOC) = 90°, calculati lungimea BC cu ajutorul razei .

¢) Presupunand cd m(<BOC) = 120° calculati lungimea OC cu ajutorul
i T ; ;

18. Dreptele a, b, ¢ sunt tangente cercului (0, r) in punctele N, M, P, unde
We b ME ¢, PE a(fig. 43).

DachanNnb={C},bNc={A},cnha={B}siCN=x, AM=y, BP = z,
salcalati perimetrul triunghiului 48C in functie de x, y, z. (Cercul € se numeste
ezrc inscris” in triunghiul 4BC, iar triunghiul 4ABC se numeste ,triunghi
wreamscris” cercului €.)

Fig. 43 ' Fig. 44

19. Perimetrul unui triunghi ABC este de 30 cm, iar latura [BC) are lungimea
e 13 cm (fig. 44). Laturile triunghiului 4BC sunt tangente unui cerc ¢, latura (48]
umé tangentd cercului € in punctul N. Calculati lungimea AN.

20. Dreptele a, b, c, d sunt tangente cercului €(0O, r) in punctele M, N, P, O,
wnde M E o, NE b,PE ¢, Q€ d.Dacianb={4},bNec={B},end={C},
@ "z ={D}, demonstrati cd AB + CD = BC + DA.

21.1n cercul €(O, r) punctele A si B sunt diametral opuse. Fie C € €.
Tumgentele duse cercului € in 4 §i B intersecteazd tangenta in C respectiv in
puoctele D si E. Demonstrati cd: a) DE=AD+ BE; b) m(<DOE)=90°%
&t amunghiul MON este dreptunghic, unde {M} = AC N OD si {N} = BC N OE.
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D. MASURA UNGHIULUI INSCRIS INTR-UN CERC

.In cercul €(0, r) stim ci 4, B, C € C. Dacd m(<AOB) este egald cu:
a) 40°% b) 90°% ¢) 120°% d) 180° calculati, in fiecare caz in parte, mdsura
unghiulyi ACB. '

3.1n cercul €(0, 7), stim ¢ M, N, P € €. Daci m(<MNP) este egali cu:
°; b) 45°; ¢) 90°; d) 135°, calculati, in fiecare caz in parte, mésura unghiului
. Cercetati daca intr-unul din aceste cazuri avem: 1) M, O, P sunt coliniare;
2) MO 1L OP.

a)

. Intr-un cerc de centru O §i raza egald cu 2 cm, gtim ca punctele A gi B sunt
diametral opuse si C apartine cercului. Si se arate ci daca:

a) m(<CARB) = 30°, atunci BC =2 cm;
b) m(<CAB) = 45°, atunci [AC] = [BC] i CO L 4B.

25. Punctele distincte 4 gi B apartin unui cerc &(0, #). In punctul 4 ,,ducem*
tangenta MN la cercul (4 intre M §i N). Calculati m(<MAB) si m(<NAB), daci
m{AB) este de: a) 30°; b) 4.0" ) 90°; d) 180°.

26. Punctele distincte M, N, P, Q apartin unui cerc €(0O, r). Daci MP L PN si
PQ 1 MN, demonstrati ci:

a) [PN] = [NQ]; b) Punctele P si Q sunt simetrice fatdi de dreapta MN;

¢) Mediana triunghiului MPQ relativi laturii [PQ] este inclusd in segmentul [MN].

(Patrulaterul MQONP se numegte ,ortodiagonal® deoarece are diagonalele
perpendiculare.)

27. Arcele 4B si BC, ale céiror masuri sunt de 20° gi respectiv 60°, sunt incluse
intr-un cerc &(0, r). Calculati: a) masura arcului AC, mai mic decit un semicerc;
b) misura arcului 4C mai mare decit un semicerc; c) mdasurile unghiurilor
tnunghlulm ABC. :

28. Pe un cerc se iau punctele 4, B, C, D care se succed in sens opus migcarii
acelor unui ceasornic. $t1md ci m(AB) = 110% m(BC') 0% m(CD) 140°,

calculati:

a) unghiurile patrulaterului ABCD,
b) unghiurile formate de diagonale cu laturile patrulaterului ABCD.

29, Fie un arc de cerc AB. Daca M descrie arcul 4B, demonstrati ci toate
bisectoarele unghiurilor AMB sunt concurente intr-un punct fix.

30. Doué coarde [4B] §i [CD] ale unui cerc:au un punct comun interior
cercului gi sunt perpendiculare. Demonstrati c& m(4D) + m(BC) = 180°.

31. Punctele distincte A, D, C, B apartin unui cerc (O, r) §i se
succed in sensul invers al migcarii acelor unui ceasornic (fig. 45). Stim ci
m(4B) + m(CD) = 180°. Fie OM L AB, unde M € (4B) si ON L CD, unde
N € (CD). Demonstrati c4 triunghiurile OMA §i DNO sunt congruenté. '
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32.In triunghiul ABC, se gtie ci m(<4)=70°
=(<B)=50°,

a) Bisectoarele triunghiului ABC, [44’, [BE’ §i [CC’
mtersecteazd cercul . circumscris triunghiului. 4BC in
punctele 4', B’ §i £ ~ Calculati mésurile arcelor:
'.4' CB' AC' A'B’ B’C' '.4'

b) Indltimile triunghiului 4BC, A44”, BB", CC”
miersecteazd  cercul circumscris triunghiului ABC in
penctele 4”, B”, C”, Calculafi masurile arcelor: B4”, CH’, : Fig, 45
BC” . A0 RO CTAT '

33. Folosind proprietatea relativd la unghiul inscris intr-un semicerc, si se
@emonstreze cd:

a) Intr-un triunghi dreptunghic lungimea medianei corespunzitoare ipotenuzei
este egald cu jumitate din lungimea ipotenuzei.

b) Daci lungimea medianei unui triunghi este egalii cu jumitate din ]ung:rnea
lasurii corespunzittoare, atunci triunghiul este dreptunghic.

34. Tnunghml ABC este inscris in cercul €. Notim CH N € = {C’}, unde H
este ortocentrul triunghiului 4BC. Demonstrati cd dreapta 48 este axd de simetrie
punctele H gi C”,

(Daci intersectdm cercul (Z cu dreptele BH sau AH se obpn alte doui puncte B’
respectiv A” care sunt simetricele punctului H fatd de dreptele C4 si respectiv

35. Fie ABC un triunghi. Demonstrati éii bisectoarea unghiului 4BC si
iatoarea laturii [4C] se intersecteazii intr—un punct care apar;me cercului
scris triunghiului 4ABC.

36. In triunghiul ascutitunghic ABC, [AA'] este indltimea relativil laturii [BC]
€ (BC)), iar [44” este biscctoarea unghiului BAC, unde 4” apartine cercului
#80) circumscris triunghiului ABC. Demonstrati ci <A’AA4” = 44”40 (AA’ $1 A0 se
mamesc ceviene izogonale).

37. Fie cercul €(0, 7) §i AABC un triunghi oarecare (scalen) inscris in cercul
& Tangenta in punctul 4 la cercul € intersecteazi dreapta BC in punctul D.

a) Cercetati daci<DAB = <BCA.

b) Calculati misurile unghiurijor tnunghlﬁlul ADC in ﬁmcglc de masurile
iurilor triunghiului 4BC. -

E. DREAPTA TANGENTA LA CERC
‘DUSA. DINTR-UN PUNCT EXTERIOR CERCULUI .|

38. Folosind proprietatea relativi la un ghiul'inscris. intr-un semicerc, ,,duceti*

tele AB i AC la cercul €, stiind cd A0 = 7 cm, OB = 4 cm, unde O este
cercului €si B, C€ €.
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39. Fie un cerc € de centru O §i razd OB = 3 cm. Dacd O4 = 6 cm, calculati
masura unghiului O4B, stiind ci dreapta 4B este tangenta cercului &,

40. Raza [OB] a cercului € i segmentul [0A4] formeazi intre ele un unghi de
60°. Daca 4B este tangenta cercului ¢ $1 OB = 5 cm, calculati lungimea OA.

41. Dreapta 4B este tangenti cercului ¢ de centru O §i 'razd OB = 6 cm.
Calculati lungimea AB, stiind cd m(<OA4B) = 45°.

42. Segmentul [4B] este tangent cercului ¢ in punctul B. Calculati m(QAOB)
daci [4B] = [OB], unde O este centrul cercului.

43. Un cerc € are centrul O si raza de 5 cm. Fie 4 un punct in planul cercului
C, astfel incit 04 = 10 em. Calculati: -
) Unghiul format de dreptele O si AB, unde B € € §i OB L 4B,
b) Unghiul format de dreapta AB-si tangenta CD la cercul €, unde € N 04 =
= {C} i D € (4B).
¢) Lungimea segmentului [BC].

44.Fie AB §i AC doui tangente la cercul €, unde B, C € (. Cercetati daca
patrulaterul OBAC (O centrul cercului @) poate fi: a) romb; b) pitrat; ¢) dreptunghi.

45.Din punctul 4 ,,ducem® semidreptele [4B si [4C, prima tangentd unui
cerc € in punctul B, a doua astfel incét intersecteazi cercul & in punctele distincte
$i D (C intre D §i A). Demonstrati ca triunghiurile ABC si ABD au unghiurile
congruente.

46. In triunghiul dreptunghic 4BC (m(<B) = 90°), [4A4"] este bisectoarca
unghiului BAC (4’ € (BC)). Ducem A'D 1 AC (D € (40)) i apoi ,trasim* cercul
de centru A4 §i raza r = AD. Dreapta AC intersecteazi a doua oard cercul ¢ in
punctul £.

Demonstrati:

a)B € €, b) m(<EBD) = 90° c¢) perpendiculara in £ pe dreapta AC
intersecteazd dreapta BC intr-un punct F, astfel incat [EF] = [FB];

d) Cercurile €| §i €, cu centrele in A’, respectiv F §i care au razele egale cu
A’D si respectiv FE sunt cercuri tangente exterioare.

¢) Dreptele 48 §i AC sunt tangente cercurilor &, §i 0.

F. PATRULATERUL INSCRIPTIBIL

47. Patrulaterul convex ABCD este inscris intr-un cerc ([4C] diagonala).
Calculati masurile unghiurilor B si C in functie de masurile unghiurilor 4 si D,
stiind ca:

a) m(<4) = 85° si m(<D) = 6% b) m(<4) = 70°36 si m(<4D) = 12832”,
¢) m(<(4) = 110°24°26” si m(<.D) = 130°15'45”; d) m(<4) = m(< D) = 90% in acest
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caz ce proprietati au laturile gi diagonalele patrulaterului ABCD?; e) m(<4) +
= m(<ID) = 180°. Aceleasi intrebiri ca si la punctul d) '

48, Patrulaterul convex MNPQ este inscris mtr-un cerc ([MP] diagonals).

Calculagl madsurile unghiurilor NMQ, MQP, QPN, MON, QMP, MPN, in functie de .

masurile unghiurilor MNQ, QNP, NQP, stiind ci:

a) m(<MNQ) = 40°; m(<QNP) = 70° m(I<NQP) = 55

b) m(<MNQ) = 50°;" m(<{QONP) = 20°; m(<NQP) = 100°;

¢) m(<MNQ) = m(<QNP) = m(<NQP) = 40°, in acest caz ce proprietiti au
laturile §i diagonalele patrulaterului MNPQ? d) m(<MNQ) = m(<NQP) = 50° §i

m(<ONP) = 40°. Aceleasi intrebiri ca la punctul c); e) <IMNQ QQNP =INQPsi-

MP L NQ. Aceleasi intrebri ca la punctul c).

49. Intr-un cerc se duc doui coarde perpendiculare [4B] si [CD). Fie M un
punct care apartine arcului BD care este mai mic decit un semicerc. Demonstratj ca
=(<AMD) + m(<<{BMC) = 90°. Cercetati dacd aceastd proprietate rimine adevirati
cand punctul M apartine arcului CA care este mai mic decét un semicerc. (Indicatie:
motati {R} = 4B r'i“CD si apoi evaluati —in triunghiul BRD — suma m(<RBD) +
=m(<RDB).)

50. Pe un cerc se iau patru puncte 4, B, C, D care se succed in sensul invers de
mers al acelor de ceasornic. Fie M, N, P, Q respectiv mijloacele arcelor 4B, BC, CD,
DA. Demonstrati cd dreptele MP si NQ sunt perpendiculare. (Indicatie: notati
MPNNQ={R} §1 apoi in triunghiul RNP evaluati m(<RNP) + m(<RPN).)

51. Demonstrafi cd bisectoarele interioare ale
snghiurilor unui patrulater convex se intersecteazi
farmind un patrulater inscriptibil (fig. 46).

52.Intr-un cerc ¢ se inscrie un ' triunghi
woscel ABC ([4B] = [AC]). Doua semidrepte [Ax si
{4y, intericare unghiului BAC, intersecteazd latura
[BC] respectiv in M §i N si cercul € respectiv in M’
# N’. Demonstrati ci patrulaterul MM’'NN’ este
mscriptibil. (Indicatie: De exemplu, ganditi unghiul
MNN ca fiind unghi exterior triunghiului 4ABN.)

53.1n patrulaterul inscriptibil ABCD, diagonalele [A4C] si [BD] sunt
perpendiculare una pe cealaltd in punctul E. Fie E|, E,, E;, E, picioarele
perpendicularelor duse din punctul E respectlv pe laturile [AB], [BC], [CD],
1DA].

Demonstrati ci patrulaterul Fl E, E 3 E4 este inscriptibil. ¥

Fig. 46

54. In triunghiul 4BC, A,, este plclorul inaltimii din 4 pe BC, iar A B
sant respectiv mijloacele laturilor [BC], [CA], [4B].

a) Demonstrati ¢a patrulaterul 4” B°C’ 4, este un trapez isoscel.
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b) Cercetati dac punctele B, i C,, picioarele indltimilor duse din B §i C' pe
AC, respectiv 4B, apartin cercului circumscris triunghiului 4’3°C”.

55, in triunghiul ABC, punctul H este ortocentrul §i 4”, B’, C” sunt respectiv
mijloacele laturilor [BC], [CAl, [4B]. Dacé 4, este mijlocul segmentului [HA],
atunci:

a) m(<4,C’4") = 90°; b) Patrulaterul 4’B’4,C" este inscriptibil; ¢) Cercetati
daca punctele B, i C, mijloacele segmentelor [H/B] respectiv [HC] apartin cercului
circumscris triunghiului A’B’C".

56, Intr-un triunghi, picioarele inaltimilor, mijloacele laturilor gi mijloacele
segmentelor determinate de ortocentru si varfuri sunt puncte conciclice ).-(Indicagie:
folositi rezultatele problemelor 54 i 55.)

Y Cercul caruia ii apartin picioarele indltimilor, mijloacele laturilor si mijloacele segmentelor
determinate de ortocentru si varfurile triunghiului se numeste cercul lui Euler sau cercul celor noud puncte
al triunghiutui dat, (Leonhard Euler (1707-1783) « fost un matematician, fizician gi astronom elvetian.)
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. RELATIi METRICE

. §1.RAPORTUL A DOUA SEGMENTE.
~ SEGMENTE PROPORTIONALE

In figura 47 segmentele [4B] si [ij au lungimile de 3, respg:cti§ 5 centimetri.
Raportul lungimilor lor este, evident, %---’S‘cr‘iem %:—‘} $i spunem, prescurténd,

3 raportul lor este ;3' ;

3
f

Definitie.” Prin raportul a doui

: Ll Bk :
segmente intelegem raportul lungimilor lor. A < !

Raportul a dou# segmente nu depinde de R Sern
mnitatea de misurd pe care am ales-o pentru’ ¢ AT S
mdsurarea  segmentelor, cu’ conditia ca h
amandoud segmentele si fie masurate cu
#ceeagi unitate de lungime. : ' '
Fie acum patru segmente cu lungimile de: 4B = 3 em, CD = 5 cm, EF = 15 cm,

AB EF . 315 ; Vol
GH =25 cm. Constatim cj == = L. Intr-adevir = = 22, deci lungimile celor
- CD GH Ay M Ee

Qlﬂru segmente formeazi o proportie.

Fig. 4?'

Definitie. Spunem ci patru segménte sunt prdpor;ipnale, daci
Mmngimile lor reprezinti cei patru termeni ai 'unei-p_mpor;ii;

Teoremia (a paralelelor tchidisiante); Dacid mai multe paralele
determini pe o secantd segmente congruente, atunci ele determind pe oricare
Secantd segmente congruente. : St il :

Demonstratia. Fiea || b || ¢ || d nigte d_i'epté paralele gi dreapta 4D prima
secantd, care intersecteazi dreptele a, b, c, d respectiv in punctele 4, B, ; s 5
15ig. 48). Stim din ipotezi ci AB = BC = CD = k (am notat cu k masura lor comuni).
dreapta A’D’ cea de-a doua secants din enuntul teoremiei, Atunci, cu notatiile din
» trebuie sd aridtim ci: [4'B') = [B'C’1=[C’D’}. ' i
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Fig, 48

Consideram dreptele 4A’M, B'N, C’P paralele cu dreapta AD (M € b, N € ¢,
P € d).
' Si demonstrdm ca triunghiurile A’MB’, B'NC’, €' PD’, sunt congruente. Din
paralelogramele ABMA’, BCNB', CDPC’, care s-au format, rezulti congruentele de
segmente: [4'M] = [B'N] = [C’P]. De asemenea, <MA'B’ = <NB'C’ = <PC'D’
(unghiuri corespondente) §i <A'MB’ = <B'NC’ = <C’'PD’ (unghiuri cu laturile
respectiv paralele — care nu sunt suplementare datotitd congruentei unghiurilor
corespondente A’B'M, B'C’N, C’D’P). Din congruenta triunghiurilor A’MB’, B'NC’,
C'PD’ rezultd [A'B’] = [B'C'] = [C'D").
' ;7 gieds
Observatie. Evident ci dreapta A°D’ poate fi gi perpendiculard pe a, b, ¢, d si
atunci A’B’ reprezinti chiar distanta dintre paralele consecutive. Dar si dreapta 4D
poate fi perpendiculara comund si atunci AB = k reprezintd distan{a dintre paralele. -
Aceasta explica si denumirea care se di uneori acestei teoreme.

§ 2. TEOREMA LU! THALES"

* O paraleld la una din laturile unui triunghi ' determind pe celelalte doni
laturi segmente proportionale,

Demonstratia. Fie triunghiul ABC in care DE || BC, unde D € AB, E € AC

AD
(fig. 49). Trebuie de ariitat cd DB-EC Demonstratia o vom face in cazul in care

unul dintre rapoarte este rational. Si presupunem ci %=% Sd impértim

segmentul [4B] in 7 pérti congruente prin punctele Dy, D,, ..., Dg (fig. 50). Vom
avea deci [AD] = [D\D;] =... = [DB].

" Thales din Milet (sec. 6 i.e.n.), filozof §i matematician gres de origine feniciana este fondaterul
wyeolii din Milet”. El a initiat teoria figurilor asemenea. I se atribuie teorema ce-i poartd numele. Conform
legendei, Thales s-a ficut celebru prin , misurarea” indltimilor piramidelor egiptene, utilizind umbrele
acestora i i-a impresionat pe contemporanii sai prin prevederea eclipsei de soare din anii 585 .e.n.
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Fig. 49 . : Fig. 50

Considerdm paralelele prin Dy, D,,..., D la BC, care intersecteaza latura [A(]

s=spectiv in punctele E|, £, ..., B, Deci, in figurd vom avea D\, || DoyEs || . |l
1 DsEs || BC. Aplicand teorema paralelelor echidistante, obtinem: [AE|] = [E,E,] =

= .. = [EsEg] = [E4C). (Sa observim ci %ﬁ'—:%:%’ deci AD, = AD, adica

D = D,. Deducem ci E = E,.) Fie AD= k 5i AE,= u, Rezulth c& -%g =2k 2

e _ 2u:- 2 Deci AP _ AE
——=—=—-. Deci —= ="
e 5w S DR EC
q.e.d

In general, dacd in loc de 2 §i 5 am avea numerele naturale m $i n,
sstonamentul este acelasi.

Observatie:Aplicind o proprietate a proportiilor, p.l'ecﬁnd de la g% ='—§%.
guten scrie: —42 . __AE Boo AR Aceasta este o altd forma

e s deci =
AD+DB AE+ EC AB - AC
wub care poate fi scrisd concluzia teoremei lui Thales.

Conseci nta Mai multe drepte paralele determina pe dous secante
seemente proportionale. :

Demonsirafia. Fie a || b || ¢ || d patru drepte paralele §iAD si A’D’ doud secante
care le interseqte&zi (A, A" € asiD, D € d)- figura 51. Trebuie si demonstrim ci
AB BC D
&8 BC CD
Considerim A°C, | AC, unde ¢, € cC’ §i notam A'C, N BB ={B,}
“%g 51, b). Aplicdm teorema lui Thales in triunghiul A'(f‘,C': ?‘f—%—z %’{7 (1).
1.7 i
%= paralelogramele ABB\A’ si BCC,B, rezulta ci A'B; = AB, respectiv B,C, = BC,
R sau, schimband mezii intre ei: ~48_ - _8C
SRS iy A Bt B
Asfel prima parte a dublei egalititi a fost demonstrata.
. P

ar relatia (1) devine:

e

FO——




Daca vom considera i paralcla din B la BD, prinu;-o demonstratie similara se

ajunge la: s care ne conduce la sirul de rapoarte egale
B D : ?

AR ~.BC . CD

ABT BT O

g.e.d.

Problemd rezolvata 1. Fie D un punct pe latura [4B] a unui
triunghi ABC in care AB = 3 em §i AC = 6 cm (fig. 52). Se gtie ¢ AD = 1,2 cm.
Paralela prin D la BC intersecteazd pe AC in E. S3 se calculeze lungimile
segmentelor [4£] si [EC].

Fig. 52
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Rezolvarea. Aplicind teorema lui Thales in triunghiul 4BC obtinem:
AD _ AE AD _ AE
2ot sau = :
DB EC AB AC _
tional: AE = %& Inlocuind datele cunoscute, gasim: AE = 1—’25—6 cm = AE =

- De unde, scotind pe AE ca al patrulea propor-

=24 cm. Rezults imediat ¢ EC = AC-AE,EC=6-24= EC=3,6cm.

Problemi rezolvatd 2. Si se demonstreze ci intr-un triunghi o
bisectoare determind pe latura opusi doud segmente proportionale cu celelalte
doud laturi”. ;

Demonstrafia. Fie, in triunghiul ABC, [AM bisectoarea unghiului BAC
(fig. 53, a). Facem o ,,constructie ajutitoare” gi gnume: paralela din B la M4, care

a ; Fig. 53

mtersecteazd dreapta AC in L (ﬁg.- 53, b). S-a format astfel triunghiul 4BL, c:ire
este insoscel pentru cd: -m(<ABL) = m(<BAM) - alterne interne — si apoi

=(<ABL) =%- m(<BAC) ~ [AM fiind bisectoare. Pe de alfa parte, m(<BLC) ~
=m(dMAC) - t;orespondente — i apoi m(<BLC) =%lm (<IBAC’). Deci

[4L] = [4B] (1).
% G S i GRS it
Aplicdm teorema lui Thales in triunghiul CBL: MY R Tinadnd seama de
(1), putem scrie Al Tat “Ead-ndd ceea ce exprimi tocmai concluzia <
“MB  AB . MC AC . |
problemei. -

Propunerh ca ,.temd de cercetare” gisirea unei proprietiti asemanatoare pentru

Sisectoarea unghiului exterior BAL din problema precedent (fig. 53, b). Se va gisi
ik i - _ t

-—;% = f—% (unde N este intersectia bisectoarei unghiului exterior BAL cu dreapta

N 2 ' i ;i :

Rec_ifbr‘aca .teoremei .Iu'i Thales. Dacid o dreapti deter-
mind - pe laturile unui triunghi segmente respectiv proportionale cu aceste
Baturi, atunci aceastd dreaptd este paraleli cu cea de-a treia latura .a
Sriunghiului ' ot

" Aceastd problems este cunoscuta sub denumirea de teorema bisectoarei,

43




Han P\

Fig. 54
; : o eian AL AN
Prin ,respectiv* se intelege ,,ayezate aseméindtor* pe laturi adicd —— = ——»
i i g MB  NC
ca in figura 54, a i nu 2y S, ca in figura 54, b.
MB AN .
De fapt segmentele trebuie sa aiba aceeasi ,,pozitie” fatd de secantd.
; AM _ AN '
Demonstratia. Se stie ¢c@ —— =~—— (fig. 55). Se cere sd& demonstrim ca
, e s W =
A A
-]
Mh« MQ{
- p ¢ B c
a

b
Fig. §5

MN || BC. Se folosegte metoda reducerii l2 absurd §i se bazeazi pe faptul ca existd
un singur punct care s apartind segmentului gi sa-1 imparté intr-un raport dat.

Presupunem céd dreapta MN nu ar fi paraleld cu latura [BC] a triunghiului
ABC. Atunci, ar exista totugi o paraleld la [BC] care si contina punctul M. Fie MP

aceastd paraleld (P € AC, P # N). Conform teoremei lui Thales ar rezulta ca

AM = AR Dar din ipotezd gtim ca -—’—!-M—- = AN Ar rezulta cd AN = J—Q.- ceea
MB PC MB = NC NG -=PC

ce este imposibil, intrucat doud puncte distincte nu pot impdrti in acelasi raport un
segment dat.

Demonstrarea teoremei lui Thales in cazul rapoartelor reale oarecare.

Reamintim cd un numdr rafional este un raport de numere intregi. Scris
zecimal, un numdr rafional are fie un numir finit de zecimale, fie, dacd sunt o
infinitate, are perioadd. Dar existd i numere reale ,,care pot fi figurate pe axa“, fard
sd se poate scrie ca un raport de numere intregi, Dacd am incerca sd le scriem

~
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s=cimal, ele ar avea o infinitate de zecimale, si nu au perioada. Acestea sunt
sumerele irationale. -'

Intre oricare numere irationale a # b existd cel putin un numar rational 7.
Exemplu: Fie: a = 2,738..., b = 3,060..., r = 2,9 sia<r<b. Bineinteles ca nu exista
= singur numdr cu aceastd proprietate; de exemplu: 3,05 o indeplinegte gi el! Dar
#acd intre 4 §i b nu existd nici un numdr rational, adica oricare ar fi ¥ rational cu
proprietatea r < a indeplinegte §i proprietatea » < b, si oricare ar fi p rational cu
sroprietatea p < b are i proprietatea ci p < a, atunci evident a =b.

Putem trece acum la demonstrarea teoremei lui Thales in cazul general,
sezindu-ne pe valabilitatea ei in cazul cind unul din rapoarte este rational.

in triunghiul ABC fie DE |IBC (D € (4B), E € (AC)) i -g—%:u, numir

wational (fig. 56). Fie 7 rational astfel incat » < u, deci r < %% saur- DB < AD. Sa

Fig. 56

desendm punctul D’ pe (48) astfel incat AD’ = r - DB. El se va afla intre A si D.
Ducem prin D’ dreapta D'E’ || BC. Prin urmare, E’ este intre A §i E. Avem deci

v
= ‘:)g = ’;’i < gﬁ: Putem deci afirma cd orice numir r < -%% are i
? AE
tatea cd r < ——-
proprietatea ci r T

Fiep < ;—g| deci p + EC < AE. Luam punctul £, astfel incat p- EC = AE), deci

<. sste intre 4 gi E. Ducem D\E, || BC, deci D\E || DE, deci D va fi intre 4 si D,
deci orice p < o verificd gi inegalitatea p < b De aici AD, AR
EC DB EC
q.e.d.

\plicatie. impa’r{imr unui segment intr-un raport dat,

Pentru un inceput sd considerdm cazul particular al segmentului [AB] -
148 =3,7 cm), din figura 57, pe care vrem si-l impértim printr-un punct M in
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A - .{3 raportul iy A¥ o 5 Fona,
I 7 MB 7
problema revine la a imparti segmentul
v 4 [4B] in 11 parti egale (4 + 7) si de a fixa
punctul depdrtat la patru diviziuni de 4 gi la
7 diviziuni de B.
Fig. 37 Pentru aceasta considerdm, dupa voie,

o semidreaptd (Bx cu originea in B, diferita
de (BA. Ne fixdm un segment de lungime constantd BT = a, pe care-l purtim cu
ajutorul compasului de 11 ori in continuare pe semidreapta (Bx. Deci BV = 11 a.
Consideram pe (Bx punctul P astfel incat VP=4:BT §i ducem PM|| VA
(M € (4B)). Conform teoremei lui Thales

Deci M este punctul cautat. El se numeste punctul ,interior* care imparte segmentul
in raportul dat.

Pe dreapta suport a segmentului [48] se mai gaseste un punct N (situat pe

% + Punctul N

se numeste punctul ,exterior” care imparte segmentul in raportul dat. Gasirea
punctului N se face asemandtor, numai ca alegem punctul ¥ la 7 — 4 = 3 diviziuni pe

semidreapta (Bx (fig. 58). Ducem apoi PN || ¥4 (N € BA).

. Bt i ! st AN
semidreapta cu originea in A si care nu contine B) astfel incét “NB =

Fig. 58

in general, dacd dorim sa gasim punctul interior* M care sd imparta
Segmentul [4B8] in raportul —"—n-(m,nEN"), purtdim pe semidreapta construitd
n

(Bx de m+n ori un \segment de lungime constantd BT=a gi ,unim“ divi-
ziunea ultin}ﬁ cu punctul 4. in triunghiul BVA astfel format ,,ducem® prin divi-
ziunea a (m)—a paralela la VA4, iar interseciia acesteia cu [4B] este punctul
cautat.

Dacd dorim sd gdsim punctul ,exterior, unim diviziunea (m-—n)—a cu
extremitatea A4 a segmentului [48] si ,,ducem” prin a (m) — a diviziune paralela la
VA, iar intersectia acesteia cu semidreapta (B4 este punctul cdutat.
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2. EXERCITH S PROBLEME

A. RAPORTUL A DOUA SEGMENTE

/

l,lf;: segment [MN] se Tmparte in 14 parti congruente. Fie 4, B, C si D
wspectiv al 4-lea, al 6-lea, al 7-lea gi al 11-lea punct de diviziune. Calculati valoarea
mpoartelor:

: ‘-. JV

a) AM;b). BM;CJ (':N;d) DN:eJ AM;ﬂ & :

AN BN M DM MN MN
DM D °N

2. Fie [48] un segment §i M € (48). Daca —g’% este: a) —g—, calculati —MA;

20 i calculati M; ¢) s calculati MA
5 AB n A

MA MB |

d)D ﬁ-—————a |

) Dac Bt caleu a;n MB §i——n T

e)Dacﬁﬂzl, calculati — M2 §i '—M-i;_
B4 11 MA MB

f) Dacd —— A4 calculati il s i M
{ §
AB b MA

BA

3. Notam lungimile segmentelor [4B] si [CD] respectiv cu m si n. Calculati
wagmea segmentului [CD] dacd m = 12 cm §i

m. .2 m. - 3 Mosan
a)—==;b)—=—;¢)—=—-
s ) Wil ) s om

4.Fie 4B = 16, 8 dm. Cite puncte difcrite interioare segmentului [4B] exista,
e s3-1 impartd in raportul: a) %; b) %—; ;d) — ‘:‘ Precizati, in fiecare caz in

peme, care este pozitia acestor puncte fatd de mleocul segmentuluz [4B].

5. S se ,,construiascd™ pe segmentul [4B) (48 = 10,5 cm), punctele interioare
"% D care sd-1 imparta respectiv in rapoartele:

ll—§1— b)—~§1-— c) ;u—.

Precizati, in fiecare caz, care este pozitia punctelor C i D fatd'de mijlocul
tului [48].
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. x aStfel incét 2M

6. Fu: C € (AB) astfel incit AC =1—-AB a) A cata parte din lungimea lui

[CB] este lungimea lui [4 Cj?; b) Aceeasi intrebare daca AC este. %, ?li-, —:1_;, %. din

AB; ¢) Dar dacid AC este 1 din AB?
; _ n

. Segmentul [4B] are lungimea a. Fie M € (4B8). Notam AM = x. Determinati

si fie egal cu:

a)0, — 8 SEEN s ol T ¥ <L 1; b) ; ©) cercetati cum variaza valoarea

100 50 25 10 4 2

; AM
numencﬁ a raportului ——7?
MB

8. a) Segmentul [AB] cu AB = 120 mm se imparte in parti proporgnonale cu,trei
segmente date, de 14 mm, 16 mm §i 30 mm lungime. Aflati lungimile celor trei parti
ale segmentului [4B].

b) Aceeasi problema dacd AB = m si este impartit in patru parti propor;mnale
cu segmente ale ciror lungimi sunt a, b, ¢, d.

Qﬂ. a) Fie segmentul [4B] cu AB =5 cm. Si se deseneze punctul interior M care

il imparte in raportul ﬂ=%- De asemenea, punctul exterior N astfel incat
W |
NB 5§

b) Aceleasi cerinte dacd 4B =8 cm, A B 1 §i -ﬁA— = 3.
; MB 4 NB 5

B. TEOREMA LUI THALES

*10. Latura [4B] a triunghiului oarecare ABC este irnpﬁn,ita de punctele M,,
M,, M5 in patru segmente congruente astfel ca: [AM,] = [M\M,] = [M,M;] = [M3B].
Paralelele prin M, M, si M; la latura [BC] intersecteazi latura [4 (] respectiv in N,
N, si N3, Demonstrati ca: a) [BN,] este mediand in triunghiul ABN,; b) [BN;] este
medlanﬁ in tnunghlul CBN3; ©) [BN;] este mediand in triunghiurile ABC siN \BN;.

\1.In triunghiul MNP, 4 € (MN), B € (MP). Daci AB | NPsi
a) AM =4, AN=3,MB =2, aflati BP §i MP:

b) AM = 5, AN = 2, BP = 3, aflati MB si MP;

¢) AM = 6, MN = 12, MB = 4, aflati AN, BP §i MP,

d)yAM =8, MN = 14, BP = 5, aflati AN, MB §i MP;

e) AN =6, MN = 10, MB = 2, aflati AM, BP §i MP;

f)AN=3, MN =8, BP =5, aflati AM, MB §i MP.
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"12.In triunghiul ABC, M € (4B), MN || BC, N € (4A0) (fig. 59). In tabelul
ssmitor figureazd lungimile diferitelor segmente ale figurii. Copiati in caietele
woastre tabelul de mai jos §i completati (pe orizontald) cu numerele potrivite

cisutele libere.

AB | AC | AM | AN | MB | NC A |
a [ 8]6 |3 ' [t
dEY 12 | 4 | 4
c 11 5. 14 . M N i
d | 18 12 4 / \ |
e 10 3|39 A0 A
¥ R 3 | 6 Fig. 59

_ "13. Fie ABC un triunghi oarecare, M € (4B) si N € (4C). Arétati ca
M || BC, stiind ca:

a)AM=6,MB=10,AN =3, NC = §;

b)AM=1,AB=7,AC=21, NC= 18;

c)AB=7,MB=2,4N=5NC=2.

- 14. Punctele B, Cy, D\, E,, F, apartin semidreptei [4x. Punctele B,, C,, D,,
F3, G, apartin semidreptei [dy - ([4x # [4y).

D805A31 zB[C] For CID! =D1E1 =E|F1 =a §l

ABz o BzCz = CQDZ s DzEz =i E2F2 E Fng = b,

i

a) BB, || C,C; || D\D, || E\E, || F\Fy;

b) B,G; || C,E; || D\G,.

15. a) Fie ABC un triunghi isoscel (48 = AC = 8 cm). Notim D € (4B) si
€ (AC), astfel incit AD = 1 c¢m §i AE = 2 cm. Demonstrati cd mediana [CF]
€ (4B)) este paralela cu dreapta DE. '

b) Aceeasi cerind pentru cazul: AB=AC=6 cm, AD =2 cm si AE =4 cm. _

~16, Pe laturile [4B] si [4C] ale triunghiului ABC considerim punctele Ay, Ay,
:"4 §l respec-tiv B], Bz, 33, B,q,. 3

a) Dacd 4B, || 4B, || 43B; || 4B, || BC §i A4, = 2, 4,4, = 4, 4,4, = 10,

=14, 44B = 12, AB, = 3, calculati B,B,, B,B-, B3B,, B,C; ,

b) Aceleasi cerinte in cazul in care A4, = 1, Aydy =5, Agdy = T, 4344 = 9,

=8,4B, = 4. ' \

“17. Punctele 4}, 4,, 45, A4 As apartin dreptei a astfel incat 4,4, = 4 cm, A4, = [ 3
6 cm, 4344 = 7 em, 4445 = 3 cm. Prin aceste puncte se duc drepte paralele
sre intersecteazd o dreapti b neparaleld cu g respectiv in punctele B, B,, B;, B,, Bs.
se afle lungimile B,B,, B,B;, BB, B,Bs, stiind ci: a) B,Bs = 48 cm; b) B\B, +
8:8,=20cm;c) BB, - BB =5cm. ' '
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18. Semidreptele [0z si [O¢ sunt interioare unghiului xOy, iar [0z este
interioara unghiului xO1. _

DaciA§id" € [Ox,BsiB € [0z, CsiC’ € [0Ot,Dsi D' € [Oysi AB || A'B’,
BC||B’C’,CD|| C’D’, atunci

204 _ 0D . OA _OD

04" oD’ " AA DD

f9.Fie ABCD un paralelogram unde AB || CD si [AC] diagonala. Daca
P € (4C), PN || CD, (N € AD) si PM|| BC, (M € AB), atunci MN || BD.

én. a) In paralelogramul ABCD (4B || CD si [BD] diagonald), punctul M
apartine laturii [4D]. Dacid MN || AC, unde N € (DC), NP || BD, unde P € (BC),
PQ || AC, unde Q € (4B), atunci QM || BD.

b) Analizati si cazul cand ABCD este un paralelogram convex oarecare.

21. Fie triunghiul ABC §i M € (BC). Dreptele MN §i MP sunt paralele
respectiv. cu dreptele AB§iAC (N€ (AC), P€E (4B)). Demonstrati ci
NC . PB
—+—=1,

AC AB

22.1In triunghiul ABC, M € (BC). Paralela prin M la mediana [44,],
(4, € (BC)) intersecteazi dreptele AC §i AB respectiv in E i F. Demonstrati ci
lungimile segmentelor [4E] si [4F] sunt proportionale cu lungimile laturilor [4C] si
[4B].

23.in triunghiul 4ABC, fie D € (BC:} astfel incat %z% Dacd E € (4D),

astfel incat £2 = 1,_ calculati a8y unde {F} =BENAC.
EA FC

q

24, Punctul M apartine laturii (4B) a triunghiului ABC. Dreptele MN i MP
sunt respectiv paralele cu BC §i AC (N € (4C) §i P € (BC)). Prin P ,ducem*
PQ || 4B, (Q € (4C)). ,

a) Demonstrati ca punctele N gi O sunt simetrice fatd de mijlocul laturii [4C].

b) Sd se calculeze lungimea segmentului [NQ] cu ajutorul lungimii laturii
AC = B si a raportului ML . k.

MB

¢) In ce caz punctele N si Q se confunda?
25, Punctele D gi F apartin respectiv laturilor (48) si (AC) ale triunghiului
ABC astfel incat 22 = AE _ ¢ Fie £’ € BE, (E intre B §i E’), cu EE’ = k- BE si
DB EC
D’ € CD, (Dintre Csi D’), cu DD’ =k - CD.
Demonstrati ¢ punctele D’, 4, E” sunt coliniare.

*26. Un piitrat ABCD are latura de 8 patratele de caiet de matematica. Folosind

numai rigla sa se gaseascd punctul M pe diagonala [4C] astfel incat —iﬂé =%-
Acelagi lucru dacd A2

AC 4
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.27. Cu notatiile din figura 60, unde MN, PQ §i BC sunt paralele mtre ele,
Seerminati lungimile x, v i z.

b e
W w
Fig. 60 Fig. 61

28. Fiind date segmentele din figura 61 si se construiasci un segment x astfel

it x = 2. Aceeasi problemd pentru u = 6 cm, v = 10 cm §i w = 15 cm.
w

29. Se considerd trei semidrepte [Ox, [Oy si [0z, punctele 4, A’ pe [Ox, B pe
v 51 Cpe [Oz. Paralela prin A’ la AB intersecteaza pe [Oy in B’ si paralela din B’ la
A intersecteazd pe [Oz in C'. S se demonstreze ci C’A’ || AC.

30.In figura 62, dreapta MN care este paraleld la BC se intersecteazi cu
we=tungirile laturilor [4B] i [AC] ale triunghiului ABC in M $iN.

Sa se demonstreze ca §iin aceste cazuri —— AM = ﬂ
AB AC

Fig. 62 Fig. 63

%10 Fie triunghiul ABC. Dreptele AB, BC, CA sunt intersectate de o dreaptd
e nu trece® prin vérfurile triunghiului) in punctele M, N, P (fig. 63). Ducand
wmn A4, B, C, dreptele a, b, ¢, paralele cu dreapta MN, §i apoi o dreaptd d care , trece®

0 ~ Problema este cunoscuti sub denumirea de ,Teorema lui Menelaos®. {Menel a fost un
ian gi astronom grec din Alexandria, care a triit in sec. [fe.n)

31
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prin N si intersecteazi aceste drepte in 4, B’, C’, si se demonstreze relaia:

A B S0 oy Demonstrati i reciproca.

MB NC PA

32. Fie ABC un triunghi i M un punct mobil pe segmentul [BC]. Se cere locul

geometric al punctului P € (4 M), astfel incit % &, Construiti locul geometric

1l

aflat, pe figura data.

33. Fie ABC un triunghi. Medianele [BB’] §i [CC'] se intersecteazi in G. Fie M
mijlocul lui (BG) si N mijlocul lui (GC).

a) Demonstrati ca C' MNB’ este un paralelogram.
GC . GB

b)E artel
) Exprimati valoarea rapoartelor — CC' §i BB’

d) Deméustrati concurenta medianelor [44'], [BB'], [CC"].
34.1n triunghiul ABC din figura 64 avem MP || AB, iar in triunghiul 4CD,
MO |CD.
P ~CD BP. €0

B.
Sd searate cd —— - ——=1§i —

BC QD BC CD

L]

8 =

Fig. 64 . Fig. 65
9 :
3s.n Fie'triunghiul ABC si trei segmente [AM], [BN] si [CP] concurente in O,
unde M, N si P sunt situate respectiv pe (BC), (4C) si (4B), ca in figura 65.
Utilizand rezultatul de la problema 31, intai in triunghiul ABM cu secanta PC.
apoi in triunghiul AMC cu secanta BN, si impér{ind egalita{ile ob{inute, demonstrat

36. Intr-un triunghi ABC, bisectoarele unghiurilor formate de mediana [4

(M € (BQ)) cu latura [BC] intersecteaza celelalte doud laturi in punctele P si O
Demonstrati ca PQ || BC.

"' Problema este cunoscutd sub denumirea de ,Teorema lui Ceva®. (Giovani Ceva (1647-1734
matematician italian.)
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37. Intr-un trapez isoscel, baza mare 'este' egala cu 7 cm, laturile neparalele cu
@z 5 cm, iar diagonalele cu 6 cm. Si se calculeze mirimea segmentelor
“emerminate de bisectoarea unghiului aldturat bazei mari pe diagonala opusi.

§ 3. ASEMANAREA"

Priviti desencle aliturate. Al doilea a fost obtinut prin ,marirea® primului.
e seamdéind, dar nu pot fi facute sd coincidd prin copiere intocmai §i suprapunere.
% segment care unegte doud puncte din primul desen si segmentul care unegte
mumciele corespunzitoare lor din cel de-al doilea nu au aceeagi lungime. Dar
mmortul acestor segmente este acelagi cu raportul segmentelor care unesc oricare
W= doud puncte care isi corespund (ca de pildd ochiul cu varful urechii), iar
sghiurile dintre aceste segmente corespunzitoare sunt congruente. Am putea

Fig. 66

St afirma cd, in cazul asemdndrii, raportul distantelor i masura unghiurilor se
mistreaza de la o figurd la alta. Se spune ca aceste desene care ,,se aseamini® sunt
_guri asemenea.

Plecand de la aceste constatiri intuitive §i vorbind neriguros, am putea
pme o doud figuri sunt asemenea daca au aceeagi forma, dar nu necesar aceeasi
mEnme. | :

Referindu-ne la figuri geometrice usemenea, am putea face unele
smemmplificliri: oricare doud segmente sunt asemenea, oricare doud cercuri sunt
umemenea, oricare doud patrate sunt asemenea.

S incepem cu definirea asemandrii triunghiurilor.

Definitie. Doud triunghiuri se numesc asemenea daci au toate laturile
Pispectiv proportionale si unghiurile opuse lor, respectiv congruente.

Cand dam o definitie, trebuie s ne asigurdm insd c# existd obiecte care si
meplineascd toate conditiile cerute de ea. Cu alte cuvinte, trebuie si aritim ci
wmists, in cazul nostru, doud triunghiuri despre care si putem afirma ci sunt
wsemenea. Intr-adevdr, am putea afirma ci doud triunghiuri congruente sunt

"' Cuvéntul ,,asemdnare vine din limba latin: similis = asemenea,
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asemenea pentru cé: evident, au laturile respectiv proportionale deoarece raportu!
mésurilor lor este 1 i au unghiurile respectiv congruente. Da, dar dacd numa:
triunghiurile congruente ar fi asemenea, nu ar mai fi nevoie sa folosim notiunea de
asemdnare. Trebuie deci sd aratdm ca exista triunghiuri asemenea care nu sun
congruente. $i aceasta o face

Teorema fundamentald a asemdanarii. O paraleli dusi la
una dintre laturile unui triunghi formeaza cu celelalte doua laturi (sau cu
prelungirile lor) un triunghf asemenea cu cel dat.

O prima observatie. Ipoteza teoremei fundamentale a aseménarii este aceeas
cu cea a teoremei lui Thales. Concluzia este insd mai cuprinzitoare.

Demonstratia. Fie triunghiul ABC si PQ o dreapta paraleld la BC (P € (4B8).
Q € (4C)), ca in figura 67.

Trebuie sd ardtdm cd <A = <4, <P, =B, 40, = 4C;, A5 =AA;Q =ﬂ2—-
A8 AC BC

La prima vedere ar trebui sa demonstram 6 relatii: trei congruente de unghiuri
trei egalitati de rapoarte. Dar sunt mai putine. Dacd demonstrim doud congruenie
de unghiuri, a treia rezulta ca diferentd pana la 180° a sumei masurilor primelos
doud; de asemenea, daca demonstram doud egalitdti de rapoarte, prin tranzitivitate
rezultd §i a treia egalitate de rapoarte. Este deci suficient si demonstraim numa:
4 relatii.

Fig. 67 Fig. 68

Din aplicarea teoremei lui Thales rezulta %=%; pe de alta part

44 = <44 (reflexivitate), <{P, = < B, (corespondente).

Ramane de aratat ca %C) = ﬂ Pentru aceasta ducem QT || 4B (T € (BC)

(fig. 68). Se formeazd astfel, pe de o parte, paralelogramul PBTQ si d
[PO] = [BT], iar pe de alta parte se poate aplica teorema lui Thales (QT || 4B) si
C—Q-=-(-:-£ sau cg gt = CT+ 18 sau inca ﬂ=-§£ Inlocuind i
QA TB 0A 7B C

ultima proportie pe B7 cu BQ obtinem si ultima relatie cautata.

obtine
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Observatie. Putem sd consideram ca
perzlela PQ intdlnegte prelungirile laturilor
wunghiului ABC, demonstratia raméne in
“umd aceeasi (fig. 69). Faptul cd triunghiu-
@i 4PQ si ABC sunt asemenea se noteazi

Q P
. A

wmbolic: AAPQ ~ AABC. Notatia de
wemanare este semnul grafic (tilda) ,,~*,
e aminteste initiala 8 a cuvantului
g lis. B c

8 ¢ T

P T Q

Aplicatie. Daci prin intersectia
sisgonalelor unui trapez se ,duce* o
paraleli la baze, atunci laturile
weparalele ale trapezului determind pe Fig. 69
seeasta paralela un segment al carui :
wmiloc este intersectia diagonalelor,

Demonstratia. Fie ABCD trapezul, [4D] si [BC] bazele sale, O intersectia
~Basonalelor. Dreapta MN este paralela la baze care ,trece” prin O (M € (4B),
W = (DO)) (fig. 70).

Teorema fundamentald a asemé@ndrii ne spune ci triunghiurile AMO si ABC

MO AM
un: asemenea, la fel, ADON -~ ADBC. Rezultd ca E=H (1) §i
DN _ ON

E:—EE(Z)- Dar, prin faptul cd mai

multe drepte paralele determina pe orice
secantdi  segmente _ proportionale,

- ¥ "

——=-——(3)- Pe baza proprietatii de

tranzitivitate a egalitatii, din (1) si (3)

rezultd ca: -%=g—‘z(4), iar din (4) si
(2) ci: B ON §i, fractiile avand
BC" " BC

acelagi numitor, rezultd cd §i numdritorii
sunt egali. Deci MO = ON.

Fig. 70 Dacéd vom nota AD = a, BC = b, vrem

\ sd ardtdm, in plus, cd lungimea segmentului

W] nu depinde decét de lungimile a §i b ale bazelor i nu de cele ale laturilor

memaralele, [45] si [DC].
Tot din teorema fundamentald a aseméndrii, aplicatd de data aceasta pe
eiungirile laturilor [BO] si [CO] ale triunghiului BOC, rezultd ca triunghiurile

. D0 si COB sunt asemenea, deci 10, = AD =4 $i, formand o proportie derivata,
O v BC b
AO a v AQ a
e = s adica == 5).
AO+OC a+b 7 a+b( )
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In triunghiul 4BC cu paralela MO la BC, teorema fundamentald a ase-

mandrii ne da: o ﬂ: care, {inind seama de (5), poate fi scrisi: MO L
Bcab AC _ BC a+b
de unde MO = 2.p  Cum [MO] = [ON], putem scric MN = 2 - MO, deci
MN =-24b_,
a+b

Observafie. Cind Thales, masurand umbra unui baf a cirui lungime o
cunogtea §i care era infipt vertical in nisip, §i masurand §i umbra piramidei lui
Kheops, a putut calcula inéltimea acestei piramide, a folosit aseminarea.

§ 4. CAZURILE DE ASEMANARE A TRIUNGHIURILOR

Am aratat cd existd triunghiuri asemenea, prin teorema fundamentald a
asemdandrii. Vrem sd gasim niste criterii (conditii necesare gi suficiente) dupa care
putem recunoagte doud triunghiuri asemenea in care sa nu fie nevoie si demonstram
decét doua egalititi. Pentru aceasta ddm in prealabil urmatoarea:

w - . . . . "
Lemd” Doui triunghiuri care sunt fiecare din ele asemenea cu un al
treilea sunt asemenea intre ele.

Fie AA'B'C’ ~ AABC §i AA\B\C, ~ AABC. Trebuie si aritim ci
AA'B'C’ ~ AA\B,C,.

Cu notatiile din figura 71 stim ci:

3 a g
Fig. 71

1) 44’ = 94, <B'=4B,4C’ = <4C;

a! bf C!
2 —_—=——=
) R oip
3) <4, = <A, <IB| = ‘{B, 4C, = 4C;
g bi_a
- GRSl SR
Din 1) gi 3) rezultd cd <4’ =4,, <B’= <(B,, <C’'=<C,.
Impértind 2) cu 4) se obtine: < = : =£ §i lema este demonstrata.
aj 1 c

Y Cuvéntul ,,/ema* vine din limba greacd: lemma = propozitie luati ca argument. Lema este o
propozitie ajutiitoare care este folositd la demonstrarea unei teoreme.

56



“Inainte de a prezenta cazurile de asemanare a triunghiurilor trebuie s& atragem

ia asupra faptului ci ordinea scrierii varfurilor triunghiurilor este de foarte

importanf,a Literele din vérfurile unghiurilor congruente trebuie si ocupe
ilocin sr:nerea tnungluulm De exemplu:

d4= <IM QBE 4w, qCs= <IP 1mphci
AABC ~ AMNP (3i nu AABC ~ ANMP sau AABC ~ APNM etc.)

De asemenea, laturile omoloage (care se opun unghiurilor congruente) trebuie
fie termeni ai aceluiagi raport, iar toate laturile unuia dintre triunghiuri trebuie si

la numirdtorii (sau numitorii) rapoartelor respective. De exemplu: dacﬁ
C ~ AMNP inseamnﬁ ci:

AB _BC _AC ... AB_ BC _ AC
MN NP MP VNP MP . MN
AB NP _4C. ..

= = etc.).
MN BC MP

altele asemindtoare §i nici

Cazul 1 de aseminare. Teoremd. Daca doud triunghiuri au doud
iuri respectiv congruente, atunci ele sunt asemenea (fig. 72).

Concluzia -
=44’ _ AABC~ AA'B'C’,
=48 :

Fig. 72

Cazul 2 de aseménarc. Teorema. Daci doud triunghinri an cite un
i congruent si laturile ce-l formeazi respectiv proportmns!e, atunci ele
asemenea (fig. 73). :

A

<4 Concluzia
3 Ac AABC ~ AA'B'C’.
A€ —

b ]




Cazul 3 de aseménare. Teorema. Dacd doud triunghiuri au cele trei
laturi respectiv proportionale, atunci ele sunt asemenea (fig. 74).

"
A
Ipoteza Concluzia
4B BC. CF & ¢ AABC~ AA'BC.
AB BC CA
B c

Fig. 74

Demonstratiile celor trei teoreme au o parte comund. Anume:
Considerim pe semidreapta (4B un punct B, astfel ca [4B,] = [4’B’]. Ducem
prin By paralela la BC si notam cu C, intersectia ei cu [AC] — (fig. 75).
Conform teoremei fundamentale a asema-

) nérii avem AABC ~ AB|C|. Deci <B = <A4B,C,

AB e B ICl == AC 1

3 ¢ AB BC AC
r Ramane de demonstrat cd A4AB,C, = AA'B'C’
(si lema dinaintea enunturilor va fincheia de-
monstratia). Demonstratia se va face in mod diferit
pentru fiecare din cele trei teoreme, folosind cazul de

8 € congruenti corespunzitor.

Fig. 75 Cazul 1. Din 4B = d4B\C, si <B = <&
_ deducem cd <4B,C, = <B’ si cazul | de congruentd

aratd acum cd AAB|\C, = AA'B'C’.
4B, _AC, - 4B _ AC
AC AB AC
[4C\] =[A'C’] §i cazul 1 de congruentd aratd cd AAB\C, = A4'B'C’.
Cazul 3. Din 2BL_BiCy _4Cy 4B _BC _CA
AB BC AC TR s - CA
deducem [B,C,] = [B'C’] §i [AC|] = [4'C’] §i cazul 3 de congruentd aratd ci

AAB\C = AA'B'C’.

Cazul 2. Din

$i [4B] = [4’B'] deducem

i [4B)] = [4'B]

g.e.d
Fiind date doua triunghiuri asemenea AABC + AMNP, valoarea comuni &
AR BC. AC
MN NP  MP
Observatie. Relatia de aseminare intre doud .triunghiuri are urmétoarele
proprietati:
a) Este reflexivé; adica orice triunghi este asemenea cu el insugi.

rapoartelor =k se numegte raport de asemanare.
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b) Este simetricd; adicd dacd un triunghi este asemenea cu un al doilea
wenghi, atunci si al doilea triunghi este asemenea cu primul.

c) Este tranzitivé; adica doud triunghiuri, fiecare dintre ele asemenea cu un al
m=lea, sunt asemenea. '
Proprietétile a, b, ¢ sunt consecinte ale definitiei, sau, mai simplu, ale cazului
Z= asemanare.

“roblema rezolvara Sedadun cere de centru O i razi R si un punct P
wisat la distanta d de centrul cercului (d = PO si d # R) si se cere:

a) Si se demonstreze ca oricare ar fi o secanta din P care intersecteazi cercul
' 4 51 B, produsul lungimii segmentelor [PA] si [PB] este constant (PA - PB = k).

b) 84 se arate ¢ aceastd constantd este k = |d% — R?| si s se analizeze aceasti
wiatie in cazul cand P este interior cercului sau exterior lui.

¢) In cazul punctului exterior, fie PT tangenta la cerc. Si se demonstreze ca
#7= =k, unde k este constanta de la punctele a) si b).

Demonstratia. Ducem din P doua secante PB si PB’ (fig. 76). Problema
s pune in fond s& demonstrdm ci PA - PB = PA’ -PB’. (E ca si cum am con-
wiera PB fixa i PB’ mobila, si am ardta cd produsul lungimilor segmentelor de pe
secanta variabild ar fi mereu egal cu cel al lungimilor segmentelor de pe secanta
=i )

Alta remarca. De multe ori cdnd avem de demonstrat o egalitate de produse,

wse convenabil s-o transcriem ca pe o egalitate de rapoarte echivalentd cu ea. in
PA _ PP

warul de fata egalitatea de demonstrat s-ar putea scrie:

PA. BP

Fig. 76

In figura 76 sunt prezentate cele doud cazuri posibile: al punctului P exterior
% & punctului P interior cercului.

Vom face demonstratia in acelagi tlmp pentru ambele cazuri, rationamentul
i aproape acelasi.

Se constatd cd triunghiurile PAB" §i PA’B sunt asemenea (cazul 1 de
ssemanare) pentru cii: 1 <APB’ = <A’PB (in primul caz unghiurile din P coincid)
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si <APB’ = <A'PB (in al doilea caz sunt opuse la varf); 2) <PAB' = <PA’'B (in
primul caz) §i <BAB’ = <BA’'B (in al doilea caz) — fiind unghiuri inscrise in cerc ce

cuprind intre laturi acelasi arc de cerc BB’

Din aseminarea triunghiurilor PAB” §i PA’B rezulta propotionalitatea laturilor.
deci L = £ si demonstratia a fost facuta.

PA" ' FPB

b) Daca, in particular, ducem secanta prin O, centrul cercului, atunci
PE =d + R §i PA = d — R (in cazul punctului exterior) sau P4 = R — d (in
cazul punctului interior) — figura 77. Fdcand produsul P4 - PB si observind

Fig. 77

cd suntem in cazul unui produs de sumd prin diferentd, obtinem k = d% — R? (in
cazul punctului exterior) si k = R2 — d? (in cazul punctului interior). Putem scrie
deci k = |d? - R?.
¢) In cazul in care PT este tangenti §1 PB secanta (fig. 78), triunghiurile PTB
$i PAT sunt asemenea, avind unghiul din P comun, iar <TBP (inscris in cerc) si
< ATP (format de o coarda si o tangentd)
_p cuprind intre laturile lor acelasi arc de cerc

AT, deci sunt congruente. Conform

cazului 1 de aseminare, APTB ~ APAT si
FLgB oios o
PAﬂPT:PT =PA-PB".
Observatie. Incepem cu exemple.
Cand se dau doud triunghiuri asemenea.
spunem ci centrele lor de greutate sunt
Fig. 78 puncte care isi corespund prin asemanare.
La fel si ortocentrele lor, si centrele
cercurilor inscrise, si centrele cercurilor circumscrise, §i picioarele medianelor
gi ale inaltimilor respective, toate sunt perechi de puncte care isi corespund
prin asemanare. Oricdrui punct putem sd-i gdsim un alt punct care sa-i corespunda
prin asemdnare in raport cu cele doua triunghiuri asemenea date. Unul dintre
criteriile dupd care putem preciza cd doud puncte igi corespund prin asemanare

deci

" Valoarea produsului PA - PB se numeste ,,puterea punctului P fata de cercul ¢(0, R)".
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ar fi, de pild4, ca distantele la varfurile triunghiurilor asemenea sunt respectiv
proportionale; sau, alt criteriu, cAd formeazd cu doud din varfurile triunghiului,
perechi de triunghiuri asemenea etc.

- 3. EXERCITII $| PROBLEME

A. TEOREMA FUNDAMENTALA A ASEMANARII

1.In triunghiul 4BC, M € (4B), N € (AC) si MN || BC (fig. 79). In ta-
belul urmitor figureaza lungimile diferitelor segmente ale figurii, in mai multe
wariante. Copiati in caietele voastre tabelul de mai jos gi completati (pe orizontali),
in casutele libere, numerele potrivite care sd reprezinte lungimea segmentului

respectiv.

48 | BC | ca | am | an | mn | MB | NC g
Fla 4 3 1
S | rlis 2 1 4 .
1 4 e BEC b
8 c
d 5 1o iyl
Fig. 79

L

'Q,,Dﬁndu—se trapezul ABCD (fig. 80) cu dimensiunile indicate pe desen,
prelungirile laturilor neparalele se intersecteazi in O. Se cere perimetrul triunghiului
OAB. -

3. Un triunghi. ABC are laturile 4B = 9 em, BC = 15 cm, AC = 18 cm. Se
ia pe latura [4B] un'punct D astfel
_ incdt AD = 6 cm. Paralela prin D la
D ' BC intersecteaza pe AC in E. Sa se
calculeze lungimile laturilor tri-

o/ ' unghiului ADE.
{ ' : : 4. Laturile neparalele [BC] si
A = 2 [4D] ale trapezului A4ABCD se
Fig. 80 intersecteazd in M. S& se calculeze
g lungimile segmentelor [MA4], [MB],

[MC], [MD] in functie de lungimile
laturilor trapezulm in urmitoarele cazuri numerice: a) 4B = 20 dm, BC = 6 dm,
CD=15dm, DA =8 dm; b) AB=20cm, BC=3cm,CD=15cm, DA =9 cm.

5. Diagonalele unui trapez ABCD (4B || CD) se intersecteazi in N. a) Si se
calculeze lungimile segmentelor [NA4], [NB], [NC], [ND], stiind ¢ AB = 20 m,
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CD=10m,AC=21m, BD= 12 m. b)Aceeasi problemi in cazul cand AB = 20 cm.
CD=10cm, AC=15cm, §i BD =9 cm.

?"6' in triunghiul ABC, DE | BCsi: a) D € (4B); b) D € AB (cu A intre B $iD);
¢) D € AB (cu B intre 4 §i D). :

Cercetati, pentru fiecare caz in parte, daca:

yDE_AD ., DE_AE
BC ™ 4B’ BO= B

@n triunghiul ABC se stie cd 4B = 6 cm, MN I BC (unde M € 4B §i
Ne 3

este: a) %; b) %; c) L; d) L; e) %; f) %, calculati lungimile

4 5
segmentelor [4M] si [MB].

Daca MN

8. Considerdm triunghiul oarecare 4ABC in care 4B = 4 dm, BC = 8 dm,
M € (4B) §i MN || BC. Notam MN = x.

a) Calculati lungimea segmentului [4M] in functie de x.
b) Calculati multimea valorilor functiei f: [0,1] — R, unde f(x) = %

¢) Care este cea mai mica §i care este cea mai mare lungime a segmentului

[4M]? =

9, fn triunghiul 4B8C, punctele M §i N apartin dreptelor AB §i respectiv AC.
Cercetati daca triunghiurile ABC si AMN sunt asemenea, stiind ca:

) M AN _2 o M € (4B). Este adevirat ¢ MN || BC? Aceleasi
AB ~ AC 3
intrebiri daca 40 = AN _3 ;e 40y
5 AC A
b) LY MV _ 1 G e (4B). Este adeviiat c& MN || BC? Aceleasi
4B BC 3
intrebiiri daca A= MN _3 e 40y
AC  BC S
AN _ AM

c) s N € (4C) si M € (AB). Este adevarat cd MN || BC?

AB © AC
d)N € (40), M € (4B) §i <ANM = <ABC. Este adevirat cd MN || BC?
Aceleasi intrebiri dacd <AMN = <ACB.

10. S& se demonstreze cid segmentul cu extremititile pe doud laturi ale
unui triunghi, paralel cu a treia laturd, este injumétatit de mediana acestuia.
(Aceastd propozifie, odati demonstratd, este utild $i in rezolvarea altor
probleme.) :
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11. Doud cercuri au acelagi centru O. Pe cercul ,mare” consideraim doua
puncte A §i B. Razele [OA] si [OB] intersecteazd cercul ,,mic* in A" §i B’. Si se
semonstreze ci AB si A’B’ sunt proportionale cu razele cercurilor. (Fiti atenti si nu
wsail sé analizati §i cazul cand [BA] este diametrul)

1{ in figura 81, patrulaterul O4ABM este un trapez in caf're OM || AB, OA =a,
WM = b §i BC = c, iar P este un punct oarecare pe dreapta OA §i OP = x. Daca

70 |l 4B, (Q € MB) si dacd notdim PQ = y, sd se determine y in functie de
&b, cgsix.

29
AT

*
\ Q| |———.

S e e

Fig. 81 Fig. 82

%\in figura 82, avem: MN ||[BC, NP || CD. S se arate ci -

1’4. In figura 83, [4D] §i [BC] sunt doud segmente paralele (4D = a si BC =b).
).reptéle BD si AC se intersecteazd in P, iar segmentul [QP] este paralel cu [4D],
' J £(AB)). Sa se calculeze PQ in functie de a si b.

Fig. 83 Fig. 84

‘1.?. Trapezul din figura 84 are bazele 4 i 12, segmentul [MN] este paralel cu

sazele, (M€ (4B)siN€ (DCY) si M = %- S se calculeze MN.
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16. Doud cercuri tangente exterioare au razele de 5, respectiv 3. Tangenta lor

comund exterioarg 77" intalneste linia centrelor in S (fig. 85). Sa se calculeze OS,
unde O este centrul cercului ,,mare®. Aceeasi intrebare daca, in general, se cunosc R

i r, razele cercului ,,mare* si a celui ,,mic*,
¥

Fig. 85

17.84 se demonstreze ci intr-un trapez, pe oricare paraleld la baze, seg-
mentul inclus in aceastd paraleld cuprins intre o diagonali §i o laturd nepa-
raleld este congruentd cu cel cuprins intre cealalta diagonala gi cealaltd laturd
neparalela.

18. Sé se construiascd o paraleld la bazele unui trapez care si fie impirtita de
diagonale in trei segmente congruente.

19. Tangenta comund exterioard a doui cercuri exterioare intersecteazi linia
centrelor OO” in M. Si se calculeze lungimile segmentelor [MO], [MO’], cand raza
mare este 5, cea micd este 2 §i 00’ = 9. Generalizare, daca notdm raza mare R, raza
micd r §i 00" =d).

20. Aceeasi problemi ca la 19, dar pentru tangenta comund interioara. (In
cazul ca se cunosc R, r §i d.)

21. Aceeasi problema ca la 20, dar pentru cercuri secante.-

22. In paralelogramul 4BCD unim 4 cu mijlocul lui [BC] si B cu mijlocul lui

[CD]; cele doud drepte se intersecteazd in M. Care este valoarea raportului

unde N este mijlocul lui [BC]?

23.Se considerd o dreaptd d si pe ea punctele Agd,, A,.., astfel incit
Apd] = 414; = ... = 1 em. Se duc perpendicularele ay, ai, a; ... pe d in punctele
Ag Ay, A, ...

a) Se considerd punctele B, si C, pe a, si punctele B,, C, pe a,, toate in
acelagi semiplan determinat de d, astfel ca 4,8, = 2 cm, 4,C, = 7 cm, AB, = 6 cm,
A;C; = 3 cm. S& se precizeze pozitia punctului M de intersectie a dreptelor
BBy, C\Cy, calculand AN si NM, unde N este piciorul perpendicularei din
M ped.
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b) Aceeasi problemd pentru punctul de intersectie a dreptelor D,D,, D,Ds, in
ware D este situat pe a;, D, pe a,, D4 pe ay, Ds pe as toate in acelasi semiplan
geterminat de d, iar 4,0, = 1 em, 4,0, = 5 em, 4Dy = 10 cm, AsDs = 3 cm,

B. TRIUNGHIURI ASEMENEA

24, 1n triunghiul MNP se gtie cd MN = 12 cm, NP = 15 cm, MP = 21 cm.
Determinati laturile unui triunghi asemenea cu triunghiul MNP, raportul de

wemanare al celor doud triunghiuri fiind: a) 2 : 3; b) %; c) 0,1; d) m:n[ﬂ}; e) —i-
n

25.In triunghiul 4BC lungimile laturilor sunt: 4B = 24 cm; BC = 36 cm,
"4 =42 cm. Intr-un alt triunghi asemenea cu triunghiul ABC, latura omoloagi cu:
2 (48] este de 10 cm; b) [BC] este de 12 cm; ¢) [CA] este de 84 cm. Calculati,
sentru fiecare caz in parte, laturile triunghiului asemenea cu triunghiul 4BC.

26. Fie trei triunghiuri asemenea intre ele. Stiind ci raportul de asemanare
‘mtre primul §i al doilea triunghi este de 1 : 2 si raportul de asemiinare intre al doilea
» al treilea este de 1 : 3, calculati raportul de aseménare intre primul triunghi si cel
£e-al treilea triunghi.

27. Aceeasi intrebare ca la 26, daca rapoartele de aseminare intre primul si al
doilea triunghi este 2 : 3 si intre al doilea §i al treilea triunghi este 5 : 7.
Ueneralizare.

28. Cercetati daca triunghiurile ABC §i 4,B,C, sunt asemenea, stiind ca:

a) m(<4) = 20°, m(<B) = 15°, m(<4,) = 15°, m(<B,)= 20°;

b) m(<A4) = 26°15’, m(<B) = 37°, m(<{B;) = 37°, m(<i(f,) =116°45%

¢) m(<B) = 35°, m(<C) =90°, m(<LB,) = 54°, m(<(4,) = 35%

d) m(<4) = 100°, m(<B) = 40°, m(<B,) = m(<C,) = 40°%

e) m(<4) = m(<LB) = 60° [4,B,] = [B,C,] = [C)4,];

f) m(<4) = 34°, m(<B) = 72°, m(<4,) = 72°, m(<B,) = 74°;

g) m(<A4) = 70°, m(<(B) = 33°25, m(<B,) = 176°45’, m(<4,) = 70°

h) m(<B) = 70°, m(<C) = 90°, m(<4,) = 20°, m(<B,) = 70°%

i) m(<€4) = 90°%, m(<(B) = m(<4,) = m(<B,) = 45%

j) m(<A4) = 45°, m(<(B) = 80°, m(<4,) = 35°, m(<LB,) = 60°.

29. Cercetati daci triunghiurile ABC $i MNP sunt asemenea, in urmitoarele
cEzuri:

a)m (d4) = 40°% 4B = 6 dm, AC = 8 dm, m (€M) = 40°, MP = 12 dm,
WN=16 dm;

b)m (d4) = 30°, AB = 5 m, AC =7 m, m(dM) = 30° MP = 15 m,
WN=21m;
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¢) m(<LA4)

50° AB = 8 c¢m, AC = 9 cm, m(<{M) = 50°, MP = 16 cm,

MN =17 cm;
dym(<4) = 60°, AB = 8 cm, AC = 9 cm, m(d,ri!m = 60°, MP = 9 cm,
MN =8 cm;

e) m(<4) = m(<M), [AB] = [AC], §i [MN] = [MP].
Scrieti, acolo unde este cazul, raportul de aseminare dintre triunghiul ABC §i
triunghiul MNP.

30. Triunghiul ABC are laturile cu lungimile de 6 cm, 8 cm, 9 cm.
Triunghiurile 4,B,C;, 4,8,C5, A3B5C;, A4B4C,, au laturile respectiv de 3 cm, 4 cm,
4,5 cm; 12 dm, 16 dm, 18 dm; 2 m, 2,(6) m, 3 m; 18 cm, 24 cm, 25 cm. Cercetati
daci, in aceste conditii, existd triunghiuri asemenea.

31. Triunghiul MNP are laturile cu lungimile de 3 cm, 4 cm, 5 cm.
Triunghiurile M’N’P’, M"N”P”, M’ N P" au laturile respectiv de 6 cm, 8 cm,
10 cm; 9 em, 12 cm, 15 cm; 1 cm, 1,(3) cm, 1,(6) cm. Cercetati daca: a) AMNP ~
~ AM’N’P’; b) AM'N’'P’ ~ AM”N"P”; ¢) AM"N”P” ~ AM'’N’"P"",
d) AM'”"N'"P"” ~ AMNP.

32. Demonstrati cd oricare doud triunghiuri echilaterale sunt asemenea.

33. Demonstrati cd oricare dou# triunghiuri dreptunghice isoscele sunt
asemenea.

34. Enuntati cdte un caz de asemdnare pentru a) triunghiurile isoscele;
b) triunghiurile dreptunghice.

35. 84 se demonstreze ca in doud triunghiuri asemenea indltimile, medianele,
bisectoarele corespunzitoare laturilor omoloage se gésesc in acelasi raport cu
raportul de asemdnare a triunghiurilor.

36.5& se demonstreze cd raportul razelor cercurilor inscrise in doud
triunghiuri asemenea este egal cu raportul de aseménare a triunghiurilor.

37. Aceeasi problema ca la 36 pentru razele cercurilor circumscrise.

38. Triunghiurile ABC §i MNP au: m(<4) = m(<M) = 90°, m(<B) = 37°,
m(<P) = 53°. 84 se demonstreze ci aceste triunghiuri sunt asemenea,

39. Se stie cd AABC ~ ADEF §i cd AB =9 cm, BC = 5 cm, AC = 10 em,
DE = 99 cm. Si se calculeze EF §i DF.

40. S& se demonstreze cd doud triunghiuri care au laturile respectiv paralele
sunt asemenea. (In fond si se demonstreze ci triunghiurile nu pot avea doud
unghiuri respectiv suplementare).

41.1n triunghiul ABC, punctul M este ‘mijlocul laturii [4B] si <AMN =
= {ACB, unde N € (AC). Daci AB = 6 cm, BC = 8 cm, C4 = 9 cm, calculati
lungimile laturilor triunghiului AMN.
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42. Aceleagi cerinte ca la 41, pentru triunghiul CMN, daca M este mijlocul
Saturii [BC] §i <CMN = <CAB, unde N € (4C).

43. Un cerc are drept coardd pe [BC] si intersecteazi laturile [4B] si [4C] ale
munghiului ABC (sau prelungirile lor) in £ §i F. Sa se demonstreze ca triunghiurile

AEF §i ABC sunt asemenea. Daci BC =9 dm, EF =3 dm, AB=5dm, §i AC=7 dm,

care sunt lungimile segmentelor [4£] §i [AF]?

44.In triunghiul isoscel - ABC ([4B] =[AC]), m(<BAC)=36°. Fie
<ABD = <CBD, unde D € (AC). Cercetati dacid AB - CD=BC2.

45.1n &iunghiut MNP mediana [MA] (4 € (NP)) intersecteaza o paralela
EF la dreapta NP in punctul G, (E € (MN), F € (MP)). Este adevirat ci
[EG] = [GF)? :

46. Se considerd un segment [4B] §i un punct M in interiorul sdu. Se
construiesc, de aceeagi parte a dreptei 4B, pdtratele. AMNP si BMDC. Si se

demonstreze ca raportul % este acelagi, oricare ar fi pozitia lui M in interiorul
segmentului [4B].

47. Triunghiul ABC are latura BC = 5 si indltimea AD = 4. Si se calculeze
latura unui patrat care are doud varfuri aldturate pe BC, unul pe A8 si unul pe AC.
Dati §i o metoda de constructie a pétratului, faré calcul.

48. Pe semidreptele [04, [OB, [OC sunt situate punctele 4, B si respectiv C.
Fie A, B', C’, pe respectiv aceleagi semidrepte, astfel incat 4’B’ | 48, B'C’ || BC.'Sa
se demonstreze ci triunghiurile ABC, A’B’C’ sunt respectiv asemenea.

49. In figura 86, punctele 4, B, D sunt coliniare §i triunghiurile ABC si BDE

echilaterale. Segmentele [BF] si [BG] sunt indl{imi. S& se demonstreze ci
wriunghiurile BFG §i BCD sunt asemenea.

50. In ﬁgura 87, triunghiul ABC este inscris in cercul O, punctul [/ este
mijlocul arcului BC §i (47) N (BC) = {D}. Fie [DM bisectoarea unghiului BDI care
mtersecteazd (AC) in E. Segmentul [B]] se intersecteazd cu MD in L. 83 se arate ca
munghiurile DAE §i DBL sunt asemenea.
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51. In figura 88, triunghiurile 4B8C $i CDE sunt triunghiuri echilaterale, iar 4/
§i EG inil{imile lor. Dacd, EG N BC = {U}, AI N CD = {V}, sé se arate cz
AV -DE=EU-BC. ,

52. In figura 89, patrulaterul ABCD este un trapez isoscel ([4D] si [BC] baze)
$i AD - BC = AB? Patrulaterul ADEF §i BCGH sunt pitrate. Si se demonstreze ci

BF AD
DG HG
7 F E
E
A D 4 3
A 0
3
B £
14y &
8 ¢ 9
S
DV
4 €
%5
F
E H G
Fig. 88 Fig. 89 Fig. 90

53. In figura 90, patrulaterul ABCD este patrat de laturd 6 i triunghiurile ADE
$i DFC au laturile AE = 4, DE = 3, DF = 9, CF = 4,5. Si se demonstreze ci
unghiurile DCF §i AED sunt congruente.

54. In figura 91, patrulaterele ABCD §i AMNP sunt pitrate, iar dreapta M5
intersecteazd pe AP in S §i pe¢ DP in T. Si se arate cd: a) [MB] = [PD]; b)
triunghiurile PT7S gi MAS sunt asemenea. ¢) Dacd £ este mijlocul lui [CD] $i 0

AE _ 4B

mijlocul lui [NP], si se arate ¢ — =
egieag i MO MN
D
E
¢
M A
\s
| /T
8
NS P
Fig. 91 Fig. 92

55. In figura 92, triunghiurile ABC §i CDE sunt triunghiuri echilaterale. Sa se
demonstreze. ci:

a) [BE] = [AD]; b) Triunghiurile AGF si BCF sunt asemenea; c) La fel.
triunghiurile EGN §i DCN sunt asemenea.
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56. Din mijlocul D al laturii [BC] a unui triunghi ABC, ducem perpediculare
pe 4B i AC; fie P respectiv O picioarele acestor perpendiculare. Si se demonstreze

DP _ AC.
dDQ_AB

57. In trapezul ABCD diagonala [4C] este medie proportionald intre [4B] §i
[4D] §i este bisectoarea unghiului BAD. (Unghiul BAD este ascutit.) Si se
demonstreze ca unghiurile DCA si ABC sunt congruente.

58. Patrulaterul ABCD este inscris in cercul de centru O din figura 93. Fie
M € (BD) astfel.incit <MAB = < CAD.

a) Demonstrati aseménarea triunghiurilor 4BM cu ACD §i exprimati de aici pe
&M in functie de 4B, AC si CD.

b) Demonstrai asemanarea triunghiurilor
#MD cu ABC gi exprimafi de aici MD in functie de
4D, ACsidAD, '

¢) Adundnd BM cu MD, demonstrati cd
ar-un  patrulater inscriptibil produsul dia-
gonalelor este egal cu suma produselor laturilor
spuse.!)

d) Formulati reciproca gi incercati s-o
demonstrati. Fig. 93

59. Fie doud triunghiuri asemenea, din care _
mmul se afld in interiorul celuilalt. S& se demonstreze ca existd un punct, care isi
carespunde lui insugi prin aseminare. '

60.Din punctul / de intersectie a bisectoarelor triunghiului 4BC, du-

c=m o paraleld la BC, care intersecteazi (4C) §i (4B) respectiv in N si M. Ducem

@in M si N perpendicularele pe bisectoarele [B]] §i [CI], care intersecteazi latura

(8C) in P, respectiv Q. Si se demonstreze ci triunghiurile ABC si IPQ
i sunt asemenea. :

61, Doud cercuri de centre O si O’
sunt tangente exterioare in 7. In cercul de
centru O este inscris triunghiul ABC.
Dreptele AT, BT, CT intersecteazi a
doua oard cercul O’ in punctele 4’, B, C’
(fig. 94). Si se demonstreze ci triunghiurile
ABC i A’B’C’ sunt asemenea.

62.8e dau trei cercuri: (0, R),
Fig. 94 ~ €'(0', R),¢"(0", R"), de raze diferite si cu

VAceastd propozifie este cunoscuti sub numele de teorema lui Prolemeu, (Claudiu
Solomeu ~— Caludios Ptolemaios — (sec. 2 e.n.) astronom, matematician §i geograf grec, a triit in
Alexandria.) : i
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centrele necoliniare. Tangentele comune ale cercurilor € §i € se intersecteaza in 4.
cele ale cercurilor € §i €” in B i cele ale cercurilor ¢’ §i ¢” in C. Si se
demonstreze c¢i 4, B, C sunt puncte coliniare.

63.In trih.nghiul ABC, AD L BC (B € BC), BE L AC (E € AC). Si se
demonstreze ¢a triunghiurile 4BC §i DEC sunt asemenea. (Dreapta DE se numegte
antiparaleld fata de dreapta AB).

64. In triunghiul 4BC, o paralela la mediana [AM] (M € (BC)) intersecteaza

dreptele 4B §i AC in punctele D si respectiv E. Cercetati daci jg jg :

65. Notdm cu M un punct oarecare interior triunghiului ABC. Fie 4’ € (MA,

B'€ (MB, C’ € (MC. Presupunem c& 12 = MC _2
MB ~ MC 3
a) Este adevirat ca BC || B'C’?
b)Daci B - MA _2  ,ounci triunghiurile ABC §i A'B'C’ sunt
MB  MA 3 _

asemenea?

c)Daca M este ortocentrul triunghiului 4BC, atunci MA" 1 B'C’ &
MB 1 A'C"?

d)Dacd M este centrul cercului inscris in triunghiul A4BC, atunci
AMA'B' = <MA'C’ 3i <MB'A’ = <MB'C"?

e) Dacé M este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, atunci M este si
centrul cercului circumscris triunghiului A’B°C"?

66. Fie MNP un triunghi. Prin fiecare vérf se duce paralela la latura opusa; se
formeazi astfel un alt triunghi. Ce relatii exista intre laturile triunghiului astfel
format i laturile triunghiului MNP?

67. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC si M, N, P picioarele
perpendicularelor coboréte din O, pe laturile triunghiului 4BC.

a) Ce relatii existd intre laturile triunghiurilor ABC si MNP?
b) Este adevirat cd OM, ON,.OP sunt in3ltimi in triunghiul MNP?
68. Fie cercul € (0, R) si [4B] un diametru in acest cerc. Tangentele la cerc in

punctele 4 §i B intersecteaza dreptele AM si respectiv BM in C i D (M € 0O).
Cercetati daci 4D - BC = 4 R .

69. Se da patrulaterul ABCD ale cirui diagonale se intersecteazd in O.

a) S& se demonstreze ci dacd ABCD este un trapez (4B || CD), triunghiurile
OAB si OCD sunt asemenea.

b) Cercetati daca reciproca acestei propozitii este adevirati.
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70. Patrulaterul ABCD este un trapez oarecare (4B || CD §i [AC] diagonald),
§i N mijloacele laturilor [4D], respectiv [BC] si [MN] N [4C] = {P},
PMN] N [BD] = {Q}. Cercetati dack: a) MN_L;CQ- b) [4P] = [PC] §i
AB-CD
2 :
71.In trapezul ABCD (4B || CD) punctul O este intersectia diagonalelor.
Dreapta OM (M € AB) intersecteazi dreapta CD in punctul N. Cum trebuie desenata
aceastd dreapta astfel ca raportul % si fie ma:lcim? : |

180]1=[QD];c) MP=NQ= %; d) PO=

§5. PROIECTII ORTOGONALE

Definitie. Prolectla ortogonala a unui punct pe o dreapti este piciorul
‘perpendicularei dusi din acel punct pe acea dreapta.

Exemple: Daci A este un punct exterior dreptei d (4 € d), A’ este proiectia Ipi
4 pe d dacli A4’ este perpendiculard pe d (fig. 95, a). Daci A apargine drepton d,
: tul 4 este propria sa proiectie pe dreapta d (fig. 95, b).

¥A
l
% d 4 d

A

Fig. 95

Definitie. Multimea tuturor proiectiilor punctelor unei figuri
geometrice pe o dreapti se numegte proiectia acelei figuri pe acea dreapti.

Altfel spus: locul geometric al prmec;nlor punctelor unei figuri geumetnce pe
@ dreaptd este proiectia acelei figuri pe acea dreapta.

Exemple: in figura 96 sunt reprezentate pe dreapta d prmec;ule a doui
Sguri. Dupﬁ cum se constaté, proiectiile sunt nigte segmente. (Este posibil ca dou

Fig. 96
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sau mai multe puncte distincte ale unei figuri sa aiba aceeasi proiectie pe o dreapts
data).

Teorema. Proiectia unui segment pe o dreapti este un segment sau un
punct,

In figura 97 sunt prezentate diferite situatii in care se poate realiza proiectia
unui segment pe o dreapta.

N
F
c D I
T T TTTRTTTTTTIrTTTT
E
7 A L
it |
Al ] o ETTERR b . . r‘i :
8’ ¢ o' E F M= N
Fig. 97

Lasim pe seama cititorului demonstrarea acestei teoreme.

Propunem cititorului sd formuleze §i s& demonstreze o teoremid similara in
legaturd cu proiectia unei drepte pe o altd dreapta.

Teoremi. Pmiec;ia unui segment pe o dreapti are o lungime cel mult
egald cu a segmentului respectiv,

Pentru demonstrarea teoremei folosim figura 98. .

Daca segmentul este perpendicular pe dreapta pe care se proiecteazd, proiectia
este un punct.

Fig. 98

Dacd segmentul este paralel cu dreapta pe care se proiecteazi, proiectia lui
este un segment congruent cu segmentul dat (ca laturi qpuse ale unui dreptunghi —
figura 98, a).

Daca segmentul nu este nici perpendicular, nici paralel cu dreapta pe care se
proiecteazd, se foloseste in demonstratie faptul ca intr-un triunghi dreptunghic o
cateta este mai ,,mica“ decit ipotenuza (fig. 98, bsic). i

§ 6. RELATII METRICE IN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC
Vom reaminti mai intdi ce se intelege prin media geometrica a doua

numere pozitive. S-a invifat in clasa a VI-a ci media geometrici a doud
numere pozitive este radicina pétrati a produsului’ lor. Un exemplu: media
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sometrica a numerelor 4 $i9 este 6, pentru ci 6’ =4 x 9 sau V4x9 =6. In general,
sste media geometrica a numerelor pozitive a si b dacd m? = a - b sau m=+/ab.

atia m?=a - b mai poate fi scrisd ¢i sub forma de proportie A =%- De aici
m

e $i o altd denumire a mediei geometrice, anume acecea de medie
r{mnae’a

?‘eorema vinaltimiic: Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea
timii din varful unghiului: deept este medie proportionald fintre lungimile
iectiilor catetelor pe ipotenuzi.

Fie A4BC un trlunghl dreptunghlc in -
& ifig. 99) in care [AD] este inaltimea din
1 unghiului drept. Concluzia teoremei

e AD? = BD - DC, care poate fi scrisd sul

mi de proportie:

4D _ BD :
DC ~ AD i

Demonstratia. Triunghiurile ABD si.CAD sunt asemenea pentru ci au
unghiuri respectiv congruente: ' <ADB = <CDA (unghiuri  drepte) ‘i
4D = <ACD (au acelagi complement, unghml ‘ABC)." Din " aseminarea
aghiurilor respective rezultd §i propor;na din concluzia teoremei. i

Sa formulim acum si propozt;nle reclproce ale teoremei 1nal§1rnn §1 sa
etam dacd sunt adevirate sau false. i ffy

. a)Daca intr-un triunghi ABC mﬁfpmaa din virful' 4 este medie pmpor—

ala intre proiectiile latunlor [4B] si [4C] pe [BC], atunc1 tnung,hlul este‘
ghicin 4. '

b) Dacd intr-un ti'imighi dleptunghlc 4BC, existd un punct D pe ipo-
za [BC] astfel incat AD? = BD - DC, atunci punctul D este piciorul indltimii
A "4 !

¢) Daca intr-un triunghi ABC, D este un punct de pe latura [BC] astfel ca
= BD - DC, atunci triunghiul este dreptunghic in 4 i D este piciorul inﬁltimii
A : ;

Prima propozn;;e reclprocﬁ este adevirata, demonstrarea el se facc pe baza

i 2 de aseminare Afirmdm cd AADB ~ ACDA (fig. 99) pentru ci :
_4DB = QADC (unghiuri drepte) §i %— jD (4D fi md medie proporgronalﬁ
BD si DC). Aceasta propozme este deci teoremi reclproc& pentru teorema
gn l]

Celelalte doua propnzqn remproce sunt false. Falsitatea lor se dem{;mtreazﬁ 0
metoda contraexemplului. . AT \

N
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Pentru propozitia a doua este suficient sd considerdim un triunghi A
dreptunghic in 4 §i neisoscel, cu D mijlocul ipotenuzei (fig. 100). Se stie
mediana relativd la ipotenuzi are lungimea cat Jumatate din lungi

1
ipotenuzei (AD =BD=DC = a3 BD}

Relatia AD? = BD - DC din ipoteza
verificd, fird ca D si fie piciorul inalti
din A, Deci aceasta nu este o teor
feciprocd.

Falsitatea propozitiei a treia

B b ¢ } .
: : evidentd, demonstrarea acestui lucru fi
Fig. 100 . laindemana fiecirui cititor,
Teorema caterei. Intr-un triunghi dreptunghic lungimen unei cate

este medie proportionald intre lungimea ipotenuzei 8i a proiectiei acestei cate
pe ipofenuzi.

Fie A4BC un triunghi dreptunghic
in 4 (fig. 101) in care D este piciorul
indl{imii din varful unghiului drept. Pentru
cateta [AB], concluzia teoremei este

AB2=BC-BDsau-A8 - BD
BC 4B

Demonstratia. Triunghiurile ABD B D
§i CBA sunt asemenea pentru ci au Fig. 101
doud unghiuri respectiv congruente:
4ADB = <CAB (unghiuri drepte) §i unghiul B — unghi comun, Din asema
triunghiurilor respective rezulti §i proportia din concluzia teoreme;i.

#

Pentru cateta [4C], relatia din concluzie va fi L6 Q-g—
BC AC

Aplicarie, Dandu-se doud segmente, si se giseascd un al treilea s
ment a cdrui lungime sd fie media proportionald a lungimilor primelor do
segmente.

in fond, problema subintelege urmatorul fapt: Fard si misurdm efectiv c
doud segmente ,date” si gdsim un al treilea segment, despre care, desi n
masurdm nici pe el, s& gtim cd lungimea lui este medie proportionald a lungimil
primelor doua. : :

Deci, fie cele doud segmente din figura 102. Notim cu g §i b lungimile |
degi nu stim exact numeric cét reprezinta.

Pe o dreapti ajutitoare d ludm, unul in prelungirea celuilalt, doud segme
congruente cu segmentele date: MP = a, PN = b (fig. 103). Segmentul [M
reprezintd suma lor. Din punctul P, capitul comun al celor doud'segmente, ducem ¢
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Fig. 102 ' : Fig. 103

pendiculard care se intersecteazd cu cercul de diametru [MNj in Q. Segmentul
J] este segmentul cdutat. Este aga pentru ci triunghiul MON este dreptunghic,
d inscris in semicercul de diametru [MN], iar [PO] este indl{imea
sspunzitoare ipotenuzei.
Problema se poate rezolva si aplicand teorema catetei: desendm un semi-
cu diametrul [4B)], a cérui lungime este cat cea a segmentului ,,cel mare* a,
i pe acest diametru [4B] suprapunem -
segment AC = b (fig. 104). Din C
rem o perpendiculard pe [AB] care
intersecteazd cu semicercul in E.
sgmentul [4E] este cel cutat. $i este aga
mtru cd triunghiul AEB este dreptunghic
is in semicercul de diametru [4B],
W [4E] este cateta care are ca proiectie .
gmentul ,,mic®, Fig. 104

Teorema lui Piragora'”‘ intr-un triunghi dreptunghié, suma
stratelor lungimiler catetelor este egali cu patratul lungimii ipotenuzei.

A AE . Demonstratia se poate face in mai

- multe moduri. Am ales folosirea de dou

g e dreptunghic in 4 si D piciorul
\ k : perpendicularei din 4 pe BD (fig. 105).
o Notdm, pentru simplificarea scrisorii,
BC=a,AB=c, AC'= b, BD = x i deci
Fig. 105 0 b

Teorema catetei, scrisd pentru fiecare din catete, ne da:

-3 e S e B
S2+thR=arta@-x) S+ =ar+a - g
‘=a-(a-x) ; _

& 2+ b? = a2 i teorema este astfel demonstrati,

"' Pitagora (Pythagoras) — sec. 6 i.e.n. — filozof §i matematician grec nascut in Insula Samos,
setorul geolii pitagoreice. Traditia ii atribuie descoperirea tablei de inmultire §i a teoremei ce-i poartd

- ori a teoremei catetei. Fie triunghiul ABC '

!
b
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) De multe ori, in probleme, o folosim pentru a gasi lungimea unei catete,
atunci o exprimam astfel: patratul lungimii unei catete este egal cu diferenta di
patratul lungimii ipotenuzei i pétratul lungimii celeilalte catete. (Atentie, aceasta
este o reciprocd ci o altd formé de scriere a teoremei lui Pitagoral).

Reciproca. teoremei lui Pitagora. Dacd intr-un triuns
suma pitratelor lungimilor a doud laturi este egali cu patratul lungimii lat:
a treia, atunci triunghiul este dreptunghic. (Bineingeles cu unghiul drept in va
care se opune laturii ,.celei mai mari®), .

Demonstrafia. Fie ABC triunghiul dat §i b2 + ¢2 = a2 (cu notatiile din fi
106). Desendm alaturi un unghi drept xOy pe care purtim cu compasul segmen

Fig. 106

OM = b, OP = ¢. Din teorema directd a lui Pitagora, avem: b2 + ¢2 = MP?; adi
MP?2= g2 & MP = q. Triunghiurile ABC §i OPM sunt deci congruente, avind t
laturile respectiv congruente. Laturilor omoloage [BC] si [MP] opunandu-li
unghiuri congruente, rezult ca §i unghiul din 4 este drept.

Aplicatic. Intr-un triunghi oarecare, patratul lungimii unei laturi este egal o
suma pitratelor lungimilor celorlalte dous laturi, minus sau plus (dupa cum unghs
opus primei laturi este ascutit sau obtuz) de dou# ori produsul dintre lungimea unes

 dintre celelalte laturi i lungimea proiectiei celeilalte pe ea.

Demonstrafia. Ne vom ocupa inti de triunghiul ABC cu unghiul din A ascus
Ducem din C inaltimea [CD] pe latura [4B] (fig. 107) §i notdm 4D = x §i CD =
Folosim teorema catetei in triunghiul ADC i BDC. -

In triunghiul 4DC : B = p? - &*

s = g? — o2k

11'.1 triunghiul BDC : B*= &* - (c~x)? =b x? 9 ot 2cx %

& a? = b+ 2 - 2

In cazul triunghiului cu unghiul din 4 obtuz, cu notatiile din figura 1
avem: |
In triunghiul 4pc: # = # - 2 }

i o (e S S 3 3 Te i
In triunghiul 80C:# = ot = (eapp[ 0% = % = @% = & - 2ex — »

& a? = b2 + ¢+ 2ex.

Aceastd propozitie este cunoscutd sub denumirea de feorema lui Pitag
generalizatd.
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Fig. 108

4. EXERCITHII $I PROBLEME

A. TEOREMA [INALTIMN

l‘, Intr-un triunghi  dreptunghic lungimile proiectiilor catetelor pe ipo-
=auzd sunt de 7 cm §i 63 cm. S& se afle lungimea indl{imii din varful unghiului
drept. .

2. Aceeasi problemi de la 1, daca lungimile proiectiilor catetelor sunt de 2 dm
=45 em. . :

3, Intr-un triunghi dreptunghic lungimea ipotenuzei este de 13 cm, iar raportul
£ntre lungimile proiectiilor catetelor pe ipotenuz este de —;— Si se afle lungimea
=2ltimii din varful unghiului drept.

4, Tnﬁlpmea din vérful unghiului drept al unui triunghi dreptunghic are
hng:rnea de 24 cm, iar proiectia uneia dintre catete pe ipotenuzé are lungimea de :
| ém. Si se afle lungimea proiectiei pe ipotenuza a celeilalte catete.

5. Intr-un triunghi dreptunghic cu lungimea ipotenuzei de 1 dm, proiectia
amel catete pe ipotenuzii este de 4 ori mai ,mare" decat proieciia- celeilalte
catete pe ipotenuzd, Si& se afle lungimea inaltimii din vérful . unghiului

rept.

6. Intr-un triunghi dreptunghic cu ipotenuza de 2 dm, miisura unghiului dinfre
‘miltimea §i mediana duse din varful unghiului drept este de 30°. S& se afle
“mgimea indl{imii din vérful unghiului drept.

B. TEOREMA CATETEI!

7. Intr-un triunghi dreptunghic lungimea ipotenuzei este de 5 dm, iar cea a
umei catete de 14 cm. 84 se afle lungimile proiectiilor catetelor pe ipotenuzi.

8. Aceeagi problema ca la 7, dacid lungimea ipotenuzei este 13 c¢m, iar cea a
umei catete de 5 cm. 3 '
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: 9. O catetd a unui trinnghi dreptunghic are lungimea de 15 cm, iar proiectia sa
pe 1pbtenuzﬁ este de 9 cm. S& se afle lungimea proiectiei celellalte catete pe
ipotenuza.

10. Intr~u§i triunghi dreptunghic lungimea unei'catete este de 10 cm, iar
lungimea pr01ec§1e1 sale pe ipotenuzi de trei ori mai micd decat lungimea proiectiel
celeilalte catete pe ipotenuza. Sa se afle lungimea 1potenuze1 munghiulm

11. intr-un tnunghl dreptunghic lungimea 1potenuze1 este de 300 cm si
cea a proiectiei unei catete pe ipotenuza de 108 cm. S4 se afle lungimile celor. doud
catete.

12. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic are lungimea de 5 dm, iar proiectia
uneia dintre catete pe ea are lungimea de 5 cm. Si se afle lungimile celor doud
catete si a ndl{imii din vérful unghiului drept. |

13. 84 se formuleze propozitiile reciproce ale teoremei catetei §i si se
cerceteze daci ele sunt adevirate sau false.

C. TEOREMA LUl PITAGORA

lﬁ/(') catetd a unui rﬂunghl dreptunghic are ]ung,lmea de 10 cm iar inaltimea
din vvarfal unghiului drept de 8 cm. Sé se afle lungimile: Lelellalte catete i ’
lpotenuzei :

15; Care este lunglmea dlagonalel unui patrat de lalura a?l (Acest rezultat este
util sé fie retinut pentru folosirea lui i la rezolvarea altor probleme.)

16. Care este lung1mea indltimii umu triunghi echilateral ‘de latura a?
‘(Rezultat util) .

é}/Ll.mgn'ﬂea 1potenuze1 unui triunghi dreptungh;c 1z~.oscel este 4 cm Sﬁ se
caleul llmglrmle catetélor triunghiului. ;

A Up munghl dreptunbhm are o catetd cu lungimea de 3 ¢m si unghlul care
se op e ei cu misura de 30°. Ca]culagl lungimile ipotenuzei, a celeilalte catete §1 a
: mﬁltlmu din varful unghiului drept. 2

19, Intr-un trapez dreptunghlc bazele au lunglmlle de 10 ¢m §i 7 cm, iar
inaltimea de 4 cm. - Calculati lungimile celeilalte laturi siale dlgonalelor

20. Un trapez dreptunghic are lungimile bazelor de 11 cm §i 7 cm, iar
lungimea uneia din diagonale de 15 cm. Si se calculeze lungimile ‘laturilor
neparalele i a celeilalte diagonale.

21. Un triunghi isoscel are laturile congruente de 10 cm, iar baza de 12 cm.
Calculati - lungimea Tnﬁl;nmq corespunziitoare bazel $i cea''a razei cercului
circumseris. © -

' 22.Cu datele dift problema precedentd, calculai si lunglmﬂe celor]ahe
indltimi ale triunghiului. :

—y
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23. O coardd a unui cerc de razd 15 cm are lungimea de 8 cm. Calculati
distanta de la centrul cercului la aceasta coarda. -

24. Care este lungimea tangentei dintr-un punct la un cerc, daci dmtanta de la
punct la centrul cercului este de 8 cm §i raza cercului de 3 cm?

25. Calculati lungimea tangentelor comune a doud cercuri tangente exterioare
deraze Rsir.

26. Calculati lungimile tangentelor comune exterioare §i interioare a doud
cercuri de raze 8 cm si 5 cm, daci distanta dintre centrele lor este de 20 cm.

27. Latura unui romb are lungimea de 11 em, iar lungimea unei diagonale a
‘ui este de 15 cm. Este aceasta dlagonaia ~mai mare* sau ,,mai mlcﬁ“ decat cealalta
éiagonalad?

28. Diagonala unui dreptunghi are lungimea de 10 cm, iar una din laturi este
de 7 cm. Este aceastd laturd ,latura cea mare” sau ,latura cea: micid“ a
dreptunghiului? :

29. Un patrulater ABCD inscris intr-un cerc de razi 25 cm are diagonalele

perpendiculare si sunt depértate de centru la 7, respectiv 15 cm. Sa se calculeze
fangimile laturllor patrulaterului si ale diagonalelor lui.

30. Triunghiul ABC, din figura 109, este isoscelycu 4B = AC = 20 cm i
indltimea AD = 16 cm. Calculati lungimea bazei [BC] si a diametrului cerculm
circumscris triunghiului ABC. ol o

Daca dreap;a AD intersecteazd a doua oard cercul in E, calcula;x 1ung1mea
coardei [EC ’] X : ;

D M C
!0 1 )
o Q
A s
Fig. 109 : : Figi 110

« 31 in patratul ABCD cu latura a este inscris un ceri:, M fiind unul dintre
punctele de tangentd (fig. 110). Cercul intersecteazd a doua oard laturile [MA4] si
[MB] ale triunghiului MAB in P, respectiv in Q. ‘ie cere lungimea segmentului [PQ]
in functia de a. }

32.0n tnunghlul isoscel ABC ([AB = [AC]), indltimea dm B intersectedza

AM AC
ﬁt'ﬁ——-—z -1
latura [AC7] in M. Ariitati c 7 (B(*)

-
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33. Arditati cd un triunghi de laturi @, b, ¢, in care are lor una din relatiil
urmdtoare, este dreptunghic:

b2c? :
J (a+b)?

34. Triunghiul ABC are laturile de: @ = 15 cm, b = 14 em, ¢ = 13 cm. Sa se
calculeze lungimea indltimii [44"]. :

35. In patratul ABCD de laturd a, se inscrie triunghiul dreptunghic APQ, cu
unghiul dreptin P (P € [BC] §i Q € [DC)), avind unghiul din 4 cu mésura de 30°
(fig. 111). B

a) Arditati cd unghiul PDC are mésura de 30°.

b) Calculati, in func;if. de a, laturile triunghiului APQ.

0 Q s
Ak R
Q P
a M
x°
A a8 B a £
Fig. 111 ' - Fig. 112

- 36. In figura 112, patrulaterul ABCD este un trapez dreptunghic cu baza mare
BC = a, baza micd AD = b si semicercul de diametru [AB] este tangent laturii oblice

[CD] in punctul P. Centrul semicercului este M, iar MN || QP || BC (N, P € (CD),

Q € (4B)). Din inegalitatile care se stabilesc intre [MN], [MP] §i [QP], demonstrati
cd: L8 sﬂs—‘lﬂ- (Numdrul
a+b 2 a+
numerelor a §i b.)

Aceastd dubla inegalitate se mai exprimd astfel: media geometricd a doui
numere pozitive este cuprinsd intre media armonici §i media aritmeticd a celor doua

numere. :
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37. Sa se arate ci intr-un triunghi oarecare ABC, de laturi a, b, ¢, mediana din
2 ~
= poate fi exprimata de m? = L ol

38. Aplicand rezultatul din problema precedentd, ardtati ci intr-un
saralelogram, suma pitratelor lungimilor laturilor este egald cu suma pitratelor
‘umgimilor diagonalelor.

39. Se d patratul ABCD de laturd g, §i se cere si se determine un segment de
smgime x astfel incdt MNPQRSTU (fig. 113) sa fie un octogon regulat. (S aiba
wsate laturile congruente §i toate unghiurile congruente.)

X X f
x N
/ \ p—% ¢
M ’ 5 |
.

CEne o SR e # 2
Fig, 113 Fig. 114

A

]
I

2

40. In pétratul ABCD se inscrie triunghiul echilateral AMN cu M situat pe
2C si N pe (CD), ca in figura 114. Si se afle lungimea laturii triunghiului
schilateral in functie de a, latura pétratului dat.

41. In dreptunghiul ABCD, avem: AD = BC = a $iDC=AB = a V2 . Daci

DE LAC, (E € (4C)), 8 se arate cd raportul dintre AE §i CE este -é—

42. Gasiti un triunghi dreptunghic astfel incat lungimile laturilor, a indltimii gi
#'e proiectiilor catetelor pe ipotenuzi si fie toate numere naturale. '

43. 84 ye demonstreze ci intr-un triunghi ABC, unghiul 4 este ascutit daca §i .
sumai daci BC2< AB? + AC2 .

L] *

Observatie. Desigur ci ati rezolvat cu ugurin{d problema in care se cerea
#agonala pitratului de laturd 1 §i ati constatat ci ea este de v/2 . Deci, constructii
smple aplicate unor segmente cu lungimi rationale (chiar naturale) pot conduce la
scgmente de lungimi irationale. Descoperirea acestui fapt a produs o mare surprizi
= lumea matematicienilor greci, inaintea erei noastre.

Existé totugi triunghiuri dreptunghice care au lungimile tuturor celor trei laturi
sxprimate prin numere naturale. Unul dintretriunghiuri este cel de catete 3 §i 4 si
potenuzd 5. Rezolvand probleme ati intélnit probabil i alte numere naturale care
pot exprima lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic. Se cunoagte forma
zenerald a tripletelor de numere naturale diferite de zero, (x, v, z) pentru care

81



x% +y2 = 22, anume :x = k(p? — ¢%), y = 2kpq, z = k(p? + ¢?), presupunind ci p si
sunt naturale, prime intre ele (p > ¢) i, ca si evitdm repetitiile, unul par si celil
impar. Prezen{a factorului £ este ugor de inteles daci avem in vedere notiunea
triunghiuri asemenea. S& dam céteva exemple, toate cu k= 1: a) p =2, ¢ = 1
(3,4,5;b)p=3,g=2da (5,12, 13);¢c)p=4,qg=1da (158,17 d)p =
q=3d4(7,24,25);e)p=5,9=2da(21,20,29); N p=5,q=4di (9,40, 41) etc.
Puteti folosi aceste triplete de numere pentru a compune voi ingivd proble
la care si nu apard numere irationale in cursul rezolvirii lor. Puteti verifica ugor
X, ¥, z, definite prin formulele de mai sus, verifica relatia x% + y2 = 22, Mai greu,
nu dincolo de posibilititile voastre de intelegere, este de a dovedi ci orice triplet
numere naturale (x, y, z), pentru care, x? + y2 = z2, se obtine din formulele de mai s
cu k, p, g numere naturale.

L}

§ 7. ELEMENTE DE TRIGONOMETRIE"

Ne propunem si exprimim ,,mdrimea® unui unghi nu printr-un numir
grade, ci prin raportul unor lungimi.

Definigii. Intr-un triunghi dreptunghic considerdm un unghi ascufit §
numim; , :

— sinusul® 1yi, raportul dintre lungimea catetei opuse unghiului §i lungimes
ipotenuzei; ¢ :

~ cosinusul® lui, raportul dintre lungimea catetei aldturate unghiului s
lungimea ipotenuzei:

— tangenta lui, raportul dintre lungimea catetei opuse unghiului i lungimes
catetei aldturate lui: ' '

— cotangenta lui, raportul dintre lungimea catetei aldturate unghiului &
lungimea catetei opuse lui. ; ' :

Sinusul, cosinusul, tangenta, cotangenta se numesc funcfii trigonometrice, iar
scrierea lor prescurtati este: sin, cos, 1g, clg.

Deci, in triunghiul dreptunghic in 4, din figura 115, scriem:

8 sinC=%
a
cos C=-{)r
¢ a
th=%
: f3
¢ 4 A agC=2
Fig. 115 c

\

" Cuvéintul , trigonometrie” este compus din doui cuvinte provenite din limba greack
trigonos = triunghi si metron = masuri. Trigonometria este o ramurd a matematicii care studiazi relatiile
dintre elementele unui triunghi. :

* Cuvintul ,,sinus “ in limba latind avea semnificatia de: cura, arc.

Cuvantul ,, cosinus “ inseamnd complementarul sinusului.
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Observam urmdtorul fapt: cateta opusa unghiului C este aldturata I.mLJ'IIUlUl B
b "'“(B) 90°~mf”(3 Rezultﬁcax n(o0* — cos O, cos (W) {) Sih €

Vom putea spune dec: ci sinusul unui unghi este egal cu cosinusal
samplementului siu, cosinusul unui unghi este egal cu sinusul complementului
siu, tangenta unui unghi este egald cu cotangenta complementului siu,
setangenta unui unghi este egald cu tangenta complementului séin.

Constatdm ca sinusul §i cosinusul unui unghi ascutit sunt numere pozitive
ssbunitare pentru cd numirdtorul (lungimea catetei) este mai mic decat numitorul
‘ungimea ipotenuzei). In schimb, tangenta §i cotangenta unui unghi ascutit pot lua
arice valoare pozitivi.

O a doua constatare: Dacd unghiul ascutit XOY fiind dat, ducem, din oricare
punct al unei laturi ale sale, perpendiculara pe cealalti laturd, raportul dintre
‘umgimea catetei opusi si cea a ipotenuzei este acelagi, oricum am alege 4,, 4,, A,
panctul din care ducem perpendiculara :
Sz2. 116), proprietatea aceasta rezultand -

n asemdnare. Aceasta inseamnd, in fond, Az
2 sinusul caracterizeaza unghiul. Cu 8
site cuvinte, fiecdrui unghi ascutit i
corespunde un sinus si reciproc, fiecirui
sous i corespunde masura unui unghi
sscutit. 0

Se poate alcﬁtm un tabel cu valorile
sproximative ale sinusului. Veti vedea mai
dirziu, in ultimele clase de licen, ci
smusurile nu se misoard, ci se pot calcula cu ajutorul unei formule in care apare o
_sumi infinitd*, formuld care ,incepe* astfel:

dnea B w1 ET
*=180 sl180, T 120180
Dam mai jos un tabel (calculat, de exemplu, pe baza formulei de mai sus) in
care figureazd valorile lui sin x, cu trei zecimale exacte, pentru toate unghiurile x

sxprimate printr-un numdr intreg de grade, cuprins intre 0° §i 90°.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Y

A A2 e S
Fig. 116

0 0,000 0,017 0,035 0,052 0,070 0,087 0,105 0,122 0,139 0,156
10 0,174 0.191 0,208 0,225 0,242 0,259 0,276 0,292 0,309 0,326
20 0,342 0,358 0,375 0,391 0,407 0,423 0438 0,454 0,469 0,485
30 0,500 0,515 0,530 0,545 0,559 0,574 0,588 0,602 0,616 0,629
40 0,643 0,656 0,669 0,682 0,695 0,707 0,719 0,731 0,743 0,755
50 0,766 0,777 0,788 0,799 0,809 0,819 0,829 0,839 0,848 0,857
60 0,866 0,875 0,883 0,891 0,899 0,906 0.914 0,921 0,927 0,934
70 0,940 0,946 0,951 0,956 0,961 0966 0970 0974 0,978 0,982
80 0,985 0988 0,990 q,993 0,995 0,996 0,998 0,992 0,999 1,000

ultima valoare este 1,000, cu ,rotunjire prin adaos®).
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Cu ajutorul acestui tabel putem raspunde-la dotd tipuri de probleme:

1) 84 se afle, de exemplu, sin 23°. Gasim din tabel sin 23° = 0,391:
precis, deoarece tabelul conl;me valori aproximative, numai: 0,3905 < sin 23°
SO 3F150" ST :

2) Smusul unui unghi este aproximativ 0,32. Care este mésura x a ac
unghi? Din tabel gésim ca sin 18° = 0,309 <'0,32 < G 326 = gin 19°, deei x

-euprins intre 18° i 19°, darma1 apropiat de 19°.

 Existd §i tabele mai precme cu mai multe zec1mdle §i dm ,,mmm i
minut* etc.

Observatii :

1. Putem determina misura x a unui unghi §i dacad stim, de exemplu
sin —;i = 0,16. Din tabel obtinem 9°< % < 10°, deci 18° <x < 20°,

Z. Dm cele cunoscute pand acum putem deduce valoarea exacté a smusunlor

trei unghiun Stim (teorema lui Pitagora) cd intr-un tnunghl dreptunghm isoscel
catetd a 1p0tenuza este g \/_ 2 (fig. 117). .

Dec1, 8in 45’ = .

7 Bl 13 i) . T Fig. 118
$tim, din clasa a VI-a, c& intr-un triunghi -dreplunghic de ipotenuza a, ce are
un ung,hi aqcuglt de 30°, cateta opusi acelui unghl este E- (deoarece intr-un triunghi
ech:lateral blsectoarea este gi mediatoare — ﬁgura 118)..

Dec1, sin 30° =

(teorema lui

in acelagi triunghi, lungimea celeilalte catete. este

Pitagora), deci sin 60° = -Jzi '

f

$t1md cii sinusul unui unghi este egal cu cosinusul cumplemcntu!m ﬂau putem
deduce si valorile cosinusurilor unghiurilor de 30°, 45°,60°.
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3 2 !
Astfel: cos 30° =sin60°=—2{: cos 45° = sin 45° :—2—~ cos 60° = sin 30° =

Problemd rezolvata | Cunoscind lungimea ipotenuzei §i masura
s unghi ascutit ale unui triunghi dreptunghic, si se afle lungimile catetelor
S 119).

; Evoft;z‘a' 3o Concluzia
X)-90%5C=a TR
()= x

Fig. 119

. L AR ; : ) - :
Rezolvarea. Avem, prin definitie, —— = sin x, deci 4B = « sin x. Teorema lui
a ;

Pezgora di:

AC = \/az —AR? =\[a2 ~a’sin%x =av1 —sin’x .
Mai putem scrie, deoarece m(<B) = 90° —x, §i AC = a sin B = a sin (90° —x).
Observatie. Si remarcam ca am scris sin? x in loc de (sin x)2; aceasta este o
wventie de scriere,
Problemd rezolvata 2. Cunoscand lungimea unei catete §i pe cea a
‘petenuzei unui triunghi dreptunghic, si se afle misurile unghiurilor ascutite ale
snghiului (fig. 120).

B
Ipoteza Concluzia
<A)=90°% BC=aq, m(<RB) = ...
= b. m(<C) = ...,

b

Fig. 120

Rezolvarea. Conform definitiei, avem sin B =— si accasta relatie constituie
: a

sispuns la intrebarea ,,care este masura unghiului B?“

Masura unghiului C se determina fie din: m(<C) = 90° — m(<B) fie din:

_Na’ -8 (. bk sy AR
{ =———— | teorema lui Pitagora, sin C =— |.
a ; a
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Observatii

1.Degi problema cerea si se afle misurile unghiurilor ascutite ale
triunghiului, noi ne-am mulfumit sd gdsim valoarea uneia dintre functiile
trigonometrice ale unghiurilor. Pentru nigte valori particulare ale lui a §i b (a > b) se

poate calcula, cu aproximatie, raportul £ §i cu ajutorul tabelului se deduce masura
a

aproximativi a unghiului respectiv.

2. Pentru aflarea cosinusului unui unghi ascutit nu este nevoie de un alt tabel.
Tindnd seama de faptul ci sinusul unui unghi este egal cu cosinusul unghiulu
complementar lui, pentru a determina cosinusul unui unghi, scidem mdsurs
unghiului din 90° §i cdutim in tabel sinusul acestei diferente. El va fi cosinusul
unghiului cautat.

Exemplu: cos 35° = sin (90° — 35°) = sin 55° = 0,819.

Problema rezolvata 3. Cunoscdnd lungimea unei catete §i mésura
unghiului aldturat ei dintr-un triunghi dreptunghic, sd se determine lungimes
celeilalte catete (fig. 121).

Concluzia
AB=....

Ipoteza
m{<A) =90° AC= b,
m(<C) =x.

b
Fig. 121

Rezolvarea. Din definitia tangentei unui unghi ascufit gtim ca

tgx:i:c:btgx. Deci AB=btgx.

Observatie. in triunghiul dreptunghic ABC, in care am notat AB = ¢, AC = b.

sinC
BC = a, avem: sinC =<, cosC =£- Dacia facem cétul ———s pgésim
a a cos C
= -= £ Buc Dar, conform definitiei pe care am dat-o tangentei unui ungh
cosl v igi-q. b

N ; - sinC
ascutit, -é-= tgC.Decite C = S

Vom putea spune cé tangenta unui unghi ascutit este exprimata de catul dintre
sinusul §i cosinusul acelui unghi.

In rezolvarea numericd a problemei rezolvate 3, suntem in situatia de =
face o impartire a doud numere (sin x §i cos x) pe care le ludm din tabelul de Iz
pagina 83.
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Tabelul de valori ale tangentei usureazi calculul de mai sus.

0 1 2 3 4

5

6 7 8 g

0 0,000 0,017 0,035 0,052 0,070
10 0,176 0,194 0,213 0,231+ 0,249
20 0,364 0,384 0,404 0,424 0,445
300,577 0,601 0,625 0,649 0,675
40 0,839 0,869 0,900 0,933 0,966
50 1,192 1,235 1,280 1,327 1,376
60 1,732 1,804 1,881 1,963 2,050
70 2,747 2,904 3,078 3,271 3,487
80 5671 6,314 7,115 8,144 9514

Plecénd de la definitia cotangentei, este de la sine inteles ca: ctg x =

0,087 0,105 0,123 0,141 0,158
0,268 0,287 0,306 0,325 0,344
0,466 0,488 0,510 0,532 0,554
0,700 0,727 0,754 0,781 0,810
1,000 1,036 1,072 1,111 1,150
1428 1,483 1,540 1,600 1,664
2,145 2,246 2356 2,475 2,605
3,732 4,011 4,331 4,705 5,145
11,430 14,301 19,081 28,636 57,290

COos x

sin x

“onstatdm astfel cd tangenta si cotangenta unui unghi sunt doud numere inverse:

b |
g —- glitgy=r—
g x ctg x

Vom putea acum s deducem valorile tangentelor si cotangentelor unghiurilor

e 30°, 45°, 60°.

R T A TR [ T, S ()
130 =ctg 60 =———=—i——sma——
& b cos30°. 22 . N3 3
‘ in 45°
tg45°=ctg45°=sm o=.‘/E:‘/?=l; {

cos 45 2 2

sin 60° C i
tg 60° = ctg 30° = — e LA SN
5 £ cos 60° =

*
* *

Pentru a refine cu ugurinta valorile functiilor trigonometrice ale unor unghiuri
mportante, in cele ce urmeazi vom da nigte tabele mnemotehnice.

Prin procedeu mnemotehnic sau schemd mnemotehnici intelegem un
wocedeu sau ansamblu de procedee care inlesnesc memorarea cunostintelor. La
Jaza acestor metode sau procedee nu sta neapirat logica (mai bine zis deductia) cat

malogia (o asemanare formald, exterioara).

Va propunem un astfel de procedeu pentru a tine minte sinusurile (deci si
cosinusurile) unor unghiuri importante: cele de 30°, 45° §1 60°. Le scriem unele sub
+ele In ordinea crescitoare a argumentelor (adicd a masurii unghiului):

sin 30° :-‘/—1_

sin 45° = ~—ﬁ
2

sin 60° = ﬁ

87



Observm cd toate sunt fractii cu numitorul 2. Dac scriem §i pe 1 sub forma
de /1, se observd ci ‘numdritorii sunt si ei, tot ca gi argumentele, in ordine
crescitoare, i anume sub radicali figureaza 1, 2, 3.

Bineinteles tabelul poate fi completat la dreapta cu cosinusurile unghiurilor
complementare:
JT

sin 30° = ——2-- = ¢os 60°

sin 45° =—Jzi= cos 45°
sin 60° = % = cos 30°

sau mai poate fi completat in sus si in jos, stiind c& sin 0° = 0 i sin 90° = 1.

sin 0° = —— = cos 90°

sin 60° = —— = ¢cos 30°

sin 90° = —-= cos 0°

S-a dovedit cé sunt mai greu de retinut valorile tangentelor. S& vedem: tg 45°
aviind de-a face cu raportul lungimilor a doud catete congruente, tg 45° = . Pentru

J3

307 si 60°, unde se nasc cele mai multe confuzii, stim ¢ o valoare este ~— si alta
3 § 3 §

V3.Pede altd parte, cu cét un unghi ascutit este mai mare, cu atit tangenta este mai
mare. Am reprezentat in figura 122 mai multe triunghiuri dreptunghice cu aceeas:

catetd, Deci dacd 30° < 60° = tg 30° < tg 60°, deci tg 30° = g §itg 60° = V3.

Fig. 122
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5. EXERCITII' §1 PROBLEME

/.” Demonstratj, pe. figura 123, ca:

L

|r B
a)sin?x +cosix = 1:
sin x 1
g BT L
i CoOsX  ctgx
] o
¢)——=1+tg’ x.
7 A cos” x
Fig. 123

"§tiind ¢4 in triunghiul dreptunghic ABC, cu unghiul drept in A, sin B =%

% <d lungimea ipotenuzei este de 15 em, calculati lungimile catetelor si
C

jintr-un triunghi dreptunghic 4BC cu unghiul drept in 4, se cunosc:
“8)=53° si a= 2 cm. Caleulati m(<C), precum §i b §i e utiliznd
le. =

4, Intr-un triunghi ABC se da: m(<4) = 90°, m(<B) =37°si b= 5 cm. Si se
leze a, ¢ §i m(<C). '

5. In triunghiul dreptunghic 4BC, cu unghiul drept in 4, se cunosc:
a)a=226cm,cos B = Il% Calculati lungimile catetelor.

b)a=34 crﬁ, tgB = -{1% Calculati lungimile catetelor.

©)b=92cm,sinB = %:— Calculati lungimea ipotenuzei §i a catetei c.

d)a=850cm;tgB = -}} Calculati lungimile catetelor,

e)a=58cm,ctg C —‘-@ Calculati lungimile catetelor.

fla=T4cm, tg B Calculati lungimile catetelor,

6. In triunghiul dreptunghic ABC, cu unghiul drept in 4, se cunosc lungimile
orAB=35cmg§i AC = 3 cm. Si se calculeze, cu ajutorul tabelelor, masurile
wrilor B §i C. ' : ;
galititile de la exercitiul 1, o dats demonstrate, se pot refine ca formule. :
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7. In triunghiul oarecare ABC se stie ¢ m(<A) = 60° i AB = 4 cm, AC
= 5 ¢m. Sa se calculeze lungimea laturii [BC].

8. Triunghiul isoscel ABC ([4B] = [AC]) este inscris in cercul de centru
(fig. 124). Presupunand cunoscutd misura unghiului C gi lungimea latarii AC = b,
se determine lungimea laturii [BC]. Ducénd diametrul [4A4'], se cere s se expri
lungimea segmentului [4°C] tot in functie de m(<(C) §i b.

A

= |
Fig. 124 55 ' : Fig. 125

9. Cercul de centru / este inseris in triunghiul isoscel ABC ([4B] = [AC])
care [4D] este indltime (fig. 125). Cunoscand ca m( 4DAC) = 0° si raza cerc
inscris este 7, si se exprime lungimile laturilor [4B}si [BC] in functie de o §i 7.

10. Fie ABC un triunghi cu m(<4) = 60°% AC = x, AB = 3x. Se cere si
exprime raza cercului circumscris triunghiului (R) in functie de x.
11. Triunghiul ABC, din figura 126, are m(<4) = 105%, m(<B) = 45°

AB =342 em. Aflati masura unghiului C §i lungimile celorlalte laturi, precum
cea a indltimii [4D]. ! sl Vol

Fig. 126 202 Fig. 127

12. in triunghiul 4BC, din figura 127, se cunosc AC = 2;5 cm, m(<4) = 7
m(<C) =60°. Si se afle lungimile laturilor [48], [BC], precum si cea a indlt
[44). ' '

13.In triunghiul ascutitunghic ABC, findltimea [4D] are lungimea
60'crh, iar sin C = 0,8 §i cos Bz% Sa se afle lungimile laturilor tr

ghiului. ) , ; ™
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14.In  triunghiul ABC, in care - S R
< A4) = 135° §i m(<B) = 30°, latura [B(] are ;
Mmgimea de 6 cm. Si se afle lungimile
wsdorlalte doud laturi, precum §i cea a inaltimii
i virful C. o 7

15. In trapezul mnsccl ABCD (AB || CD)
#e stie i [AB] = [AD], cos C = 0,6 si DC =

= 66 cm. Calculati lungimile celorlalte laturi 2o

ale sale gi ale diagonalelor trapezului. b
16. Un dreptunghi ABCD are laturile

w= lungimile de 10 cm §i 7 cm. Sa se gdseasca

wmusurile unghiurilor formate de  diago- A 2a 8 a £

male cu laturile §i cel al unghlulul format de .. Fig. 128

dagonale. . :
17. in ﬁgura 128 patrulaterul AB(D este un patrat de laturd 2q, iar patratele
SEFG si CHLJ au laturile a.
a) §i se arate cd patrulaterul BFHD este inscriptibil.
b) Sa se calculeze cosinusurile unghiurilor DBH §i BHD.

18.In figura' 129, patrulaterul ABEF §i CDFE sunt patrate Se cere cite o
Snctie tngonometrlcﬁ a unghrurllor triunghiului BDF.

ohs) ST e ..D o ';1,,
A i D
A 8 A 8
B E ¢
v E
. Fig. 129 o . : ¥as Fig. 130

19. in ﬁgura 130, a §i b patrulaterul ABCD este un pétrat gi tnunghlul ABE un
munghi echilateral. S4 se calculeze, in fiecare caz in parte, tg (< CDE)

_'&-__.‘- _iin.i iy ‘ gro is i o

F ot Py iy i g
e TSty

Ll

ey

TP = e

Lid
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§ 1. INTRODUCERE

Notiunea de arie va era bine cunoscuté inci inainte de a fi inceput, in cla
a Vl-a, studiul geometriei. Astfel, in figura 131 intuitia ne indeamni s& spunem
aria ABC este mai mare decét aria DEF, in ciuda faptului ¢ DEF este mai ,lung:

A
G K
o]
Em, H
i p
’ I
Fig. 131 Fig. 132

decat ABC. Existd o situatie geometricd, in care ariile se aduni, aseméanitoare cu ca
.in care se adund lungimile segmentelor sau mésurile unghiurilor: in figura 13
avem: aria GHIJK = aria GHI + aria GIK + aria IJK.

Dar noi nu am luat in considerare notiunea de arie cAnd am descris, in pris
parte a manualului pentru clasa a V1-a, notiunile de bazi ale geometriei plane. Es
cazul sd privim aceasta ca o lipsd? Nu, deoarece, astfel de notiuni, sugerate &
experienta noastr# §i nu de logica dezvoltirii geometriei, mai pot aparea §i chiar
apérea in capitolul acesta.

Ne aflam deci in fata unei situa{ii noi. Intuitia noastri pune in evideng
nofiune noud gi unele proprieté(i ale ei. Noi ,,sim{im* ci aceasta este o notjune 4
geometrie. Se pune problema s exprimim toate acestea in limbajul geometriei,
alte cuvinte s definim aceastd notiune i s demonstrim proprietatile descoperite ¢
, noi inainte.

Cum in clasele precedente ati mai invifat cum se calculeazi ariile, noi ve
merge aci ,drept la {intd“, fird a ignora cunogtintele dobindite pand acum asupm
ariilor (evident insa, fiird a ne baza pe ele in demonstratii). '
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Observatie. Cénd vorbim despre aria unui
wiunghi, ne gandim de fapt nu la aria figurii A
formatd de varfurile triunghiului, ci la aria
-nteriorului triunghiului®, inteles drept multime a
wturor punctelor care se afli de aceeagi parte a
oricdreia dintre laturile triunghiului, ca si vérful
opus (fig. 133).
Daca privim schema triunghi — interiorul Fig. 133
s3u — aria, observdm ci fiecdrui triunghi, chiar
2andit ca o figurd formatd numai din trei puncte (varfurile) 1i corespunde o arie. Un’
sstfel de mod de a géndi scurteazi expunerea, evitind repetarea inutild a cuvantului
interior®,

§ 2. ARIA UNUI TRIUNGH!

Definitie. Prin aria unui triunghi intelegem jumitate din produsul
dintre lungimea wunei laturi a triunghiului si lungimea inaltimii
corespunzitoare acelei laturi, Cu alte cuvinte, aria unui triunghi este egald cu
jumiitate din produsul dintre ,,baz* si .,inil;lme“.

Aria triunghiului ABC o vom nota S.pc §i putem scrie: S, 0 = -«4%—(;2- sau,
sotdnd aga cum suntem obisnuiti, cu litere mici, S5 = c—;—"— (fig. 134).

Avem trei posibilitati de a calcula aria unui triunghi dat, corespunzitoare celor
wrei laturi ale sale, §i nu stim dinainte c# toate trei conduc la acelasi rezultat. Ar fi
trebuit deci s3 demonstrim, inainte de a da definitia de mai sus, o teorema, al ciirei
enunt il puteti ugor deduce.

¢ A

c B c’
Fig. 134 Fig. 135

Lemd. fIntr-un triunghi, produsul dintre lungimea unei laturi gi
lungimea indltimii corespunzitoare ei este acelagi pentru toate cele trei laturi
(altfel spus, definitia precedents este corectd).

In figura 135 gtim ca: Vrem si aratam ca:
AD 1 BC, BE 1 AC. AD - BC=BE - AC,
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Demansua;:‘a AACD ~ ABCE, conform cazului 1 de aseménare, deoarece
m(<ADC) = 90° = m(<BEC) i <C = <C. Rezulta 7’;1%_ ;g , de unde obtinem,
scriind cd produsul mezilor este egal cu cel al extremilor, relatia din concluzie.

Observatie. Aria unui triunghi depinde de unitatea de misurd aleasd pentru
lungimi. Daca inlocuim aceastd unitate cu alta, de k ori mai ,,Jungd* decat prima,
atunci lungimile tuturor segmentelor se impart cu £, iar toate amle trlunghmnlor
devin de k% ori mai mici.

In introducere am vorbit de o situatie in care atiile se aduné. Un prim fapt de

‘acest fel este stabilit in teoria urmatoare.

Teorema (proprietatea de aditivitate pentru arii). Daed D este un, punct
din interiorul laturii [BC] a unui triunghi 4BC, atunci Sg;c = Sipp + Sinc
(fig. 136).

Demonstratia. 84 - considerdim inal-
Eimea ‘[AH]. Avem SABC =-B—C"£"ﬁ
_(BD+DC)AH . BD-AH  DC-AH _
i e 0 2
= 8480 * Sanc: q.e.d.

: Observatie. Enuntul ,proprietatii ge-
nerale de aditivitate este complicat gi nu il
vom da. In unele probleme care vor urma,
vom indica alte expresii ale acestei pro-
prietati; in paragraful urmitor vor apirea, de

Fig. 136 asemenea, alte probleme cédrora li se
potriveste acest titlu.

Dim exemple de astfel de probleme:

Problemi rezolvatd 1. Sa se demonstreze cd suma distantelor unui punct
din interiorul bazei unui triunghi isoscel la cele doud laturi congruente este |
constanta.

in figura 137, DE i DF sunt  respectiv
perpendiculare pe 4B si AC. Scriem, conform
proprietitii de aditivitate: Sypc = Sysp + Sipc, sau
AC-BB AB'DE+AC-D.F'_ '

e e 2
Cum [4B] = [4AC], putem simplifica expresia cu

4422 si obtiném:

" BB =DE + DP = constant.
Problema rezolvata 2* Dﬁndu—se
tunghiul A8C, determma{n mul{imea punctclor M din
plan, astfel incat Sypc = Supc - (Dec1 punctele B §1 €
ramén fixe!). Fig. 137

* Rezultatul acestei probleme trebuie retinut pentru a fi folosit la rezolvarea altor probleme.
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Punctele B gi C rimdndnd fixe, segmentul [BC] are o lungime constanta.
Fentru ca §i aria triunghiului sd rdmand aceeasi, trebuie ca §i indl{imea din M a
wunghiului si fie constantd §i anume egald cu cea din 4 a triunghiului initial, deci
webuie ca M sd descrie o paraleld la dreapta BC (fig. 138). Suntem tentati, dupi ce

A A M
?‘\_\
O\
'-l =N
8 ¢ B D N ¢
Fig. 138

am trasat aceastd paraleld, si ne oprim aici. Dar noud ni se cer foate punctele M care
&u proprietatea din enunf. Or, si in celdlalt semiplan determinat de dreapta BC, mai
sunt astfel de puncte, §i ele alcdtuiesc incd o dreapta paraleld cu BC. Deci rispunsul
complet la problema propusd este ci: multimea punctelor ciutate este alcatuitd din
doud drepte (d i d’) paralele cu BC situate de o parte i de alta a dreptei BC, la
distante egale de aceasta.

Doua triunghiuri ABC §i MNP ale ciiror arii sunt egale (Sysc = Synp ) S€
aumesc triunghiuri echivalente.

Observatii. 1. Dacd intr-un triunghi ABC se cunosc lungimile a dous laturi, de
pilda AB = ¢ §i AC = b, §i se cunoagte §i misura unghiului cuprins intre ele
(m(<BAC) = A). expresia ariei triunghiului in functie de aceste trei elemente este:

= —hesin A

Intr-adevdr, considerand indltimea £, (fig. 139),
in triunghiul dreptunghic ACD avem: h. = CD =

c
; 7 1 1 ;
=bsinA. Deci S50 = ?c‘- h. = Z’._C +bsin 4.
2. Dacd se cunosc lungimile tuturor laturilo; b
nui triunghi ABC (AB = ¢, AC = b, BC = d), atunci
a triunghiului se poate exprima prin formula:
E 11 S€ poaic exj I : ui : A - 5
o e e }"' 1) (-
\'.-'.-'-.t""q'r”{f '“*J("’"_h“” o
i : 24 };
1de am notat ¢y S '1{ ol 2
7. Fig. 139

") Aceastd formuld este cunoscutd sub numele de wformula lui Heron®, (Heron — mntemattcum grec
din sec. 1 L.e.n.) .
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Demonstratia. Fie AABC in care AD L BC, unde D € (BO) (fig. 140). In
triunghiul dreptunghic 48D avem:

A2 = ¢2 - x2 (1) (unde am notat cu / lungimea inaltimii din A4 a triunghiulus
dat. cu x lungimea proiectiei laturii [4B] pe [BC]).

big. 14U

Expriméandu-1 pe A si din triunghiul ADC, gasim:
W= —(a-xP=b—a’+2ax-x* (2)

Egaland cele doua expresii ale lui £ din (1) i (2), avem:

g%~ +.¢
2-x2=p gl +2ax—x2 e 2ax=a* - b2+ & x=- &ty (3)
: a
Ducand valoarea gasita pentru x in (1) obtinem: ,
Ay Jand
a —b"+e
kz :('2 —_ — e "
2a

Folosind formula produsului de suma prin diferenta:

52 +a2—-b2+c2 ) a*—b*+¢?
2a 2a

%, Qac+a +c—b’ ) dac—d* -t +b" :
2a : 2a

Restrangem patratele:

% l(a+c)? —bz][bz*(a—c)z]_(a.+b+c)(a—-b.+t7)(u+b.-—c)('—a+,b+c)
= i 2

hz
4a® 4a

Dacé%(a+b+c}=p,arunci:a. +bh+e=2p,—atbt+e=2p-ak
a-b+tc=2p-bysia+b-c=2(p-c).
Putem scrie atunci:
- \/wp(p-a_)(p—b)tp—c)
A L]

4a-
Deci, aria se scrie:

2
= Jp(p—=a)p-b)p-c).

1 0.
Susc =5 ah=28_\p(p-a)p-bXp~C)

si simplificand, formula este demonstrata.
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Lemad. Dacd un unghi al unui tnunghj ABC este congruent cu un unghi al
‘altui triunghi A°B'C” (de exemplu <4 = <A4’), atunci raportul ariilor celor dous
munghiuri este egal cu raportul produselor lungimilor laturilor ce formeaza

bc
mmghiurile respectlve S—“BL d

§ 3. RAPORTUL ARIILOR A DOUA TRIUNGHIURI ASEMENEA

\ amc b
Demonstrapa. Cu notatiile din fi-
141: \
gura A
s —z-bc sin ¥ :
Eﬂ-: si, simplificdnd cu —sin x, 5 e
ABC %b’c’smz ki ¢
ebtinem:
S = -b_c... B'
Sepc b £

o Fig. 141

" Teoremé. Raportul ariilor a doud triunghiuri asemenea este egal cu .
pitratul raportului de asemanare,

Fig. 142
Demonstrafia se face aplicind lema precedents, pentru ci unghiurile din A.§i i

4’ sunt congruente din asemanare §i ﬁ; = —E’— =k, tot din asemanare (fig. 142).
: il

_'SAE(L= be :=k2

; - : ' q.ed
A . '/" -c;l -
§ 4. ARIA UNUI PATRULATER

Inainte de a defini aria unui patrulater avem nevoie de o lemi, la fel ca in
paragraful precedent,

Lemi. Fie ABCD un patrulater convex. Atunci S, BC +S8apc = Suap + Spep
{fig. 143). ,
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Demonstratia. S notdm cu O intersectia diagonalelor patrulaterului. Conform
proprietatii de aditivitate avem: Sypc + Supc = Sapo TSpoc Sipo tSopc =
= (8480 +Sap0) + (Szoc +Sopc)=S4sp +Spcp- -

qed

Definitie. Prin aria unui patrulater convex 4BCD in{elegem numairal
S sc + Supc (vezi figura 143) notat cu S, pcp.

; Observatie. Problema corectitudinii acestei definitii, rezolvatd prin lems
precedenti, apare datoritd faptului cd am convenit sa consideram patrulaterul ABCD
drept tot una cu BCDA etc. :

/ D
a A Ay L..B
! . w
A 5 c . S
£ ]
s Wy ;
- A d Ay B
B ¥ . . ¢ 5
Fig. 143 Fig. 144

fnainte de a enunta teorema privind aria unui paralelogram, sa reamintim ci
daca avem doud drepte paralele a si b (fig. 144), atunci distanta de la un punct 4 de
pe a la dreapta b este aceeasi pentru toate punctele 4 € a; ea se numegte ,,distante
de la a la b*“ si este tot una cu distanta de la b la.a.

Numim finiil{ime corespunzitoare unei laturi a unui paralelogra-
distanta intre acea laturi si latura opusi.

Teorema. Aria unui paralelogram este egali cu produsul dintre
lungimea unei laturi ale sale §i lungimea inaltimii corespunzitoare ei.

Demonstratia. $tim ci: AB || CD, AD || BC, AA’ L €D (4’ € (BC)), CC" L AR
(C' € (4D)) ~ ﬁguta 145; §i vrem sd ardtdm ci: Spcp = BC - A4’
: Avem AA’ = CC’, conform proprietitii distantei intre dreptele paralele AD §
BC, mentionate mai sus, §l [4D] = [BC] (laturi opuse in paralelogram). Obtinem

'BC- AA’ AD.CC’ 2

SA_BCD =8¢ T Sicp = 2 5 =BC'AA-

Consecinta. l, Aria unui dreptunghi este egalid cu pmdusul dintre
lungimea si litimea sa' (fig. 146).

A p A D

(o
T
i I _lm. ; L]
E 2 90°| S,5cp =AD- AB.
‘ l
i I - %0° AR
8 A =t
4 Fig, 145 € B ~ Fig. 146
V' [ aturile unui dreptunghi se mai numesc una ,Jungime* si cealaltd ,Jatime*,
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Consecinfa 2. Aria unui pitrat este egali cu pitratul lungimii

laturii sale.

AW e i
3 [ ]
3 = ”'rc i 2
8 Fig. 147 b Fig. 148

Teoremd. Aria unui trapez este egalid cu produsul dintre semisuma
fungimilor bazelor sale i lungimea niltimii sale (intelegind prin indl{imea unui
trapez distanta dintre baze) (fig. 148). : 3

Demonstratia. S& ducem §i BB’ L CD, B’ apartinind dreptei CD. Avem
BB = DD (distanta dintre dreptele paralele 4B §i CD). obtinem:

AB-DIY CD-BB’ (AB+CD)DD
Sascp = Supp + Spep = ERE 5 :

Observatie. In general, aria unui patrulater se dcﬁne§té ca suma ariilor unor
triunghiuri in care acesta ,,se descompune“. Spre exemplu, fiind dat patrulaterul
ABCD (ﬁg 149) avem: SAng = SA.BC + S4co-

Problema rezolvata 1. Si se arate c¢ii daci douii numere pozitive
2u suma constanti, produsul lor este maxim ciind ele sunt egale.

Rezolvarea. Vom incerca si dim dcestei probleme o solutie geometrica.
Pentru aceasta putem si o formulim gi in felul urmitor:

Sd se demonstreze cd dintre toate dreptunghiurile cu perimetru constant, aria
cea mai mare o are pitratul.

Compardm pitratul 4BCD de laturd @ cu dreptunghiul BEFG care are
lungimea GF = a + x §i l#timea EF = a — x (fig. 150).

A[ D
X
6|H i v
a+x
. ]
L l’ a=-x
_L /

C E

Fig. 149 Fig. 150

.Evident, ambele au acelagi perimetru t4a). Cu notatiile din figurd, a compara
aria pétratului ABCD cu cea a dreptunghiului BEFG revine la a preciza care dintre

cite o laturd x. Dreptunghiul Il are cealaltd laturd cu x mai miocd dect o are
dreptunghiul L. Deci dreptunghiul II are aria mai mica decét dreptunghiul 1.
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Cum aria dreptunghiului BEFG provine scizand din aria patratului ABCD aria
dreptunghiului I §i adunénd aria dreptunghiului 11, rezulti ci aria dreptunghinlm
BEFG este mai mica decét cea a patratului ABCD.

S spunem si altfel: i :

Aria dreptunghiului BEFG este Spip = (a + x) (@ —x) = a® — x2, iar cea 2
patratului Spcp = a% Cum a? 2 a? - x2 (egalitatea avand loc numai pentru x = 0),

. putem spune ci aria pétratului este mai mare decit aria oricirui dreptunghi care are
un perimetru egal cu cel al patratului.

Aceastid problema, rezolvati, ne poate duce sila 0 a doua:

Problemid rezolvatid 2. 8i se arate ci daca doud numere pozitive
au produsul constant, atunci suma lor este minim# cind ele sunt egale.

nezotvarea. Vom porni de 'la problema precedentd: in figura pe care am
ficut-o pentru a o rezolva, pitratul 4BCD §i dreptunghiul BEFG au acelas
perimetru dar ariile diferd, pentru ci dreptunghiul II este ,mai mic*“ decit
dreptunghiul I. Deci, dacd ,,addugam* la dreptunghiul IT dreptunghiul II (cu interior
hagurat), EMNF, atunci dreptunghiul 1 si dreptunghiul CMNH sunt echivalente
(fig. 151). Deci pétratul 4BCD §i dreptunghiul BMNG sunt patrulatere echivalente
(produsele 4B - AD si BM - MN sunt egale), dar perimetrele lor diferd, cel al
patratului este mai mic, deci: 2(48 + AD) < 2(BM + MN).

M, ' ; '
A 8 1 " "
N 6 ?
7. 0 I g
B 6o £
Fig. 152 Fig. 152 .

O alia solutie la aceastd problemi se poate da prin ,,puterea punctulws
interior”. Dintre toate coardele care , trec” printr-un punct M din interiorul cerculm
de centru O, cea mai ,scurtd este coarda perpendiculard pe OM (fig. 152}
Intr-adev&r, oricare altd coardd [4°B’], care ,trece prin M are distan{a la central
cercului ON < OM, (pentru ci in triunghiul OMN latura [ON] este cateta §i laturs
[OM] ipotenuzi), deci B'N2=R2-ON2>R2— OM?2 = BM?, deci §i 2B'N > 2BM
sau A’B’ > AB, adica MA’ + MB’ > MA + MB. Dar, aplicand puterea punctului M fai
de SO, R): AM - MB =A’M - MB’ = constant §i problema este demonstrati!

Problemd rezolvati 3 Dandu-se un patrulater convex, se cere si se
géseascli o metoda de a construi (a desena) un triunghi cu aceeagi arie ca patrulateral
(un triunghi echivalent patrulaterului). :

Y Am vizut, la pagina 95, ce intelegem prin triunghiuri echivalente. Vom extinde acum notiunea si ks
patrulatere (dreptunghiuri). In general, spunem &3 doui figuri geometrice sunt echivalente daci au ariie
€ (- .
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Rezolvarea. Fie ABCD patrulaterul convex (fig. 153). Ducem diagonala [AC]
s prin punctul B o paraleld la ea, care intersecteaza dreapta DC in E. Triunghiul
4EC are aceeagi arie cu triunghiul ABC, deci Sypcp = Sape + Sicp = Sqpe + Siep =
=S.4£p:

\ .
%

"

Fig. 153

in cazul ci patrulaterul ABCD este concay (fig. 154), procedeul este acelasi.
Faceti demonstratia singuri, desenul fiind destul de explicit.

Fig. 154

6. EXERCITIl $I PROBLEME
(A. ARTA TRIUNGHIULUI e
1.1n triunghiul ABC se cuiose: indltimea 44’ =3 cm si latura BC = 4 cm,

calculati aria triunghiului. "

2. Intr-un triunghi, o iniltime este de 4 cm i aria de 12 cm?, aflati lungimea
‘aturij pe care indltimea cunoscuta este perpendiculara.

3. Intr-un triunghi dreptunghlc lungimea unei catete este de 24 cm §i cea a
ipotenuzei de 26 cm. Calculati aria triunghiului.

4. Care este aria unui triunghi dreptunghic isoscel de cateta a?
5. Care este aria unui triunghi echilateral de laturi a?

6. Calculati aria unui triunghi ale carui laturi au lungimile de 13, 20 §i
21 cm.

7. 84 se demonstreze ci intr-un paralelogram ABCD, avem S,z = Sppe.

. In triunghiul ABC se cunosc: m(<B) = 45°, ¢ = 34/2.a=4. Calculati aria
riunghiului.
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9. in triunghiul 4BC se cunosc: m(<B) = 30°, ¢ =6 cm si a = 8 cm. Aflati ariz
triunghiului.

10. Demonstrati ci intr-un triunghi dreptunghic lungimea inaltimi
corespunziitoare ipotenuzei este egald cu cétul dintre produsul lungimiloer
catetelor i lungimea ipotenuzei. (Retinei acest rezultat, folositor in rezolvares
altor probleme.)

11. Un triunghi ABC are m(<{4) = 135"
b =2, ¢=3,2. Calculati-i aria.

12. Demonstrati cd in trapezul ABCD
cu bazele [4D] si [BC], unde O este inter-
sectia diagonalelor (fig. 155), S408 = Spoc
Formulati o reciproca si verificati dacd esie
adevirata.

ViBLES 13.84 se demonstreze cd. raportul

distantelor de la mijlocul unei laturi a unw

triunghi la celelalte doud laturi este egal cu inversul raportului lungimilor laturilos
respective. |

14. Triunghiurile ABC si BDC au latura [BC] comund si varfurile 4 §i D
situate in semiplane diferite determinate de dreapta BC (fig. 156). Sa s¢
demonstreze ci dacd notdim cu E intersectia dintre dreptele BC §i 4D, atunc

8 N (o
Fig. 156 Fig. 157

Folosind acest rezultat, demonstrati ca dacad in triunghiul 4BC dreptele
AN, BP, CM (M € AB, N € BC, P € AC) sunt concurente in O (fig. 157), atunc:

MB NC PA

15. Folosind faptul ci in triunghiul ABC mediana [44’] determind doui
triunghiuri de arii egale (AABA’ §i A4A’C), si se demonstreze ca distantele de la &
si C la dreapta A4” sunt egale.

16. Intr-un semicerc de diametru [BC] este inscris triunghiul ABC. Pe tangentz
in A4 proiectdm vérfurile B i C respectiv in D §i E (fig. 158). Sa se demonstreze c&

8.48c =S48p +Sace-
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T
8 0 ¢
Fig. 158 : ~ Fig.159

17. Triunghiul ABC este un ftriunghi dreptunghic isoscel de catete
AB = AC = a. Triunghiul AMN este un triunghi echilateral avind vérfurile M, N pe
ipotenuza triunghiului ABC (fig. 159). Calculati aria acestui triunghi echilateral, in
functie de a. :

18. 84 se demonstreze cd suma distantelor unui punct din inteériorul unui
riunghj echilateral la laturile triunghiului echilateral este constanta.

li. Sid se demonstreze ¢d raza cercului inscris intr-un triunghi este egald cu
catul dintre dublul ariei triunghiului §i perimetrul acestuia.

20. O paraleli la latura [BC] a unui triunghi 4BC intersecteaza laturile [4B] si
[AC] in M si N. S se arate cd aria triunghiului 4BN este medie proportionala intre
ariile triunghiurilor 4BC si AMN.

21.Pe latura [OX a unghiului XOY
fixim punctul 4 si pe latura [OF
fixdim punctul B. Fie semidreapta [0Z
in interiorul unghiului XOY (nu nea-
parat bisectoarea acestuia). S& se de-

monstreze cd oricare ar fi punctul C situat
i S
pe aceastd semidreapts, —X4 _ constant \&
Scos

(fig. 160). .

22.in triunghiul ABC ducem inil-
timile [BB’] .§i [CC’]. S& se arate ci
B'C" = BC - cosA si cé raportul ariilor triunghiurilor AB’'C’ §i ABC este egal cu
patratul cosinusului lui 4.

23.Dacd G este centrul de greutate al triunghiului 4BC, demonstrati ci
triunghiurile 4BG, ACG si BCG au aceeasi arie. ;

| Y

Fig. 160

B. ARIA PATRULATERULUI

24. Un pitrat are latura cu lungimea de 3 cm. Cit are aria?

25. Un patrat are aria de'5 cm?. Care este lungimea laturii lui?

26. Un dreptunghi are o laturd cu lungimea de 8 cm i aria de 24 cm?. Care
sunt lungimile celorlalte laturi ale sale?
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27. Exprimati aria unui romb in functie de d, si d,, lungimile diagonalelor
sale. -

28. Linia mijlocie a unui trapez are lungimea de 12 cm si inaltimea de 6 cm.
Cat este aria lui?

29. Un paralelogram are un unghi de 30° si doud laturi de 4, respectiv de
3 em. Cit ii este aria?

30. Pe diagonala patratului 4BCD de latura a, se construieste patratul ACEF
(fig. 161). Cét este aria acestuia din urma?

31. Mijloacele laturilor unui patrat sunt varfurile
unui nou patrat. Calculati raportul ariilor celor douz
patrate,

8 A

2. Demonstrati cd paralelogramul care are
varfurile Tn mijloacele laturilor unui patrulater convex
are ca arie jumitate din aria acestuia.

33.Dacd diagonalele unui patrulater convex
Fig. 161 au lungimile de d, si respectiv d, §i unghiul dintre
' ele are masura de x°, calculati in functie de d), 4.
$i x aria patrulaterului. (Retineti aceasta formula utila.)

[ i 3
.In figura 162, ABCD este un patrat §i 4DE este un triunghi echilateral cu
latura gle 5 cm. Aflati aria poligonului ABCDE.

E F
a a
B A
D d
E |
¢ D : s
Fig. 162 Fig. 163

~ 135.1n figura 163, patrulaterul 4BCD este un patrat §i trapezul CFED are
FC =\Cb = DE = a. Daca unghiul CFE are masura de 60°, aflati ariile trapezulu
ABFE si triunghiului FBC.

36. Raportul dintre lungimea bazei mari §i cea a bazei mici ale unui trapez este
k. Se dau diagonalele si se prelungesc cele doud laturi neparalele pana se
intersecteazd. S& se afle raportul dintre ariile fiecarui triunghi format si anz
trapezului. Puneti in evidentd cele douad triunghiuri de aceeasi arie.

37. Aflati unghiurile unui romb a cérui laturd este medie proportionald intre
diagonalele sale.
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38.Dacid segmentul care uneste mijloacele a doud laturi opuse ale unui
patrulater convex il imparte in doud patrulatere de aceeasi arie, atunci patrulaterul
mitial este trapez sau paralelogram. _

39. Patrulaterul ABCD din figura 164 este un trapez cu laturile
[4B] = [DC] = [AD). Latura [4 D] este baza micd, iar [45] si [DC] laturile neparalele
si misura unghiului ABC de 45°. Aflati aria poligonului BCGHFE (adici aria
intreaga hagurati in desen), gtiind cé patrulaterele 4FEB si CGHD sunt pitrate.

Fig. 164 Fig. 165

40. Patrulaterul 4BCD este un paralelogram gi T, S, R, M sunt mijloacele
laturilor [4B], [BC], [CD] i [DA]. Dreapta DT intersecteazid pe BM in X i BR pe
DSin Y (fig. 165). .

a) Este DXBY un paralelogram? ;

b) Care este raportul ariilor paralelogramului ABCD si patrulaterului DXBY?

41. intr-un patrulater ABCD, AB=10¢cm, BC=CD =13 cm, AD = 12 ¢cm §i
diagonala BD = 10 cm. Calculati aria patrulaterului.

42. Linia mijlocie a unui trapez de baze g §i b il imparte in doud trapeze.
Aflati raportul ariilor acestora cu ajutorul lui a i b.

43. Fie M mijlocul laturii neparalele [4D] in trapezul ABCD de baze [4B] si
[CD] (fig. 166). Demonstrati c aria trapezului este dublul ariei triunghiului BMC.

A D
H

. Fig. 166 ) Fig. 167

44. In figura 167, patrulaterul ABCD este un pitrat de latura a §i BCH si AFD
sunt doud triunghiuri echilaterale cu H ¢i F in interiorul patratului. Aflati aria
rombutui EFGH. : e

45. Patrulaterul ABCD este un trapez §i O intersectia diagonalelor sale.

Demonstrati ci raportul ariilor triunghiurilor O4B si ODC, unde [4B] si [CD] sunt’

baze, este egal cu pétratul raportului bazelor.
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46. Patrulaterul ABCD este un patrulater oarecare, R §i § mijloacele laturilor

, [AD] si respectiv [BC]. Daca notam [4S] N [BR] = {X} si [CR] N [DS] = {1}

(fig. 168), sa se demonstreze cé aria patrulaterului RXSY este egald cu suma ariilor
triunghiurilor AXB §i CYD.

Fig. 168 Fig. 169

47. Patrulaterul 4BCD este un paralelogram §i S, R, P, M mijloacele laturilor
[4B], [BC], [CD], [DA]. Segmentele [4P], [BM], [CS], [DR] se intersecteaza, ca in
“figura 169, in punctele X, ¥, Z, T.

a) Este XYZT un paralelogram?

b) Care este raportul dintre aria acestuia §i aria paralelogramului ABCD?




IV. POLIGOANE" REGULATE

§ 1. LINIE POLIGONALA, POLIGON

Definitie. Fiind date n puncte distincte M, M;, My..... M,(n € N, n = 3)

se numeste linie puligtmaléz’ o' reuniune de segmente de forma [M M,] U
(Mo Mal UL U M, M,] care nu sunt unul in prelungirea celuilalt,

Punctele M;, M,, Ms,..., M, se numesc varfurile liniei poligonale, iar
segmentele [M\M;], [MyM;], ..., [M,. M,] se numesc laturile liniei poligonale.
Laturile [MM;] §i [MyM;] sau [M,M;) §i [M3M,] (sau in general, [M, M,] $i
[MMpi1]) se zice ca sunt ,laturi vecine®, iar punctele M, si M,, se numesc ,,capetele
liniei poligonale*. ]

In figura 170 sunt prezentate trei linii poligonale cu ,capetele M si S; A4 si
EM siM,.

P
N A D
_ Q
S 8 c
R
a b

Fig. 170

Daca cele doud capete ale unei linii poligonale coincid, linia poligonald se
numeste inchisa, ca — de exemplu — cele din figura 171.

Definitie. Dacd intr-o linie poligonala inchisd numai laturile vecine au .

cite un punct comun §i oricare douid laturi vecine nu sunt una in prelungirea
celeilalte, atunci linia poligonali inchisa se numeste poligon.

In figura 171 sunt prezentate trei poligoane (desenele a, ¢, €). Linia poligonala
MNOPQRS, din figura 171, b, nu este un poligon, deoarece laturile vecine [NO] si
[OP] sunt una in prelungirea celeilalte. (Putem vorbi insa de poligonul MNPQRS, in
care punctul O nu este varf, ci apartine laturiifNP]. De asemenea, linia poligonala
ABCDEGF, din figura 171, d, nu este un poligon, deoarece laturile [4F] si [EG],

" Cuvantul wpoligon ™ este format din doud cuvinte provenite din limba greacd: polys = numeros si
gonia = unghi. :
* Linia poligonald mai este cunoscutd si sub denumirea de ,linie frinta®.
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Fig. 171

care nu sunt laturi vecine, au totusi un punct comun. (Un poligon nu se
autointersecteazi.) Cele 7 puncte din figura 171, d luate (considerate) in ordinea
ABCDEFG constituie un poligon.

Varfurile liniei poligonale inchise care determind poligonul se numesc vdrfu-
rile poligonului, iar laturile liniei poligonale inchise se numesc laturile poligonulu:
Unghiurile formate de laturi vecine se numesc unghiurile poligonului. Segmentele
care au ca extremititi doud varfuri ale poligonului, care nu sunt vecine, se numesc
diagonalele poligonului. '

Dupd numdrul laturilor sale, poligoanele au primit diferite denumiri. Un
poligon cu trei laturi este un friunghi. Un poligon cu 4, 5, 6, 8, 10,... laturi se
numeste patrulater, pentagon, exagon, octogon, decagon" etc.

Suma lungimilor tuturor laturilor poligonului este perimetrul poligonului.

Definitie, Un poligon se numeste poligon convex daci oricare ar fi o
laturd a sa, toate virfurile nesituate pe latura consideratid se afli de aceeas
parte a dreptei in care este inclusd latura respectiva (in acelasi semiplan
determinat de dreapta in care este inclusd latura respectiva). Segmentul care
suneste“ doud puncte ale unui poligon convex n-are nici un punct situat in
exteriorul poligonului.

In figura 171, a sic, pohgoanele ABCDEF $i M\M,M;...M, sunt poligoane
convexe. Poligoanele MNPQRS si A'B'C’'D’E'F'G’H’ din figura 171, b si e sunt
poligoane neconvexe sau poligoane concave.

Teoremd Suma masurilor unghiurilor uaui poligon convex cu n laturi
este (n—2) - 180°. ’

" Denumirile poligoanelor: penfagon, exagon, octogon, decagon sunt cuvinie compuse, provenite di=
limba greacd, formate dintr-un numeral: pente = cinci, hexa = sase, okio = opt, deka = zece si substantivi
gonia = unghi.
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Demonstratia. Fie poligonul A,4,A45...A,, in care figurdm toate diagonalele ce
~pornesc” — de exemplu — din varful 4, (fig. 172). Prin ,,ducerea* acestor diagonale,
poligonul a fost ,,descompus® in n — 2 triunghiuri, toate avand un vérf in punctul
A, (munghlurlle A1A2A3, A|A3A4, A1A4A§,..., AlAn—lAn)-

Vom scrie cd, in fiecare din cele n — 2 triunghiuri, suma masurilor unghiurilor
lui este de cdte 180°;

m(<LAz4,4;) + m(4A4,4,4;) + An-1 An.2

+ m(<4Ap434,) = 180% i

m(<LA4;34,44) + m(<A4,4;4,4) +
+m(<d434,4,) = 180°; _
m(<A444,45) + m(<LA4,4445) + At
4 m(<AAA) = 180°;

Ay

m(<d,414,) + m(L4,4,.4,) + :
+m(44, ,4,4,) = 180° i ke
Adunind, membru cu membru, aceste n — 2 egalititi, obtinem:
m(<A4y4,4,) + m(<A4,4,43) + m(4,434,) + m(<LA34,445) +
totm(d4,04,.44,) + m(<4,.14,4,) = (n - 2) - 180°,
s1 teorema a fost demonstrata!

§ 2. POLIGOANE REGULATE |

Definitie. Se numeste poligon regulat un poligon convex cu toate
laturile sale congruente si toate unghiurile sale congruente.

De exemplu, un triunghi echilateral este un poligon regulat cu trei laturi, iar
un pitrat este un poligon regulat cu patru laturi.

Daci, printr-un procedeu oarecare, am impdrtit un cerc in n arce congruente
(n 2 3) si ducem coardele care le subintind pe fiecare din ele, atunci, unind punctele
de diviziune succesive, obtinem un poligon regulat.

Laturile acestui poligon sunt congruente deoarece subintind arce de cerc de

aceeagi masura: (—J » 1ar unghiurile poligonului sunt, de asemenea, congruente
R

deoarece sunt unghiuri inscrise in cerc §i cuprind intre

60 e
laturile lor arce de masuri egale cu [-—“-(H—Z } . In /
n -

figura 173 este prezentat un poligon regulat cu 9 laturi Az2()
{nonagon).

Am pornit, in studiul poligoanelor regulate, prina  Az\
constata cé astfel de poligoane exista.

S4 demonstrim acum urméitoarea;
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T eorema. Orice poligon regulat se poate inscrie intr-un cerc.
Demonstratia. Din ipoteza cd poligonul este regulat, stim ca:
[Mido] = ds] = [Aydy]= . =[4,4] §i 44, =4 =<d4d3=.. =<4,

Ducem mediatoarele laturilor [4,4,] §i [4;43] (vezi figurile 173 si 174 si
notatiile de acolo). Mediatoarele laturilor [4,4,] si [4,43] sunt concurente, (Caci

- dacd nu s-ar intersecta, ar insemna cd sunt paralele gi deci ca

m(<tA44,4;) = 180° ceea ce este absurd.) Fie O punctul de

intersectie a acestor mediatoare.

0 Triunghiurile dreptunghice OM,4; si OM,A,(M, §i M
fiind mijloacele laturilor [4,4,], respectiv [4;4;]) sunt
congruente pentru cid [OA4,] este ipotenuzd comund si

- [M\4;] = [M3A4,] (ca jumatdti de laturi congruente). Rezulta

o Me, cd [4,0 este bisectoarea unghiului 4,4,43(<{A4,4,0 = 44,4 20) si

_Fig. 174 cum OM, este mediatoarea segmentului [4,43], [04,] = [0A45].
Ducem OM; L A;4,. Triunghiurile dreptunghice OM,4; si

OM;A4; sunt congruente pentru ci [OA4;] este ipotenuza comund si unghiul M,4,0

este jumdtate din unghiul poligonului, deci congruent cu unghiul M;4,0. Rezulti ca

si [M24;] = [43M3], deci M, este mijlocul laturii [434,] §i OM; mediatoarea lui, deci

[043] = [04,). ’

La fel se arata ca [0A4,] = [0A4s] etc. Deci, toate punctele 4, Ay, 4, ..., 4, sunt
egal depdrtate de 0. Teorema este demonstrata Acest punct O se numeste centrul
poligonului regulat. :

A I'

§ 3. LATURA $I APOTEMA"
UNUI POLIGON REGULAT INSCRIS IN CERC

Pentru a exprima lungimea laturii unui poligon regulat cu » laturi in functie de
raza cercului circumseris lui, procedam astfel:
Notam latura poligonului regulat cu # laturi cu /,. Stiind ¢a un unghi la centru

care corespunde unei laturi a poligonului regulat cu n laturi are mésura de si

: n
cunoscdnd raza R a cercului circumscris poligonului, putem calcula lungimea

-]

segmentului [AM], unde M este mijlocul laturii [AA"] (fig. 175): AM = R sin :

s

deci/, = 2R sin -]—ﬂ--

Segmentul [OM] (luat pe perpendiculara din cen-
trul cercului circumscris pe latura poligonului) se nu-
megte apotema poligonului regulat. Apotema se noteazd
: 180"

n
(Uneori prin apotema intelegem distanta de la centrul
poligonului la fiecare dintre laturile lui.) Fig. 175

de obicei, cu g, §i o putem exprima: «, = R cos

" Cuvéntul . apotemd " vine din limba greaca: apofithenai = a cobori.
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Un segment ale cdrui extremitdfi sunt doud varfuri neconsecutive ale
poligonului se numesgte o diagonala a poligonului regulat.

Daca lucrurile par simple presupunénd deja facutd impértirea unui cerc in arce
congruente, existd totugi anumite dificultiti de constructie. De pildi s-a demonstrat
<4 impirtirea unui cerc in 7 arce congruente nu se poate face cu rigla §i compasul
(aceastd demonstratie {ine de fapt de algebr, §i nu de geometrie). Fiti atenti! Nu am
afirmat cé nu s-a ficut pand in prezent. Am afirmat ci este dovediti imposibilitatea
acestei operatii. Constructiile pe care le gisiti prin anumite carti de desen sunt
aproximative, {inind seama §i de gradul de imperfectiune a obiectelor cu care
desendm (grosimea minei creionului de pildi). Ele nu constituie procedee exacte, ci
numai utile.

Constatdm ca unghiul la centru corespunzitor laturii unui exagon regulat
inscris in cerc este de 60° (fig. 176). De aici rezulti un procedeu simplu de
constructie a exagonului regulat. Toate triunghiurile care au un varf in centrul
exagonului §i ca laturd opusd acestuia, laturile' exagonului, sunt triunghiuri
echilaterale. Deci latura exagonului regulat inscris in cerc misoard cit raza
cercului: /;=R. :

E .
Fig. 176 Fig. 177

Deci, pentru a inscrie un exagon reguiat intr-un cerc, procedim astfel:
impértim cercul in 6 arce congruente, ludnd un punct 4 pe cerc drept centru §i,cu o
~deschidere* a compasului cét R, trasdm un arc de cerc care intersecteazi cercul dat
in B §i F (fig. 177). Mutdm apoi succesiv centrul cercului si obtinem i celelalte
puncte de diviziune, vérfurile exagonului ciutat. Observim ci este suficient si
gisim cu compasul numai trei puncte consecutive 4, B, C, i pe celelalte le aflim

RV3

ducénd diametrele cu aceste extremiti{i. Apotema exagonului este: a, = 5

Daca unim din doud in dou# vérfurile unui exagon, de pildid 4, C, E, obtinem
un triunghi echilateral. Calculind lungimile laturii si apoternel cu ajutorul

formulelor stabilite, gasim: /; = Rv/3 gia; = %

In cazul pitratului (poligon regulat cu patru laturi), unghiul la centru
corespunzitor unei laturi are méisura de 90°. Aplicand formulele cunoscute, gisim:

..,;:R‘\/E §iﬂ4= R‘;E
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§ 4. ARIA UNUI POLIGON

In general, aria unui poligon se defineste ca suma ariilor unor triunghiuri is
care poligonul ,se descompune®. Este vorba de nigte triunghiuri cu interioare
disjuncte si a céror reuniune este tocmai poligonul respectiv.

”

" in figura 178, poligonul ABCDEF a fost ,.descompus* in patru triunghius
(A4BC, ACD, ADE si AEF) prin ducerea diagonalelor-din varful 4, in vederea puners
in evidentd (exprimdrii) ariei sale. Avem: ' '

Saacper = Sapct Saco t Sape+ Sser

i \

o

Fig. 178

F E
l

i

=

/é

i in cazul unui poligon regulat cu - laturi ,,descompunerea o putem realiza
unind centrul' poligonului (centrul cercului circumscris poligonului) cu toate
vérfurile lui. Se obtin astfel n triunghiugi isoscele congruente a cdror bazi este
latura poligonului, iar indltimea este apotema poligonului (fig. 179). Aria poli-
gonului este suma ariilor celor n triunghiuri: S, =[’"Ta"-n. Dacéd notim cu P
perimetrul poligonului (P = nl,), atunci aria poligonului poate fi scrisd

= L = anm“ . :
Sy = 5

(semiprodusul dintre perimetru §i apotema poligonului) = sas

-] o :f
180 180 e : : A
cos—— (unde R este raza cercului circumscris poligonului si's
mn i :

numérul de laturi).

2.
S, =nR sin

Pentru ariile unui triunghi echilateral, pétrat §i exagon regulat gasim:

pE 1 ARNE
2

L

S5 = 3R? sin 60° cos 60° = 3R

2 4
i 1 1 2
S, = 4R? sin 45° cos 45° = 4R? ——: —=—=2R";
il J2 A2
_ 2 =
S¢= 6R? sin 30° cos 30° = 6R %%: i@-z—&-‘




O problema cu enunt deosehit. S4 punem mai intdi problema construirii cu
rigla §i compasul a unui segment de lungime Jn, unde n poate fi orice numar
natural. :

Stim sa construim pe V2 cunoscand segmentul unitate (fig. 180).

~Spirala®" lui Arhimede”. Pe segmentul AB = 1 ducem perpendiculara
BB, = I, rezulti cd 4B = J2. Pe segmentul [48,] ducem perpendiculara
5,8, =1 si continuam cu acelasi procedeu: B,8; L 4B, (B,B5= 1) etc. Din teorema
lui Pitagora rezulta: ABzz\/B_, ABy =4 =2, AB; =5 etc. Presupunénd
construit segmentul AB, > =Jn-1 , construim AB, =+/n. Procedeul duce la
construirea lui Jn prin ,recurentd”, adica folosindu-ne de constructia prealabila a

segmentelor E. ﬁ, s n—1.

C
RVZ
R
o 0 A
Fig. 180 Fig. 181
Problema rezolvata®. Dindu-se un cere de centru O cunoscut, si se

gdseascd numai cu compasul virfurile unui patrat inscris in el.

o=

Daca reugim (raza R fiind datd) sa putem ,,cuprinde® in compas un segment de
RJ2, am reusit construcfia (fig. 181). Ca in orice problemd de constructie, si
considerdm problema rezolvati: pornind dintr-un punct arbitrar A, considerim
varfurile consecutive ale exagonului regulat inscris in cerc B, C, D. Deci segmentul
AC=R+3. Cu o deschidere de compas cat AC si cu centrul in A i apoi in D,
trasdm doud arce de cerc care se intersecteaza in M. Considerand triunghiul
dreptunghic AMO, segmentul OM = R+/2. Deci, construim mai inti vérfurile
trapezului isoscel ABCD, apoi cu ,deschiderea“ AC si cu centrele in 4 si D
trasdm arcele de cerc care se intersecteazd in M; ,prindem“ apoi in compas
distanta OM i o ,,purtdim" pe cerc de trei ori. Obtinem astfel varfurile patratului
cautat. -

i’ Cuvéntul ,, spiralé " vine din limba greacé: spira = incolicire, infisurare.
*) Arhimede (sec. 3 i.e.n.) matematician §i fizician gree, unul dintre cei mai mari savanti ai antichitatii.
*) Problemi propusi la etapa pe municipiul Bucuresti-a Olimpiadei din 1978.
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§ 5. LUNGIMEA Sl ARIA CERCULUI

Calcularea gi chiar definirea lungimii unei curbe §i a ariei ,mirginite” de o
curbi inchisa sunt probleme care, in unele detalii ale lor, necesitd cunostinte pe care
elevii din clasa a VII-a nu le au inci. De aceea, noi nu vom demonstra aici formulele
pentru aflarea lungimii si a ariei cercului, ci doar vom arita un mod intuitiv de =
ajunge la ele.

Si consideram doud poligoane regulate convexe cu acelagi numdr de laturi, de
exemplu doud octogoane, inscrise fiecare in céte un cerc (fig. 182).

A M

Fig. 182

Sd notdm cu P, p perimetrele lor, cu R, r razele cercurilor in care sunt
inscrise.
Avem Po8db AR R, ca urmare a faptului cd A4OB ~ AA'O'F
o R L (AR

04 _ OB . 0p =380

ox OB

Dacid am considera, in loc de octogoane, poligoane cu un numdr foarte mare

(cazul 2), de exemplu: =m(<A'O'R’).

de laturi inscrise in aceleasi cercuri, relatia Eid = £ ar riméne adevérata, iar P ar ©
p il

»aproape” de lungimea L a cercului de razi R si p ar fi ,,aproape” de lungimea / =

cercului de raza r.

Obtinem, schimbénd si mezii intre ei, -i— - i, adici: raportul dintre lungimez
3 r

unui cerc §i raza sa este acelagi pentru toate cercurile.

Acest raport constant se noteaza cu 27; valoarea aproximativa a lui ") este
3,14159.., (T este un numar iragional); nici el nu se ,,misoard” ci se determini, de
exemplu, prin formula, ce contine o suma infinitd, §i pe care o veti invata in
clasa a XIl-a:

)

1 bRy
1:=2J§[1— e S e e ]
3-3 5.3 7-3

" Aceasta este litera greceasci T (se citeste ,,pi'f)"
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Deci:

Lungimea L a unui cerc de razd R este egaldi cu 2m inmultit cu R,
adicd L = 2nR. : .

Sa revenim la figura 182 i s notdm cu Q lungimea liniei 4BD formatd din

. 2 ; Q0 34B 3 m(<40D) m(4BD)

trei laturi ale octogonului. Avem —=——=—= Sl -
P 8AB 8 360 360

ramane adevaratd chiar daca arcul ABD ar fi mare (prin m(;i-g?)) intelegem masura,

in grade, a arcului ABD).

» relatie ce

Sa pastram punctele A §i D fixe i s considerdm, in loc de un octogon, un
poligon regulat cu un numér mare de laturi, inscris in acelasi cerc, avand 4 §iD
printre yarfurile sale (pentru aceasta numdrul laturilor sale poate fi ales ca un

0+ m(4BD)

multiplu de 8). Relatia };:—W va raméne adevdratd §i pentru acest poligon;

Q va fi ,aproape” de lungimea M a arcului 4BD, iar P va fi, ca mai inainte,

; : : M m(4BC)
~aproape” de lungimea L a cercului de razid R. Obtine ~L—= —3—6~0°—, de unde

deducem:

Lungimea unui arc de cerc cu masura de «° dintr-un cerc de razi R este datd

ot (u fiind exprimata in grade) — figura 183.

W N

de formula

Fig. 183

Observatie. Atragem atentia asupra deosebirii care existd intre mdsura
unui arc de cerc, care este exprimati in grade de arc si Jungimea unui arc de cere,
care este exprimatd in acea unitate de lungime in care a fost exprimati §i raza
cercului.

Am véazut la pagina 112 cd aria unui poligon regulat cu » laturi este datd de
P-a,

formula S, =

Dacé vom considera un poligon regulat cu numdr foarte mare de laturi, inscris
in cercul de raza R, atunci perimetrul siu va fi ,aproape” de lungimea cercului, iar
apotema sa ,,aproape” de raza cercului. Ajungem astfel la concluzia ca aria unui
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cerc este egald cu jumatate din produsul dintre lungimea gi raza sa, adicd 25
( §

Deci:
Aria unui cerc, de raza R, este egali cu TR’ :
Definitie. Se numegte sector’ circular o portiune din interiorul unui
cerc cuprinsa intre doua raze ale sale..
Si considerim, in figura 182, aria poligonului ABCDO. Ea este egald cu de

trei ori aria triunghiului 408, deci cu -g— din aria octogonului regulat; raportul %

este tot una cu raportul dintre masura arcului ABD si 360°. Tindnd punctele 4 §i D
fixe gi marind mult numérul laturilor poligonului regulat (acest numdr riméanand un
multiplu de 8), aria poligonului considerat AB... DO va fi-aproape” de aria
‘mirginiti de razele [0A4], [0D] si arcul ABD.
Ajungem astfel 1a a spune ca: ;
Aria unui sector circular al unui cerc este egald cu jumadtate din produsul razei
lui cu lungimea arcului ce-i corespunde, sau:
Aria unui sector circular al unui cerc de razd R ce corespunde unui arc cu
T R

g,

masura de u° este data de formula S = (u fiind exprimata in grade).

in figura 184 sunt marcate ariile unor sectoare circulare.

Fig. 184 - Fig. 185

5 ik
Definitie, Se numeste segiment circular o portiune din interiorul unui
cerc cuprinsi intre un arc de cerc si coarda care subintinde acel arc de cerc.In

figura 185 este prezentat un segment circular. .
Aria unui segment circular se deduce scizénd din aria sectorului circular
ciruia ii apartine, aria triunghiului isoscel cu vérful in centrul cercului si care
are ca bazi coarda care delimiteazd segmentul circular. Forma la care se

ajunge este:
s | md® ¢ sinu
S=R*|— ——}|
360 2

Observatie. Cuvintele ,multe”, ,aproape”, nu au sens matematic. Ele
sugereazi numai un rationament, mai rafinat, pe care nu l-am precizat aici.

Y Cuvéntul ,,sector* vine din limba latina: sector-oris = care separd.

]
s =




7. EXERCITIl §1 PROBLEME

A. POLIGOANE REGULATE

1. 84 se afle mésura unui unghi al unui: a) pentagon regulat; b) exagon
regulat; ¢) octogon regulat; d) nonagon regulat; e) decagon regulat.

2.53 se afle misura unui unghi al unui pohgon regulat cu: a) 12 laturi;
b) 15 laturi c) 16 laturi; d) 18 laturi; e) 20 de lateri.

3. Existd un poligon regulat ale cdrui unghiuri si aibd masura de: a) 165°
b) 168° ¢) 165°36”; d) 166°40’; ) 168°45’? Cite laturi are un astfel de poligon
regulat?

. 84 se afle misura aproximativa a unui unghi al unui poligon regulat cu:
a) 7 lgturi; b) 11 laturi; ¢) 13 laturi; d) 14 laturi; €) 17 laturi.

5/ S se afle lungimile laturilor unor poligoane regulate cu 5, 15 si 20 de
latum inscrise in cercul cu raza de 125 cm.
3 Sa se afle lungimile laturilor unor poligoane regulate cu 9 si 18 laturi,
inscrise in cercul cu raza de 250 cm.
a se afle lungimile laturilor unor poligoane regulate cu 10, 12 §i 30 de
laturi, Inscrise in cercul cu raza de 500 cm.,
l/}. Sé se afle lungimile apotemelor unor poligoane regulate cu 12, 15 si 20 de
laturi, 1513cnse in cercul cu raza de 500 cm.

9. 84 se afle lungimile apotemelor unor pohgoane regulate cu 9, 18 si 30 de
laturi, inscrise in cercul cu raza de 200 cm.

Un cerc are raza de 4 cm. Si se calculeze lungimea laturilor triunghiului
echilateral, pétratului §i exagonului regulat inscrise in acest cerc. Calculati, de
asemenea, i ariile acestor pohgoane _

?l Aria unui exagon regulat este 15y3 cm?. Aflati lungimea laturii si a
apotemei lui.

@Ana unui triunghi echilateral este 84/3 cm? Aflati raza cercului
circumscris lui, precum gi lungimea laturii §i apotemei lui.

13. Latura unui patrat este 8 cm. Aflati apotema patratului si raza cercului
circumseris lui. .

14. Un exagon regulat ABCDEF este inscris intr-un cerc cu raza R. Si se
calculeze, in functic de R, aria patrulaterului ABDE.

15.1n exagonul regulat ABCDEF, punctele M, N, P, O sunt mijloacéle
laturilor [FA4], [BC], [CD] si [EF]. Si se calculeze, in functie de raza R a cercului
circumscris, aria patrulaterului MNPQ.

16. Cunoscénd lungimea laturii unui poligon regulat cu » laturi (Z,) $i_raza
cercului circumscris lui (R), calculati lungimea apotemei acestui poligon.
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17. Poligonul ABCDEF este un exagon regulat de latur 1. In interiorul sau se
construiesc patratele ABGH si AIJF (fig. 186). Notdm cu X intersectia segmentelor
[GH] si [1J). Sa se calculeze aria patrulaterului A/KH.

Fig. 186 Fig. 187 Fig. 188

18. Pe laturile [4B] si [4D] ale pitratului ABCD ,construim® in afar
triunghiurile ABE §i ADF (fig. 187). Sa se calculeze aria pentagonului CDFEB in
functie de R, raza cercului circumscris pétratului ABCD.

19, in triunghiul echilateral ABC de laturdi a (fig. 188) se iau punctele
M si N’ pe [4B], N si P’ pe [BC], P si M’ pe [CA]. Determinati x, lungimea
segmentului [4M], in functie de a, astfel incat exagonul MN'NP'PM’ si fie
regulat.

20. Folosind pitratul inscris in cercul de razd R, calculati lungimea laturii
octogonului convex inscris in cerc in functie de R.

21. Patratului din figura 189 i se ,taie* colturile in aga fel incat sd ,rAmana”
un octogon regulat. Sa se calculeze lungimea laturii x a octogonului in functie de
lungimea laturii @ a patratului.

a H G
J % P R
¢ E
K - P
X
\ / L 0
M N
Fig. 189 Fig. 190

22. Pe laturile exagonului regulat ABCDEF se construiesc in afard patrate, iar
varfurile exagonului, cu doud laturi ale acestor patrate ca laturi, triunghiurile
echilaterale de tipul AGH (fig. 190). Sa se precizeze ce fel de poligon
este GHIJKLMNOPRS. :

23. Gasiti numérul de diagonale ale unui octogon regulat convex. Era necesar
sa precizdm ca poligonul este regulat?
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24. Intr-un cerc de centru O inscriem un poligon regulat cu 10 laturi
idecagon regulat). Fie [4B8], [BC], [CD] trei laturi ale sale consecutive. Dia-
zonala [4D] se intersecteazd cu [OB] in M. Notim AB = BC = CD = | si
04 = OB = R; demonstrati cd: a) MB=R —I; b)) OM =AM = I;c) 2 + Rl - R? = O;

R+R\/§}[ R-R5
4 5 I+ 3

] §1 gasiti de aici

é) verificati relatia 2 + Rl — R? =[I

lungimea laturii decagonului regulat, in functie de raza cercului circum-

scris lui.
25.5a se gaseasca lungimile laturilor triunghiului echilateral, patratului si
exagonului regulat (L, Ly, Lg,), circumscrise cercului de raza R,

26. In functie de R (raza cercului circumscris) gi de /,, (latura poligonului
regulat convex cu # laturi), si se calculeze /5, (latura poligonului regulat convex cu
2n laturi).

B. LUNGIMEA s} ARIA CERCULUI

27. Un cerc are raza de 3 cm. Si i se afle lungimea §i aria.
28. Aria unui cerc este de 1441 cm?. Si i se afle raza.

29. Raportul dintre aria unui cerc §i lungimea sa este 6. Sd i se afle
raza. :

30. Sa se afle lungimea unui arc de cerc de 60° dintr-un cerc cu raza de
3 cm,

31. Aria unui cerc este de 18 cm?2. Si se afle aria unui sector din acest cerc ce
corespunde unui arc cu masura de 36°.
32. Sa se afle aria unui sector circular ce corespunde unui arc cu misura de

45°, dintr-un cerc cu raza de 36 mm.

33. Aflati aria cuprinsa intre un arc de cerc cu masura de 60° i coarda care
subintinde acel arc in functie de raza R.

E@. Aflati, de asemenea, ca la 33, aria segmentului circular delimitat de un arc
de cerc de 240°.
35. Calculati aria cercului inscris in triunghiul echilateral de laturd 34/3 .

36. Intr-un exagon regulat, cu lungimea laturii de 6 cm, se inscrie un cerc si in
cerc un triunghi echilateral. Aflati aria acestui triunghi.

37. Doud cercuri tangente exterioare au razele de 9 cm gi 3 cm. Aflati aria
cuprinsa intre cele doud cercuri si una din tangentele lor exterioare.
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38. in patratul 4BCD cu lungimea de 2,2 cm, considerdm sectorul circular ca
; centrul 4 gi raza AB (fig. 191). Si se afle cét este aria din portiunea hagurata. (Adicd
| diferenta dintre aria interiorului pétratului i a sectorului circular.)

39, In sectorul circular OAB delimitat de un arc de cerc cu masura de 90° &
raza OA = 2,8 cm, se inscrie un patrat (fig. 192). Sd se gdseascd aria portiuni
hagurate, adici diferenta dintre aria sectorului circular i aria patratului.

2

F' . Fig. 191 Fig. 192 Fig. 193

40. Unghiul la centru AOB are mﬁéura de 90° i raza O4 = 4. Se indeparteazi
din sectorul corespunzitor un triunghi echilateral de laturd OA (fig. 193). S se
calculeze aria portiunii rimase din sector (cea hagurati).

' "]

. * 41, Dandu-se un pitrat ABCD cu latura de 5, calculafi aria intersecties
& sectoarelor circulare cu vérfurile in B §i D care au raza cat latura pétratule
:i (fig. 194). _

G ' 42. In pétratul ABCD cu latura de 30 mm, ducem arcele de cerc cu centrele in
£ vérfurile patratului gi raza cat latura patratului (fig. 195). Ele se intersecteaza douk
B cite doud in M, N, P, Q. Calculati aria pétratului MNPQ. Sl

1 43. Priviti figura 196. (Triunghiul 4BC este echilateral de laturéd-1.) Precizap
A

cum s-a desenat spirala. Calculati aria hagurati. ;

g

=)
“AZ

Fig. 194 Fig. 195 _ Fig. 196

44, Pe cele trei laturi ale unui triunghi dreptunghic ca diametre se descrim
cercuri, ca in figura 197. Aritati cd aria haguratd este egald cu aria triunghiuiu
(Problema este cunoscutii sub denumirea de ,,Lunulele lui Hipocrate®.)

120




45. Aflati penmetrul figurii 198, dacd raza cercului este 6 i dlstanta de la
centru la varf este de 12.

Fig. 197 Fig. 198

4 46. Care este lungimea curelei de transmisie din figura 199 (cu dimensiunile
precizate acolo).

e

Fig. 199 ' Fig. 200

47. Calculati aria portiunii hagurate din figura 200 precum si perimetrul ei,
razele celor trei cercuri fiind toate egale cu 2.

48. CaIcula{i aria portiunii hagurate din figura 201, stiind c& ABCD este un

pétrat de laturd 6 i ca cele patru cercuri cu vérfurile in 4, B C, D au razele egale.
49. In figura 202 triunghiul 4BC este echilateral si se construiesc, in afara lui,

pe laturi luate ca diametre, semicercuri. Un cerc este tangent la toate aceste

semicercuri. 53 se afle aria portiunii hagurate in functie de a, latura triunghiului

. echilateral.

“\\\' ‘“\“\“\\“\L

Fig. 202 Fig. 203

50. Pe laturile unui triunghi echilateral luate drept coarde §i tangente la
_respectiv celelalte doud laturi, se construiesc arce de cerc, ca in figura 203. SE se
calculeze aria portiunii hagurate in functie de a, latura triunghiului.

51. Dintr-un triunghi' dreptunghic cu catetele b, ¢, se ,,decupeazi“ cercul
inscris. Se cere aria porpum: ramase din triunghi.
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PROBLEME PROPUSE
LA CONCURSURILE DE MATEMATICA ALE ELEVILOR

C.1. Fiind dat un paralelogram, construiti, numai cu ajutorul riglei negradate.
mijlocul unei latuzi. _
(Etapa judeteand, Botogani, 1987

C.2 Fie triunghiul ABC.

- a) Ardtati cd bisectoarea unui unghi al tnunghiulul comc1de cu bisectoarse
unghiului format de inil{imea §i diametrul cercului circumscris ,ce pleaca” dm
acelagi varf.

b) Aratati ci ortocentrul, mijlocul unei laturi §i extremitatea diametrulw
»ce pleaca* din varful opus laturii respective, sunt trei puncte coliniare.

¢) Fie H ortocentrul, §i O centrul cercului circumscris triunghiulu
Ariatati c&: AH? + BH? + CHZ =1240% - (AB2 +4C2 + BC?).

(Etapa judeteand, Botosani, 1987

C.3. In triunghiul ABC, dreptunghic in 4, avem 4C = b, BC = 2b. Se ,,duce”
un cerc cu centrul in 4 §i raza [4C], care intersecteazd ipotenuza [BC] in D
Calculati:

a) lungimile segmentelor [CD] si [DB]; gl £

b) raportul razelor cercurilor inscrise in triunghiurile ACD §i ADB.

(Etapa judeteand, Bragov Ialomita, 1987

C.4. Exagonul convex AEBDCF, este inscris intr-un.cerc §i are urmatoarele
proprietati: dreptele AD, CE §i BF sunt concurente intr-un punct M (in mteriorst
triunghiului ABC), [4E] = [AM] = [AF]; [BE] = [BM]; [CM] = [CF]. Este punctul &
centrul cercului inscris in triunghiul care are ca vérfuri picioarele inaltimiles
triunghiului 48C?

(Etapa pe municipiu, Bucuresti, 1987

C.5. Patrulaterul ABCD este un dreptunghi de centru O, iar M apartine laturs
[CD] astfel incat AC* =2, MC- 4B. Analizati care din afirmatiile urmatoare sum
adevirate:
a)2-MC>CD;

b) mijlocul segneﬁtului [MC] este centrul cercului circumscris triunghiule
OMC. '
{(Etapa pe municipiu. Bucuregti, 1987
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C.6. Pe latura [BC] a triunghiului 4BC se iau punctele £ i F astfel incat
[BE] = [EF] = [FC]. Calculati mésurile unghiurilor triunghiului 4BC stiind ci
dreapta AE ,,trece prin mijlocul bisectoarei [BB’], (B’ € [AC]) si dreapta AF ,trece®
prin mijlocul indltimii[CC’], (C* € [4B]). .
: (Etapa judeteand, Buziu, 1987)
\ ]
C.7. Pe laturile unghiului X0Y se iau perechile de puncte 4, B € (OX i C,
D € (OY astfel incdt O4 =4.cm, OB =15 cm, OC= 5 cm, OD = 12 ¢cm. Aridtati cd
patrulaterul ABDC este inscriptibil.
(Etapa judeteand, Cluj, 1987)
C.8. In trapezul ABCD, baza mici [CD] are aceeasi lungime cu latura [BC],
iar diagonala [BD] este perpendiculara pe latura [4D]. Fie O intersectia diagonalelor
si P mijlocul lui [BD]. Aritati ca:
a)AB=2.CD;
b)6-0OP=BD.
(Etapa judeteand, Cluj, 1987)
C.9. Cercurile €\(0, ) §i C2(0,, ry) se intersecteazi in 4 si P, iar secanta
BP, (B € C,(0,, r))) intersecteazi &,(0,, r;) in C. Fie B, respectiv C’ diametral
opuse lui A4 in €,(0, ), respectiv £5(0,, r,). Aritati ci:
a) punctele B’, P, C’ sunt coliniare;
b) €0,BA = 40,CA4;
c) [AP este bisectoarea unghiului 4 in triunghiul ABC daci si numai daca
lungimile segmentelor [BP], [PC] sunt proportionale cu 0,4 si 0,4.
! (Etapa judeteand, Constanta, 1987)

C.10. Fie pétratul ABCD si O_punctul de intersectie a diagonalelor; M, N, P, O
mijloacele segmentelor [4 8], [OB], [DC] si [DM]; E intersectia dreptelor NP siAC.
a) Arétati ci [NE] = [EP];
b) Determinati masurile unghiurilor triunghiului NPQ;
c) Dacd PQ si BD se intersecteazi in F, determinati raportul % .
d) Daca QE gi BD se intersecteazi in L, aritati cd [LE] = [LQ].
e) Ardtati ca triunghiurile AEP §i ANB sunt asemenea.
' (Etapa judeteans, Constanta, 1987)

C.11.Fie [4B] diametrul cercului €. Punctele M si N-apartin fiecare unuia
dintre semicercurile determinate de diametrul 4B astfel incit AM N NB = {C} si
BM N AN = {D}. Demonstrati ci: a) AB L CD; b) Daci P este mijlocul segmentului
[CD], atunci MP este tangenti la cercul €. ;

(Etapa judeteand, Dambovita, 1987)

C.12.Prin punctul M situat in interiorul = triunghiului ABC ducem
paralele la laturile triunghiului: 4,4, || BC, BB, | AC §i C,C, || AB, punctele
4, A3, By, B,, C), C, fiind situate pe laturile triunghiului.

Sﬁ_ se arate cd suma: A};é‘z + Izgz at Cj‘gz nu depinde de alegerea
punctului M.

(Etapa judeteand, Dambovita, 1987)

123



& AshEy

Fh iy

- b ]

Iy

C.13. Intr’un triunghi ABC, punctele 4’, B, C’ sunt picioarele inaltimilor din
4, B, C, iar D i E proiectiile lui A" pe laturile [4B], respectiv [4C]. Demonstrati c&
punctele C’, B’, E, D sunt conciclice daci §i numai dacé [4B] = [4C].

' (Etapa judeteani, Galagi, 1987

C.14. Intr-un trapez isoscel cu 4B || CD, diagonalele sunt perpendiculare.
Stiind cd lungimea razei cercului circumscris trapezului este de 5 cm, iar distanta de
la centrul O al acestui cerc la punctul M de intersectic a diagonalelor este de
Sﬁ cm, calculati perimetrul trapezului. -

(Etapa judeteand, Giurgiu, 1987,

C.15.Fie ABC un triunghi isoscel avind 4B = AC = a. Pe baza [BC] se
construieste un pdtrat de laturd BC care trece prin 4, iar pe"inélgimea [AD] ca
diametru se construieste un cerc care intersecteazi pe AB in M i AC"l‘n N. Calculaz
MN in functie.de a.

(Etapa }ude‘eana Harghita, 1987}

C.16. In munglnul ascuptunghm ABC, punctele M N, P sunt mijloacele
laturilor [4B], [AC] respectiv [BC], iar [4A"], [BB’] sunt indltimi in triunghiul ABC.
Demonstrati ci triunghiurile 4’MN, B’"MP .g,i MNP sunt congruente.

(Etapa jud'e’geani, Hunedoara, 1987}

C.17. Un patrulater convex are trei laturi de lungime a. Doud din laturile
congruente sunt perpendiculare, iar celdlalt unghi format de laturi congruente are
misura de 60°.

a) Aflati masurile celorlalte unghiuri ale patrulaterului.

b) Aflati lungimile diagonalelor i a celei de a patra laturi a patrulaterului.

(Etapa judeteans, Hunedoara, 1987,

C.18. Fie triunghiul isoscel 4BC, dreptunghic in A. Fie M un punct oarecare

_pe (BC), iar P i Q proiectiile ortogonale ale lui M pe (45B), respectiv pe (4C).

a) Aritati ci suma MP + MQ nu depinde de pozitia lui M.
b) Punctul D fiind mijlocul lui [BC] aritati ci [DP] = [DQ] si cd patrulatersl
APDQ este inscriptibil.
c) Precizati pomgla lui M pentru care suma DP + DQ este minima, iar produsal
MP - MQ este maxim.
(Etapa judeteant, lalomita, Suceava, 1987

C.19. Fie 4',5, C“ mijloacele laturilor [BC], [AC], [4B] ale triunghiulw
ABC si fie D simetricul lui B’ fatdi de C’. Calculati lungimile laturilor &
medianelor triunghiului 44D in functie de lungimile laturilor §i medianelos

triunghiului 4BC.

(Etapa judeteani, lasi, 1987}

C.20. Fie ABC un triunghi, iar D §i E-doud puncte pe latura [BC] astfel
ca <BAD = <{CAE. Aritati ci dacd [BD] = [EC], atunci triunghiul ABC estw
.isoscel.

(Etapa judeteand, lagi, 19870
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C.21. Arétati cd intr-un patrulater inscriptibil doud laturi consecutive sunt
congruente dacd §i numai daca unul din unghiurile patrulaterului este congruent cu
unghiul format de diagonale.

(Etapa judeteani, Maramures, 1987)

C.22. Fie AOB un sfert de cerc al cercului de centru O §i razd R si semicercul
descris pe [OA] ca diametru. Calculati raza cercului tangent interior la sfertul de
cerc, tangent exterior la semicerc i tangent la segmentul [0B].

(Etapa judeteani, Maramureg, 1987)

C.23. Fie ABCD un trapez dreptunghic cu m(<A4) = 90°, cu bazele 4D = 4 si
BC=9sicuDC=13.

a) Dacd M este mijlocul laturii [4B], atunci triunghiul DMC este dreptunghic.

b)Fie O intersectia diagonalelor trapezului. Paralela prin O la baze

 intersecteazi segmentul [4AB] in E. Demonstrati ca [EO este bisectoarea unghiului
DEC.

(Etapa judeteand, Neamt, 1987)

C.24.In patrulaterul inscriptibil 4BCD, bisectoarea unghiului  DCA
intersecteazd diagonala [BD] in P, iar bisectoarea unghiului ABD intersecteazi
diagonala [AC] in Q. Aritati ci: >

a) patrulaterul POBC este inscriptibil;

b) PQ || AD.

(Etapa judeteans, Olt, 1987)

C.25. 8¢ considera cercul O tangent la dreapta d in punctul 7. O dreapti
paraleld la OT intersecteaza cercul $i dreapta d in punctele 4, B, respectiv C (B intre
C i 4). Fie M punctul diametral opus lui B. Dreapta MT intersecteazi pe AB in N.

a) 53 se arate ca triunghiul MBN este isoscel $iTC = —él— -AM;

b) Notdm cu £ mijlocul segmentului [BN]; si se arate ci patrulaterul AOTE
este trapez isoscel. ‘

(Etapa judeteand, Prahova, 198 7

C.26. Se da un patrulater inscriptibil ABCD §i se noteazid cu E punctul comun
dreptelor 4D i BC. Perpendicularele in C $i D respectiv pe BC $i DA se
mtersecteazd in /. Si se arate ca dreapta E1 este perpendiculara pe 45.

(Etapa judeteany, Prahova, 1987)

C.27. Fie ABCD un patrulater convex §i fie M un punct al segmentului (4B).
Construim MN || BD, (N € (4D)), NP || AC, (P € (CD)), PO || BD, (Q € (BC)),
OM’ || AC, (M’ € (4B)).

a) Demonstrati ci M si M’ coincid. _

b) Daca AC = 3, BD = 4 $i MNPQ este romb, calculati lungimile laturilor
acestui romb,

(Etapa judeteand, Salaj, 1987)
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- C.28. In pitratul ABCD, fie O intersectia diagonalelor, iar E §i F mijloacele
segmentelor [BO] si [CD]. Stiind c& 4B = a, calculati lungimea segmentului [EF].

(Etapa judeteand, Silaj, 1987}

C.29. Bazele trapezului ABCD au lungimile 4B = 21 ¢cm §i CD = 7 cm, iar
laturile neparalele AD = 15 cm, BC = 13 cm.

a) Calculai lungimile diagonalelor.

b) Aritati cd bisectoarea unghiului DAC este perpendiculard pe dlagonai.l
[BD] a trapezului.

(Etapa judeteand, Sibiu, 1987)

C.30. Fie a, b, ¢ direct proportionalecut~ 1,1 ¢+ 1,unde 2 2.

a) Demonstrati ca a, b, c pot fi lungimile laturilor unui triunghi.

b) Determinati pe ¢ astfel incat triunghiul sa fie dreptunghic.

(Etapa judeteand, Teleorman, 1987}

C.31. Fie ABCD un patrulater convex. Aritati cd, dacd existi M € 4D &
N € BC cu proprietatea ¢cd MN || AB si dreapta MN intersecteazd diagonalele
[4C] si [BD] in P, respectiv Q, astfel incat [MN] = [NQ], atunci ABCD este trapez.
Dacd AB =8 cm, NP=6 cm §i AP = 1,5 cm, calculati AC.

(Etapa judeteand, Timig, 1987)

a =

C.32. Aritati ci daca intr-un triunghi cu laturile a, b, c existd relatia:

S E RN
2 2 c ab b [ C]
PR S Tl el el g e
(a )( a) a* +2ac+c? a

atunci triunghiul este isoscel sau dreptunghic.
(Etapa judeteand, Timig, 1987)

C.33. Fie patratul ABCD exterior patratului AEFG, cu D gi E de aceeagi parte

a dreptei determinate de centrele lor O i O’ (O pe segmentul [BD]). Fie H

intersectia segmentelor [BE] si [DG]. Aratati ca: '
a) punctele C, H, F sunt coliniare;

b) dreptele AH §i OO’ sunt perpendiculare. :

3 : (Etapa judeteand, Tulcea, 1987

C.34.In triunghiul ABC, m(<BAC) = 90°, AB = 4 cm si AC = 5 cm.

Bisectoarea unghiului 4CB intersecteazd segmentul [4B] in D; indltimea din D 2

triunghiului BCD intersecteazd pe BC in M, iar paralela prin M la AB intersecteazi
pe AC in P. Calculati lungimile segmentelor [4P] si [PC].

(Etapa judeteand, Tulcea, 1987

C.35.Fie ABCD un trapez isoscel cu [4D] = [BC], diagonala [AC]
perpendiculard pe BC gi unghiurile de la baza de 60°. Pe baza mare [4B] se iaun

AM4J_
R R : b

punct M astfel incét
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Fie d, perpendiculara in M pe AB si d, perpendiculara in 4 pe AC,
iard, Nd,={N}.
S# se arate cd distanta de la punctul N la baza mica a trapezului ABCD este
egali cu 4B. .
(Etapa judetean3, Tulcea, 1987)

C.36. Perpendicularele pe diagonala [BD] a dreptunghiului ABCD duse in B si
D intersecteazi laturile [DC] si respectiv [BD] in M, respectiv N. Si se arate ca:
AB _ BN BM _ AD BM - AB .

B) . s b) it R
BC DM BN DN DM~ DN’

d) AB* + BC*=BM - DN. ' ;
(Etapa judeteand, Vaslui, 1987)
C.37. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi care satisfac relatia:

362 (a—c)? +12ab’c
=3,

a4 +2a3c —~ c4 —2ac
Stabiliti natura triunghiului.
(Etapa judeteand, Vaslui, 1987)

C.38.In tnunghlul ABC fie miltunea [AA"] si fie M §i N mijloacele laturilor

[4B] si [AC]. Aritati cd punctele A, M, A’, N sunt conciclice daci si numai daci
m(<IA) 90°.

(Etapa judeteand, Vrancea, 1987)

C.39. P@aturile [CA] §i [CB] ale triunghiului dreptunghic isoscel ABC se aleg
punctele D si E astfel incat [CD] = [CE]. Perpendicularele coboréte din D §i C pe
dreapta AE intersecteazi ipotenuza [4B] respectiv in punctele K si L. Demonstrati

ci [LK] = [LB]. .
(Etapa judeteand, Vrancea, 1987)

- C.40. Fie ABCD-un patrulater inscriptibil §i O intersectia diagonalelor lui.
O dreaptd d imparte unghiurile 40D §i BOC in unghiuri congruente. Fie 4;, B,
Ci::D; proiectiile punctelor 4, respectiv B, C, D, pe dreapta d. Demonstrati ci
A4, - CC,=BB,- DD,.

; (Etapa judeteanii, Alba, 1988)
C.41. In triunghiul ABC obtuzunghic in C, notdm ct H,, Hp, He, intersectiile

dreptelor BC, AC si respectiv AB cu perpendicularele din 4, B si respectiv C pe
dreptele BC, AC si respectiv 4B.

a) Aflati masurile unghiurilor triunghiului H,HpH., cunoscind misurile
unghiurilor triunghiului 4BC;
b) Punctul C apartine interiorului tnunghmlm HHpH?

(Etapa pe municipiu Bucureqn, 1988)
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C.42. Triupnghiul ABC este dreptunghi in 4. Bisectoarea unghlulul ABC
intersecteaza cateta [AC'] in D.

a) Dacda M este un punct pe perpendiculara in C pe dreapta 4AC, astfel incat B
$i Mesunt de aceeasi parte a lui AC i [BC] = [CM], atunci BD - DC=AD - DM?

b) Fie N pe ipotenuza [BC] in asa fel incat [4B] = [NC] gi P intersectia lui BD
cu dreapta AF (F este mijlocul lui [BN]) Este dreapta NP perpendiculard pe
dreapta AB?

(Etapa pe municipiu, Bucuregti, 1988)

C.43. Se d triunghiul ABC cu m(<B) = 60° §i AB= % . BC. Fie D simetricul

lui B fatd de mediana [4M]. S& se arate céd punctele 4, B, C, D sunt conciclice si
CD || AM.
(Etapa judeteand, Constanta, 1988)

C.44, Fie un triunghi MAN (m(<MAN) > 90°). Pe latura (MN) ludm un punct
oarecare B, intre M si N. Cercul circumscris triunghiului MBA intersecteaza
prelungirea lui [NA] in Q si cercul circumscris triunghiului 4BN intersecteaza
prelungirea lui [MA] in P. Sd se demonstreze cé patrulaterul MOPN este inscriptibil
dacd i numai dacd D, 4, B sunt coliniare ({D} = MQ N PN).

~ (Etapa judeteani, Constanta, 1988)

C.45. Fie triunghiul ABC si punctul M pe latura [BC]. S4 se arate ca [4M] este

M _ ﬁl-, unde R, §i R, sunt i'espectiv

Ry
razele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABM si ACM.

bisectoarea unghiului 4 dacd §i numai dacd i

(Etapa judeteani, Dambovita, 1988)

C.46. Doui cercuri €, §i ¢, se intersecteazi in M si N. Prin M §i N ducem doua
drepte care intersecteazii €, i &, in 4, respectiv B si C, respectiv D.

Sa se arate ci: a) <ANB = <CMD; b) AC || BD; c) Dacﬁ [AN] si [CM] sunt
diametre in €y, atunci [BN] si [DM] sunt diametre in &s.

(Etapa judegeani, Dambovita, 1988)
C.47. Fie triunghiul ABC cu 4B = 20 ¢m, [4D] indl{ime, AC = 16 cm i [AM]

mediand. $tiind ca % = %s calculati lungimea indltimii din C a triunghiului ABC.
Calculati BC - MD in cazul cand MD > —-
BC 2 :

(Etapa judeteand, Prahova, 1988)

C.48. Fie O centrul cercului circumscris unui patrulater ABCD cu diagonalele
perpendiculare, punctul P intersectia diagonalelor [AC] §i [BD] §i M mijlocul laturii
[4B]. Sa se demonstreze ci:

1

a)y MP L CD; b) OM =E-CD.

(Etapa judeteand, Prahova, 1988)
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C.49. a) Patrulaterul ABCD este un paralelogram. O paraleld la dreapta AB
intersecteazd segmentele [4D], [AC], [BD] si [BC] in M, N, P si respectiv 0. Sunt
segmentele [MN] si [PQ] congruente?

b) In triunghiul ABC, notim cu 7 intersectia bisectoarelor unghiurilor lui.

Bisectoarea [4/ intersecteazi latura [BC] in D. Stabiliti daca % = gt 4p C;CAB -

(Etapa pe munitipiu, Bucuresti, 1 989)

C.50. a) Patrulaterul 4BCD este un trapez isoscel. Proiectia lui C pe baza
mare [4B] este E. Centrul de greutate al triunghiului ABC apartine
segmentului [ED]? \

b) In triunghiul ascutitunghic ABC, punctul D este proiectia lui B pe (4C), iar
E este proiectia lui C pe (4B), H este ortocentrul triunghjhlui ABC, P este centrul
cercului circumscris triunghiului ADE, M este mijlocul laturii (BC), iar T este
intersectia dreptelor MP §i DE. Stabili;i dacd DP este tangenti la cercul circumscris
triunghiului BDE i dacd avem cd: DE” = 4PT - TM. .

3 : (Etapa pe municipiu Bucutesti, 1989)

C.51.1n triunghiul ABC, bisectoarea interioard [BB’], (B' € (AC)) este
paraleld cu tangenta la ‘cercul circumscris triunghiului ABC dusd in punctul 7,
diametral opus lui 4. Aceasta tangentd intersecteazi dreptele 4B §i AC in D si E.
AB:BC |

AC 2
¢) Punctele B’, O (centrul cercului circumscris triunghiului ABC) si M mijlocul lui
[BC] sunt coliniare.

Si se arate ci: a) Patrulaterul BCED este inscriptibil; b) BB’ =

(Etapa judeteand, Dimbovita, 1989)

- C.52. Pe dreapta d se iau punctele 4 i B astfel incit AB = 8 cm. In 4 si B se
duc perpendiculare, in acelagi semiplan, pe care se iau punctele M si respectiv N,
astfel incat AM = 12 cm si BN = 6 cm. Si se giseasci lungimea segmentului [BFP], P
fiind pe semidreapta (BN astfel incét triunghiul MNP si fie dreptunghic.

X ik (Etapa judeteand, Dadmbovita, 1989)
C.53.Fie [4A’] iniltime in triunghiul 4BC (4’ € BC), iar 4,, B, C;

mijloacele laturilor [BC], [CA] si [4B]. Demonstrati ci patrulaferul 4’4,B,C, este
inscriptibil. ; :

(Etapa judeteand, Prahova, 1989) .

C.54. Intr-un triunghi oarecare ABC se ,,coboard” din vérful 4 inéltimea [4D]
si mediana [AM], (D, M € BC). $tiind ¢ AB =6 §i AC = 2 se cere: -
a) Sd se calculeze produsul BC - MD.
b) Daca M
BC

fiind mijlocul lui [4B], atunci patrulaterul APBC este inscriptibil.

=";-“s iar segmentul [CO] se prelungeste cu [OP] = [CO], O

{ _ (Etapa judeteand, Prahova, 1989)
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C.55. ABC este un triunghi cu m(<B4C) = 90° si m(<4BC) = 30° iar [ i O
sunt centrul cercului inscris, respectiv centrul cercului circumscris triunghiului
ABC. Stabiliti daca: 1) Punctele 4, B, O, I sunt varfurile unui patrulater inscriptibil;
2) [4N=110] o

(Etapa pe sector, municipiul Bucuresti, 1990)

- C.56. Se di un cerc de centru O. Coardele [4B] si [CD] se intersecteazi in

P, (P # 0). Perpendiculara in P pe dreapta PO intersecteazi segmentele [4C] in Q i

[BD] in R, iar perpendiculara din B pe dreapta OP intersecteazi, a doua oard, cercul

dat in T. Stabiliti daci: 1) Triunghiul BPT este isoscel; 2) Punctele P, 0, C, T sunt
conciclice; 3) [PQ] = [PR].

(Etapa pe sector, municipiul Bucuregti, 1990)

C.57. Se da paralelogramul ABCD cu m(<ABC) = 60°. R este un punct pe
perpendiculara in 4 pe dreapta 4B (R §i D sunt semiplane opuse determinate de
dreapta AB), astfel incat AR = AB = a. a) Dreapta AD este perpendiculara pe dreapta
RB? b) in cazul cand punctele R, B, C, D sunt conciclice, calculati RB i DB.

(Etapa pe municipiu Bucuresti, 1990)

C.58.Se di triunghiul 4BC unde m(<4BC) < m(<BCA). Punctul D
apartine segmentului [BC] astfel incat m(<DAC) = m(<4BC). a) Stabiliti dacé
AC2 = DC BC; b) Daci, in plus, 4D L BC, iar E si F sunt proiectiile lui D pe
dreptele 4B si respectiv AC, atunci avem relatia: AC - AE + AB - AF = AB - AC?

(Etapa pe municipiu, Bucuregti, 1990)

C.59. In triunghiul ABC se duc AE 1 AB si AF L AC astfel ca [AE] = [4B] si

[4F] = [AC]. S& se arate ci mediana si inil{imea din A4 ale triunghiului 4BC sunt
respectiv indltime gi mediani in triunghiul 4EF. :

(Concursul interjudetean ,.Gheorghe Titeica®, Slatina, 1982)

C.60. Pe laturile [4D] si [CD] ale unui paralelogram oarecare ABCD se
construiesc spre exterior triunghiurile echilaterale 4DE si DCF. S& se demonstreze
cé triunghiul BEF este echilateral.

(Concursul interjudetean ,,Gheorghe Titeica®, Slatina, 1982)

C.61. Fie ABCD un patrulater convex care are doud laturi opuse congruente.
Si se arate ci pentru orice punct M din interiorul patrulaterului, se poate forma cu
segmentele [MA], [MB], [MC], [MD] un patrulater. Este acest patrulater convex?

(Proba pe echipe — Concursul interjudetean ,.Gheorghe Titeica®, Slatina, 1982)

C€.62. in triunghiul ABC, m(<4) = 90°, cateta AC = b §i ipotenuza BC = 2b.
Se duce un cerc cu centrul in A §i raza R = AC, care intersecteazd ipotenuza
[BC] in D. Se cere:

a) Si se calculeze lungimile segmentelor [CD] si [BD];

b) Sa& se calculeze raportul razelor cercurilor inscrise in triunghiurile

ACD §i ABD.
(Testul din tabira nationald de matematics, Cimpulung Moldovenesc, 1984)
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(C.63. Pe un cerc dat € se considerd un punct fix 4. Pe o dreaptd fixd d se
considerd un punct fix 8. Un cerc mobil care trece prin 4 si B intersecteazi cercul £
in P i dreapta d in Q. Dreapta PQ intersecteazi cercul € in R. Aratati cd [AR} are
lunglme constanta.

(Concursul interjudetean ,,Spiru Haret*, Sinaia, 1985)
C.64. Se di cercul circumscris triunghiului 4BC §i se duce diametrul din A.
Dintr-un punct oarecare M, situat pe BC, se duce perpendiculara pe acest diametru,

care intersecteazi dreapta AR in N. Dreapta A M intersecteazi cercul in P. Si se arate
ca punctele B, M, N, P sunt conciclice.

{Concursul 'interjudetean »opiru Haret”, Sinaia, 1985)

C.65. In triunghiul ABC, bisectoarea unghiului BAC intersecteazi pe (BC)
in D. Cercul circumscris triunghiului ABD intersecteazi AC in N, jar cercul
circumscris triunghiului A CD intersecteazd AB in M. Si se arate ¢ DM + DN = BC.

(Concursul interjudetean ,,Spiru Haret", Bragov, 1986)
C.66. Fie ABCD un patrulater convex inscris in cercul €(0, R), iar M proiectia
' 1ui O pe AB. Si se arate c& OM = % .CD daci AC L BD.

(Concursul interjudetean ,,Spiru Haret“, Bragsov, 1986)

C.67. O dreaptd variabila intersecteazi laturile [4B], [BC], [CD] si [DA] ale

o AT BE
unui dreptunghi respectiv in M, N, P si Q. Si se arate ci +——— =constant.
. : Ng*  MP*

(Concursul interjudetean ,,Gheorghe Titeica®, Slatina, 1987)

C.68. Fie ABCD un paralelogram cu AC > BD. Si se determine un punct M,
(M € (4Q)) astfel incat patrulaterul BCDM sa fie insériptibil. 84 se arate cd BD este
tangenta comuna exterioari a cercurilor AMB §i AMD. .,

(Concursul interjudetean ,,Gheorghe Titeica”, Slatina, 1989)

C.69. Printr-un punct O situat in interiorul unui triunghi ABC se duc
paralelele la cele trei laturi ale triunghiului, obtindndu-se urmitoarele
puncte de intersectie: M € 4B, N € AC, (MN || BC); P € AC, Q € BC(PQ || 4AB);
R€ BC,S€ AB, (RS|| AC).

Stiind ci sl e

g AB BC AC
precizeze pozitia punctului O.

=k, sﬁ se calculeze valoarea lui k, g:i,'s.’i se

(Concursul interjudetean , Traian Lalescu, Ineu, 1987)

C.70. Fie A4BCD un patrulater convex si M, N, P, O respectiv mijloacele
laturilor [AB], [BC], [CD] si [AD). Fie R §i § punctele de intersectie ale dreptelor
BQ si MD, respectiv BP i DN, iar T punctul de intersectie a dreptelor AR i CS.
Dcmonsn'ati cd punctele D, T'si B sunt coliniare.

(Concursul interjudetean ,,Traian Lalescu®, Ineu, 1987)
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C.71. Bisectoarele. triunghiului ABC intersecteazd a doua oard cercul
circumscris triunghiului in punctele 4’, B’, C’. Demonstrati ca punctul de intersectie
a bisectoarelor triunghiului 4BC este ortocentrul triunghiului 4’B°C’.

(Concursul interjudetean ,,Spiru Haret", Térgovite, 1987)

C.72.Fie ABCD un pitrat de laturd @ si M, N mijloacele laturilor [BC]
respectiv [CD]. Dreptele AM si BN se intersecteaza in P. Arétati c& DP = a.

- (Concursul interjudetean ,,Spiru Haret", Tirgovigte, 1987)

C.73. Se consideri in plan cercurile &}, @;,..., &, (n 2 5), de raze egale §i centre
diferite doud cite doud aga incét oricare patru dintre ele sd aibd un punct comun. Sa
se arate cd cele n cercuri au punct comun. -

(Proba pe echipe ~ Concursul interjudetean ,,Gheorghe Titeica®, Slatina, 1987)

C.74. in capetele 4, B ale unui diametru al unui cerc se duc tangentele 44" §i
BB’ 1a acel cerc. .

Fie M un punct pe cerc, diferit de 4 si B. Dreapta AM intersecteazd pe BB in
C, iar dreapta BM intersecteazd pe A4’ in D. Demonstrati ci AB” = AD - BC.

(Etapa pe tard, Bucuregti, 1980)

C.75. Intr-un triunghi 4BC se duc mediana [4D] si bisectoarea interioard
[AE]. Simetricul lui [4D] fatd de [AE] intersecteazd pe (BC) in F. Determinati
raportul distantelor de la F la laturile [4B] §i [AC] in functie de lungimile laturilor
[4B] 5i [AC].

(Etapa pe tari, Bucuregti, 1980)

C.76. Fie ABCD un paralelogram i fie M un punct oarecare pe latura (BC).
Dreptele AM §i DM intersecteazi prelungirile laturilor [DC] §i [4B], respectiv in P
si Q. Aratati ci produsul segmentelor [BQ] si [CP] este constant cdnd M descrie
latura [BC].

(Etapa pe tard, Pitesti, 1983)

C.77. intr-un cerc € cu centrul O §i raza R, fie o coarda fixa [4B]. Aritati ca:

a) Oricare ar fi coarda [CD] perpendiculard pe [4B] intr-un punct interior
segmentului (45) este indepliniti relatia: 4B + CD 2 2R;

b) Mijloacele coardelor de lungime 2R — AB se afla pe un cerc, avand centrul
in O. In cazul in care 4B > R, deduceti ci existd puncte 4’, B pe coarda [A4B] astfel
incét orice coardd [FG] a cercului € care intersecteazi segmentul [4'B’] satisface
relatia: 4B + FG 2 2R. _

(Etapa pe tard, Pitegti, 1983)

C.78.1n triunghiul echilateral 4BC, fie D mijlocul segmentului [BC].
Se construiesc in exterior triunghiurile echilaterale BDE gi CDF. Fie G
intersectia dintre AE i BC, iar H intersectia dintre AF gi BC. Demonstrati cd
[BG] =[GH] = [HC].

(Etapa pe tar#, Deva, 1984)
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- C.79. Fie pétratul ABCD. Din 4 pornesc simultan, pe laturi, doud mobile M, si
M, unul spre B si celdlalt spre D. Viteza lui M, este V), iar viteza lui M, este 2v.
a) Dupi cat timp are loc prima intalnire si in ce punct?
b) Desenati linia frintd parcursi de mijlocul segmentului [MM,] pini la
prima intélnire. \
(Etapa pe tard, Deva, l9§4)

C.80. 2) Fie un triunghi 4BC i un punct D pe latura (BC). Aritati ci dreapta
AD este axa de simetrie a triunghiului dacé §i numai dacd segmentele [4B] si [4C]
sunt congruente §i dreptele 4D, BC sunt perpendiculare.
b) Arétati cd un triunghi este echilateral dac gi numai dacé el admite doud axe
de simetrie.
(Etapa pe far, Tulcea, 1985)

C.81. Fie ABCD un trapez oarecare cu bazele [4B], [CD] si O intersectia

diagonalelor [4C] i [BD]. Paralela prin O la baze intersecteazi laturile neparalele in

: : . . MN . MN
M si N. Arétati cd [OM] = [ON, A=
§i Iaglc [OM] =[ON]sic i3 b

(Etapa pe tark, Rm. Valcea, 1986)

C.82. Fie ABC un triunghi avand lungimile laturilor 4B = a, AC = a /2,
BC = a +/3. Fie P piciorul indl{imii din 4 pe [BC], M si N proiectiile lui P
pe laturile [4B], respectiv [4C]. Calculati lungimea segmentului [MN] in functie
de a. B : '
g (Etapa pe tard, Rm, Vilcea, 1986)

C.83. Fie doui cercuri de centre O), O,, care se intersecteazi in punctele 4 gi
B. Fie C gi D punctele diametral opuse lui 4 in cele doud cercuri. Tangentele duse
prin A la cercurile O; respectiv O, intersecteazd cercurile O, respectiv O, in M,
respectiv N. Prelungim segmentul [4B] cu un segment [BP] astfel incdt B si fie
mijlocul segmentului [4P]. Aritati ci:

a) Punctele C, B, D sunt coliniare;

b) Patrulaterul AMPN este inscriptibil.

: (Etapa pe tari, Rm. Vilcea, 1986)

C.84. Fie ABCD un patrulater inscriptibil §i fie E intersectia dreptelor AB, CD,
iar F intersectia dreptelor BC, AD. Bisectoarea interioard a unghiului AFB
intersecteazi laturile (48), (CD) in P, respectiv M, iar bisectoarea interioard a
unghiului AED intersecteazi laturile (4D), (BC) in Q respectiv N. Aratati cd MNPQ
este romb. '

(Etapa pe tarli, Rm. Vilcea, 1986) .

C.85.Fie ABC un triunghi cu toate unghiurile ascutite, O centrul cercului
circumscris gi H ortocentrul triunghiului 4BC. Bisectoarea unghiului 4 este
perpendiculard pe OH. Arétati cd m(<BAC) = 60°. /
(Etapa pe {ari, Bac#u, 1987)

&
4k
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C.86. Fie triunghiul ABC neisoscel §i M mijlocul segmentului [BC] ie P us
punct oarecare pe (4M). Fie £ si F proiectiile punctului P pe laturile (4B), respect
(AC). Aratati cd EF || BC daca gi numai daca m(<BAC) = 90°.

(Etapa pe tard, Baciu, 1987

C.87. Fie ABC un triunghi echilateral i fie M un punct oarecare pe baza (BC.
diferit de mijloeul (BC). Perpendiculara in M pe BC intersecteaza paralela din 4 =
BC in punctul O. Cercul de centru O §i razd OM intersecteaza segmentele (45) s
(4C) in punctele P §i Q. Arétati ci punctele 4, O, Q, P sunt conciclice.

(Etapa pe tard, Bacdu, 15587

C.88. intr-un dreptunghi ABCD in care 4B = a, BC= b, a < b se inscrie un 2¢
dreptunghi A’B'C’D’ cu A’,B’,C’, D’ respectiv pe segmentele (4D), (4B), (BC).

(CD), cunoscandu-se raportul gg

=k > 0. Calculati lungimile laturilor dreptun-

ghlulul A'B'C’D’ in functie de a, b, k si precizati conditjile satisfacute de k pentrs
care exista dreptunghiul A’8°C’D’,
(Etapa pe tard, Bacdu, 1987

C.89. Fie ABC un triunghi oarecare cu 4B > AC. Daci [CF] §i [BE] sunt
respectiv medianele corespunzatoare laturilor [AB] §i [AC], (E §i F pe segmentei*‘
(AC), respectiv (4B)), demonstrati cd BE > BF.

(Etapa pe tard, Bragov, } osE

C.90. Fie ABC un triunghi dreptunghic in 4 cu <B > <C. Fie D mijlocs!
ipotenuzei [BC]. Perpendiculara in D pe BC intersecteaza cateta [AC] in E.

a) Demonstrati cd m(<ADE) = m(<4B) — m(<C).

b) Calculati mésurile unghiurilor triunghiului ABC stiind ci [4E] = [ED].

(Etapa pe tard, Bragov, 1988

C.91. Fie ABCD un patrulater cu diagonalele perpendiculare, inscris intr-us
cerc de centru O $iraza R.
a) Calculati suma patratelor lungimilor a doua laturi opuse ale patrulaterulu:

in functie de raza cercului.

b) Aratati cé distanta de la O la CD este Az—B

(Etapa pe tard, Bragov, 1985

C.92. In triunghiul ABC cu m(<C) > 90° se duc inaltimile [BA"] i [AB'] unde
A’ apartine dreptei AC i B’ apartine dreptei BC. Demonstrati ca:
a) Dreptele A’ §i BA” sunt concurente intr-un punct H;
b) Triunghiul ABH este ascutitunghic;
c) Gasiti un punct D pe segmentul (48) astfel incat patrulaterul BDB'H si fie
inscriptibil.
(Etapa pe tarfi, Bragov, 1988
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C.93.Fie un pentagon convex 4BCDE in care AB L BC, AD L DE §i
m(<AEC) = m(<ADB). Aritati cd m(<{BAC) = m(<{DAE).

(Etapa pe tard, Baia Mare, 1989)

C.94. Fie patrulaterul convex ABCD in care AB ‘a,BC=b,CD=¢c,DA=d,
iar § este aria patrulaterului. Arétati ca: sk

 (a+b+e+d Y
e v
4 :
(Etapa pe tari, Baia Mare, 1989)

C.95. Pe laturile [4B] §i [4C] ale triunghiului echilateral ABC se iau punctele

E, respectiv F, astfel incat BE = 2. AE, §i AF = 2-CF. Fie D intersectia
segmentelor [BF] si [CE]. Aritati ci AD L BF.

: (Etapa pe tard, Baia Mare, 1989)

C.96. Se considerd un triunghi isoscel ABC ([4B] = [AC]) obtuzunghic. Pe
indl{imea [4D] se fixeazi un punct E, (D € (BC), E intre 4 si D). Fie M un punct
mobil pe segmentul [BC] astfel incét perpendlculara din E pe AM si intersecteze
segmentul [BC] intr-un punct N.

a) Ardtati cd ME L AN si preciza;i pozitiile posibile ale punctelor M si N.

b) Arétati ci simetricul E” al ortocentrului £ al tnunghlulul AMN fatd de BC
se afld pe cercul circumscris triunghiului 4 MN.

c) Ariitati cd centrul cercului circumscris triunghiului AMN se afla pe
mediatoarea segmentului [4E"].

(Etapa pe tar, Baia Mare, 1989)

C.97. Cercul €(Z, r) inscris in triunghiul ascutitunghic ABC este tangent
laturilor [BC], [AC], [4B] respectiv in punctele M, N si P. Prin 4 se duce dreapta d
paraleld cu BC. Notdm {E} = MP N d si {F} = MN N d. De asejenea, notém cu D
mijlocul lui [ME] i cu O mijlocul lui [MF]. 8& se demonstreze ci patrulaterul ADIQ
este inscriptibil. Unde este situat centrul cercului circumscris lui ADIQ? (/ este
centrul cercului inscris in triunghiul ABC.)

(Etapa pe tarfi, Ploiesti, 1990)

: C.98..Fie- pﬁu'ulaterul coﬁvex ABCD in care motim cu O intersectia
diagonalelor, 8a se arate ci dacd [DA] = [DO] si [CB] = [CO], atunci patrulaterul
ABCD si triunghiul DOC se pot inscrie In cercuri congruente.

(Etapa pe {ard, Ploiegti, 1990)
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'\;I/RASPUNSURL INDICATII $I SOLUTH
EXERClTlI S| PROBLEME RECAPITULATIVE
DIN MATERIA CLASEI A VI-A

A. Triunghiul (pag. 3)

S.1a)a,d;b)c,e;¢)b; 2. 11 cm, 1,12 dm, 12 cm, 14 cm, 15 cm. 6. a) 4
da, da; b) 14 cm; da; ¢) 4,5 cm, da; d) 90°, da, da. ‘T.da,da da. 8.a) AC=68
m(<BAD) = 17°30’, da, dreapta AD; b) 12 cm, da, da; c) 8 cm, 90°, da, da, cel
o axd. 9. a) Se demonstreazd cid triunghiul AJ&C este echilateral, 2p = 18
m(<BEC) = 90° b) da, da, cel putin o axd de simetrie; ) da, da; d) in acelagi
¢) cu mediatoarele i cu bisectparele triunghiului ABC; f) da; g) [4B] este sim
lui [4C] fata de medlatoarea lui [BC] si smletncul lui [BC] fatd de mediatoarea

[4C]. _ : ]
B. Paralelism (pag. 5)

11. a) da, alterne interne; b) da, alterne externe; c¢) da, opuse la varf; d) da
da; f) 24°, 24°,24°. 12. a) da; b) da; c¢) da; d) da. 13. a) da; b) da; c) da, d) 153~
da; f) da. 14. b) da, [CP este bisectoarea interioard si [CE bisectoarea exteri
unghiului C al triunghiului ABC. 15. a) da; b) da; c) da. 16. a) nu; b) da; c) da; d)
e) da; f) da; g) da.

C. Congruenta triunghiurilor (pag. 7)

17.LUL, 18. 180° — (24°~ 56°) = 180° — 80° = 100 = AABC = APN]
(ULU). 19. nu. 20. 180° — (34 + 68°) = 180° —102° = 78°, deci: da (ULU). 21.
22.' nu. 23. IC. 24. CC. 25. IC. 26. G276,

_D. Patrulatere (pag. 7)

' 28. Se foloseste teorema priviﬂd suma masurilor unghiurilor unui pa
convex. a) 110°; b) 1?7° ¢) 90°, 90°; d) 120°, 60°, da, da; e) 50°, da; f) 90°, da.
g) 90°, da.

E. Paralelogramul (pag. 8)

30. a) 36 cm; b) 2 cm; ¢) 140°, 40°; d) 4 cm, 6 cm. 31. da, da, da, 4, i C,.
E§iF, G si H, da, da, dar trebuie sd demonstrati!
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F.Dr eptunghlul (pag. 9)

35. a) da, da; b) 10 cm, da; c) 20°, da 36. a) 90° ) 90° da. 37.2) E§i F; G si
H; b) [4B] 5i [CD]; ¢) [AD] st [CB).

G. Romhul{de 9)

40.a) 28 cm; b) 10° 20°, 160°, da, nu; ¢) 60°, 120° 60°; d) [OM] = [ON] din
doui triunghiuri congruente [ULU]. 41. a) da; b) da; c) INMP = <QPM (alterne
mterne) = <OPM= 4QPM = [M(Q] = [NM].

H. Patratul (pag. 10)

44. a) 12 cm, da; b) 2 cm, da, da; c) 1,5 cm, da. 45. a) 90°, da; b) 90° da. 46.
a) Msi P, Q §i N; b) da, B; c) da; d) [BO] si [CO], punctul O.

I. Trapezul (pag. 11)
49. a) 18 cm; b) 8 cm; b) 120°, 45°. 50. a) 4 cm; b) 8 cm; c) da, 30°, 60°.

J. Linia mijlocie in triunghi si trapez (pag. 11)

51. a) da; b) da; c) da; d) da; e) da; f) da; g) da; h) da; i) da. 52. a) da; b) da; ¢)
da; d) da. 53. a) da; b) da; c) da; d) da; e) da. 54. a) da; b) da; c) da; d) da; e) da.
55.5P=MR=NS=6 cm, NP=12 cm, EF =9 cm.

K. Probleme (pag. 12)

56. Cu notatiile din figura 204, rezulti congruenta triunghiurilor dreptunghice
ABM gi ADN, deci a ipotenuzelor [4B] §i [AD]. 57. Se folosegte cazul al doilea de
congruentd a triunghiurilor. Este romb. 58. Rezultd imediat din inegalitati de laturi
in triunghiurile formate cu laturile initiale. 59. 5°, 50°, 125°. 60. Ducem perpendi-
cularele MS pe DC si NT pe AD (fig. 205). Demonstrim congruenta segmentelor
[MP] gi [NQ] din congruenta triunghiurilor MPS gi NOT. 61. Se foloseste metoda
reducerii la absurd. Ar insemna cd atat triunghiul O4D cét i triunghiul OBC

A Q r o
j
17
M Os
; 8 N (3
Fig. 204 Fig. 205 Fig. 206

(fig. 206) ar fi isoscele si de aici cd dintr-un punct exterior unei drepte se pot ,,duce”
doud perpendiculare distincte pe aceeasi dreaptd, ceea ce este imposibil. 62. Se
foloseste ceea ce am demonstrat la problema 60: ducem din QO perpendiculara pe
MP pe care purtdm segmentul [QR] = [MP] (fig. 207). Unim pe R cu N si obtinem
dreapta suport a uneia din laturile patratului. Ducénd din M si P perpendiculare pe
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NR, ele vor intersecta aceasti dreapti in B si C etc. 63. Doud drepte paralele cu BC
simetrice fati de aceasta. 64. a) Cu notatiile din figura 208, unghiurile 4,, 4, M si
ANM sunt congruente si deci triunghiul AMN este isoscel; b) Ducem AE
perpendiculari pe MN = [EM] =[EN], de aici MP + NP = 2 - PE = 2 + AH;
¢) Locul geometric al lui E este un segment paralel §i congruent cu [BC] gi céruia §i

A Q A
“@j /
B

N R C 8

Hp c

O e
= M

Fig. 207 = Fig. 208 : Fig. 209

apartine punctul 4. 65. In figura 209, am completat trapezul isoscel ACED, unde
[4D] = [BC] = [CE]. Din [BC] = [CE] si m(<BCE) = 100° — 40° = 60°, rezulta ca
triunghiul BEC este echilateral. in patrulaterul ABEC varfurile 4 §i E sunt
mediatoarea lui [BC], deci unghiul AEC are masura de 30° gi este congruent cu
unghiul 4DC (trapezul isoscel este inscriptibil). 66. a) Se foloseste congruenta
triunghiurilor AED si BEC; b) 75°, 15°.

f
EXERCITI $I PROBLEME (1)

A. Determinarea cercului (pag. 30)

1. b) sunt adevirate: 1), 2) si 3). 2. b) sunt adevérate: 1), 2), 4), 6 a) §i 6 b).

3. b) sunt adevirate: 1), 2), 4), 8), 9), 10), 11) si 12). 4. 1. Punct interior in cazurile:
- a), d) si g); Punctul exterior in cazurile: c) si f); Punct ce apartine unei laturi in
cazurile: b) si e). 4. 2. unei singure indl{imi in cazurile: d), e) si f); unei singure

mediane in cazurile: b), d), €) si f); unei singure bisectoare in cazurile: d), e) si f):

cel putin unei indltimi in cazul g); cel mult unei bisectoare in cazurile: d), e) i f)-

5. 4 cm. 6. Punctele ciutate apartin mediatoarei segmentului [45]. Astfel de puncte

se gasesc la distanta d 2 ‘42—3, adicd d 2 6L2m— =3 cm. In cazul a) nu exista astfel de

’puncte, intrucit 2 < d; in cazul b) existd un singur punct (mijlocul segmentulus
[AB]); in cazul c) sunt doud puncte M §i M" simetrice fati de dreapta 4B, aflate la
intersectia cercurilor cu centrele in 4 si B §i de razd 4 cm. 9. Se folosegte teorema
privind diametrul perpendicular pe o coarda. :
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B. Cercuri congruente, arce si coarde in cerc (pag. 32)

10. a) Se demonstreazd cd A0 4B = AO,AB, de unde rezultd ci <A0,B =
= dA4O;B i cele doua arce 4B, din cercurile congruente, sunt congruente;
b) Avénd toate laturile congruente, patrulaterul este romb. 11. 1 cm. 12. 8 ¢cm §i
4 cm. 13. a) 6 cm, 3 cm; b) 5 cm, OMNP este romb. 14, a) 4 cm; b) Romb si trapez
isoscel; ¢) Unghiurile 4DC si DCE (care sunt interne §i de aceeasi parte a secantei)
au mésurile de 120° §i 60°, deci sunt suplementare; d) Distantele respective sunt
indltimi in triunghiuri echilaterale congruente. 15. Se demonstreazi congruenta
AOMD = AONC (catetd, catetd), apoi din congruenta a doud unghiuri ascutite
omoloage, care au pozitia de alterne interne rezulti MD || NC. 16. a) Daca ducem
OC L PQsi OD L RS, (C € (PQ)si D€ (RS)) avem AOCA = AODB (IU), de
unde [OC] = [0D]. Cum coardele egal depirtate de centru sunt congruente, rcz‘_q!tﬁ'
[PQ] = [RS]; b) coardele congruente subintind arce congruente m(PQ) = m(RS);
c) Se demonstreazi congruenta AOCP = AODS (IC), de unde <COP = <DOS si,
tinind seama de faptul cd <CO4 = <DOB — cum am vizut la pct. a) —, rezulti ci
unghiurile POM si SON sunt opuse la vérf, deci P §i § sunt diametral opuse; la fel se
demonstreazi ci Q §i R sunt diametral opuse; d) Patrulaterul POSR cu laturile [PQ]
§i [RS] paralele — din ipotezi — si congruente (vezi pct. a) este un paralelogram in
care diagonalele [PS] si [OR] sunt congruente (ca diametre in cerc) este chiar un
dreptunghi. :

C. Dreapta tangenti la cerc intr-un punct al cercului (pag. 33)

[ 17 a) In ABOC, [0A] este iniltime (pentru ci a este tangenti la cerc) §i
mediana (pentru cd [4B] = [4C]), deci ABOC este isoscel; b) 2r; ¢) 2. 18. 2(x + y +
+ 2). 19. AN = 2 cm. 20. Se foloseste faptul ca '
tangentele (luate ca segmente) duse dintr-un punct
exterior unui cerc la acel cerc sunt congruente. Cu
notatiile din figura 210, avem: 4B = x + y, BC =
=y+z,CD=z+t,DA=1t+x.Deci, AB+ CD =
=x+y+tz+it8iBC+DAd=y+z+t+x>
= AB + CD = BC + DA. 21. a) Se foloseste
congruehta tangentelor (segmente) duse din D §i £
la cerc; b) Se foloseste faptul ci [OD si [OF sunt
bisectoare ale unghiurilor 40OC, respectiv BOC; ¢)
[OM si [ON sunt bisectoarele a doud unghiuri
adiacente §i suplementare.

D. Misura unghiuluf inscris intr-un cere (pag. 34)

©22.a) 20° sau 160°% b) 45° sau 135°% c) 60° sau 120°% d) 90° 23. a) 40°.
b) 90°; ¢) 1807 d) 90°, M, O, P coliniare in cazul ¢); MO L OP in cazul d). 24, a),
b) Rezultd din faptul cé triunghiul ABC este dreptunghic in C. 25. a) 15° §i 165°; b)
20° §i 160°; c) 45° si 135° d) 90° si 90°. 26. Se aratd ci [MN] este un diametru; de
und& rezultd a), b), ¢). 27. Problema admite doud ,rinduri® de solutii dupd cum:
1) AB c AC sau 2) AB c BC. In cazul 1): a) 80° b) 280°; c) 10°, 30°, 140° si
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2): a) 40°; b) 320°; ¢) 10°, 20°, 150°. 28. a) 95°, 100°, 85°, 80°; b) 25°, 70°, 30°, 55°.
29. Bisectoarea oricdruia dintre unghiurile 4 M8 intersecteazi arcul 4B pe care nu sz
giseste M in mijlocul acestuia. 30. Intr-unul dintre triunghiurile dreptunghice
formate, de exemplu in AAMC, avem: m(<ACM) + m(<{CAM) = 90°. Dar cum
unghiurile ACM si CAM sunt j”nscrlse in cerc, rezulta ca m(4D) + m(fC) =00°.-2=
= 180°. 31. Se arati ca unghiurile AOM si DON sunt complementare. De aici rezulta
cd fiecare dintre ele este congruent cu celdlalt unghi- ascutit din celdlalt triunghs
dreptunghic. Se aplicd apoi cazul 1 de congruentd a triunghiurilor dreptunghice
(TU). 32. a) 70°, 50°, 60°, 120°, 110°, 130°; b) 80°, 60°, 40°, 120°, 80°, 160°. 34. Se
aratd cd <HAB = <C’AB (au complemente unghiurile congruente ABC §i AC'C).
Deci, in triunghiul AC'H, inidltimea din varful 4 este §i bisectoare, deci este &
mediatoare. 35. Se demonstreazid ca atit bisectoarea unghiului ABC cét s
mediatoarea laturii [AC] intersecteaza cercul circumscris triunghinlui ABC in
mijlocul arcului AC’. 36. Fie D punctul diametral opus lui 4. Unghiurile C44" s
BAD sunt congruente, pentru ci au complemente congruente (4CB si ADB, care
sunt inscrise in acelagi arc de cerc). Din<BAD = <A’AC §i <BAA” = <A"AC ([44"
fiind bisectoare), rezulti cd §i<BAA" = <DAC si deci cd <4'44” = <A"A0.
37. Exista doua situatii: 1) cind B este intre C si D gi atunci: a) da, <DAB = <BCA
pentru ci ambele au ca misurd jumitate din masura arcului 4B, b) m(<ACD) =
= m(<ACB), m(dCAD) = m(<CAB) + m(<ACB), m(<4ADC) = m(<4BC) -
— m(<ACB) si 2) cand C este intre B gi D i atunci: a) nu, unghiurile DAB gi BCA
sunt suplementare; b) m(<ABD = m(<A4BC), m(<{BAD) = m({BAC) + m({ABC).
m(<A4ADB) = m(<{ACB) —m(<ABC).

E. Dreapta tangentd la cerc dusa dintr-un punct exterior cercului (pag. 35

39.30° 40. 10 cm. 41. 6 cm. 42. 45°. 43, a) 30° b) 60°% ¢) 5 cm, 44. Patrat
46. a) [44’] fiind bisectoarea unghiului BAC = <BAA" = <DAA’ §i de aic
cd triunghiurile dreptunghice ABA" §i ADA’ sunt congruente (IU) si deci
[AB] =[AD] = B € €(A4, AD); b) Unghiul EBD este inscris in semicercul de diame-
tru [DE]; ¢) Segmentele [FB] si [FE] sunt incluse in tangentele duse din F la cercu!
€(A4, AD); d) Dreapta 4B este tangentdi in B la C; §i &, iar B se gaiseste intre F §i A",
e) Din ipoteza stim c¢d AB L BC, iar la pct. a) am dovedit congruenta triunghiurilor
ABA’ §i ADAY; deci [4B] = [A'D], dar A’D este tocmai raza cercului &, = 4B §i AD
(sau 4C) sunt tangente la ¢;. De asemenea, cum 4B | CF §i AC L EF, iat FB = FC
sunt raze in ¢, => AB si AC sunt tangente la &,.

F. Patrulaterul inscriptibil (pag. 36)

47. Folosim teorema relativd la unghiurile opuse ale ‘unui patrulater inscriptibil:
m(<(B) = 180° - m(<(D) §i m(<{C) = 180° — m(<4). Se giseste; a) 94° §i 957
b) 176°26'8” i 109°24"; c) 49°44’15” si 69°3534”; d) 90° i 90°, [4B] = [DC].
[4D] = [BC] '§i [AC] = [BD] (patrulaterul este dreptunghi); e) m(<D) = 180° -
- m(<4) si deci: m(<{B) = 180° — [180° — m(d4)] = 4B = 44 si <C = <D.
Rezultd cd A8 || DC, [AD] = [BC] si [AC] = [BD] (patrulaterul este trapez isoscel sau
dreptunghi). 48. In triunghiul NPQ: m(<NPQ) = 180° — [m(<QNP) + m(<NQP)].
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In patrulaterul MNPQ: m(<NMQ) = 180° - m({NPQ) = m(<NMQ) =
= m(<QNP) + m(I{NQP) (1); m(<MQP) = 180° — m(<MNQ) — m(<QONP) (2);
m(<PPN) = 180° — m(<QNP) - m(<NQP) (3); m(<MON) = m(<MPN) = 180° —
- m(<MNQ) — m(<QNP) - m(<NOP) (4); m(<QMP) = m(<QNP) (5). In cazurile
numerice particulare, avem in ordine: a) 125°, 70°, 55°, 15°, 70°, 15°% b) 120°,
110°, 60°, 10°, 20°, 10°; ¢) 80°, 100°, 100°, 60°, 40°, 60°, in acest caz MN || QP,
[MQ] = [NP] i [MP] = [NQ] (patrulaterul este trapez isoscel): d) 90°, 90°, 90°, 40°,
40°, 40°, 1in acest caz MN || OP, MQ || NP si [MP] = [NQ] (patrulaterul este
dreptunghi); €) 90°, 90°, 90°, 45°, 45°, 45°, in acest caz MN || QP, MQ || NP, [MN] =
= [MQ] §i [MP] = [NQ] (patrulaterul este pitrat).
51. Se exprima mésura unghiului din M in functie
de masurile unghiurilor din 4 i B ale patrulaterului
§1 apoi madsura unghiului din P in functie de cele
ale unghiurilor din C si D (fig. 211). Se tine seama
de faptul cd suma masurilor unghiurilor unui patru-
later este de 360°. 52. Fie M intre B si N, N intre M
si C. Se scrie maisura unghiului MNN’ ca unghi ex-
terior triunghiului ABN: m(<MNN’) = m(<ABC) +

1 —_— l /'__'_""‘\’ — —_—
+m(<BAN) s m(AC)+-2—- m(BM’N"), sau, pentru c¢i 4C = AB: m(<MNN’) =

Fig. 211

= % m(AB) +%- mBM'N’) = m(<MNN’) =%-m(@' =% [360° - m(ACN")] =

= 180° —% m(Aa') = m(<MNN") = 180° — m(dMM"Nﬁ. Unghiurile opuse ale

patrulaterului fiind suplementare, rezulti ci el este inscriptibil. 53. Patrulaterul
EE\BE,, EE,CE;, EE;DE, §i EE,AE, sunt inscriptibile (avand unghiurile din E 15 Eo,
E;, E, unghiuri drepte). Rezultd; de exemplu, ci <EE\E, = <DBC, <EE,E, =
= {CAD, {EE3E; = <ACB, <EE;E, = 4ADB. Datoriti faptului ci AC L BD avem,
de exemplu, m(<ACB) = 90° — m(<CBD), m(<ADB) = 90° - m(<CAD). Dous
dintre unghiurile opuse ale patrulaterului E,E,E;E, pot fi scrise: m(<E,E,E,) =

= m(AEE\E,) + m({EE\E) = m(<{E;E\Ey) = m(<{DBC) + m(<CAD) (1) §i

m(<LEESE,) = m(XEE;E,) + m(<EE;E,) = m(<EE3E;) = m(<ACB) + m(<ADB)
(2). Adunédnd membru cu membru, relatiile (1) si (2) se giseste: m(<LE,E E,) +
+ M(<EE;E,) = m(<CBD) + m(<CAD) + m(<ACB) + m(<ADB) = m(< E,E,E,) +
+ m(4EEE,) = [m({CBD) + m(<ACB)] + [m(<CAD) + m(<ADB)] =
= m(EE\E,) + m(LE,EE,) = [m(<CBD) + 90° — m(<CBD)] + [m(<CAD) +
+90° —= m(<CAD)] = 180°. Deci, patrulaterul E,\E,E;E, este inscriptibil. 54. a) in
AABC, segmentul [B’C’] este lini¢ mijlocie => B'C’ || A’A,, deci patrulaterul
A’B’C’A, este trapez; de asemenea, [4°B’] este linie mijlocie = 4’8’ = % AB (1).In

triunghiul dreptunghic 44,8, segmentul [4,C’] este mediana relativi la ipotenuza
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%- AB (2). Din (1) §i (2) = [4’B’] = [4,C’], deci trapezul A'B'C'A| este

=5 AiC’I
isoscel; b) Se gtie cd trapezul isoscel este inscriptibil, deci punctul 4; apartine
cercului determinat de punctele 4’, B’, C’. In acelasi mod se aratd ci gi picioarele
indltimilor din B §i C apartin cercului determinat de mijloacele laturilor [4B], [BC]
si [CA]. 55. a) in A4HB, segmentul [C’A45] este linie mijlocie = C’4, || BH. $i cum
BH 1 ACsi C’'A’ || AC = C’d, L C’A’ (3); b) La fel se aratd ci B'4, L B’A’ (4). Din
(3) i (4) rezultd ca patrulaterul 4’B’4,C’ este inscriptibil; c) in mod aseminitor se
demonstreazi ci patrulaterele A’B’C’B, si A’A,B’C’ sunt inscriptibile, deci punctele
Ay, B, si C, apartin cercului circumscris triunghiului 4’B°C’. 56. Din rezolvarile
problemielor 54 si 55 se poate redacta §i rezolvarea problemei 56.

EXERCITH §1 PROBLEME (2)

A. Raportul g doud segmente (pag. 47)

3 s il 11 a5z
l.a) =3 b o) =3 7 D 2 3 ) = 1) <8
2-“)56 R A ) 0.3 o, gi )bl4 ; 2
... e m . h ey 'l_]:,- i ™ a a-

e e B T 11“7’ L

3.a) 18 cm; b) 8 cm; ¢) 12 cm. 4. a), b), ¢) Doud puncte M # N, astfel incat
MA s NB
MB NA
M si N sunt simetrice fatd de O. 5. Se imparte segmentul [4B] in: a) 3, b) 5.
c) 7 pirti congruente §i apoi se fixeazi — in fiecare caz in parte — punctele CsiD.

; d) Un singur punct, care este mijlocul O al segmentului [4B]. Punctele

Punctele C §1 D sunt simetrice fati de mijlocul segmentulul [4B]. 6. a) ; b) i—, -;-
3, X 1 a

el =0 =x=0, =E—=X=— freeaa
r 5 ) I ik St i o e

c¢) Raportul % primeste valori cuprinse intre 0 (cAnd M = A) §i * (cand M = B).

am bm cm
8. 28 ) 32 - 60 ; £ |,
a) 28 mm mm §i 60 mm; b) a+b+c+d a+b+c+d  a+rbre+d
oL
a+b+c+d

B. Teorema lui Thales (pag. 48)

10. Se foloseste teorema paralelelor echidistante. 11. Se foloseste teorema lu

Thales §i se gasegte: a) 1,5 §i 3,5; b) 7,5 5i 10,55 ¢) 6; 4 $i 8; d) 6, i §1—— e)4;3

si5; )5, -zasj-—t;i ;4:? 13. Se aplicé reciproca teoremei lui Thales. 111 cazurile a) si b)

®
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MN || BC, iar in cazul ¢) MN [ BC. 14. Se foloseste reciproca teoremei lui Thales.
15. Se foloseste reciproca teoremei lui Thales. 16. Se foloseste consecinta teoremei
lui Thales i se giseste: a) B,B, = 6, ByBy =15, B3By =21, B,C = 18; b) BB, =20,
ByB3 = 28, BB,y = 36, B,C = 32. 17. Se folosegte consecinta teoremei lui Thales.

LS B S
BB, 48 BB, BB,

a) Se calculcazi B,B,, B,B;,... din proportiile:

: : 4
scrie proportia 1;—= 55 $i se formeazi o proportie derivati, de exemplu ——=

B:B, : 447
=B—l§?f;—3§: etc, ... ¢) Se scrie proportia %: ﬁ;ﬁ: si apoi 1 = D 33332333133
etc. ... 18. Se aplici teorema lui Thales in triunghiurile: OA’B’ (paralela fiind 4B),
OB'C’ (paralela fiind BC) si OC’D’ (paralela fiind CD). 19. Se aplicd teorema lui
Thales in triunghiurile 4BC §i ACD si apoi rediproca teoremei lui Thales in triun-
ghiul ABD. 20. a) Se aplici teorema lui Thales in triunghiurile DAC (paralela MN),
CDB (paralela NP si BCA (paralela PQ) §i reciproca teoremei lui Thales in triun-
ghiul ABD; b) Se procedeazi analog, concluzia riméne adevirata. 21, Se aplici teo-

rema lui Thales in triunghiul ABC. Considerind succesiv paralelele MN si MP. Se
NC . PB

insumeazi apoi rapoartele IC §1E- 22. Fie M intre 4, §i C. In triunghiul CAA,,
din teorema lui Thales (EM || A4,), rezultd Sk AL » de unde A5 M. (1). 1
AE AM AC  A4C
triunghiul BFM, (44, || FM) avem a4 =-—€AL, de unde AN (2), Compa-
AF  AM AB B4

rand (II) cu (2) si tinand seama de faptul ci [BA4,] = [4,C), rezults %=%

23. Fie G € (AC) astfel incat DG || BF. Se aplicd teorema lui Thales in triunghiurile

CBF, (DG || BF) i ADG, (EF || DG) si se obtine —gg—=;i—q§i%=%- de unde
£=_q__ 24, a)'S;e aplicd teorema lui Thales: MN | BC = '—iﬁw_: —Afi: k (1),
FC p+gq MB NC
MP | AC :%=%=—é—; OP || AB :%x%m’c (2). Din (1) §i (2) rezulta
w AN  CQ % e : S : el o) 2
cd KFE=.§E =[4N] = [CQ] si deci N $1 O sunt simetrice fatd de mijlocul laturii
AN AN . k AN k bk
ACl; b) —=1#k = = AN =——; NQ = AC -
e e k+£:AC Bl el
. )
— 24N :NQ:b—%ﬁNQ=m~-b; ¢) N si Q se confundd cand NQ = 0,

deci cind k = 1, adici atunci cénd M este mijlocul lui [4B]. 25. Se foloseste

reciproca teoremei lui Thales aratind ci 4E’ | DE si AD Il DE. Prin punctul 4 :
existd o singurd paraleld la DE (axioma lui Euclid). 26. Se duc, pe liniatura e
caietului, paralele la latura [BC], 1a 7 $i respectiv 6 patritele de la varful A.
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27.z=23-15=8; M=1—5-~=;»x=0,75; i el = 3,73 =E=>
' 2 8 0,75 y 0:75: .y
28. Purtdm pe semidreapta [Oa segmentele O4 = w si 4B = v, iar pe semidreapta
[0b segmentul OC = u (fig. 212, a). Ducem BD || AC, (D € [0b) §i rezultd ca
CD = x. Figura mai poate fi realizatd gi astfel: Desenam pe semidreapta
[Oa segmentele OM = w si ON = v, iar pe semidreapta [Ob segmentul OP = u
(fig. 212, b). Ducem NQ || MP, (Q € [Ob) si rezultd cd OQ = x. Acest al doilea desen

y=3.

Fig. 212 Fig. 213

are avantajul ci ocupd mai putin loc. 29. Se aplicd de doud ori teorema lui Thales si

o dati reciproca ei. 30. in primul caz (fig. 213) luam M’ € (48) 5i N’ € (AC) astfel
incit [AM’] = [AM] si [AN'] = [AN]. Patrulaterul MNM'N’ este paralelogram
(proprietatea diagonalelor), deci M’N’ || MN i deci M’N’ || BC. Rezulta ca
AM’ ¥ AN’
4B - sdC
obtinem relatia cerutd. In cazul al doilea se aplicd direct teorema lui Thales.
AM MB AM _NA'
=22 (1)
NA° NB MB NB
BC _ NC & BC _ BC _ BC+NC _ B’C’+NC’=’ BN _ NB @)
BC  N¢t NC NG NC NC’ NOENE,
CP_PA_cP_NC
NC NA" PA NA

£3) DBhiem! ~—vrri T e =1. Pentru demonstrarea reciprocei

(teorema lui Thales) i inlocuind numdrétorii cu 4 M, respectiv AN

31. Folosim consecinta teoremei lui Thales.

(3). Inmulfind, membru cu rr;embru, relatiile (1), (2) ¢

se folosegte metoda reducerii la absurd, bazéndu-se pe faptul cd existd un singur
punct interior (sau exterior) care se imparte segmentul intr-un raport dat. 32. Un
segment paralel cu [BC] care are capetele pe [4B] respectiv (4C) in puncte ce

impart respectivele laturi in raportul %— Dati §i solutia graficd. 33. a), in
-~ triunghiurile ABC si GBC segmentele [C’B’] si [MN] sunt linii mijlocii (fig. 214),
ambele phralele cu [BC] si avand ca lungime % BC, deci congruente; rezultd ca
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C'MNB’ este paralelogram; b) Din a) rezultd ci
[MG] = [GB'] si [NG] = [GC"]. Cum M si N sunt
mijloacele segmentelor [BG] si [CG], rezultd ca
BM = MG = GB’ =-%—- BB’ §i CN= NG = GC' =

=%- CC’. De unde: GB S0

2
= ==; c) Anal
T R e
£ S : ;
se demonstreazd ¢cdi — =—: d) Pentru demons- g

AA" 3 Fig. 214
tratie se tine seama de faptul ¢ existd un singur
punct, interior unui segment, care imparte segmentul intr-un raport dat. 34. Se

; = N R e o) R e e
foloseste teorema lui Thales in triunghiurile ABC §i ACD: — = — = — =
PB  MA @D

BP  MA BP MA BP MA  CQ CM

— = = = = 1
P MC BP+PC MA+MC BC - AC QD MA i
- CQ+QD CM + MA CD 'AC cQ+ CM cQ

QD MA @D MA " QD T MA T Cco+@D
=ou—cfﬁii=’ %=% (3). Din (1) §i (2) rezulta %-g—g=%-%=l, jar
din (1) si (3): §—2+%= %+%
(problema 31) in triunghiul ABM: %‘;%—%=l (1) §i in triunghiul AMC:

—=.————=1 (2) Inmultind, membru cu membru, relatiile (1) si (2), gasim

=1. 35. Aplicdim teorema lui Menelaos

tocmai relatia ceruta.

EXERCITH § PROBLEME (3)
A. Teorema fundamentald a asemandrii (pag. 61)

2.Se demonstreazd ci AODC ~ AOAB si din teorema fundamentald a
asemandrii rezultd cd 04 = 9 §i OB = 24, iar perimetrul este 54. 3. DE = 10 cm,
AE = 12 cm. 4. a) 32 dm, 24 dm, 18 dm, 24 dm; b) 36 dm, 12 dm, 9 dm, 27 dm.

] NA NB AB
5. Din ANAB ~ ANCD rezulta C- BD- 4B+CD
gasegte: a) 14 m, 8 m, 7 m §i 4 m; b) 10 cm, 6 cm, 5 cm, 3 cm, 6. 1) adevirat;
2) fals. 7. Se disting doud situafii posibile: 1) M intre 4 si B; 2) 4 intre M §i B.

Se foloseste teorema fundamentala asemandrii (AAMN ~ AABC): iM—:-l-- =

6 k
6(k—1) 6(k+1)
in caz:ul al

- In cazurile numerice se

= AM =%- Pentru MB se gliseste in primul caz i
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' ! | 1
doilea. 8. a) AM = %-x; b) Functia fix) primegte valori in intervalul [0,5]; c)
1ungip:ea segmenmllui [AM] este cuprinsa intre 0 si 4 dm. 9. a) Dacid N € (40),

atunci AAMN ~ AABC §i MN || BC. Daci N € AC i 4 este fntre N §i C, atunci

triunghiurile AMN si ABC nu sunt asemenea §i MN | BC. in acelagl mod se trateazi

pmblema cﬁnd se di cd %— = % =% s$iNE “ €); b) Nu putem afirma nimic in

legéiturdl cu paralelismul dreptelor MN §i BC in aceastd mtuane deoarece problem
nu se incadreazi in nici un caz de asemanare cunoscut. Pe dreapta AC existd doud

puncte a ciror depirta:e la punctul M s fie cét ; din BC. Pentru cazul cand % =
=-§Mg—-— 3 $i N € {AC) se face un raponament asemﬁnﬁtor, c) Tnunghmnle sunt
asemenea (AAMB ~ AACB), dar MN ]{ BC (dreptelc MN q: BC se zice cd sunt
antiparalele); d) Acelasi raspuns ca la pl,mctul precedent (MN f BC). 10, Se aplica de

doud ori teorema fundamentald a asernanﬁm 11. Se apl:cﬁ reciproca teoremei lui

Thales, apm teorema fundamentald a asemandrii. 12. y = -‘f?-—t%—&x— 13. Se aplicad

t

teorema fundamentald a asemindrii in A4BC (cu paralela MN) si-apoi in AACD (cu
paralela NP). 14. Fie x lungimea segmentulul [PQ] Dln AAQP ~ AABC avem:

| %%% = ABAB“‘Q bbx= ﬂ_.q&'—— (1). Din ABQP ~ ABAD avem:

_QQ‘__ _ ab
(2). Dm(l) §i (2) =2x= a+b

- 15, Fie £ intersectia latunlor neparalele

ale trapezului (fig. 215). Fie 4a si 5a lungimile segmentclor [AM] si [MB]
Notam, de asemenea: E4 = b i MN = x. Vom conmderq triunghiurile asemenea

(AEAD ~ AEMN §i AEAD ~ AEBC) in care vom folosi teorema fundamentald

i A 5 EA. 4 b
: 4 asemandril: —— = — sau =
Bl R EAEM x 4g+b
4 4

_ BT a® 9a+b
- .=" = (2) Din (2) se deduce ci b
= 4 5 g. Inlocuind pe & cu aceastd

Il

falasas in (1) gsim; _::; —% sam
_—w,deunde oo 16 58
17 :

aphci teorema fundamentald 2
- asemdndrii in triunghiul SOT (c=

Fig. 215
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ki R(R+7) : = . :

paralela O'T"), se giseste SO=T——~~ 17. Se aplicd de doud ori teorema
: R—7r

fundamentala a asemdandrii in doud triunghiuri cu aceeagi bazi (o bazi a trapezului)

§i. consecinta teoremei lui Thales. 18. Prin intersectia dreptei determinatd de

mijlocul bazei mari si unul dintre capetele bazei mici cu diagonala se duce o

paralel la baze. 19. MO = o s MO' = dr - 20, MO = RdR s MO' = dr

| R-r R- +r R+r
21. MO = L‘R_', MO = dr__ 22.Fie P intersectia lui BM cu AD. In triunghiul

= R=r -
MAP, D este mijlocul lui [4P], iar paralela BN la AP determind triunghiurile

asemenea MAP §i MNB. Aplicam teorema fundamentald a asemanirii MA = AP
MN BN
Cum AP = 2 - AD §i AD = BC = 2 - BN, rezulté ¢i AP = 4 - BN, deci M4 _
MN
d
Aot 7
2 B =
A — . Lo
A " iy
:»L—___.,_.ﬁ._-c_ 3 2 : 2
. g
Fig, 216

=w =4. 23. a) Folosim notatiile din figura 216: B,C, = 5 cm, B,Cz =3 cHl

BN
Problema revine la a impirti segmentul 4,4, = 1 cm in raportul —§- Din AN =1+

+§ = —1—31 (cm) si NM =3+ % 4=4,5 (cm); b) Procedeu asemanitor cu cel de la a)

8
4
ARQ= lt.m PQ-—&C

B. Tr;unghuun aéemenea (pag. 65)

24.a) 8 em;. 10 cm; 14 cm sau 18 em; 22,5 em; 31,5 cm; b) 6 em; 7,5 cm;
10,5 cm sau 24 ¢m; 30 em; 42 cm; ¢) 1.2 cm; 1,5 cm; 2.1 em sau 120 em; 150 cm;
12m 15m 21m 12n 15n 21n

1
210 em; d) y s sau e) 12 —-=12 (cm); 15— =
n n n M=~ m 1

= 15 (cm); 21 -%: 21 (em) gi deci lriunghiuriic sunt congruente. 25. Rapoartele de
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i el e Bl o e L e

o R —

—

aseminare sunt: a) 24:10 = 24; b) 36:12 = 3; c) 42:84 = (,5. Laturile
triunghiului asemenea sunt: a) B'C’ = 36 cm:2,4 = 15 cm; C’A’ =42 cm:24 =
:0,5=48 cm; B'C’ =36 cm: 0,5 = 72 cm. 26. k=l--1—=l- 27. k====—.1In
2 Jub 38T 21
general, rapoartele de aseménare se inmultesc. 28. a) A4BC ~ AB4,C,; b) AABC ~
~ AA4,B\C); ¢) Nu sunt asemenea; d) AABC ~ AA4,B\C, sau AABC ~ AA4,C\By;
¢) Sunt asemenea in gase moduri (A4BC ~AA4,B,C,, AABC ~ AA,C\B|, AABC ~
~ ABIA;CI etc.); f) AABC ~ ACA;B;; g) Nu sunt asemenea; h) A4ABC ~
~ AAB\Cy; 1) AABC ~ ACA\B, sau AABC ~ ACBA;; j) Nu sunt asemenca.

29. a) AABC ~ AMPN (cazul 2), raportui de aseminare %=El; b) AABC ~

~ AMPN (cazul 2), raportul de asemadnare %=—§-; ¢) Nu sunt asemenea;
d) AABC ~ AMNP (caz-ul 2), cu raportul de asemé#nare %= 1, din care cauzi

AABC = AMNP, €) Triunghiurile fiind isoscele (cu unghiurile de la varf
congruente) sunt asemenea intrucit raportul a doud laturi este acelagi cu raportul

celorlalte dous laturi congruente cu primele %=A—ﬂ;; (cazul 2). 30. Se folosegte

cazul 3 de aseminare. Cu exceptia triunghiului 4,8,C;, celelalte patru triunghiuri
sunt asemenea intre ele. 31. a), b), c), d) Da. Se foloseste cazul 3 de asemdnare.

38. In triunghiul dreptunghic MNP : m(<N) = 90° — m(<(P), adici m(<N) = 37°.

. EF DF DE :
AABC -~ AMNP 11).39, AABC ~ ADEF = ——=——=—— sau, folosind
Gaakd) BC AC 4B
datele numerice,_i—p=%=% =11, de unde EF = 55 cm §i DF = 110 cm. 41. Se

demonstreazad cd AABC ~ AANM gi se giisegte cd: AM = 3 cm, AN = 2 cm,
MN = % cm. 42. Se demenstreazid cd AABC ~ AMNC si se gisegte ca: CM = 4 cm,

CN = 3—3 cm, MN = 2% cm. 43. Problema trebuie cercetatd in doud situatii: a) Cénd

A este exterior cercului (cercul intersecteazi laturile triunghiului) §i b) Cénd A este
interior cercului (cercul intersecteaza prelungirile laturilor). Demonstrarea asemina-
rii se face in ambele situatii potrivit cazului 1 de aseminare. Se giseste in ambele

cazuri AE =% cm §i AF :% cm. 44. In triunghiul isoscel cu unghiul de la vérf cu

masura de 36°, unghiurile de la baza lui au misura de M =72°. Cum [BD)}

este bisectoarea unghiului B cu masura de 72° rezultdi cd m({CBD) = 36°
Triunghiurile ABC gi BCD, avand unghiurile din 4 §i B congruente §i unghiul din C
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d,

comun, sunt asemenea (cazul 1 de asem#nare) — _ A

AB _ BC
AABC ~ ABCD = —=—== AB- DC = BC2.
BC CD

45, Da. Rezultd din asemandrile: AMGE ~ AMAN
§i AMGF ~ AMAP care au acelagi raport de ase-
ménare. 46. Se folosegte faptul cd diagonalele /
pitratelor sunt proportionale cu laturile, unghiul |
dintre diagonalele celor doud pitrate este de 90°si /.~
aseménarea triunghiurilor PCM §i NBM. 47. 8¢ B Er. ;¥ Q [
construieste un patrat DEFG care are varful D pe Fig. 217

latura (4B) si varfurile E §i F pe latura (BC) ~

figura 217. Dreapta BF se intersecteaz cu AC in M. Ducind din M paralela MN la
BC si perpendiculara MQ pe BC se obtine pétratul cdutat MNPQ, 48. Se aplicd de
doud ori teorema fundamentald a asemiindrii i apoi cazul 3 de aseminare. 49. Se
folosegte faptul cd indltimile in triunghiurile echilaterale sunt proportionale cu
laturile §i unghiurile FBG §i CBD au misura de 120°. 50. <DAE = <DBL

)

4ADE = 4IDL (opuse la varf) gsi <IDL = <BDL.

1 —
au aceeagi mésurd 5- m(/C

([DL fiind bisectoare), deci <ADE = <{BDL. Se foloseste cazul 1 de aseminare.
51. Rezultd din asemdnarea triunghiurilor AVC §i EUC. 52. Se demonstreazi ci -
AABF ~ ACGD (cazul 2). 53. Rezultd din aseminarea triunghiurilor CDF §i EAD
(cazul 3). 54. a) Se demonstreazd congruenfa AAMB = AAPD; b) Din a) rezulta:
4AMS = <SPT, apoi <ASM = <TSM (opuse la virf). Se foloseste cazul 1; c) Daca

notdm cu k raportul %s rezultd cd gi ﬁ—ga&. Se demom#eazﬁ cdi AADE ~

~ AMNQ (cazul 2), de unde Z :ﬂ?{ sau ;‘2 = f;} - 55. a) Rezultd din con-
gruenta ABCE = AACD; b) Din a) rezulté ci patrulaterul 4ABCG este inscriptibil §i
de aici <GAF = <CBF si demonstrafia este imediats; ¢) Din a) rezultd ci patrula-

terul CDEG este inscriptibil etc. 56. Se duce iniltimea AM, (M € (BC)). Se de-

" monstreazi apoi aseméndrile ADPB ~ AAMB §i ADQC ~ AAMC. De unde rezulta
relatia cerutd. 57. Se aratd cd triunghiurile BAC i CAD sunt asemenea (cazul 2).

58. a), b) Triunghiurile respective au cite doud unghiuri respectiv congruente. Se
giiseste BM = AB-CD . AD-BC

si MD=
AC AC
losesc cunogtintele referitoare la inegalitdtile intre laturile unui triunghi si primul
caz de aseménare §i, prin reducere la absurd, se obtine o contradictie. 59. Consi-
derdm problema rezolvaté. Fie A4BC ~ ADEF (fig. 218). Fie M punctul care isi
corespunde lui insugi prin asemiinare. Rezultd cd <BAM =< EDM, deci, prelungind
latura [DE] péna se intersecteazi latura [AFB] in G, punctele 4, G, M, D sunt conci-
clice. Deci construim cercul circuscris triunghiului AGD, pe care se giiseste punctul
M. De asemenea, <ACM = <DFM si prelungind latura [FD] ea va intersecta latura
[AC] in H, deducem cé punctele C, H, M, F sunt conciclice. Prin urmare cercurile
circumscrise triunghiurilor AGD si CHF au pe M ca unul dintre punctele lor de
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8 Fig. 218 ¢ :

intersectie. 60. Demonstrati' ¢d patrulaterele BPIM gi CNIQ sunt. romburi.
Triunghiurile ABC si IPQ, avand doud laturi respectiv paralele AB || IP si AC || /0
§i cea de-a treia pe aceeasi dreapta suport, sunt asemenea. 61. Considerdm- cele doua
unghiuri ale triunghiului ABC faga de care punctul 7" este punct din exteriorul lor —
de exemplu unghiurile ABC §i BAC ~. Vom avea: <ABC = <ATC = <A'7C" =
= 4A'B'C’ §i <BAC = <BTC = {B'T'C’' = <B'A’C’, Deci AABC ~ AA'B'C’
(cazul 1). 62. Se foloseste reciproca problemei 31 de la pagina 51 (teoremei lui
Menelaos) pentru triunghiul 00’Q”. Tangenta comuni cercurilor £(0, R) $i €(0', R')
determind, impreund cu dreapta ()_O;)ji raz}gle celor doudi cercuri, triunghiun

asemeriea (fig. 219). Putem deci scrie = ? §i, analog, pentru celelalte perech:

A0’

A
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OC . RQ'B - RY

G 3 =—, P

cO" "R BO - R rodusul' I'neflbl'u cu membru, al celor

trei relatii obtinute ne da fé gOC" (;”g g’ %%— 1. 63. Se demonstreazé

ca patrulaterul ABDE este inscriptibil, Atunci, din m(<AED) + m(<ABD) = 180° si

m(<AED) + m(d{DEC) = 180° rezultd cd <ABC = 4DEG ... 64. Daci notam
AD MN _MN _ AE

DE N BC = {N}, atunci avem: A—B-= TV Ry AC » de unde rezultd gi relatia

cerutd. 65, a) Da. Reciproca teoremei fundamentale a asemandrii: b) Se deduce mai
- intdi c¢di 4B || A’B’ §i apoi, impreund cu a), rezultd ci A4BC ~ AA’B'C’: ¢) Din
AM || BC, A" € (MA §i BC || B'C’, rezultd M4’ L B'C’. Analog MB’ L A’C’; d) Din
AMAB = AMAC, AB || A'B’ §i AC || A’C’, rezults <MA'B’ = <MA’C’ (unghiurile
~ corespondente sunt congruente). Analog <MB'A" = <MB'C’; ¢) Da. Mediatoarele
laturilor triunghiului 4BC sunt §i mediatoare ale triunghiului asemenea ABC,
66. Demonstrati ca cele doud triunghiuri sunt asemenea. 67. Se demonstreazi ci
laturile triunghiului MNP sunt linii mijlocii in triunghiul ABC. De aici rezulti
i raspunsurile la cele doud intrebdri. 68. Se demonstreaza ci triunghiurile ABC si
DAB sunt asemenea. Din asemanare rezultd cd 4D - BC = 482, 69. a) Da. Cazul 1 de
asemdnare; b) Da. 70. a) [MN] este linie mijlocie in trapez; b) si ¢) Rezultd din
faptul cd segmentele [MP] si [QN] sunt incluse in linia mijlocie a trapezului; d) Din
c) rezultd ca MP + Q-N = DC = PQ = MN — CD... . 71. Din aseminarea

de triunghiuri:

OM 04
triunghiurilor OAM $i OCN rezulti ca -(T)F = —— = constant.

EXERCIT! $! PROBLEME (4)
' A Teorema indltimii (pag. 77)

14763 =21 (cm). 2. y2-4,5 =3 (dm). 3. 6 cm. 4, 242: 10 = 57, 6 (cm).
5.4 ¢m. 6. 5v/3 cm.

B. Teorema catetei (pag’. 77) .

7.142:50 = 3,92 (em); 50 — 3, 92 = 46 08 (cm). 8. il?—g-cm 14: cm

9. 152:9 — 9 = 16 (cm). 10. Lungimea prmecpel pe ipotenuzad a catetei de

10 cm este J— 0%:4 =5 (¢em), iar lungimea .ipotr..nuzei de 5:-4=20(cm).

11. +/300-108 =180 (cm), si 4/300-(300-108) =240 (cm). 12. 4505 5J_
(cm), y/50-(50—5) =15 /10 (cm), 4/5-(50—-5) =15 (crn).
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C. Teorema lui Pitagora (pag. 78)

14. Lungimea proiectiei catetei cunoscute este de V102 —8% =6 (cm), iar cea

a ipotenuzei de 102: 6 =% (cm). 15. @ +a® =av2. 16, .|a* —(%T =a+f3.
17. J16:2 =2 /2 (cm). 18. Lungimea ipotenuzei este de 3 - 2 = 6 (cm), a celeilalte
catete de v62—3% =343 (cm), lungimile proiectiilor catetelor pe ipotenuzi
de 3216 = 1,5 (em) §i 6-1,5 = 4,5 (cm), iar a inltimii de J1,5:4,5 =1,54/3 (cm).
19. Latura ,,oblica“ are lungimea de Jao-17)> +4% =5 (cm), iar diagonalele de
V102 +42 22439 (cm) si V72 +4? =465 (cm). . Problema admite dous

solutii, dupd cum lungimea de 15 cm este a diagonalei ,mici“ sau a diagonalei
.mari®. In primul caz indl{imea este de V15° -7 =4 Jﬁ (cm), latura ,,oblica“ de

\@1-—7)2 +(4y11)’ =843 (cm) §i diagonala ,mare* de 1}112+(4J1_1)2 =
= 34/33 (cm). In al doilea caz: indltimea este de: V152 112 =2426 (cm), latura
,oblica* ' de J(n*?)"’- +(2426)" =230 (cm) §i diagonala ,mica* de

2 ."
72 4(2426)" =317 (cm).Z1. 8 cm; 625 cm. 22. 9,6 cm. 23, V209 cm.
24, 55 cm. 25. 24Rr. 26. V391 cm, 4231 cm. 27. Este ,mai mici“ cea data
(cealaltd are lungimea de 4259 cm = 16,1 cm). 28. Latura datd este latura cea

,mica“ a dreptunghiului, cealaltd fiind de J51 ¢m = 7,14 cm. 29. Lungimile latu-
rilor sunt 5 Y10 cm, 9 J10 cm, 13 J10 cm, 15 J10 cm, iar cele ale diagonalelor

40 cm i 48 cm. 30. 24 cm, 25 cm, 15 cm. 31. 4—;4' 32. Se duce inaltimea [4A4] §i se

folosegte asemanarea: AAA’B ~ ABMC. 33. Punind expresiile sub forme din ce in
ce mai simple, se ajunge la relatii date de teorema lui Pitagora. 34. Se aplicd
teorema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice 44'B §i A4°C = AA? = AB? -
L A’B?= AC? - A’C? sau, cu datele numerice cunoscute: 169 — (15 - A’C)2 =196 -

— A’C?, De aici rezultd ca A'C = iﬁg cm i apoi A4’ =% cm. 35, a) Avind doud
dintre unghiurile opuse drepte, patrulaterul 4PQD este inscriptibil si deci m(<PDC) =
m(<PAC) = 30°% b) Fie CP = x, atunci DP = 2x §i CD =xV3 =a=x=
a3 a (3 —«Ea)

3
s BP =a- . =BP = Sy in triunghiul 4BP, avem AP =

25 :

C s B TS pdve T A
J“ T APz Din AQAP APDC: ‘5 =p, adick
—“Q}: 3= 1'-'-——7_;‘/5 = 0P= %1}7-2\13 i 4Q=_23a\l7—21/’§. 36. Cu notatiile
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din figura 112, segmentul [MN] este linie
mijlocie in trapez, MN - ";b- CD = a + b,

AB=J(a+E!)2—(a-—b)2 => AB =2+ ab, MP este ¢ b
1 4
razd in semicerc; MP =—2*- AB = MP =+/ab. Se
! g
: 1x 2
demonstreazd cd APOM ~ AMPN, de unde & D M ¢
2 . Fig. 220

» adica

rezulté ci MP? =QP - MN sau QP = M¥
MN
2ab

QP = - Se observi ci QP < MP < MN, adici tocmai relatia cerutd. 37. Ducénd

mah;lmea [4D] si mediana [4M] se obtin triunghiurile dreptunghice ADB, ADM si
ADC (fig. 220). Exprimdm lungimea catetei comune din triunghiurile 4DB si

ADC: AD? = AB* — BD* = AC? - DC?. Daci notdm BC = a, BM = MC =%,

a g a #
AC = b, AB = ¢ §i DM = x, putem scrie: ¢2 — [-z-—xJ =9 - [E+x) sau

2 2
a a a a a
[%+x) = [E_x] =0 =c? = [E+x+5—x]-[3+x—5+xj= b - =
2 2

—< . Din triunghiul ADM: AM? = AD? + DM2,

=a-2x=b-c2= x=

rezultind tocmai relatia cerutd. 38. Se porneste de la proprietatea diagonalelor
intr-un paralelogram §i notdndu-se lungimile laturilor cu a, b §i ale diagonalelor cu

¢ ¥ a8
dy, d,, se obtine [—LJ =E———Ts care conduce la 2(a +b2) d12+d22.

2 2
(2-42)a
2

= [CN]. Deci triunghiul CMN este dreptunghic isoscel. Fie AM = AN = MN = x.
Ducem diagonala [AC] si exprimam lungimea ei in doud moduri: a) ca sumi a

39, 1= . 40. Avem AABM = AADN (IC) = [BM] = [DN] = [CM] =

lungimilor indltimilor triunghiului echilateral AMN si triunghiului dreptunghic

x3

isoscel CMN; b) in functie de latura patratului. Se obtine ecuatia: —2— -1-—2{ g JE A

V3 TR x,ziJj::x av2(¥3-1). 41. Se scriu

g : +
a cérei solutie este: :

relatiile teoremei catetei in triunghiul ACD si se impart membru cu membru,
42. Fie ABC triunghiul dreptunghic in 4 cu 4D L BC. Un triunghi de felul
celor ciutate este: AB = 15, AC = 20, BC = 25, AD = 12, BD = 9, DC = 16
sau oricare altul ale carui laturi au lungimile multiplicate cu acelasi factor
(numdr natural) — AB = 15k, AC = 20k, BC = 25k, AD = 12k, BD = 9k, DC = 16k,
(k€ N*).
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EXERCITHl $I PROBLEME (5) (pag. 89)

£t : ek iy ¢ b c
1. Cu notatiile din figurd, se fac inlocuirile: sin x =—» cos X=—, g x = =
: ' G God

ctg x=£- 2.9¢cm, 12 cm, tg Cz-g-- 3. m(dAC)=37% b=2sin53° = 1,598 (cm),
a

c=2§in 37° = 1,204 (cm). 4. a=— g — = 8,306 (cm), c= ! — = 6,631 (cm).
sin37 137
5. 8) cos B=5, = 12 Sipusdioiny (cm), b=+v226"-224% =
226 113 113 :
=-J(226+224)-(226'—224)=J450'-2=J900=30 (em); b) g West b
y c (i
9 405 160052 342 92
=— =22 b2 4 2= 34 B = 343
0 “ 81 = = a2
9306 40 34-9 40 34 1360 b
= b ="""= = (cm), : : B-~—.
ST | TR o) sin
%2_-_— %::b 224?“ 130 (cm), c=vd* —b‘, c=v130°=92% = J222.38 =
=24/111-19 = 242109 (cm), d) tg B--é, b 23-:9 % i b. :’)2-1-\62 8502,
c 36 : 77
1296 7225 85
B2 PP = 8502 = —— - P2 = BSOS 8 RS0 g i
52929 _ 5929 i :
8507972 185077 36 - i
T B b= = 770 (em), c=— + 770 = 360 (cm); e) ctg C=—.
452 : ae (cm) L (cm); e) ctg C = B
LS %:& cxzoib‘ b2 + ¢2 = 582 etc. Se gaseste b = 42 cm, ¢ = 40 cm;
F 4
: 88 /151 o :
b= §—8im—1 cm = 22.8 cm,c=-2—1?lisl—;51—3 cm = ?0,4pm. 6. tg B=-—§-=O.6.

tg 30° = 0,577 < tg B < 1g 31° = 0,601 = m(<B) = 31° m(4C) = 59°.
7. Folosim o constructie ajutatoare. Ducem, de exemplu, perpendiculara din B pe

AC (fig. 221). In ABDA: AD =%- AB, AD = 2 cm si BD = 24/3 cm, In ABDC:

- ¢ - -y 2 : 1
DC =5 -2 =3 (cm), BC =4 (2W/3) +3% = V21(cm). 8. BC = 2'b cos C,
A’C = b ctg C. 9. Dacit notdm cu E piciorul inaltimii
din [ pé AB, se demonstreazi ¢i AAIE ~ AABD, de

A
N
(CLSh LY S Y AR

60

‘unde se deduce cd 4/ =

r(BC+2AB g
= AD = —-L?—)- Tindnd seama de faptul ca
8 — ' ' . r(l+sin-a) §
: €. BC =2 4B sin 0, se gisegte: 4B =——— §i
Fig. 221 , sinolcos o
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2r(l+sin o) X : 5x
BC = ———-u=. 10, Fie D € (AB) astfel ca CD L AB = AD =—; BD ===,
cos o _ 2" 2

x+3

, BC =x /7. Dacii O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC,

BC
2 sin 60°

CD =

m(dBAC) 60° = m(BC)f— 120° = m(<BOC) = 120° i OB =

Deci, R =—p—=—"—- 11. m(<C) = 30°% AABD — isoscel: 4D = BD = 3 cm;

AC = 6 cm; BC = 3(1+ JE) cm. 12. Se duce indltimea [4A4"]. Triunghiurile -

dreptunghice A4'C i AA’B au: primul un unghi de 60° si al doilea pe ambele de

45° A’C = 1,25 cm; A4’ = 1,2543 em; BC = 1,25(14++/3) em; AB = 1,25V6 cm.

AD AD 60 BD

13.8sin C=——, AC = » AC =—= 75 (cm), cos B =——, BD = AR B;
Tt AG sin € T Tk AB o

AB? - BD? = 3600; AB? - AB® cos® B = 3600 = AB? (1 - cos® B) = 3600 = AB% =
=-—@0—-. AB2 = 36?,_0 ST R cm; BC =+/65% —60% +

1-cos’ B 1-~2a 144
169

+ V752 ~60° = BC = 25+ 45 = BC = 70 em; 14. Fie [CC”] inaltimea din vrful
C. Se observd cid ABCC’ este dreptunghic cu m(<(B) = 30° si AACC’ este
dreptunghic isoscel. Se giseste A8 = 3(1/5—1) em, AC = 342 em i CC =3 cm.

15. AB = BC = AD = 30 cm. AC = BD = 244/5 cm. 16. -F:}gr 717= i:g

17. a) Demonstrati congruenta ABCH = AHGF gi deduceti de aici ¢i DH L HF.
Cum si DB L BF, rezultd cé patrulaterul BFHD este inscriptibil; b) cos (<DBH) =

5

= Q s cbs (<{BHD) = €_ =218, Fiea lungimea laturii patratelor din desen.
2 a5 5 : .

Dacd notam cu M piciorul perpendicularei din D pe BF, vom putea exprima
functiile trigonometrice ale unghwlui ¥BD din triunghiul MBD (sin (<DBF) =

i “‘/_ a 5= ‘/_ (QDBP’)—B— (a +“‘F].a _3o

BD o grroak
DM aJ'z" 3a42 1 : ;
: = ta X e

BM ( ] 3] Daca notam BD M EF = {N}, [NE] va fi

tg (<DBF) =

linie mijlocie in ABCD si deci FN =%a. Functiile trigonometrice ale unghiului

FN a a3 J_

BDF: pot fi te din t hiul DNF <IBDF' B et e
pot fi exprimate din triunghi (sin ( ) N o 3
| FD av3 243 FN 1 )
B ——— == = — B =
cos (4BDF) N =4 5 3 g (4BDF) L) Unghiul BFD are
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ca masura 135° (suplementul unghiului 4FB). Incd nu am invétat si exprimém valo-
rile functiilor trigonometrice ale unor unghiuri obtuze. 19. Fie M piciorul perpen-
dicularei din E pe CD. Se demonstreaza mai intdi cd M este mijlocul lui [CD]. Apoi
se calculeazd lungimea segmentului [EM], in fiecare caz in parte, in funciie de
lungimea a a laturii patratului. Se géseste pentru tg ({CDE) 2-43 §i2+ ./3[

EXERCITHl $I. PROBLEME (6)

A. Aria triunghiului (pag. 101)

| T | : .
1.6 cm2. 2. 6 cm. 3. % . 24262 —24% (cm?) = 120 cm?. 4. 32- 8- ;5-

6. 126 cm2. 7. Ambele triunghiuri au aceeasi baz [BC] si inaltimi congruente. 8. 6.
9, 12 cm?. 10. Se exprimd aria triunghiului in doud moduri. Demonstratia se poate
face si folosind asemdnarea dintre triunghiul dat ¢i unul dintre triunghiurile
determinate de indltime. 11. Inidltimea dusa dintr-unul din vérfurile unghiurilor
ascutite determind in exteriorul triunghiului un triunghi dreptunghic isoscel. Aria
este 1,6«5 . 12, Ariile triunghiurilor 4BC §i DBC sunt ‘ega.le. Scizand din fiecare
din ele aria triunghiului OBC se obtin arii egale. Reciproca: Daci intr-un patrulater
conyex ABCD in care O este punctul de intersectie a diagonalelor, ariile
triunighiurilor 40B §i DOC sunt egale, atunci patrulaterul este trapez. Reciproca este
adeviratd §i se demonstreaza asemiinitor (se adund aria fieciruia din triunghiurile
AOB si DOC pe cea a triunghiului OBC). 13. Se demonstreaza mai intdi cd mediana
unui triunghi il imparte in doud triunghiuri de arii egale. De aici demonstratia ceruta
este imediatd. 14, Dacd M, respectiv N sunt picioarele perpendicularelor din 4,

1
—BC-AM
S
respectiv D pe BC, atunci putem scrie: ABC i — = ;’;: + Din
Sacp EBC-DN
. ' S
aseménarea AAME ~ ADNE, rezultd ci s §i deci o S Trecand
DN DE Sgep
la partea a doua a problemei, in triunghiul din figura 157, conform celor de mai sus,
S AM S S cr
‘putem scrie Sﬁ s S = %, -;iﬁ- = OF Inmultind membru cu
membru, aceste trei egalitdti, obtinem: 1 =%%%§ ( o altd demonstratie a

teoremei lui Ceva). 15. Triunghiurile AB4’ §i ACA’, avéind o laturd comuné [44'] §i
ariile egale, vor avea i iniltimile corespunzatoare laturii comune, de lungimi egale
(departarile de la B §i C la 44’). 16. Se duce indltimea [44"] a triunghiului ABC §i se
demonstreazi congruentele AdBD = A4BA’ i AACE = AACA’. 17. Se determina
lungimea in#ltimii [44] a triunghiului dreptunghic, se demonstreazi ca [AA"] este si
in#ltimea triunghiului echilateral, apoi se deduce lungimea laturii triunghiului §i

a*\3
6

a~2
mirimea ariei sale (AA’=%-13 agilhs 83=

]. 18. Existd mai multe cii de
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rezolvare. Pentru ci problema este propusid la tema ,aria triunghiului“, se poate
exprima aria triunghiului echilateral ca o sumi de arii a trei triunghiuri avind ca
baze laturile triunghiului echilateral si ca indltimi distantele de 1a punctul considerat
la laturi. 19. Se exprima aria triunghiului ca suma a ariilor celor trei triunghiuri care
au un vérf in centrul cercului inscris in triunghi gi ca laturi, laturile triunghiului dat.
20. Din asemanarea triunghiurilor AMN si ABC rezulta AB - AN = AC - AM. Se
exprimd apoi ariile celor trei triunghiuri ca semiprodusul lungimilor laturilor ce
wpornesc* din punctul 4 cu sinusul unghiului 4. 21. Raportul distantelor de la
punctul mobil C la laturile unghiului este constant... 22. In triunghiurile 4ABB’ §i
ACC’ avem: AR’ = AB cos A, AC' = AC cos A. Rezulta ci %=~i—gx cos A.

= cos 4, iar

Triunghiurile AB°C” §i ABC sunt deci asemenea (cazul 2) si deci

¥

raportul ariilor lor este egal cu patratul raportului de aseminare. 23. Dacd M este un
punct oarecare de pe mediana [44'] a triunghiului ABC, atunci ariile triunghiurilor
MARB i MAC sunt egale. Dacd, in particular, alegem chiar centrul de greutate, se
formeaza trei triunghiuri de acceasi arie.

B. Aria patrulaterului (pag. 103)
.‘..
2 é 1 2
24.9 cm?. 25. /5 cm, 26. 8 cm, 3 cm, 3 cm. 27. E'dldz- 28. 72 cm”.

29. 6 cm?. 30. 2 a2. 31. % 32. Aria acestui paralelogram este un sfert din cea a

paralelogramului cu laturile ce ,trec* prin véarfurile patrulaterului, avind laturile
paralele cu diagonalele acestuia. Or, paralelogramul acesta are aria de doui ori mai
mare decét cea a patrulaterului. 33. Se scrie aria patrulaterului ca suma a ariilor
celor patru triunghiuri determinate in patrulatrulater de cele doua diagonale, {indnd

seama ci doud triunghiuri alaturate au aceeasi inaltime. Se gisegte “zl"‘dldz sin x.

25(4++3) 3a%(2+4/3) a’
g sz. 35. SABFE = ___4__ ’ SFBC =_':;"" 36. Dacéd notdm cu
ABCD trapezul, cu [4B] baza mare, cu [CD] baza mici §i cu M intersectia laturilor
S 1 S k S 12
neparalele, atunci MOC 2MAC. . Swpp Map K

TE s 5 Sl S
Siep k=1 Sepen Sipep - K =1 Sypep K-l
i S
§i Sapc . 24BD. _ w R 37. Se scrie in doud moduri aria rombului (ca
S a8cp S aBcD k+1
semiprodus al diagonalelor i ca produs al laturii i indltimii corespunzatoare)
%— =[-1 sin x (unde x este misura unghiului ascutit al rombului). Se gaseste 30°
i 150°. 38, Fie ABCD patrulaterul dat, M si N mijloacele laturilor [4B], respectiv
[CD]. Triunghiurile MCN $i MDN au arii egale avand baze congruente [CN] = [DN] .
si aceeasi indltime. Daca ariile patrulaterelor MNCB si MNDA sunt egale, rezulta ca
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sl ariile triunghiurilor CMB si DMB trebuie s fie egale. Pentru ci [MB)] = [MA4],
rezultd cd i distantele de la C si D la dreapta AB sunt egale, deci A8 si CD sunt
paralele. 39. Daci se noteazi cu a lungimea bazei mici si a laturilor neparalele ale
trapezuiut, se gaseste (3 + V2 )a?. 40. a) Se demonstreazi ci patrulaterele BMDS gi
BTDR sunt paralelograme (au doui laturi opuse congruente); b) Raportul cerut este
dat ~ de exemplu- de raportul ariilor triunghiurilor 4BD §i XBD, deci de cel al
distantelor ‘de la 4 la BD si de la X la BD, adica 3. 41. Se calculeazi ca sumi a
ariilor triunghiurilor isoscele BAD i CBD (108 cm?). 42. Dacé se noteazi cu a
lungimea bazei mici §i cu b cea a bazei mari, raportul ciutat este (3a + b) : (a + 35).
43. Ducand prin M o paraleld la BC, aceasta va intersecta pe BA in N sipe CDin Q.
Se demonstreazd ci paralelogramul BCON are aceeasi drie ca si trapezul ,/?l apoi ci

3-3
'02.

- 2
aria triunghiului BMC este cdt jumatate din aria paralelogramului. 44, -

45. Se demonstreazi ci AOAB ~ AOCD si cé raportul lor de aseminare este
raportul bazelor; rezulti ci gi raportul iniltimilor lor va fi acelagi. 46. Ducénd din 4,
R §i D perpendiculare pe dreapta BC, {inind seama ci lungimea liniei mijlocii a unui
trapez este egala cu semisuma lungimilor bazelor gi ci triunghiurile ASB, RBC si
DSC au, doud céte doud, triunghiurile XSB si ¥SC parte comuni, problema se
rezolva. 47. a) Se demonstreaza ci patrulaterele BRDM si CPAS sunt paralelograme
(au doud laturi opuse congruente); b) 1: 5. '

EXERCITHl $! PROBLEME (7)
A. Poligoane regulate (pag. 117)

- 1,a) 108% b) 120°% ¢) 135°; d) 140°; e) 144°. 2, a) 150°; b) 156°; ¢) 157°30";
. d) 160°% e) 162°. 3. Dacd, in general, u° este mésura unghiului, rispunsul la

(n—2)-180 :

intrebare.este dat de faptul dacd ecuatia =u are ca solutie un numar

natural. a) da, n = 24; b) da, n = 30; c) 180° — 165°36" = 14°24" = {M;J;

360 : 14% = 25  deci: da, 7 = 25; d) da, n = 32/’ a) 5 - 180°: 7 = 128°34'17";

b)9-180°: 11 = 147°16"22";,¢) 11 - 180°: 13 = 152°18'28”;.d) 12 - 180°: 14 =
= 154°17°09"; e) 15 - 180°: 17 = 158°49'25”. 5. 250 sin 36° = 147 (cm);
250 sin 12° = 52 (cm); 250 sin 9° = 39 (cm). 6. 500 sin 20 = 171 (cm);
500 sin 10° = 163 (cm). 7. 1000 sin 18° = 309 (cm); 1000 sin 15° = 259 (cm);
1000 sin 6° = 105 (cm). 8. 500 cos 15° = 483 (cm); 500 cos 12° = 489 (cm);
500 cos 9° = 494 (cm). 9. 200 cos 20°= 188 (cm); 200 cos 10° = 197 (cm);

200 cos 6° = 199 (em); 10, 443 cm, 442 cm, 4 em; 1243 cm?, 32 cm?,

2443 am?. 11.4/10 em, %m em. 12. R = i‘j@_cm, ;=42 cm, 4, =-——2f cm.

. 13.a;=4 cm, R = 442 c¢m. 14. Se demonstreazi mai intdi ci patrulaterul este

dréptlmghi i apoi se afld aria (RZJE ) 15. Se demonstreazd cd MNPQ este

2 1 Y ;
dreptunghi; aria este 334‘5- 16. a,,,=5\/4R2—_f§. 17. -’? 18. .5—+§—J~_§~RZ.
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19. Latura octogonului regulat este @ — 2x. Din asemiinarea triunghiurilor AMM’

§i ABC rezulth x = a:3. 20. ly=Ry2—+v2. 21. x = a (v2-1). 22. Poligon
regulat cu 12 laturi (duodecagon). Laturile sunt congruente ca laturi de triunghiuri
echilaterale sau pitrate, iar misurile unghiurilor sunt de céte 90° + 60° = 150°.

23. Din fiecare virf , pornesc” cite 8 — 3 = § diagonale, % =20 de diagonale; nu' -
era necesar. 24. a) §i b) Rezultd din faptul cd triunghiurile ABM §i MAO sunt
isoscele ([4B] = [AM] si [MA] = [MO]). c) Rezultd din aseminarea AABM ~

R-RS (Vs-1)R
2

~ AOQAB. d) Din I+~—~—~i~—~*= 0, rezultd [ =

Lf,—”‘/— 26, I, = 2R = RY4RZ =12 -

B. Lungimea si aria cercului (pag. 119)

- 25. Ly =2R+3; L, = 2R;

27. 6% cm, 91 cm?2. 28. 12 cm. 29. TR2 : 2R = R : 2; R = 12. 30. wcm. 31. 1,8 cm?.

R? R?
32. 162n mm? 33. -l—2~(2n-3J§). 34. 1—2-(87:+3J§). 35. 9m:4.

36. 81 /3 :4 cm? 37. Aria trapezului minus suma ariilor celor doud sectoare
circulare. § = 3(24+/3 — 117) : 2 (cm?. 38. 1,21 (4 — 1) cm?. 39. 1,96 (© — 2) cm?
40. 4(n — V3 ). 41. 12,5 (1 - 2). 42. Se demonstreaza, mai intai, ci latura patratului
MNPQ este latura poligonului regulat cu 12 laturi inscris in cercul cun raza 4B.
Lungimea laturii patratului MNPQ poate fi determinatd scriind in doud moduri aria
triunghiului isoscel ANP; Synpo = 9(2 — V3) cm?. 43. Aria haguratd este suma
ariilor unui triunghi echilateral cu latura / §i a trei sectoare circulare cu unghiul la
centru de 120° din cercuri de raze 1,2 ¢i 3. § = (58n + 3«/_) 12. 44. Din aria
intregii figuri se scade aria semicercului care are ca diametru ipotenuza triunghiului
dreptunghic. 45. 2(5n + 3+ 343 ). 46. Unghiul dintre dreapta centrelor §i raza

; " ;i s 1
cercului mare dusi in punctul de contact cu tangenta are cosinusul egal cu 3 Se

cautd in tabeld §i se gaseste o valoare aproximativd a acestui unghi. Se tine
seama apoi de faptul ci unghiul dintre dreapta centrelor §i raza cercului mic
dusa in punctul de contact cu tangenta este suplementul primului unghi (interne $i
de aceeagi parte a secantei). Din insumarea lungimilor tangentelor comune cu
cele ale arcelor de cerc se giseste aproximativ 1246 + 11,47 47.§ = 4 (3 - n);
P = 2m 48. 9m. 49, [(4¥3 — 1) T — 6431 @%:24. 50. (2n — 34/3) a2:6

be bc n ble?

5l.r= S=—— =
b+c+3b2+c‘2 2 g pd +(b+c Wh? + 2




-

-

Probleme propuse la concursurile pentru elevi

C.2.a) Fie E diametral opus lui 4 in cercul circumseris triunghiului 4BC.
Unghiurile BAA’ §i CAE au complementele congruente. b) Cele trei puncte apartin
. diagonalei unui paralelogram. c) Folosim b) gi aplicdm teorema lui Pitagora in
triunghiurile drepmnglﬂ%onnate. . :

C.3. a) Avem m BAD = 30° b) Folosim teorema lui Pitagora sau: fie » raza
cercului inscris intr-un triunghi, § aria, p semiperimetrul triunghiului, avem relatia
r=-—:

p

C.4. Deoarece triunghiurile EAM si EBM sunt isoscele, rezultd CM 1 AB.
Analog avem BM 1 AC. Atunci, in A4BC, M este ortocentrul triunghiului. Se
cunoagte cé intr-un triunghi 4BC simetricele ortocentrului fati de laturi sunt puncte
care apartin cercului circumscris triunghiului ABC. Fie 4, B', C’ picioarele
‘perpendicularelor duse, respectiv, din 4, B, C pe laturile BC, CA, AB. Se cunoagte ci
inal{imile triunghiului ABC sunt bisectoarele - triunghiului ortic A’B'C’. Acest
rezultat confirmi concluzia problemei.

C.5. Construim C’ simetricul lui C fatd de M. Punem in evidentd segmentul de

lungime 2 - MC si scriem relagia datd sub o forma convenabild, care sd sugereze
triunghiuri asemenea. - 3

C.6. 1) tn ABB'F, ME linie mijlocie ({M} = BB’ N AE). Rezulti AE || FB'. In
AAEC, FFB linie mijlocie. Rezultd [4B] = [B'C]. Atunci in ABAC, BE' este
bisectoare §i mediand, deci A4BC este isoscel, cu 2 = E’ 2) Analog, in ABFA,
EC’ este linie mijlocie, CE’ || AF. Avem [BC'] = [AC] i atunci ABAC isoscel,

e
cu [AC] = [BC). Din 1) §i 2) rezulth c& A4BC este echilateral, deci m A=mB=
=m C = 60°. ;

" C.7. Cu lungimile segmentelor 04, OB, OC, OD se poate forma o proportie.
Rezultd triunghiuri asemenea gi apoi congruente de unghiuri ce duc la
ihscriptibilitate. :

C.8. a) Triunghiurile CDP si ABD sunt asemenea, cu raportul de aseménare

—i—; b) Triunghiurile OCP si OAD sunt asemenea, cu raportul de asemanare %

C.9. a) Folosimlunghiuri inscrise in semicercuri. b) Observdm patrulatere
inscriptibile si unghiuri opuse la varf. ¢) Folosim teorema bisectoarei §i reciproca ei;
AABO ~ AACO,. " .

C.10. a) Fie N’ simetricul lui N fad de O. Atunci AN'NP este dreptunghic, -
iar OE este linie mijlocie, deci [NE] = [EP]. b) AQNP dreptunghic isoscel cu

: \
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m 6 =90° m ﬁ =m Kf = 45°. ¢) Dac# notdm cu § punctul in care OQ N AD, atunci

F este punctul de intersectie a medjanelor AOSP. Dem -%% <

C. 11. a)In ABCD,CA LBD§i DA L NB, deci AB 1 Cb. b) In ACMD, MP,
mediana relativid ipotenuzei, este egald cu PC, decn m PMC m PCM Fie O centrul

lui é’ In AAMB, dreptunghlc [OM] [04], deci m OMA m OAM Cum OAM §i

ICAS.({S} = AB N CD) sunt opuse la varf, rezulti m CAS + m PCA = 90° i deci
BT A, A~
m PMC + m OMA = 90°, adicd PM L OM.

C.12. Construim prin 4 o paraleld la BC. Folosim teorema fundamentald a

asemdnarii, inlocuim rapoartele date cu altele, egale, avind acelagi numitor.

C.13. Consideram cazul in care AABC este ascutitunghic. Avem de aritat ci
C’B’ED este inscriptibil <> AB = AC, deci doud teoreme. Pentru a o demonstra pe
prima, folosim doud patrulatere inscriptibile gi teorema lui Thales; pentru a doua,

aritim cd C'B’ED este trapez isoscel. Analog in cazul in care AABC este
obtuzunghlc (sau dreptunghic).

' Ca4. Construim, din centrul cercului circumscris trapezului, perpendiculare

pe diagonale; se formeazi un pifrat cu diagonala 3J2 m.

C.15. Calculam lungimea laturii patratului in functie de a, aplicind teorema

lui Pitagora intr-un triunghi dreptunghic. Observati anumite triunghiuri asemenea.
~ Cercul e tangent laturilor patratului. Remarcd: se incepe construind mai intéi
pitratul, apoi triunghiul isoscel.

C.16. Observati linii mijlociil in AABC si mediéne, in triunghiuri
dreptunghice. Cele trei triunghiuri au laturile respectiv congruente.

C.17. De exemplu, AB=AD =CD §im B/A\f) =90°. Obsérvati cd AADC este
echilateral, iar ABAC este isoscel; m ABC = 75°, m BCD = 135°, b) AC = a;
BD=aﬁ;CB=aﬂJ2-J§. '

IS, a) Observati cé PMQA este un dreptunghi; MP + MO =4B. b) ABPD =

= AAQD (AD = DB), dar §i PD L DQ. De aici, PDQA este inscriptibil. ¢) 1) DP +
+ DQ este minima cdnd DP (sau DQ) este minimd. De aici, DP 1 AB. Atunci
DP + DQ = 2DP = AB. 2) (MP + MQ)? = a?. Rezultd 2MP - MQ = a? - AM~.

Produsul este maxim cind AM minim. Atunci AM L BC §i AM = %, (M = D).

C.19. Folosim paralelogramele ADBB §i A’'DC'C, dar i faptul c& linia
mijlocie dintr-un triunghi injumdtiteyte ceviana relativd la latura cu care este
paraleld linia mijlocie.
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C.20. Construiti in D gi £ perpendiculare, respectiv, pe AB §i AC si exprimati
in doud moduri ariile triunghiurilor formate. Apoi observagl tr:unghlun asemenea §i
scrieti proportionalitatea laturilor omoloage Se ajunge in final la proportia:

A€ _AB  ptunci ABAE ~ ACAD 5i cum BE = CD = AB = AC.
AD  AE
| e A T

C Zl.Drrecra Fie ABCD 1nscr1pt1bll}\cu AB = /B;{Z‘ Notdm m BAC = m BCA =
—mBD#—mBDC x° sim CBD = m CBD = m CAD ='y°. Fie {E} = AC N BD.
fn AAED m A/\b =180 - (x" o y") Tn patrulaterul inscriptibil 4BCD, deoarece
m BAD x® + y°, rezulti m BCD ="180° — (x° + »°). Rec:proca Notﬁml

S mBG4+mACD
bl it iy B 5
. 9
@+ 3 — = s
= -E‘L—z—y— Rezulta mAB = x°. Atunci, deoarece mBC = mdARBR = x9,
AB=BC. : | ' 5

C.22. Notim O, 5l Oy centrele cercurilor tangente. Tineti cont ci linia
centrelor a doud cercuri tangente intre ele trece prin punctul de tangenti. Proiectati
centrul cercului mic pe OA. Aplicati teorema lui Pitagora in doud triunghiuri
dreptunghice, formati o ecuatie in x, raza cercului ciutat i determinati astfel pe x.

y 3 R R 2 % o o i R
Ecuatia este: x+-—2- - E—x =(R - x)? - x%. Deducem x = T
C.23. a) Se calcukeazﬁ laturile tr:unghmlm DMC. Conform rec:procel

teoremei lui Pitagora, rezultd c& ADMC este dreptunghic. b).Se aplicd remproca
teoremm bisectoarei, calculénd in prealabkl lungimile ED g.l EC.

N
C.24. a) Din ipoteza rezulti m ABQ m QBD =m PC‘D = P;e ACNBD =

= {T}. Tmmghlunle OBT si PTC au unghlunle respectlv congrueme Rezulta
e

m BQT m CPT deci BQPC este mscnphbll b) Deoarece BQPC este mscnptlbll
T N
rezultdi m QPB m ACB ABCD este inscriptibil, decl m ACB = m ADB si

rezultad QPB = ADB. Atunci QP || 4D (prin reciproca paralelelor tdiate de secanta
C.25. a) Din TO || 4B, rezultd cid secanta MN determind unghiurile congruente

™S A i T iy

MTO = MNA Dar MTO = TMO. Atunci AMBN este isoscel, cu MB = NB in

triunghiul MBN, OT este linie mqlocm, deci T este mulocul fui MN. in AMAN TC

este linie mljl()Cle Atunci TC --Z—A M. b) In AMBN, TE este linie mijlocie, deci

' TE OB. Cum OB = OA, rezultd c¢i TE = OA., Atunci patrulaterul AOTE (trapez din
TO || AN) este trapez isoscel, cu TE = OA. '
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C.26. Sunt mai multe posibilitati de a ageza pe hartie punctele figurii. Folosim
unghiurile patrulaterului inscriptibil §i evidentiem un alt patrulater inscriptibil.

C.27. a) Se aplica de patru ori teorema lui Thales, apoi se va tine cont ca dacd -
un segment — in acest caz, 4B — este despartit de doud puncte interioare, M si M’, in
acelagi raport, atunci M = M’ si de aici MNPQ este paralelogram. b) Din a) si
;)tezﬁ, MNPQ este romb, vom observa doud perechi de triunghiuri asemenea.
Scriind girul rapoartelor egale si aplicand proportii derivate se obtine, notiand
MN=NP=x, ;:%-

C.28. Construim un triunghi dreptunghic ce are EF ca ipotenuﬁ (EE'F) cu

as10

EE’ L DC. Sau: aplicim teorema medianei in AOFB. EF = g
C.29. Construim prin D i C parait,;\lle la lamrj\le neparalele ale trapezului. Din
triunghiurile formate determinam cos A si cos B, folosind teorema cosinusului

BD =122, AC = 20. b) Notim {0} = AC N BD. Se arati cd A4OD este
isoscel. \

C.30. a) Se scriu proportionalitatile respective: 4 T
I —-—

Se determind a, b, c, functie de k si ¢ si se verifica inegalititi de tipul |b - ¢| < a <
<|b+c|. b)Pentrur22,avem -1 <t<t+ Igidecia<b <c. Pentruca triunghiul
s fie dreptunghic, trebuie ca ¢ = a? + b, Se¢ obtine = 4.

b
£ ~=kacuted.
1

C.31. Folosim teorema fundamentald a asemanarii §i reciproca teoremei lui
Thales. Eventual, construim o paraleld la AB dusa prin O, punctul de mtersecpe a
diagonalelor. Se obtine cd ABCD este trapez §i AC = 6 em.

bz(az_bz) o

: (a+e)® a
simplificd (@ > 0, b > 0, ¢ > 0) gi se cerceteazd o egalitate de tipul 4-8 = 0.

C.32. Se aduce relatia la forma: i (a2 sz (a —~c)= , 8@
a

Concluzia: AABC este isoscel (@ = b) sau dreptunghlc cu ipotenuza a.

C.33.a) Vom observa cid ABAE = ADAG. De aici: A, B, D, Hconczchce Dar
si H, B, C, D sunt conciclice; G, 4, H, E, de asemenea, sunt conciclice. Din toate
-acestea va rezulta’cd punctele C, H, F sunt coliniare. b) Din a) §i teorema liniei

mijlocii in AACF §i HA L CF, va rezulta ci HA L 00",
C.34. De observat: AACD = A MCD si ACMP ~ ACBA. Din calcule, vor;

rezulta: CM = 5, BC = 4TI, PC=%~— ”l'“, AP:E‘E:%% s

C.35. Construim proiectia lui C pe dreapta 4B8. Exprimdm lungimile laturilor

triunghiului AMN, in ﬁx;lc;ie de AB. Din calcule rezulta CC’=AB-—-‘{4£,
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53 -4
&I
+CC'=4B. |
C.37. Se aduce relatia la una mai simpla, tinand cont ci numitorul este nenul.

2 - ¢
Dupé calcule si simplificéri obfinem: 2b 5 =1, a> = b2 + ¢?, deci triunghiul este
a —c¢

MB=2 "o AM—"—jé:— AN =2 AM, MN = AMA3 i in final NP = MN +

dreptunghic, cu ipotenuza a.
938 Patrulaterul AMA’N este mscnpnbﬂ dacd i numai dacd m MAN +
+m MA’N = 180°. Mai observati c& MN este mediatoarea inalfimii 44”. ;
C.39.‘Mewda 1. Prelungim AC cu un segment CM = CE. Veti deduce ca
AACE = ABCM, apoi ci LC este linie mijlocie in trapezul DKBM i astfel LK = LB.

Metoda 2. Construim paralelograme avand laturile de lungimi LK, LB. Metoda 3.
CE L

Fie -EE =k si —-u—CC 4: unde C’ este proiectia lui C pe 4B. Determinidm o relatie
intre k si z, exprimidm pe k gi apoi explicitdim LK si LB in functie de k. In acest caz
_ 2k AC
1+k

C.40.Punctul O este interior cercului circumscris patrulaterului ABCD. Scrieti

puterea lui O fatd de acest cerc i cautati triunghiuri asemenea Din ABOB; ~
'~ ACOC,, AAOA, ~ ADOD, si %:—g% (puterea punctului) 44,» CC, =

T BB] . DD]_

C.41. Fie {D} = AHp N BH,. in AABD, AH,, BHp, DHc sunt iniltimi
(C interior triunghiului 4BD). Atunci H HpH este triunghiul ortic al triunghiului
' ABD. Se cunoagte ci inlfimile triunghiului 4BD sunt bisectoarele unghiurilor
triunghiului ortlc Deci C (mtersec;la blsectoarelor) este in~interiorul tmmghmlm

H,HyHc. m He'= 180° ~ 2 mD, m A, = 180° — 2 mA, m Hy = 180° - 2mB.

C.42. Transformdm ipoteza: a) Din BD-DC = AD-:DM, deducem

i i L - Dar AQ~=A§— (teorema bisectoarei). Deci avem de dcmonstrat

DC DM " DC BC

i L Notim BD N MC = {R} Atunci din ipoteze rezultﬁ 1° ARBM

BC DM

dreptunghlc in B. 2° ARDM isoscel (m DRM m DMR = x°). Atunci m MDE =
=2 = mB Rezults AABC ~ ABDM. Scriind propor;ulc cuvenite obtinem

oot L2y - b) In AABF, conform teoremei bisectoarei; avem —— AR DA - Din \

BC DM PF  FB

ipoteze rezultd %=E—N $i conform remprocel teoremei lm Thales in AAFC,

rezultd NP || AC.
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C.43. Din ipoteze rezultd AABM echilateral apoi ABAC dreptunghic in /?
Tot din ipoteze rezultd cd in ABDC, m DBC = 30° gi din AM || DC faptul ci

mBC’D 60°. Atunci ABDC dreptunghic in D. Deci ABCD inscriptibil.
C. 44. Directa QPNM este inscriptibil (3i Q4BM, PABN inscriptibile — ipoteza
comund atit la directd cat §i la reciprocd); atunci D, 4, B coliniare. Se duc

diagonalele QB si PB. Din cele trei inscriptibilitati (proprietati relative la unghiurile
T T T P
formate de diagonale si laturi) rezultd: a) MBQ = NBP (MAQ = PAN - opuse la
T N

varf); b) OBA = PBA. Atunci AB bisectoare in AQBP si in acelagi timp AB L MN.
Rezulti AABN si AABM dreptunghice (diametrii M4, respectiv AN). Atunci
MA L PN si NA L MQ. Deci 4 este ortocentrul triunghiului cu laturile formate de
dreptele MN, MQ, §i NP. Rezultd D apartine inaltimii continute de dreapta 4B, adica

D, A, B coliniare. Observatie. QPB este triunghi ortic pentru AMDN. Reciproca.
Numai daci QABM, QPNB sunt inscriptibile §i B, 4, D coliniare, atunci QPNM
este inscriptibil.

C.45. BM _ R pir ‘BM _MC
MC R, R R

Sy ’ BM
diametru; rezultd 4 = B’. In ABMB’, dreptunghic, avem =
{

. Fie €, cercul circumscris AABM §i BB’

N A M
=sin B’. Dar A = B

AT, A
§i déci BM =sin A (BAM). Tot asa MC =gin CAM. In ipotezi Dy . B =y
2R1 2R MC Ry
=» sin (BAM) = sin (CAM) §1 deci [AM este bisectoarea unghmlul BAC.

C.46. a) Nothm m MAN = y°=m NeM. Notam m P R NDM in

ACMD m CMD = 180° - —x In AANB, m ANB— 180° — y° — x°. b)m MBD +
. e, ]
+ m MND = 180°. Dar m MND m CAM Deci m ABD + m BA(, 180° si

A~
BD || AC. ¢) Daca CM diametru, rezultd m CAM =90° i deci m MBD = 90°. Atunci

MD este diametru.

i
C.47. 1) Daci m ACB > 90°, atunci MD > Bz—c. §i deci Aot = % 2) Daci

BC
N P i
m ACB < 90°, atunci MD < i@, §i deci —ﬂg—g < % 3) Dacid m ACB =90°, atunci

D= C si ML In acest caz h —12—1-§~—96 Pentru cazul ME 5k,
20 BC 2

Be. 2
triunghiul ABC este dreptunghic in C. in AADB, avem BD? = 20— AD? In AADC
avem CD? = 162 — AD2. Atunci: BD? — CD? =202 - 162 = 36 -4 sau (BD + CD)
(BD - CD) = 36 - 4. Dar BD = BC + CD. Atunci (BC + CD + CD)-BC = 36 - 4

BC BC
sau [—2~+CD+—2-—+CD)-BC=36-4. Deci 2 -MD-BC = 36-4 si BC-MD =
=36:2=72.
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B S
C.48. a) MPA = MAP (AMPA 1soscel), dar MAP = PDR (au aceeagi masuri)
N P e AN

Cum MPB RPD (opuse la vﬁrf) §im MPB +m MPA 90°, rezultd cd §i m PDR +

+ m RPD 90°, §1 deci PR L CD. b) Fie §' ‘mijlocul ‘lui (,D fn mod analog cu

punctul precedent-rezultd SP 1 AB. Cum OM L AB, rezulta OM [| SP. Tot aga,

0S L DC si MP L CD, conduce la OS || PM. Atunci MOSP paralelogram §i

deci OM = SP. Dar SP = CZ—D (ACPD dreptunghic in P'si PS mediana). Atunci
i : .

oM =——-
_ 2

C. 49. a) Deoarece

A -E §i A DMN ~ a.DAB iar ACPQ ~ ACAB =

= MN = RQ. b) Se aplicd teorema b:secloarcl in tnunghlurl]e ABC si CDA.

peci: AB_BD o AL _AC o AB BD ., AB+AC _BC'
VAC T DY Vi TeD AC "' DC" A€ 0.CD
AB+AC _ AC _ Al _ S

BC . €D D

C. 50. a) Fie P mijlocul lui 4B, E §1 F proiectiile lui C §i D 'pe 4B. Atunc:

PE —--D—f-— Cum APGE ~ ACGD, raportul de asemanare fiind —5-C—=-;——, rezulta

: \
gﬁ =S §i deci G este cemrul de greutate al tmmghlulul ACB. ]:.vxdent el apar;me
Iui DE. b) Rezulta 1med1at AH L BC (H ortoccntrul AABC) Cercul circumscris

triunghiului ADE confine i punctul H, iar diametrul lui este 4H. Deci Pe (4H).
Cercul circumscris triunghiului BDE contine i punctul C, iar dlametml lui este CB.

Decl centrul acestm cerc este punctul M. Evaluim unghlul MDP; MDP MDB +

it MDP Dar MDB = MBD (AMDB isoscel) si BDP DHP ( AHDP 1sosce1) Cum
o

MBD HA C (unghiuri cu laturi perpendiculare) gi in AHDA m DHA +m HAD =

i
= 90°, rezultd cd m MDP = 90° §i deci BD este tangenta in D cerculul circumscris
triunghiulyi BDE. Observim cd MP este dreapta care unegte centrele cercurilor
circumscrise triunghiurilor DEA si BED, iar DE coarda lor comund. Atunci 7T este

mijlocul coardei DE. Cum AMDP. este dreptunghic, rezultd ci DT este indl{imea

relativi ipotenu-_zei. Deci: DT2 = PT- TM. Cum DT =-%£: rezultd ci (—2"-) =
=PT. TM adici DE2=4. P TM

Cs1. a) tn ATCE, CET = ABC, atunci in ABCE. m £ + m DBC = 180°,
b) AABB' AADE ~ AACB, dé unde rezulta -%%: ::g ¢) Deoarece ABB'C
este isoscel (B'BC B’CB) rezultd ca BM’ L BC. Cum §i OM L BC, rezulth ci

punctele B’, O, M sunt coliniare.
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C.52. Triunghiul MNP poate fi dreptunghic in P sau M. 1) Daca m NPM =
P e

= 90°, atunci BP = 12. 2) Daca m NMP = 90°, atunci, deoarece MN = 10, rezultd
100 100 68

NP=——§i BP=—+6=
6 6 3
N N A~ e
C.53.m C A4, + m 4,B,C, = 180° - m ABC + mABC = 180°,
C.54. a) Se pot construi patru triunghiuri cu 4B = 6 i AC = 2. Cazul 1

! BC+CS
obtuzunghic in C. Se aplicd puterea punctului BC-MD = BC-(#Z——-] =

BC-BC BT 16-2 -
e A =16, unde T este punctul de tangentd dusa din B la

cerc, S al doilea punct de intersectie a secantei BC cu cercul. Cazul II dreptunghic
in C = D, in care caz BT =BC=442 si BM = MD =2+/2, deci BC - MD =
=4+J2 - 242 =16. Cazul 1 ascutitunghic §i caz IV obtuzunghic in 4. BC - MD =

SHE BC ! o BGAIDC"
- BC, BC-MD = BC - (MC—DC) = BC: T—D(_. =B g e
BS BT? a
= BC-—=——=16.
2 52

' C.55. in ACAO, echilateral, bisectoarea gieste perpendicﬂgré pe AO, deci
mediatoarea Tui 40. Atunci 41 = /0. Cum m CAO = 60° §i m CAI = 45°, rezultd
A~ A A A~ A~
m 140 = 15° = m IOA. Atunci m [AB + m IOB =45° + 15° + m AUB = 60° +120° =
=180°. R '
C.56. 1) Deoarece TB 1 OP, rezultd PT = PB, dar §i PBT = PTB 2) Cum

b e R AN

A
PBT = TCO (subintind acelagi arc) si PTB = QPT (alterne interne), rezultd cd in
patrulaterul CTQP un unghi format de o laturd §i o diagonald este egal cu unghiul

format de latura opusd si a doua diagonald, deci este inscriptibil. 3) In TCPQ,
A e

: o e :
QTP = QCP. Dar QCP = PBD. Atunci AQTP = ARBP (U.L.U)) si deci [PQ] =[PR].

C.57. a) AARB este dreptunghic i isoscel (AR = AB = a). Dacd DA L BR,

Ny
atunci'DA este §i bisectoarea unghiului BAR, deci m BAM = 45°. ({M} = DA N C).
A~ et
Cum m BAM = 60° (suplementul lui BAD), concluziondm cd DA nu este
perpendiculard pe BR. b) in cazul in care R, B, C, D, sunt conciclice, rezultd ci
M € 2. Atunci ABAM este echilateral, cu MB = q, jar trapezul DMBC este isoscel;
cu BM = CD = a si unghiurile de 60°, respectiv 120°. Atunci cercul € are raza R = @
si DB subintinde un unghi de 6§0°. Rezultd BD = I3 = RJ3 =a+/3, iar din ABAR,
dreptunghic si isoscel, avem BR = av2.
e P e AN

C.58. a) Daca DAC=DCA,cuD € (BC), atunci m BAC > m DCA. ADAC ~

~ AABC. Scriind proportionalitatea laturilor omoloage, rezultd AC? = BC - DC.

e P S :
b) Deoarece ADC = BAC i AD L BC, rezultdi ABAC dreptunghic si isoscel, cu AD
mediand. Atunci AC - AE+ AB " AF=2AC-AE=AC - (2AE)=AC - AB.
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C.59. Fie I al patrulea vérf al paralelogramului £AFIL Cum unghiurile EAF si
P i
BAC sunt suplementare, rezultd cd AE/ = BAC. Atunci AAEl = AABC. Remarcati

cd AAEI se obtine din ABAC printr-o translatie AE, urmaté de o rotatie de un unghi
drept Deci toate segmentele corespunziitoare celor doud figuri sunt congruente si

perpendiculare. Punctului M ii corespugde mijlocul O al diagonalei EF deci
mediana EO = AM §i EO = AM. De asemenea, 41 = BC §i Al 1 BC. in cele dous
triunghiuri ABC si EAI, obtinute unul din altul printr-o deplasare, se corespund
punctele 4 = E, B - A, C - I, M = 0. Problema se poate completa cu
»Segmentul EF este perpendlcular pe mediana AM si egal cu dublul ei*,

A~ A~
C.60. AEDF = ABCF = AEAB (L.UL.), unde m EAB m BCF=m EDF =
s
= 60° + m DAB.

C.61. Construim paralelogra.mele AMM,B si DMM;C in care AD = MM, =

= MM, = DC. Este suficient si rotim AMCM, cu unghiul M,MM,, astlfel incét MM,
sd coincidd cu MM,. Atunci existd patrulaterul MBM,C care are drept laturi
segmentele MB, MA, MD, MD. Evident, patrulaterul format este convex.

b3
C.62. a) BD = OD = b. b) in ADAC, echilateral, cu AC = b, hp =i;
_ 2
atunci R = b_‘?_. Fie MD L AB, I centrul cercului inscris in ABAD §i N piciorul
bisectoarei unghiului 4BC. Avem: o b3 = V3 sau L ﬁ 3
¥ NC 2b -2 b 2543
bﬁ : AN : b3 ARV
AN = - Dar IM = r=2"; d = . Atunci —=2¥=_.
3 hs ar r eCc1 r m uici %
44243 2 + J_ '
b3 3 i o
C.63. Patrulaterul QPAB este mscnptlbll Denarece A,Bgid sunt fixe, rezulti
\ A~ i
m ABQ = const. Atunci i suplementul lui, 4 PQ, are misura constant. Rezult ca gi

suplementul acestuia, RPA, este un unghi constant. Cercul € fiind dat, méisura

unghiului RP4, inscris in & fiind  constants, coarda intinsé de acest unghi va fi
_ invariabild, deci R4 constanti.

o N
g o 64. Fie 4’ punctul diametral opus lui 4. Observati cd m BA’A = m BPA =

=m BCA §i cd patrulaterul SNBA’ este inscriptibil ({§} = MN n AA’) si deci
AN # T T
m MNB + m BA’4 = 180°. Atunci m MNB + m BPM = 180° si deci NBPM este

inscriptibil. : _

C.65. In cqreul circumseris triunghiului 48D avem cd BD = DN, deoarece
gz;}? = Dﬁ. in cercul circumscris ﬁmghiﬂﬁ ADC, avem CD = DM, deoarece
m = DAC. ‘Atunci DM + DN= DC + DB=BC.
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C.66. Fie ON L CD (N € (CD)) si {P} = AC N BD. Atunci MPND este
paralelogram. Rezulti OM = PN, dar PN'=—%Q (mediand in ACPD). Deci.

om=LEL..
2
2 2
3 AB MB ;
C.67. Din AMAQ ~ AMBN = 22 = Y= . pin AMBN ~ APCN =
NO MN
BC® _ BN’ AB>  BC* _ MB'+BN’
= —= 5+ Atunci —=-+ 5 = ——>——- Dar in AMBN, drep-
MP®  MN NO' MP? MN
AB* . BC?
tunghic, avem MB? + BN2 = MN 2, relatie ce aratd cd ——5 +—5=1.
NO MB

S N
C.68. Din BD < AC =» DO < AO i deci in ADAO avem cd m DAO <m ADO.

Cum AAOD ~ ADOM (constructie si ipotezd) = selin;greapta DM este interioard

unghiului ADO, iar punctul M se obtine construind ODM = (ﬂ:’i:!, cu M € (0A).
Scriind proportionalitatea laturilor triunghiurilor asemenea AOD §i DOM obtinem
ci OD2 = OM - OA. Dar OD = OB, deci si OB? = OM - OA. Aceste doud rezultate
dovedesc cd BD este tangenta comund exterioard cercurilor circumscrise
triunghiurilor AMD si AMB in punctele D, respectiv B. Scriind puterea
punctului M fatd de cele doud cercuri, gisim c& OB? = OD? = OM - OA, rezultat

deja gasit i care confirma cele spuse.

C.69. Din AM _ BR _CP _, G AAMN ~ AABC, ABRS ~ ABCA si
4B BC CA

ACPQ ~ ACAB = AM _MN = BR RS o CF PO deci MN = BR,
AR BC Y THL=TCA CA AB

RS = CP si PQ = AM. Mai rezultd NR = OQ = MB, NR = SA = OP si atunci

0Q = OP, deci punctul O este mijlocul lui PQ. Totodatd, mai rezultd §i OP = MS =

= SA = MB, deci punctele S §i M impart AB in trei pér{i congruente. Analog pentru

celelalte laturi. In concluzie AM _ =—§~ §i punctul este intersectia a doud paralele

duse, de exemplu, prin M i 0.
C.70. In ADBC, cu PN linie mijlocie, BP §i DN sunt mediane; atunci SC este

a treia mediani §i 7, este mijlocul lui BD. In ADAB, AR este mediand i T) este
mijlocul lui BD. Urmeaza c& T) = T; = T gi atunci D, 7, B sunt coliniare.

i TN
C.71. Fie A4’ N B'C’ = {D}. Aritim cd in AC’AD suma m DC’A + m C’AD =
P 8

= 90°, Este adevirat, deoarece m AC'D =m——>m C’AD =m C'AB + m BAD =
N N 2
BCA

BAC S o R
=m + mT- insumand, avem ¢4, in AC’DA, m C'DA = 90°.

C.72. Remarcati c& AM L BN, apoi in patrulaterul inscriptibil APND avem
A~ s A~
m DAN=m DPN = x°. Atunci in AADP avem m DPA = 180° — 90° — x° = 90° — x°
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o~
§im PAD 90° —m PAB Dar m PAB=m DAN x°, deoarece AABM = MDN

'DeclmPAD 90° -x®girenltd AD=PD=a. ~

C.73. Fie 6’., &, Cs, 6’4 si A punctul lor comun. ,,Oricare patru dintre ele”
inseamnd, de exemplu, cd €5 impreund cu €|, €5, €,, au un punct comun. Cum
singurul punct comun al cercurilor €, Gy, € este A, urmeazi ci 4 € Cs, g.am.d.

C.74. Apar mai multe perechi de triunghiuri asemenea. Le alegem pe cele care
contin segmentele A8, AD, BC, ca laturi. .

-'C.75. Se proiecteaza punctul F pe 4B, respectiv AC, in M, respectiv N. Se
remarcé patrulaterul inscriptibil AMFN. La fel, proiectim punctul D pe 4B,
respectiv AC, in punctele P, respectiv Q. Remarcati cd APDQ este inscriptibil.

Obtinem AMFN ~ AQDP apoi teorema medianei relativé la arii in AABC. In final

: C.76. Dintre grupcle de tmmghlun asemenea alegem pe acelea care contin BQ
§i CPca laturi, ABQOM ~ A coM si ACPM ~ ABAM. Se ohtme in final CP - BQ =
=AB?=ct. |

..C'77' a) Prmectﬂm‘_()‘pe AB, respectiv CD. Comparati MB + NC cu MB +OM
si ambele cu R. Se obtine AB + CD 2 2R. b) AB este fixd, deci AB = ct. Deci §i
coardele de llmglme 2R - AB sunt constante §i vor fi egal depirtate de centrul

cercului € (0; R). Notim ¢’ (U. R’) acest cerc., Avem d (O; AB) =4/ R _4_f_
| IR- z  AR? ; I
¥ er\ij _[:%ég] .=JR".4B‘éf; . Deci d2(0; AB) =R’ ———-Af <R-

AB>

. AB - = R"z' deoarece AB > R. Pentru ci OM = d (0, OM) < R’ rez'ultﬁ

ABNC’ # O. Punctclc A, B cu proprietatea cerutd sunt punctele de mtersecgle
dintre AB§i €',

C 78. AD este axa de s1metne s de au:l AABD = AACD ABED A(,FD

apoi se ajunge la AABG = AACH, ADHF ~ ACHA =>BG CH = GH.
C.79. a) Distanta parcursi de M, va fi de doud ori mai mare decét cea parcursi de
M,. tinpreund, ele parcurg de patru ori distanta AB pana cénd se intdlnesc. Atunci

. 4.8
M, parcurge — AB,iar M;2 '~ AB = -3— AB. Deoarece M, are viteza v, se intdinegte

3 3
cu M, dupa un’ tlmp egal cu w?ﬁ b) Cand M, parcurge AD, M; parcurge AE
v
(mijlocul lu1 AB). Veti remarca %=% = AM AM; ~ AEAD Apoi munghjunle

PP
APM, si AQD sunt isoscele: deoarece punctele E'D, gu Q sunt fixe = DAQ =
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o
= constant §i deci M,4P = constant si deci cand M, §i M; ajung in E, respectiv D,
punctul P descrie segmentul 4Q. In timp ce M, parcurge EB, M, parcurge DC.

. Al‘lmCl mijlocul lui MM, descrie segmentul QR, linia mijlocie a trapezului BEDC.

At,adar. pentru 7 € (BC), cu % ——;—- cind M parcurge BT, M, parcurge C7, iar

mijlocul lui MIMZ descrie RT = =
6

C.80. a) Avem de demonstrat ci 4D este axi de simetrie a .&JBL &> AB=AC
$i AD L BC. b) Dacd AABC este echilateral, el are chiar trei axe de simetrie.

C.81. Remarcati cd AOMA ~ ACDA i AONB ~ ADCB. Aplicand in

continuare teorema lui Thales, deduceti cd OM = ON, apoi, deoarece avem

AOMD ~ ABAD §i AONC ~ AABC, mai deducem ca = 90D L OC

AB ~BD AC
MN _ OB , O4 o adunind obginem: M 4 MN 14 1-n

cD BD A ARG D
(.82 Remarcati cé AABC este dreptunghic in 4. Apoi cd ANPM este

dreptunghi §i aplicind teorema catetei in A4BC obtinem PC=-—— Za«/_ + Apoi, In
P

AAPC, dreptunghic, obfinem AP = f——3—~—

e P i
C.83. a) Se evalucazi m ABC, m ABD, si de aici C, B, D sunt coliniare. b) De

_ exemplu, arftati ci punctul £ este egal depirtat de 4, N, P, M, si deci punctele sunt

conciclice (unde EF mediatoarea lui AN, F € AN si E € CD). Sau aritati ca
F e, N
m ANP + m AMP = 180°.

C.84. Sc aratd cad EN L FP si apoi ca sunt gi mediatoarele segmentelor PM,
respectiv NO.

C.85. Aritam cad AAOH este isoscel §i apoi cd AAHC’ are_AC'zv;-AC.
unde C’ este proiectia lui C pe AB.

C.86. Dacd m B/‘i\?.” = 90°, atunci AEPF este dreptunghi. Folosim teorema
medianei co}eé.punzﬁtoarc ipotenuzei in triunghinl dreptunghic. Daca EF || BC,
conform teoremei fundamentale a asemindrii, rezultd cd AM trece prin mijlocul lui
EF. Observiim ca punctele 4, E, P, F sunt conciclice cu diametrul 4P, deci EF sau
este o coarda perpendiculard pe acest diametru, sau este alt diametru al cercului.

C.87. Construim perpendiculara din P pe dreapta O4. Aceasta intersecteazi
cercul in N, Se araté cd 4, N, Q sunt coliniare.

C.88. Notam AA4" = x, AR’ = y. Determindm x §i y, observand triunghiuri

asemenca. Dreptunghiul A’B'C’D’ existdi daca 0 < xShg0sy<a

k(a—bk) k(b-ak) : e AR
Adicl:, x = YL P e (k>0 si k # li)‘_apm AR = pes A



-.J(a2+b2](l+k2)—4abk gi A’D’:#J(a2+b2)(l+k2)—4abk. A'B'C'D

—bk
a 3 20 aq— bk 0
) k(a—bk) 1-k; —k .
existd daci 0 S ——— < b & = -DacdaO<k<l1
1-k k(a—bk)(b ak-b o
T l-kz
k<o
a-bk=0 H i 4
avem & =3 , dar a < b, deci 0 < k < —: Dacd k > 1 rezulti
ak—-b<0 ksb b

a

k>L. Impunédnd conditia 0 < y < a, se obtine acelasi lucru.
a

C.89. Prelungim medianele BE si CF astfel incat BE = EB’ si CF = FC’, apoi
aratati ca in trapezul BCB'C’ avem BB’ > CC'.
C.90. a) Folosim proprietatea medianei corespunzitoare ipotenuzei intr-un

triunghi dreptunghic §i teorema unghiului exterior. b) m 4 = 90°, m B = 60°,
A .
m C = 30°,
C.91. a) Proiectim O pe diagonalele patrulaterului i notim OP =y, 0Q = x,
unde P i O sunt mijloacele segmentelor AC si BD AB?+ CD? = 4R? = AD? + BC2

b) Fie E proiectia lui O pe DC. De aici OE’ H-A—f—a OE= *’-{EBL
C.92. a) Daci o secantid face cu dreptele d sid " unghiuri interne de aceeasi

parte a secantei cu suma mdsurilor mai micd decat 180° atunci d §i @’ sunt
concurente. b) Dacd un triunghi are un unghi drept, celelalte unghiuri sunt ascutite.
¢) D este proiectia lui H pe AB. Cum ABH este ascutitunghic, D este interior
segmentului 4B,

C.93. Patrulaterul AEDO este inscriptibil, unde {O} =BD N CE.

C.94. Exprimdm § ca suma a ariilor celor doua triunghiuri care se formeaza
ducénd una din diagonale. Aria unui triunghi este cel mult egald cu semiprodusul

1 1
laturilor. S=S30 + Sep SE(ab+cd)§iS=SABD + Sp S—i-(ab+bc).

(x+y)

Mai folosim inegalitatea xy < T pentru Vx, y € R, unde a + ¢ = x si
b+d=y.

C.95. AAEC = ACFB gi de aici AEDF inscriptibil, apoi AAFF’ este
echilateral, deci mediana EF este si indltime.

C.96. a) E este ortocentrul triunghiului AMN., b) Punctele 4, M, E’, N sunt

conciclice (observati unghiuri congruente). c¢) Centrul cercului circumscris
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triunghiului AMN este egal depirtat de 4 si £ (04 = OE’, O fiind centrul cercului
circumscris AMN).

C.97. Se va ardta ¢i EA = AF. Apoi ¢d AADQ este triunghiul median in
AEMF. Se vor evalua unghiurile patrulaterului 4DJQ, stiind ci A/ este bisectoarea
~~
lui PAN.

C.98. Se va observa cd patrulaterul convex este inscriptibil, deoarece

- s SR
triunghiurile ADO si BCO fiind isoscele, rezulta DAC = CBD. Apoi se stie cid

laturile b, c ale unui triunghi, inaltimea h care pleacd din acelasi virf §i raza R a

cercului: circumscris sunt legate de relatia R=%- Se calculeaza, de exemplu,

razele cercurilor circumscrise triunghiurilor DOC §i ADC. In ADOC avem

ab.i: - ab
R = ;in ADAC avem R; =
2DE 2-DE

sdeCiR] =R2=... .
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