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Fiind datd o functie [ : J — R (J un interval ¢ R), se pun urmitoarele
probleme:

(A} Existd (si in ce conditii) o funcgie ¥ : J — R a cirei derivati si fie
functia datd f?

(B) Cum se poate determina o asemenea functie ¥, pornind de la f?

In acest capitol vom studia citeva metode de obtinere a functiilor 7 care
verificd relatia F' = f.

Réspunsul la problema (A) este afirmativ pentru o clasi destul de largd
de functii, in particular pentru functiile continue. Acest lucru va fi ardtat in
capitolul II.

Functia F se numeste primitivi a functiei f.

Dacéd intervalul J este inchis la stinga si a este extremitatea sa stings,
atunci prin derivata lul ¥ in punctul ¢ se subintelege derivata la dreapta a
lui F in a. O conventie analoagi se face cind J este inchis la dreapta.

1.2. Exemple

1) Fie n & N gi f:R - R functia definiti prin relatia
flz) =", - (Y)z € R.

Atunci pentru orice numir real fixat ¢, functia

F o) =- _1' - @ g, (V)z € R

este o primitivd a lui f.
2) Funetia

F(z) = (sin x)?, (Y¥zre R
este o primitivd a functiei
f(x) = 2sin x cos z, (V) x € R.
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3) Dacd @ >0, a # 1, atunci functia

. a® "
Flm)i= - (V) ee R

Ine
este o primitivd a functiel
f(x) =a*, (V)= ER.

1.3. Propozifie FieJunintervalC Rgif :J — R.Dacd Fy, Fy: J-R
sint doust primitive ale fumcfiei f, atunci existi o constantd ¢ € B astfel
ineit

Fi(z) = Fqlz) + ¢, (Vo € J.

Demonstrafie. Fy si F, fiind primitive ale lui f, ele sint derivabile pe J si
verificd relatiile
' Fi(z) = f(z) = Fy(2), (Vze&l,
deci
(Fy — &) (x) = Fi(z) — Fa(z) =0, (V)ze&lJ.
Functia F; — F,,avind derivata nuld pe intervalul J, este constantid pe
acest interval, adici existi ¢ € R astlel ineit
Filz) — Fy(z) = ¢, (Viz e J.

1.4, Observatii:

a) Datd fiind o primitivd Fy a unei functii f:J — B, atunci orice altd
primitivd F a hn f este de forma
F=F+e,
unde ¢ este o functie constentd pe J. Aceasta inseamni ¢d dacd o funclie f
admite primitivd, atunci [ admite o infinitate de primitive. Datoritd aces-
tui fapt vom spune adeseori:
»f admite primitive“
in loc de
»f admite primitivg®
b) Definitia primitivei, datd la punctul 1.1, s-ar putea extinde gi la functii
delinite pe reuniuni finite de intervale disjuncte, deoarece conditiile din defi-
nitia 1.1 au sens si in acest caz mai general. Insd nu mai este adevirat ci
dou?i astfel de primitive diferd printr-o constanti.

De exemplu, fie [: B 3\ {0} - B fonctia definitd prin

fla) = 2%
Atunci functiile ', G : B N {0} — B deflinite prin
3
F(x)z%. (V) z € R\ {0},
4

respecliv

xa

S + 1 dacd z <0,
G(z) =

3

E+2da05x>0

sint derivabile pe R \ {0} si verifici relatiile
F(z) =f(z) =G'(z), (V)z e RN\ {0}
Totugi, diferenta G — F nu este o constanti.

1 dacd = < 0,

Gig} —H(a) = 2 dacd = > 0.

¢) O funcfie care admite primitive are proprietatea lut Darbouz. Intr-adevir,
dacd f:J — R admite primitive, atunci existd o functie derivabili F : J =R
cu proprietatea
F =
Se stie insd (vezl, Elemente de analizi matematics, cl. a XI-a), ci derivata
oricirei functii derivabile are proprietatea lui Darboux. Agadar, f are proprie-
tatea lul Darboux.

d) Daci J interval < R si f:J — R este o functie astfel incit mulfimea

FNVE (f(z) | z € J} (imaginea lui J prin f)

nu este inlerval, atunct funcfia f nu admite primitive.

Intr-adevér, dacd f ar admite primitive, atunci (in baza punctului pre-
cedent) f ar avea proprietatea lui Darboux, adici odatd cu doud valori ar
lua orice valoare intermediard, deci imaginea lui J prin [ ar fi un interval.
Contradictie cu ipoteza fdcutd asupra lui f.

e) Orice funciie continud [ :[a, b] — R admite primitive.
Demonstratia acestui rezultat va fi datd in capitolul 11, teorema 4.8

Delinitie. Fie f:J - R (J interval din R) o funefie car
admite primitive. Multimea tuturor primitivelor lui f se numeste integrala

nedefinitd a funeftiei [ sise noteazd prin simbolul
| f(x)da
1\ :

Operatia de caleulare a primitivelor unei funefii (eare admite primitive)
NS¢ numesgte integrare.

Mentionim cd simbolul [f(z)dxz trebuie privit ca o notatie indivizibili,
deci pértilor | sau dz, luate separat, nu li se atribuie aici nici o semnificatie.

In cele ce urmeazi vom defini operatiile de ,adunare“ i yinmultire cu
scalari” intre pir{i (submultimi) ale multimii functiilor ¢ : J - R. Vom
face. acest lucru in scopul de a da un sens precis notatiilor frecvent utilizate
in calculul de primitive:




[f(x)dz + [g(z)da,
Af(x)de,
unde {f(x)dz (respectiv [¢(x)dz) inseamnd multimea tuturor primitivelor lui f
(respectiv g).

1.6. Notatii. Fie J un interval din R si
defl.
§()={f:7 - R}
multimea functiilor definite pe J cu valori reale. Reamintim ¢ pe mul{imea
F(J) se introduc operatiile
sadunarea functitlor:

del.
(f+ @) =)+ glx), Mz
si inmultirea functitlor cu scalari:

(M)(2) = M(z), (Ve EJ, AER.

Deci f - g este functia z — f(z) + g(z) care asociazd fiecdrui # € J numdérul
real f(x) + g(x), iar functia Af este functia » — Af(z) care asociazd fiecdrui
z € J numirul real Af(z).

Dacd § gi @ sint parti nevide ale lul §(J) g1 A €R, atunci punem prin
definitie

def. :
(D) 5+¢={+elfcTFsigeg)
def.
(D,) W= {MIfeF].
Daci & este formatd dintr-un singur element f,, atunci in loc de
§+ 6
sau
i + ¢
vom scrie simplu
fo+ G
Deci
def.
(Dy) fb+§=1{fet+2lze gl

1.7. Observalic. Notind cu @ multimea functiilor constante definite
pe J cu valori reale

def.

@={f:J - R |f constantd},

se observd cd aceastd multime are, fatd de operatiile de ,adunare” si ,,inmul-
jirea cu numere reale diferite de zero, definite pe pértile lui (Z(J), urmétoa-
rele proprietdti:

a) A€ =€ (VLS R, A0}
b) €+ € =@

¢)+dacd f:J — R este o functie care admite primitive si dacil I, este
o primitivi a lui f, atunci

Jf@)de = F, + €
sau
S Fylx)dx = Fy 4 €.

Intr-adevir, produsul Af, dintre o functie constantd f:J — R si un
numér real A fiind tot o functie constantd, rezultd incluziunea

rE @,

Reciproe, dacé f este o functie constantd §i A € R, A # 0, atunci funcjia

g= K
este constantd, deci
f: }\g G }\@.
Agadar, are loc gi incluziunea
€ c i@

si deci egalitatea @ = 1€,
Suma a doua functii constante fiind tot o funcfie constantd, rezultd inclu-
ziunea

€+ e ce.
Reciproc, dacd [ este constantd, atunci%f este constantd, deci

1 L
= — - -— = (Q,
f=if+ifee+
Asadar, are loc gi incluziunea @ C @ 4 €@ si deci egalitatea
€+ e=e.

Am vazut (observatia 1.4 a)) cd dacd F este o primitivd a lui f, atunci
orice altd primitivd 7 a lui f este de forma

F=F,+ ¢,
unde ¢ este o functie constantd pe J. Deci

Sﬂm¢x:{FerﬂJHF:;WMMW5ale}:

={fotceleecl=F +¢€




1.8. Teoremdi. Dacidf, g :/ — R sint funefii care admit p.rimi.tivu tntr-adeviir, dack % = 0, atunci |
gi A€ R, A % 0, atunei funefiile f + ¢ §i Af admit de asemenea primitive §i au Mz =1, (V) z e J,

loe relatiile: deci orice funchie constantd este primitivd a lui Af, In particular functia constantd 0 este

(a) f[f(z) + g(z)ldz = [f(z)dz + fg(z)dz, o primitivi a lui Z\fj 0. Agadar (observaiia 1.7)
() JM(z)dz = Nf(z)dz, B i l
(©) [f(z)dz = [f(z)dz + €. Pe de altd parte, dacd A = 0, atunci

hff{a:}dz = MF | F = primitivd a lui f} = {AF | F = primitivd a lui f} = {0}.
Deci, in genaral, are loc incluziunea

:\J flz)da f Wie)da,

Demanstra{w Dac& F este o'primitivi a lui f iar G o primitivd a lui g
atunci F gi & sint derivabile pe J gi

F=f G =g incloziune care este strictd cind A = 0. |
De aici deducem cd F + G gi AF sint derivabile pe J gi 1.16. Exemple de functii care nu admit primitive
(Bt G =F 4G =fF+ g, a) Funciia f: B - R defi}l??.é prin 1

(AF) = A" = N, fz) = { —1, dacll z < 0

4, dacd 22 0

adicd F7 4 G este o primitivd a lui f 4 g si AF este o primitivd a lul Af
Functiile F, G, F 4 G, \F fiind primitive ale lui [, g, [ + &, A\f respectiv,
rezulti (observatia 1.7¢))

nu admite primitive,
Intr-adevir, imaginea f(R), a lui B prin £, este egald cu nmiullimea {—1, 1}
formaté din punctele —1 gi 4, Cum aceastd mulfime nu este un inlerval,

A

1.4 d)) cd funciia f nu admite primitive.

i Fie, rezultd (observatia
=]
() Sf b) Functia f: R — B definitd prin
(2) Sg z)dr =G+ €, f(x)v—-{x]d—cé max {n € Z | n £ z}
. ¢ N ([x] = partea intreagﬁ_ a lui ) nu admite primitive.
(3) j(f )dz =F +C + €, Intr-adevar, imaginea f(R) a lui R prin f, fiind egald cu multimea % a
‘ numerelor intregi, nu poate fi un interval. Deci observatia 1.4 d))-f nu admite
(4) S AM(z)de = \F + € primitive.
{ Din egalitatile (1), (2), (3) si observaia 1.7. b) obtinem ¢) Functia f: B — R definitd prin
Jfara +(gadz=F +e+Gre=F+6+et+e= o 10, o dact < 0
—F4+G4+@= sm;—-; Uos;, dacd z >0

nu admite primitive.
£ e 2
) Se observd cd functiile
A sind egalititile (1), (4) si observatia 1.8a), se obtine
Analog, folosind egalitdfile (1), (4) §1 observat ) ; fi: (=0, 01> R, f,:(0, c0) > R

g fa)dz = \(F + @) = A + 2@ = nF + @ :-S M(z)da. definite prin |
|
Al . B o i B 1 |
1.9. Observatie. In demonstrarea faptului c¢i ) admite primitive (teo- fi(z) = 0, fa(z) = AR - 008 = \
;ema ;8) nu B:i ]E?l?i,:t ipoteza A # 0. Totusi, ipoteza © # 0 este esenfiald in admit, respectiv, 53, primitive fumgiile: !
lemonstrarea egalitdtii: |
.1 t

faf(zide = Mf(z)dz. Fy(x) = ¢, Fyfs) =zsin L.
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Dacii functia f ar admite o primitivi: # : R — R, atunci ar rezulta (ob-
gervatia 1.4. a)) ca

Flicapi=Fi+c.=k §i Flp,e=F;+¢,

Orice primitivd este functie derivabild, deci continud, prin urmare, primitiva
F este continud in origine,
deci
F(0) = lim F(z) = k,

x40
a0

de unde

Observind cd
2w~ P i L s

x— 0 X

‘ 3 . . <
si tinind seamd de faptul cil funclia © — sin— nu are limitd in 0, deducem
' @

¢d functia # nu este derivabilda in (.
Contradictie cu derivabilitatea Iui /' pe toatd mulfimea R.

1.11 Tabel de integrale nedefinite

Peste tol in acest tabel J este un interval c R

Ak f:R—-R S i e antt 8
fle) =z, neN n 4+ 1

2. f:J—=R; J cC(0,00) S 20da — L e,
flz) = 2% ac R\ {—1} a + 1

B fil=R . S a*dr = L8
flz) = a; a € Ry \ {1} In a

10

4. f:J—-R; Jc R*
. 1 O
flz) = — Bld.r-:lu fz|+ €,
i &
5. =R, JCR\ {—a, a}
1 1 r—a
) = e 0 day =— In | 5—=
fle) 2 —at ta=0 S 2 — n* ¢ 2a 1} r+a e
6 f:RoR
_— 1 . 1 : x
f(x)—-m,a#:o S e azdmz—;arctg;——k@.
7. ;(:)R"'_R Ssin zdx= —cos =+ €
z) = sin =z
B ;(:)R—'R Scosxdz=sin. a - e
x) = cos x
9. f;J-»R;JcR\{(2k+1)g' kez}
1 : 1
flo) = —; S —do=1g v+ e
cos®z cos“z
10. f:d—=R; JCcR\ {kn|k s Z}
flz) = .12 S _1 dz = —ctg =z + &,
sin“z sin%z
A fiIoR; JeR Nk + 1) ©
’ : { kez} Stga:dx:-—ln]cosm]-{—ﬂ.
flz) = tga
12. ;(:)J-—rl:,;JCR\{kn|kEZ} Sctg:a:d:r:lnisinx|+@.
z) = clgx
18: fR—-R
1 1 ENRET )
M et o1 | e te=mletvEr @ v e
14, fiJ=R J € (—o0, —a)
g sau
J C e, =)
1 1 SR
f(w)zl/_ﬂ SV'—'—E—_; dx:lnlm+[/rﬂ—-a2|+e.
z? — a2t —a
15. f:J=>R; J C(—a,a)a>0,
1 1 .
f{ﬂ):m Smdx=arcsm:+ e

Exemplele 13 si 14 nu sint evidente si sint mai -pufin utilizate decit celelalte
exemple. Ddm In continuare justificarea exemplului 15 (exemplul 14 se justificd in
mod analog).
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Derivind functia

glo) ==+ V& + b

obtinem

@ - z+ /2 + a?

(g(z) > 0, (V) z = R)

’ =14
g'(z) B
deci
o) — &2
flz) e

adicd functia z— Ing(z) = In(z +|/2* + a?) este o primitivdi a functiei

I
l/xa+az

fra—

1.12. Ezercifii

an + a?

= (In g(2))’,

I. Séd se calculeze primitivele urmitoarelor functii:

1. flz) = 2* + 22 + 3,
2. f{x)=x—l—l-
x

8. fla) = @ + —,
£

4. f(z) = a sin « + b cos z,

5. fla) = 1/1_11,9’
&ﬂﬂ=757;h
9 f

% flo) = —+ —
sin~x o8~

8 flo) = ————+
9-f(x1=zzi+4

10. f(z) = E:Tri'

11. f(x) = 2% + ¢¥,

12. f(z) = 21_ -

13. flax) = I_ei T

12

r e R;

z & (0,00);

x e (—oo, 0);

ze R;
[ 1 1
ze|l ——, —|;
5" %)
.‘2}&(—2,2)'

.'J.‘-E[O,' E];
2
me(ﬂ, g);

xz e R:

re R;

xr e R;

ze (—1,1);

z e (—o0, —1});

= gla)f (=),

1 e 4
Vz Ve
15, flz) = 2}z + 22 {2, z = (0, cal.

E z e (0, 0);

II. ©4 se arato cd urm#toarele functii nu posedd primitive pe R:
L flz) = [2] —a, zeR,
unde [x] inseamnd partea intreagd din w.

Indicajie: Se va folesi acelagi procedeu ca la exemplul 1.10.

1, dacd =z > 0,
2 fla) = ’ 0, dacd =0,
—i. decd = < 0.
%y dacl & < 0,
8. flz) == 101 4
“n——-—cms—, daci 2 > 0.
T x€ .
2z sm——coai, daci z € B\ {0},
4. fla) = ‘
% dact 2 = 0.
L
;, dacd w e
b fle) = { % %
z?, dack z = RN\ Q.
8. flz) = { Iazrl, daci z = @,
xz° dac =R Q.
cos L, dact = = RN\ {0},
7 fla) = J =
%, daci 2z = 0.
4
sin _1-, daci @ & B\ {0},
@
8 fla) = |
——i, dacd == 0.
2
==, x & BN {0},
9 fle) =1 =
0, z = 0.
tg = ( T )
3 BE | e — \{o}l
10.f(z) =) = L 2
—1 z= 10

HI. Tinind seama de faptul ci orice-funcfie continui pe un interval / are o primi-
Livd, sd se arate cd urmitoarele functii au primitive pe R:
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2y dach = = RN {0},
Lfle)=1 @
1, dacd x = 0.
& sin—i—, dach x = R\ {0},
2, flz) = z
0 , daci =0,
sin‘i , daci z & RN {0}, .
3. fle) = &
0 , dacd z=0.
_ cos - , dacd x & BRN\{0},
Lfly)=] =
0 , dacd z=0.
i
e *, daca e R\ {0}
B fle) = o T ,
0 , dacd 2= 0.
-
6. fle) =1 —e *, dach z=R\{0},
:L,,R
0 , dacd 2= 0.
i
% flo) =4 Fsin -, dack z e RN(0},
x
0 , dagk @ =10

Iv.

1. Fie f:[a,b] » R si ¢ & (a,b). Se presupune ci f admite primitive pe [a, c] $i pe
[e, b]. 4 se arate cii f admite primitive pe [a, b].

2. Fie f; :[e,b] = R, f, :[a, b] — R doud functii care admit primitive. Presupunem ci
existd o mulfime finitd 4 de puncte din [a, b] asifel incit

(V) = = [a, b]\A = fi(2) = fy(2).

B se arate cd fi(x) = fy(z) pentru orice z & [qa, b].

8: S se arate cit dacd f: R — R este astfel incit f2(x) = 1 pentru orice «, atunci f are
o primitivi dacd §i numai dacl f= 1 gau f = — 1.

; s . o1
4, Se considerd o functie f :[—1, 1] — R care coincide cu funcfia sin -— dacd z =% 0.
x

5i se arate cd pentru ca f s posede o primitivi este necesar si suficient ca f(0) = 0.

14
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8. Se considerd functia f:[—1,1] — R definitd prin
14 sini , dacd xe (0,1],
&

flz) = 0 , dacd =0,
—1 + sin I y dacd xe[—1, 0).
a

84 se arate ci f nu admite primilive.
6. Si se arate cé fun.ctia f:[—1,1] — R definitd prin
soid L , w=E0,
flz) = *
0 . @&=0

nu admite primitive, Sa se deducd de aici cd-dacd o functie [ :[a, b] - R admite
primitive nu rezultd, in general, ei functia f* admite primitive.

7. Fie [a, b] un interval din R. Sa se construiasci o functie
fila,b] - R care sd posede urmditoarele proprietiti:
i) s fie marginitd,
ii) sd fie continud in orice punct din intervalul deschis (a, b) si si fie discontinui
in punctele a si b,
iii) si posede o primitivi,
iv) si fie egald cu zero in punetele a si b,
8. Fie [a, 6] un interval $i A o multime finita continutd in [a, §]. S4 se arate ci existi
o functie f:[a, b] — R cu proprietitile:
i) sé fie marginita,
ii) sd fie continud pe [a, b]\ A si discontinui in orice punct din A,
iii) sd admitd primitive,
iv) sii se anuleze pe A4.
9. Fie f :[a,b] —+ R o functie strict crescitoare care admite primilive gi fie F o pri-
mitivd a lui f. & se arate cii pentru orice £ & (a, b) existd «,, =, = [a, b] astfel incit
Fla)) — Fla
Flas) = Fl2a) _ gy,

@i — Mg

INTEGRAREA PRIN PARTI

In acest paragraf si in urmitorul admitem urm#torul rezultat (a cdarui

demonstratie se va da in capitolul II, teorema 4.8; demonstratie care nu se
bazeazé pe rezultatele din aceste paragrafe):

wOrice functie continud f: J — R admite primitives.
Folosind acest rezultat gi formula de derivare a produsului a doua functii,

obtinem urmitoarea:

sint fw \'..' derivabile en

primitive si multimile lor de primitive sint lecate

Q_}/f r)g’(x)da fe \ 2(2)f (x)da.




Demonstrajie. Se stie cd orice functie derivabild este continud, deci din
ipotezd rezultd ca funciile f'g si fg' sint continue, prin urmare §i functia

(1) ey =1 +1g
este continudi. Atunci, pe baza rezultatului mentionat mai sus, functiile f'g,
fg' si (fg)’ admit primitive. Apli¢ind teorema 1.8 (a) egalitatii (1), obtinem:

(2) § ey (0dz = | @@ dz + (o) @)z
Insd (observatia 1.7)
(3) S(fg)'(:v)dz =fg+e
Din (2), (3) si teorema 1.8 (¢) rezultd
{fae@ie = fe + &~ (s )z = fe - fa@r @

2.2. Ezxemple
1) chosm dz = S z(sin @)’ de = & sin z — S (sinz)z’ da = « sinz — S sin 2 de =

= 2 sin x + cos x + @.

2) S cos’z dz = Scos x cos xda = Scos 2 (sin z)'de =
= €08 & sin & — Ssm z (cos @)’ da =
= sin a cos x + Ssm rdx =
= sin xcos x - S(l — cos® x)de =
= sin x c0s « +S 1de — SPOb2xda;:
=sginx cos & + r — Scos a da,

deci

2 1 :
cos*z do = T (z + sin x cos a) + €.

Analog se arath ci
9 sSinzm da = % (z — sin @ cos z) + €.
3) S 2¥sin xde = — S:cz (cos z)’dx =

= — 2% cos x4+ S (cos z) (2%)'da =

= — 2% cos z+2Sm cos zdz =

16
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= —z%cos =+ 2(z sin =z 4 cos z 4 @) =
= — 2% cos £+ 2xsin 2+ 2 cos x4 €.

fn exemplele (&) si (5) functiile sint considerate pe intervale I < (0, ~o).

4) Pentrun € N, avem Smﬂln zidz = S (In ) [ z
n -+

AL
] dz =
1

antl 1
= Inz— Sr””“ (In z)'da =
n+1 n+1
N+ 1 n+l ! y
o Inz— 2 Sa:ﬂ*'l—d:r:: = In & — 1 tdr =
n-++1 +1 & n-1 n-+41
n+l mn+1 Tl )
R il RS B O . (lna:— L Vg
n+41 (r 4+ 1)? n 41 n

5) Scos (In z)dz = Scos (In z)- (x)'dzx =
= xcos (In z) — S z(cos (In z))'dz =
=z cos (In z) —I—Sm sin (In z) %dm =
= zcos (In z) + Ssin (In z)de.
Calculind
Ssin (In z)dz = @ sin (In z) — S z (sin)ln 2))'de =
= z sin (In z) — S cos (In z)dz
si inlocuind in egalitatea de mai sus se obfine

Scos(lnx)dx = %[cos (Inz) + sin (In:c)] )

6) Se considerf un interval / din R astfel incit
sin x # 0, (V& I
gi se cere s se calculeze primitivele functiei

1
e i m .
Scriind sinma
1 =sin®z + cos® a

=2 nelN

avem
1 1 cos®z

sinfta sinn-2x sinnax

si deci

1 A | costx
: dz=\——-—dz 4\ dz.
sinna sinn-2g sinnx

fn a doua integrald din membrul drept aplicim metoda integrarii prin pérti, obser-

vind cé

17
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cos x 1 ( 1
sinz n— 1 sin‘"“li
Deci
2 ’
cos” g | 1
ol PO [ cos ¢ do =
sin® z n—1 sin®-lg
1 cos x 1 .
= —: - = : csin x da =

n—1 sin?*la n — 1) sinn-1g '

1 cos z 1 1
= — i —_— % da:.
n—1 sinnlg n—1 J sinh-2y

De atel deducem

i n— 2 1 1 cos x
dai= - do — ———. ;
sin? x n—1 Jsin® g n—1 sin®tlg
Notind, pentru n > 1,
In= S = 1 dax
sintz
relatia de mai sus devine, pentru n > 2,
n— 2 1 -~ cosz
Iy = In-z - L
n—1 n—1 sinnlg

ceen ce permite si caleuldim I, pentru n par gi si reducem caleulul lui /,, pentru n
tmpar la caleulul i

da
I, = S I
sin a
Iy va [i caleulatd in paragraful urmitor (exemplul 3.3 (2)).
Vom avea
1
[2:5 — dm____C{‘)S.'L‘ @,
sin®xz sin
1425 .1 d:z:-%[ _13051: - Ecosx _lcosx_l_@'
sintx 3 3 sin’z 3 sin x 3 sin'z
E= _ﬁ'l,_d __i_rosar,
sin o 2 sin%a

2
3 1 cos z 3 1 3 cos T 1 cos =
I—;[ &

e e : :
& sin‘z 8 ] sin 2 8 sin®a 4 sin*z

7) 54 se calculeze S[/ac2 + «dz, unde funclia

z— /2% F a
se considerd definitd pe un interval I pe care 22 4+ a > 0; o # 0.
Avem
2 2
S iadp=0. 2 t¢ 4 =S»-—x d S——a da.
S[/:ﬂ + adz S[/a:”—i—a x Vm T <+ Vo x

Pentru a calcula integrala
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S_iz_ dz
Va2t 4 e

vom aplica metoda integririi prin piirti. Avem

S-——_—_—da: - S & PFTeY 86 = e T — Symdm.
afta
Prin urmare s-a obtinut relatia
i o ' &
Sl/.:c2 +adr = al/a? + o — S|/rc2+ adx +SVT2_T_—,;—dx
si deci
S V2t + ada = ix],/;ﬂ?:-l— ES —A_E__L—d:c.
2 2 )zt +
intrueit
S%mdxz mz+/2®+a) e
Vet
deducem

SVF?;h:émVF:?+§m(m+V?¢1%+&

8) 5& se calculeze S /a*—=z*dz, a > 0, unde functia 2 — |/ a® — a?

este definitd pe un interval I c (—a, a).

Avem
A [ T 2
sVﬁE-—-—x:!dx:: uda::az —1__—d.'b‘—-——£—.—d13.
I a2 — z* V/ a2 — x? Vet — at
Pentru a calcula integrala
de
Voar — &*

vom aplica meloda integriirii prin pirfi. Avem

2 i ——e
—_Z—_dx=~ .I(’/az——;l‘.'2)rdl’:7.‘t|/ a? — g - VQE—IZII.E.
|/ a? — i

Prin urmare s-a obtinu{ relafia

. R g B ) 1
Ve —2ide = a)/a® — 2 — \Va¥ — atda + o* |\ ——=—=—d=
Vit — 2t
sau
. T 2
Ve — i da — L Var — 2t + L aresin £ 4 e,
2 2 a
2.3, Exereifii. 58 se calculeze primitivele urmitoarelor functii:
1. fle) =n =, g 5= - e A
2. flz) = z In =, ‘ x> 0. B f(”‘)—}.l“ o s b
8, f(ﬁ‘-‘) = h;zz, x> 0. 6. fla) = 2*In 2, 2 > 0 unde o este un
4 f(z) = z° In z, x>0 numar real oarceare.
7. fla) = In"a, 2 > o,n numir natural, n > 2.
19
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B. flz) = a2 InZz, =0 & [z} =2 {ln )™ z >0,
unde = = R jar n este un numir natural,
12, 7(2) = (2 = = + 1) &%, re R
18 f(x} = zna®¥, z =R,

10. flz) = = ", re R,
11, flz) = (" — 2r — 1) ¥, = R

unde n este un numar natural s x = R.

14, {{7) = #* sin =, zeR. 16, f(x) = 2" sin ar, se R
15, flx) = (@®* — = + 1)sinx, =R, unde n este un numir natiral iar o = R.
11, flx) = e sin 2, re R, 28, flz) = 2/ a2+ 1, zeR.
18, flr) = e¥ sin 20, 2x< R 29, flr) = 2% 2t + 1, zeR.
19. flo) == ¢ gin Bx, 2= R; o, =R, e i
. =T 2 — 4 4.
R; 2, <R 80, flah = Y/ 8 . @ (3, e

20, flx) == ¢*¥ cos Pr, x&=
21. fix) = ze™ sin =, =
99, fla) = ¥ (sin  — cos z), reR.
28, flr) = sin’r, re R
24, fla) = sin’r + 2 cos’x, re R
26. flr) = 2 sinlx 4 3 cos*sz, re R
26. flo) = Vaz — 4, r e (2, 4>,
27. fla) = VV/a* 1, reR.

81, flz) = )/ at —4, 2e (2, +).
82, flz) = /9 — 2, re(-3, 3.
38, fla) = Y9 — =%, x e (—3,3).

-

§ 3. PRIMA METODA DE SCHIMBARE DE VARIABILA

In multe exemple, functia & :J— R, pentru care cdutiim o primitiva
(functia care vreem si o .integram®), poate fi pusd sub forma

(1) ' hit) = [e(t)) - 2"(t) (W)t < 1,
unde o @/ - J este o functie derivabila, iar f:J — R,

Dacit tunctia [ admite o primitivd 2, adied F’ = f, atunci,tinind seamd
de regula de derivare a Tunctiilor compuse, putem scrie

hlt) = F'(5(t) - 9/(t) = (Fog)(t)
deci Fog este o primitiva a lui &

Asadar, gasirea unei primitive a lui & s-a redus, in conditiile de mai sus,
la gdsirea unei primitive a lui f, problema care (adeseori) este mai simpld
decit giisirea unei promi'ive a lui A

Se observid deci ¢d o primitivd a lw & se obtine compunind o primi-
tivd /7 a lue [ on Tonetia .

Sa considerim armatorul exemplu:

(2) h(t) = (et 4+ B)* (¥t = R

unde «, & = R, « # 0, n numir natural = 1.

20
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Tinind seama cd derivala funcliei
ety =at +b (V) € R
este egald cu constanta a,
e'(t) =a (V) e R
si luind
fig) =2 (WzE R,

se observdl din (2) cd & ar avea forma (1), dacd ar mai [i fnmultiti cu
constanta «. Deci

ah(l) = (at + b)" - @ = f(p(t)) - (1)
adicd

Ht) = = (1) - /().

.1, Teorema (prima metodi de sehimbare de variahild).

Fie 7, J intervale din R si

funefii en proprietifile:

(o) o derivabili pe
(li) ‘f wlmite primitive (fie F o ;-Mill;L.‘ |
Atnnei funefia ':(i.“";‘} t admife primitive, 1ar
funefia Fo ¢ este o primitivii a Ini (fo ) - ¢
adied
{\,"-f (! 1

’ Demonstragie. Functia F fiind o primitivd a lui f, este derivabili pe J si
F'" = f. Insd ¢ este derivabild pe I (ipoteza (), deci

si Fog este derivabild pe T

(Fog) (1) = Fle() ¢'(t) = fe(t)) - 9'(t) (V)1 € .

M

Asadar,
functia F o ¢ este o primitivil a lui (fo ) - ¢".

8.2. Observagie. Tinind seama de faptul ci orice functie continud admite
primitive (observatia 1.4. e)), putem aplica teorema precedentd, pentru fune-
tiile f continue,

3.3. Observatie. In prima metodd de schimbare de variabild distingem
urmatoarele date si etape:

a) Se dd o functie & : I — R care are primitive (de exemplu o functie
continud);
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b) Se cautd doud functii I %> ;L5 R astfel incit sk putem scrie
1) = f(e(1) - ¢'(t) (ML € I}
se spune cd ¢ este func.ma care schimbd variabila (¢ in variabila z).-
¢) Se cautd o primitivd F a lui f, adicd

Sf(:t;)dx = F+ B

d) In aceste conditii o primitivd H a lui (fo ¢) - ¢ se obtine din F prin
relatia
H=TFog,
adicd

§hu)dt = (o) - g0t =Foq +e.

Uneori se substituie formal
@(t) prin 2z §i ¢'(t)d¢ prin dx
in
LCORO
g1 se scrie ,egalitatea®
frte - ')t = fa)de
Aceastd jegalitate nu are sens, deoarece:
membrul sting reprezintd multimea primitivelor functiei (fo ¢) - ¢’ (care sint
functii delinite pe intervalul I),

ar
membrul drept reprezinti mulfimea primitivelor functiei f (care sint functii

I1e

definite pe intervalul J).
Cele doudl muljimi pot fi diferite

chiar in cazul cind I = J si ¢ nu este funcpia identica.

,Egalitatea® mentionatd mai inainte este o preluare formald, fdrd sens, a
formulei de schimbare de variabild in integrala definité:

5" flo(t)) - ¢'(t)dt = 5"“” f(z)da,

u

[ormuld care va fi demonstratd in capitolul II (teorema 4.1.2).
3.4, Tabel de iniegrale nedefinite-
¢ : I = B derivabild cu derivata continud.
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1: S e (z)p'(z)dz = jim + €, n =N,
n-+1
2. S ot(2)g'(x)do = FE) 4o o e R\ (1}, o(l) C (0, o).
e+ 1
3 S a*®)g’ (x) da = i + @ ae BN {1}
Ine ' "
B S?m dz = In |'9(z) | + &, ol#) =£0, (Ve e 1.
5. L . ozl —eal , o
S Ty o n cp{:r}—%aJ - @, q:(x)qkj;a,(v)al:.e I,a0.
_9x) 1 q:( pla)
6. = — &,
S ) + a” B arc tg - ot a=£0,
% S sing(z) ¢’(z) dz = —cosp(x) + &
8. S cosp(x) o'(x)da = sing(x) 4 €
9. Sc ¢wfm—tww) wme{uk+1)§ keZ}W)xeL
190. SS: (z) de = — ctgplz) + €, -¢a)& {kn ke L}, (V)2xel.
11, S tgle(z))e (z)dz = —In keos pz) | + €, cp(x)&'{@k 41 ; keZ}{V)xe I,
12, S clg(p(z)p(z) de=Inlsinglz) |+ € o¢lz)& {kn|keZ) (Ve
13. ¢'(z)dz [ = ]
Sl/ e o folz) + Vefa) + 2| + 6, a0,
14, S S i L S T ¢(z) + V¢ (a) — | - €,
V ex) — PE(x) — af
. i*P(f) C (—o0, —a)
o> sau
(I) < (a, o).
15 S ——ﬂ——dx = arc sin =) -+ €, a>0, ¢I) C(—a,a).

V et — ¢*(z) a




4.5, Foemple care witlizenzi prima metodd
de sehimpare de cariebild
1) Si se caleuleze S(ul by odt, unde
a. b= R, a0 n& Non = 1.

Am vazul Lo incepniel acestni paragrad cd funelia aceasta poate (i pusi sub forma

1
lf'u-{,rr‘. . q;’trl = at B g,
o w
utiele
i) ai J- b, t = R, (g este derivabili)
)
il 1 R ve R (f admite primitive).
O prumiliva a Tui /oeste funelia
+1
(x) :_..T'}_ s re R,
w1
deei, in baza teoreimei 51 fineiia
. 4 il 7
Figlt)) = =1 —1 , teR,
n -

este o primifivi o funcfie

fplt)) ~ @ty = {at |- b va.
Asadar '
(at 4 bjn+t

aln+ 1)

S ol + bindt =

Tentru un calenl rapid se procedeaza astiel

S {al |- b)ide = S—[ lat - v gde = LE S {al + b adt =

a o
L R e 1o phiE
([ by e s
it w41 afn -+ 1)

2) Fie w: /1 = R o lunclie cu proprietatile:
(o) i) # 0, (V) { &
(8) i derivabiia.

Se cery #4 ge Cadeulezr

Sﬂ)_ il
el

Furntin o avind peapristatea Ini Darbonx (vezi Blemente de analizd matemalica
cla XI-a) si tinind seama cd nu se anuleazd nieaieri (ipofeza (2] deducem ca w’ pastrea
23 semn gonstant pe f, deal

[ st -0 V) L=t
1 sotp g1 0 (v) 1=

24

Dacit o = 0, alunui w este streict creseitoare. Tnsa o se anideazi nieaieed (ipoteza

()], deci
J' S wfd) = 0 VARE=
| sau w0 (W) te {.

Printe-wn rationament similar se ajunge 1a aceeasi coneluzic si incazul cind o
Luind funclin

fia) = ~
=
definita pe (0, oo) daci w = 1,
Sitll
delinila pe [—oc, 0) daca w2 0, rezalbd cd
w(t ; )
.[——) == flu(t)} - (1) te [,
wit)

{7)
O primitivit a fanetien [ Gind Tunelio
Flz)=In ||

rezulta, aplieind teorema 31,04 functia

(Foult) = In | wit)] Iy =
este o primitivd o funclied == Asadar,
i
’
) de = 1o w + €.
wft)

Pe scurt, s¢ poate proceda astfel

1'{t .
S kiU it = S (T [ (1) 1) e = n o + &

[1303]

sin 2t dt

3) 8a se calculeze Srhsmzf-'

Tuam

5i
s N S S
deflinite prin
tlef.
elt) ==1 4 sin%,

respecliv

f(x) det. 1
o T

Atunei f esle continud pe J, 4 esle derivabild, iar derivala sa

@'[t) = 2 sint cost = sin 2

este continud pe 7. Deci sint indeplinite conditiile leoremei 3.1

25
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Saie S L or(nae = gfwum'mm-
1 — sin™t @lt)
Functia
F(t) e t, te=[172]

fiind o primitivd a lui f, rezultit (in baza leorcmei 3.1) ci

S sin 2t dt
———— = In
1 4 sin*
4) 8d se caleuleze
A
sint
unde Tunctia
|
Rit) =—

sin/
este consideratdi pe un interval 7 < R astfel incit
sin t=£0 (V) € 1

(de exemplu £ - (0, 7).

Functia considerala tn acest exemplu nu parve, la prima vedere, a fi de forma

([ owle’.
Pentrit a o aduce la aceasti formd (sau la combinagie lintard de funefii de aceastd
formi), vom [ace unele transformiri. De exempla, scriind
1 [
1 [ 2 2
= = =,
S 9 g _1.7 lg;i
2 - B
x) f
141g? =
si observind ¢
! |
(Tg—} = *['1 !* tg“* ]:
2 2 2
ohtinem
£\
e —
1 ¢ 2 u’'(t)
sint ¢ + uit)
%

adica funelia de sub integrala esle de lipul consideral in exemplul precedent, unde

; !
ult) = tg —.
2

26
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Deci, in baza exemplului precedent, avem

4
S = In -tgii—l-e.
sint 2
Se mai poale face si transformarca
1 sint  sint sin ¢ i sin ¢
sin ¢ sin? 1 — cos®¢t (1 —cost) (1 4+cost) 2 1 — cost
1 sin ¢
. e
Deci 2 14cost
1 1 sin ¢ 3
S___cu: _S__d,+1 B o
s ¢ 2 )1 —cost 2 )1-4+cost
1 I - A ‘
=_S (1 —cosy” .. A (1+4cost) q —
) 1 — cost 2 14 cost
1 1 : -
=--ln[*1—cosz]—.—‘ln(1Jrn:o.rs.cjr:iln‘“'1 cosz{_‘_e:
2 2 2 1+ cost
L
1 —cost|? i
=In|——7m e=1In|te e
1 4 cost + .'.-‘,'2 Li

5) S se calculeze integrala
S VT Ftgd,

unde functia de sub integrali este definiti pe intervalul ( — 3;—

Avem
— 1+ tegk
14 tg2t dt = \————di
Sl/ e Sl/i + tg¥
Punind
[—-5, 1] Aow S,
2 )
unde
p(t) = tg ¢,
q
flel = s

deducem ci
@'(t) = 1 + tg¥

si deci
s u 't}
1T i dl = _"_._.._dg:S 1) @' {t)d.
SI/ + tgk SI/'I-I-CP”U) flee)) ¢'(t)
intrucit

Sf(x)dx=sm de=In(z +VTT 2 + ¢

27
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obfinem

S[/i T tgftde=In{tgt + /1 + tgk) + ¢

6) Sa se calculeze:

1%
S wer1
unde functia
241
T —
i/t 41
este definitd pe un interval I c (0, oo).
Punind
¥l IR,
unde
ot 21— 4
t
si
def. 1
M= =
avem
) =1 4+ 1
(t) =1+ r
si
2 ’ ’
T A ey )
4+ i 2
W+ 1 l/t2+i Vel +
tE
Deoarece

Sf(x)dx —In (e +VIF )+ e
deducem, aplicind teorema 8.1,

Sﬁ‘zél_mdmm (o) + VI F o20) + €
/1t 1

=mfe- 4 |fes

7) S4 se calculezes |/ @? - bt + cdt, a >0,

rnde funcfia

i

t— |/at? + bt + ¢

- S—
iz)+@=lnt 1Vt + ¢
[

I c{—co, a sau I c (8, + oo

Devarece a > 0, avem

at® + bt i e :,l [{2at + B)* 4+ & ac — b°]

(344
si deci
IE/:}(Zﬂt+b) b — & ae.
Considerdam acum funciia
rp I R

definitd prin
{t) = 2 at + b
Din cele de mai sus rezultd ca
ot) = 6% — 4 ac,
@'(t) == 2a, tel
Punind
fl@) = Va2 & ac — b2,
observim ¢d f este definila pe orice inlerval pentru care 2% = b
te I =951 > b* — hac
rezultd cd f este deflinitd pe inlervalul cp{[); aveirn
flo(t) =/ (i + b + hae — b = 2)/a |/a¥ 5 bt 4 ¢
s1 deci
flelt))-9'(t) = 4a|/a |/ at* + bt + ¢
Din exemplul 2.2 (7) deducem i

Sf(a Mo = — x|/ 2t T hae — b + ['—r-r-—_—':—-- In | x4 V z? ¥ bae —

gi deci din teorema 3.1, ob{inem

Si/mz TH Todes = [(Zat LW TR R

ha
hac —
]~|— e

Ve

8) Si se calculeze

ln 2at 4 b 1‘~2|/a l//atz—i- bt + ¢

{_

S [/az=+ bt +edt, a <0,

unde functia

t— | at® ¥ bt + ¢

. Deoarece

ac — B2 + @

este definitd pe un interval / pe care at® + bt 4 ¢ este striet pozitivi.

Aceasta are sens numai daca ridicinile trinomului sfnt reale si distincte. In acest

este definitd pe un interval I pe care at® + bt 4 c este strict pozitiva. caz dacd rdddcinile sint o si 8, « < 8, atunci

Daci at® + bt + ¢ nu are radicini reale, atunci 7 poate fi B, daci at® + bt + ¢ 1 c (=, B) _w
are ridiicinile reale o, B cu « << B, atunci avem si
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b2~ 4 ac >0,

Deoarece a < 0, avem

at®> + bt +c= — i (8% — (2at + b)?),

unde
5§ = |/ b2 — 4ae
Consideram acum [unctia

g:1->R

definitd prin
olt) =2at+ b

Din cele de mai sus rezulli cir
() < 8%, te I,
@'(t) = 2a.
Punind
fla) =8 — a2,
observim ¢ f este definiti pe orice interval pe care «* < 8% Deoarece
te 1= g% < &
rezultd cit [ este definitd pe intervalul ¢(I) 51 avem
flo(t)) = V'8 — (at+b)* = 21/ —al/at® + bt + ¢
si deci

Din exemplul(2.8) deducem ci

1 e a2 x
alder = — a)/ 8 — 2t -+ —arcsin — - €
s = oy E=a 4 3 g+

i deci, din teorema 3.1, obfinem

Sl/aeﬂ F b+ edi=

1_[ (20t + b))/ Zal/of F Bt F o +
bal/ —a

b2 — hae Yat - b
- i ik A Y
<} 2 arc sin Vb= fuzc:l »

sau
Sl/a:c’~‘+ bm+cdx=%[(2am+ b))/ az® + bz + e +
a

hae — b®

+ 2" In (202 + b + 2@V azt + m—c)] Le
21/ a

3.6. Exercifii

I. S4 se calculeze, utilizind prima metodi de schimbare de variabild,
primitivele urmitoarelor functii:

by |+ 2
T fld] =k e
fl) Firis
82 + 62
2. e
flz) 22 4 3x% 4 5,
8 fla) = BBE
ftz) 1 + cos®z
4' f(w) = tg x,
B f(x) = ——
cos x
2
8 Flg =T B
tg x

7. flz) = 2z sin(z® 4 1)e** (az 4 1)

8. fla) = 2% e™
9. flz) = tg = + tg°x,

10. f(z) = sin > cos®s,
11. f(x) = sin®z cos’z,
12, f(z) = sin’s,

sin x - cos :c'

18. f(z) =2
Sinx — COs &

14. flz) = tg*s - tg'x,

16. flz) = %{_t—tzzi.
17. fl(a) = l/_il%
18. ﬂw)=1jx‘,
1. flo) = - j

20. flz) = ﬁ .
21, f(z) = W—"_e—
22, f(z) = m

ze Re.

™ T
ze| —=, =
(=3 3)

:UE[O, =Y.
2

ze R,

ze R.

2
T ™
ze|l ——, —]|.
e 3
z e (0, 1).
ze B.
z e R.
zea (—1,1).

z e (—oo, 0).

z e (e, ).




28. f(x) = cos z-sin (sin ) - cos (sin z), = = R.

24. flz) = Vm' Cze (0, m).
1
26. = , oc).
[(x) 20 & o) z e (0, )
26. flz) = |/1 + a2, z e R.
27, flz) =/ 2* — 3z + 2, z e (2, o)
28, flz) =V 2* + o+ 1, z e R
29, flz) =V — 2* + 8z — 2, ze (1, 2).
S S, 3 3
80. flz) = /9 —4a?, me[—; ;}
81, flz) = 2/ 2 + 2z + 2, ze R,
32, flz) = )/ (= — €)%, z a1, o).
1
o JIZ) =————» 1, oo).
B flo) = s ze (1, )
84, f(z) = 3‘15%’2’ z e (0,1).
85. flz) = . S ze (0, o).

o/ E T 1

\ DOUA METODA DE SCHIMBARE DE VARIABILA

Am vézut ci in prima metodd de schimbare de variabild se ciuta s
se pund functia de integrat, &, sub forma
h(t) ={(e(t))-@'(0),
si o primitivi H a lui & se obtinea compunind o primitivd F a lui f cu
functia ¢:
H =Fog,
Existd situatii in care este mai ugor de gisit o primitivd a functiei
h =(fop)p' decit o primitivd a funcliei f.
in a doua metodd de schimbare de variabild se cunoagte o primitivd H
a functiei & = (fo)e’ §i se cere si se gliseased o primitivd F a functiei f;
F se obtine din H astfel
F =Hoog™,

4.1, Teoremi (A doua metodd de schimbare de variabili). Fie I, J intervale din B gi
I - o ‘i" R
funefil cu proprietitile:
a) o bijectivi, derivabili, eu derivata nenuld pe I,
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b) funcfin 2 = (fo ¢)¢’ admite primifive (fie H o primitivi a sa).
Atunei

(1) tunetia f admite primitive,

(2) funetia /o ¢! este o primitivi a lui f, adica

Sf{.ﬂdr =Hog!| €.

Demonstratie. Functia H fiind o primitiva a lui & este derivabild si ' =
—h=(fog) ¢
Insd din ipoteza (a) rezulld ca functia inversi ¢ ' este derivabild pe J,
deci
Hoqg™' este derivabild pe J
81
(Hoo ") (4) = H'lg7 (2)(g™) " () =
= (fo )l (a) - /(e @) - (57'Y () =
g ’ — I id &
= f(x) - ¢'(¢7(2)) ——— = flr)(V)a € J.
¢'lp{x))

Asadar, functia Ho g este o primitiva a lui f.

4.2, Observatie. Tpolezele (a) si (b) pol [i inlocuite cu urmitorul grup
mai restrictiv de ipoleze:

a') o bijectivd, derivabild ¢cu derivala continud si nenuld pe [/

b’) { conlinud pe J.
Ipotezele a’), b’) implicd alit ipotezele a), b) din a doua metodd de schimbare
de variabild cit si ipotezele (), (8) din prima metodd de schimbare de vari-
abild;

~((a), (b))

e D0, ()

4.3. Obsercajie. Fie f 81 ¢ functii care verificd ipotezele (a’) i (b'). Atunci
pentru o functie F:J -+ R are loc echivalenta:

I" este primitivd a lui [ < F o este o primitivi-a lui (fo ¢)e.

Cu alte cuvinte:
wIn ipotezele a’), b"), cele doud metode de schimbare de variabili sint echivalente®.

Implicatia de la stinga la dreapta reprezintd prima metodd de schim-
bare de variabild, iar implicatia de la dreapta la stinga rezultd din a doua
meloda de schimbare de variabila.

Intr-adevir, si presupunem cii funclia Fog este o primitivi a lui
(fow)e' st s nolim

det.

H=Fog.

Atunci, in baza celei de-a doua metode de schimbare de variabila, functia
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Hogt=Fogog'=F

este o primitivd a lui f.

4.4. Observatie. In a doua metodd de schimbare de variabild se remarcd
urmitoarele date gi etape:

a) Se di o functie f:J — R care are primitive (de exemplu o funcfie
continud); ’

b) Se cautd o functie ¢ : I — J care este derivabild si cu derivata nenuld.

In acest caz, ¢’ (avind proprietatea lui Darboux) pistreazii semn con-

stant, deci ¢ este strict monotond, prin urmare existd ¢!; se spune cf
§ = ¢ : J - I este funclia care schimbd variabila (x in variabila ?);

¢) Se cautd o primitivd H a functiei
(fo @le’,
adica
\ flee't)de=H +e.
d) In aceste conditii o primitivd # a lui f se obline din & prin relatia
F=Hog™,
adicd

Sf(:::)d:r- = Hogt | €.

4.5. EXEMPLE CARE UTILIZEAZX A DOUA METODA
DE SCHIMBARE DE VARIABILA

2
1) S se calculeze S et
14 e
Funclia [: R — R definiti prin
delf.  e®
D) v
o) £

este continud. Lufim functia ¢ : (0, co) -= R definita prin
@lt) = In &

Aceasti functie este bijectivd, inversa sa fiind

@) = ¥ (¥)r = R,

jur derivata sa

(¥), fé (0, o)

wll) = —
:

este nenuld pe (0, co). |

CAutim o primitivd a funciiei
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ol - gl = 2o b
L4%t ¥ 1+t
Avem
Sf‘(q?(f)) Tgl(Hdr = S L= S LVt S =t In(t 40+ e
L+ I+ 14 ¢

Notind cu
H{) =1t - Inj1 L+ 1)
primitiva lui 2 = (fo @) =g, rezubli in baza teoremnei 4.1 ¢ funclia
(H o g tzr= ¥ = In{l 4 e*)

este o primitivi o functiei [0 Dec

A
dr=e¥— Il fet) L@
14 oY ’

S s 7_1 d.r.
g L4

Ludim (1, =o) P (0, oo) —'r—» R, unde

2) 84 se calculeze

r) = siogt) =& — 1,
flz) i Sogll)
deci
e =1V T 9l = o,
Avind
floendr — f—2— ar={ —2%2 _w=
S wne *Sm e S(r—nu+ 1)
= S[—l— — -—I—J dt = In LEd + @
I [ i d 141

rezalfi

S"———ldlen' W—V1+1_1 + €.
s+ x Vid+z4+1

3) 4 se calculeze

1
ST dﬂ"'
S :1:2|/1 + z*
Functia f:(0,00) = (0,2} definitd prin

def. 1
r) == ———
e = e
este continud. Luim f = J = (0, co) §i @ : F — J definit¥ prin
1
J elt) = —»
t

/

Observdm c# ¢ este bijectivd, derivabild, iar ¢’ este continud si nenuld pe f :

i 1
Q"':')=_E'
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Deci (observajia 4.2) sint indeplinite condifiile teoremei 4.1,

Observim ci "
—— x -
(Foq))-o'l) = ————— = — T = — /T F7)

1 1
2 \/1 + m
deci o primitivd a funcliei (foq) ¢’ este funciia £t — — }/1 4 ¢, prin urmare

S {fog)(t) r@’(t)dt = — |/1 | 12 + €.

Aplicind teorema 4.1 §i {inind seamd cll 9™ (z) = l, obtinem
Z

S_L:_MN_
22)/1 + at z

4) S4 se calculeze
S /& —a* dz, (a >0).

Functia f:(—a, a) = R, definiti prin

fe) ey F =
este continui. Funciia g: ( e g '}J — (—a, a) definitd prin
. p(t) = @ sin ¢
este bijectivi, derivabili, cu derivata continud si

@) = a cos 10, mze(—g. g]

Observim ci
fle(t)) *o’(t) = /o® — efsin’i-a cos t = a® cos®,

deci (vezi exemplul 2.2 (2))

S flp(t)) <@’ (t)de = (t < sin - cos t] + e =

:%'2[:+sint(/1—sin5£)+@.

Aplicind teorema 4.1 si finind seama cd

¢ Yz) = arc §in L,
a

obtinem

Sym o L [arc sin <+ sin (art, sin _)\/ t ~fon farein %)) ] b
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; ——[arcsm—-l— \/1~ }+e=

= ;(a arc sm——l— [/az—xa]—i—

a + x

unde functia
a— T
%= flz) = \/a e

este definitd pe intervalul (—a, a).

dz, a >0,

Funciia

§ T el (—e,aq)
@ . [— 9 ] 2] )
definitd prin
®(t) = @ sin

este bijectivdi, derivabild si

¢'(t) =acos t£0, (Y)te (___

|
——

Avem
fle(t)) - 9'(t) = ‘\/H—r—-a —— Sf“ ! o.acos i =
a4+ asin t
1 —sint cos?t .
=a ———c¢0st =a————=a(l —sint),
1 +sint 1-+4sint
si deci
S fle(t)) - ¢'(t)dt = aS (1 —sint)jdt=a (t+ cost) 4 @
Deoarece

¢ Y(z) = are sin £
a

deducem, aplicind teorema 4.1

S fle){z)dz=a (arc sin & - \/ 1— _)

6) 54 se calculeze S |/ az? 4 bx + ¢ dz,

unde ¢ > 0 gi b% — dac < 0.

Funciia
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flz) =V aa* + bz + ¢ (v) lim {2) = + oo,

K-
este definitd si continud pe R. Din {a), (B), (y) vezultd ci
Consideram urmitoarea schimbare de variabild O(R) =( _ b R m)
Y:R—-R A I/;
e . iar funcfia
definitd prin
_ e B def. . . b i
Wiz) =} ax 4 |/ azt + bz + e = ¢*: —'—‘2_!/——-- +D°)-'-‘R'-. 1
a
Avem 1
Wia) = |/E + mﬂib_. . satisface condifiile teoremei 4£.1. Punind
2 aat - bx + ¢ |

— \J*
Sa aratam cd ' (z) 5= 0(Y)e & R. Daclt ar exista x; e I astfel inclt §'(zy) = 0, atuneci 1= ¥z) \

. gasim
2|/(1[/a1'5 + by + ¢ + 2axy + b= 04 g |
deci t—Vaz) =az®+ b+ ¢ L
4alaal + bay + ¢) = (2axq + b)?,
. si deci
de unde ar rezulta egalitatea 2
-0
2 e =Qll) = ——=—¢
| b bae = 0 % =gl 21/ at + b ‘
care contrazice ipoteza din enunf. Avind ‘
Deoarece |
Ylryz=0 (Vee R - ;
si flole) - o(0) = (e — V@ 9(t) - 90 |
b deducem
q"["?):ﬂ}“ Va Va |
9 ’ a
< wam) L@l = —h oM ¢ S (e = — L a8 + t9le) — S plo)d.
rezultd
$'lz) > 0 (V)z R, Dar I
Gapl 2 2 2 |
t“—c 1 hat* — b
J stri 3 dloare tldt=\—dt = —\ —=—d¢
(=) ¢ este strict cresciitoare. Sqa( ) S2l/a s 50 MS Va1 b -
] 3 | T8 o
Pe de altd parte, pentru orice x == 0 avem L6 B — has " - I
. B8 e dt=—S(2|/at-—b)da+ |
; x{gbg_ﬁ} . 4a) 2 al + b ke |
* — (ax® 4 b + c) 2 :
() = == - = - 1 -
e T B e n prsSiE ey — (b* — Lac —In (2 i b Q=
Var — |[/ax* L bx+c f/cﬁrl—lrl‘\/u-{w.&-}—i +’u1( )21/‘1 (2 a } +
z ozt 1 = b? — hac = ‘
= (Vat® —b) + —In (2 |/ at+ b) + €,
e s ha 8a |/ a
i
= S e deci
Va— |z} a 4+ L4 -+ & . - |
x x® - 2 2 __ -
S oo 0dt = — Y& o) 4 topy) — V2l 4 BB laeyy 0 iy s |
deci i 2 ba ke ga)/a |
3 { Aplicind teorema 4.1 obfinem
(8) lim (z) = 2(/)‘ . P § e |
> —00 @ ) A ,
’ Sﬁm)h:———“~.r2+w(l/ax+[/am=+bz+c)~—
Evident 2
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[/a (/ az + |/ az® + ba: + c)? ([/ax + Vaxt + bz + ¢) +

4 hae— By [oy/a (Ve +V/as® + ba + o) + B] + € =

8al/a

. T— By -
=m|/cﬁ+bm+cﬁ—%xl/az5+bx+c ~|—5|/ax2+bw-|—c —_—

Cl/a aay ln(2az‘-|—b-|-2|/a l/ama-{-bx—l-c)-{-e
ke Sa[/a
adica

S V az? + bz e adx = -3’-[(2&&: 4 b)) aa® + bz + ¢ 4
a
+E%_ln (2az + b+ 2/al/ @ + bz + c)]—l— e.
2
6. Exerciiii

S se calculeze, utilizind a doua metodd de schimbare de variabild,
primitivele urmitoarelor functii:

1. f(a:}:vz:;: , z e (0, ).

2, flz) = cos? Vi, z e (0, 00).

e

sin @ o (_ ™ 1]
_—— 3 ] -
B.. fi=] cos z[/1 + sin’z, 2 2

1

=y Eer _—
5.f(x)=i+l/}il/mr & @i, v ).

8. fla) = @Wﬁ % =i, ).
74@=i%§?* ze[_g,ﬂ.
8 flz) = ;71_—:—;#—:; ' x e (0, o).

5.1. Reamintim ¢i o functie f:/ — R, unde I este un interval din R,
se numeste rajionald daca existé douil polinoame P g1 Q cu coeficienti numere
reale, astfel incit

Pla)

Olx)
O functie rationald f se va numi simpld dacii este de una din urmitoarele
forme:

i) fl2) = agz™ + a;2™ 1 + ... + a, 1% + a,;
i) flz) = ﬁiﬁ;, unde n € N¥;

(z—a)

(V) €1 =0Q) #0s5i flz) =

Bx 4+ C
(az® 4 bx + e)n
Se aratd cd orice functie rationald se scrie ca o sumd finitd de
functii rationale simple gi prin aceasta calculul primitivelor unei functii
rationale se reduce la calculul primitivelor funcfiilor rationale simple.

iil) f(z) =

, unde n € N* gi §* — 4ac < 0.

Vom da in continuare metode de calcul al primitivelor funetiilor de tipul
ii) si iii) analizind pe rind diverse cazuri particulare.

6.2. Dacg functia rationali f : / — R esle de forma

fla) = ——
§i
Ic(a, o) sau I C (— oo, a)
avem
S ! qz=In|o—al+e,
xr — a
adied
S 1 dz=In(z — a) + € dack IcC(a, oo)
r— a
51
S ! dz=In(a — z) + € daci I (—oo, a).
r — a
Dac¥ functia rationald f : 7 - R este de forma
f#) = ———, nEN, n>2
( _a)ﬂ.
gi
I c{a, oo) sau I C (—oo, a),
avem
P! i . 1
2t dg = — .
S (z — a)* dz n—1 (& — ant +

5.3. Dacd functia rationals [ : I — I este de tipul
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sl

atunci se gtie ci

S L dx:larctgi—i—@.
a a

at 4 a?
Dac# functia rationald f: I — R ({ c R) este de tipul

f(:z}#-«—i— neN, n>2

o (1-3 - az)n 7

vom da o formuli de recurentd pentru caleulul lui

1
=\ ——=d
. S @rap
Inmultind si impar{ind mai intii cu ¢?, apoi adunind i scéizind z? la numérdtor,

obtinem

1 a® i a® + 2 1 z*
0l b S8 el e, dz —— \ ——— dx =
ITL aﬂ S (xa a2)n d.'I? az S (xz EZ)" & aﬁ S (xz ol az)ﬂ

1 z*
= ;2[-[;1—[ L S {.’L‘?' n az}n d.‘x] .

Primitiva din parantezi se va calcula prin parii

z o 1 1 ] ; S 1 dz —
S (= + TR TR T S(x) 2(n — 1) (2® + @t
1 x i
o 2(n — 1) (2® + a¥)nt + 2n — 1) =
i 1 & 2n —3
i = - ==F i ]’
Deo1 L. a? [2{:1- —1) (x* 4 at)n! * 2(n — 1) :

Inainte de a trece la calcularea primitivelor celorlalte functii de tipul iii)
vom face urmitoarele observafii.
Observajii: («) Functiile de tipul iii) pot {i considerate (dacd se dé a factor
comun forfat la numitor) ca fiind de forma
Bz + C
z) =
i (#* + pz + o)

cua

a

ptgm (M- sz Pt o
a

a 2

(8) Dacii p? — 4¢ < 0, atunci z* + pz + ¢ se poate scrie ca suma de
doudl pdtrate:
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F

ptprtg=(2+22o4 L) re £

hq — n*

= [.L + f]a t = gta) + B,

unde
cp(:c)=:c+%§i S:V'f*—q-—:ﬁ>0.

6.4, Dacit funclia f:7 - R (/ c R) este de tipul

1
z) = —————,
atunci folosind observatia (B), avem
1 ¢'lz) 1 ¢(z)
e d = da = — tg - =
Sa:zwiﬁpqu : Sq»”(m) T TR MR e
2 2z + p
= ————= arc ig e
V/4q — p* S V- p
Dacd functia rational’ f este de tipul
f(z) ! nEN* n> 3

T (@ pa + g
cu p? — 4g < 0, atunci in baza observatiei (8), putem scrie
1
flz) = T
unde
hg — 2
cp(a:)=z+% gi =1 F,

Deci A

dg= bt dp—f T g
S f(z)dx S[cp”(a:) T dz S ) + o de=Fogp+4 €

unde I este o primitivd a functiei

(ut + s2ym’

al céirei caleul a fost deseris in 4.3.

Dacé functia rationald f este de tipul
e S, R #®
) (#tpetan R
atunei, inmulfind i impértind intii cu 2, apoi adunind §i scdzind p, objinem

1 Pk
fl8) e BT 2, .

27 (e +prt g 2 (af -+ pa+ g
A doua functie din membrul drept este, abstractie ficind de constanta

%, de tipul precedent.
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Pentru a calcula o primitivii a primei funcfii din membrul drept, f alem
schimbarea de variabild
¥(x) = 2* + pz + ¢,

gi obtinem:
22 4 p _ () dg== 1 el @ ==,
S (2® + px + q)" . S () : (n — 1)1 {2)
1 1

@.

n—1 (a® + pz 4+ q)*
b.5. Exemplu. Se considerd funcfia ralionald
z+ 1
f(z) = Froril

Avem, aplicind procedeul de mai sus

z+1 St _(x'“’_+-‘”_+_‘”'_+i, L
@zt 1P 2 @+z+1)? 2 (@+at)
s deci
1 1 1 .———1————(11'.
Sﬂz)dx_ T2 (@) +2S (a* + 4+ 1)°

Aplicind acum procedeul de la 5.4 funcliei

1
N (x® + =+ 1)®
vom avea
Qe+ 1)@+ 2+ 1) =4+ 2+1)—3
8i deci
1 1 (&l +at+1)— Qe+ )P +a+1) ,
S——dzﬁﬁs 5 - dx =
(a® + = +1)? 3 (* + = 4 1)
2 ’
=4 —i—dm-—iS(sz-{»i)-—‘ﬁz—-l_-x—_l_—”de.
3 2+ a+1 3 (2% + = + 1)
Aplicind formula integririi prin pirti la termenul al doilea din membrul drept
avem
1 (z2+x+1)'d __ 1 241 ES 1 de
ES(%JFH @+t S 2+z+1 ' 8) 2Pzt
gi deci
1 1 241 25 1 d
_ f dg==——""T 4\ -z
S Etet+1° 8 Tl B Pt

Aplicind acum procedeul de la 5.3 obfinem:

S x2+1x+1dx=g 1’1 T
[=+3) + (57
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in final gisim

S z+1 T | 1 i %z 41
(2% + 2 + 1) 2 2t zaid 6 a2f 4z 1

1 2 x4+ 1 i z—1 4 2 2z + 1

— .. ——arct = e=————— 4 — . ——arct — -+ @
+3 V3 . /3 i 3:r“—|—a:+1+3 V'3 ¢

Admitem fird demonstraie urmitorul rezultat:

a2.0 Gore q

simnle.) e 7
] e |

sint constanit

5.7. Observatii. Practic, pentru a realiza o descompunere a unei functii
rafionale ca sumd de functii rationale simple se procedeazé astfel:
Se face impdrtirea cu rest a lui P la Q. Vom avea

P=L-Q+ R

unde R este un polinom de grad strict mai mic decit gradul lui Q si deci
Ha) L(z) {—-}M.
Q(z) Qlz)

i) Se scrie formula de descompunere ca in enunful teoremei in care coefi-
cientii A4,..., B,..., C,... sint nedeterminati.

ii) Se aduce la acelagi numitor in membrul drept si se pune conditia ca
numéritorul fractiei care rezulti in membrul drept s4 coincidd cu num&rétorul
fractiei din membrul sting, de fapt aceasta revine la a scrie cé doud polinoame
coineid.

iii) Se obtine un sistem liniar in care necunoscutele sint coeficientii ciu-
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tati A4,..., B,..., C,.... ,

Deci, existenta gi unicitatea solutiei acestui sistem este echivalentd cu
existenta gi unicitatea coeficientilor din teorema 5.6.

Procedeul descris mai sus de giisire a coeficientilor 4,..., B,..., C,... se
numeste metoda coeficienjilor nedeterminafi.

5.8. Ezemple

1) S4 se calculeze

4
1
S x3 B,
g+
pe un interval / care nu confine punctul z = —1.
Vom avea
4 —z+1
flz) = 3:'! T = x :—-
8 41 x4+ 1
gi din z® + 1= (z + 1) (2 — 2 -+ 1) deducem ci are loc o descompunere de forma
—zt+1 A Bz L C

2 +1 x4+ 1 2 — o1
Aducind la acelasi numitor in membrul drept obtinem
—x 1= A — x+ 1)+ (Bz + C)(z + 1), (VIze T

si deci
—zx41=2A+ B) + a(—A+B+C) + A+C, (Vzel,

ceea ce conduce la sistemul

A+ B =0,
—4 -+ B+ C=-—1,
4+ 0=1.
; 2 2 1
Un calcul simplunedi d = -, B=— -, C=—.
3 3 3
Deci
2 1 2z — 1
= iy —_— M
fla) +3 i 3 22—z 1

1

_I_
A 5
x+1dx=%+_

Prin urmare S =
z*+1

2) Sd se caleuleze
dx

1
2 4 L
pe un interval care nu contine punctul z = 0.

Divizorii ireductibili ai lui z® 4+ 2® sint « §i 2° + 1. Primul are ordinul de mul-
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tiplicitale 3, iar al doilea are ordinul 1. Avem deci

i _Aj_ Ag Aa B2+C
za—i— x‘r’u & + .1:'*+ .r“+mz+1.

Adueind la acelagi numitor in membrul drept ob{inem:
1= Aa¥z® + 1) + Ayz(a® + 1) - Ag(2® -+ 1) + 2*(Bz + C)

si deci sistemul

A+ B =0,
A2+C=0,
A1+A3=0,
Azmo:
A3:1}
a cirni solutie este
A= —1, 4,=0, 4;=1, B=1, C=0.
Deci

i 1 z

) = — — s —

f(x) F + " +¢2 o

dax 2 1. ] q
: =1n|/"‘+1———+e.
P [z P

3) S& se calculeze

Prin urmare S

x4+ 1
at 4 a2 41

Divizorii ireductibili ai lni 2% +22 -1 sint 22 2 1 8 22 — x4+ 1. Fiecare dintre
acesti divizori are ordinul de multiplicitate 1. Avem deci

Bz + C . B'z + ¢’
4 a1 22—z 1
Aducind la acelasi numitor in membrul drept objinem:

x4 1= (Bx 4 C) (2> — &+ 1) + (B'z -+ C) (2 + = + 1)

care conduce la sistemul

flz) =

BB =20
- B+ CH+ B A C =0
B—C4+ B +0C =1

C+C =1
echivalent cu sistemul B+ B =0,
~B+B,:_1:
C+ G =1,
—C 4 €' =1
a cirui solufie este 1 I
Bz, Be=—— =0, 6=
Avem 2 2
1 z 1 x—32 1 2z—1 1 1
= gt =g i -
2 »*4+ad1 2 2*—ax4+1 f a4+ x4+ 1 4 132 3
m+——]+-—
2 A
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1 2z — 1 3 :
T mg—x+l+ﬁ (3_12_}.3’
2) [
de unde
| 1 2+ x4+1 1 2z 1 1 22 —
=i oL T, U Rl 1 — — arctg ——— -+ ——= arcig —
Sm4-|_.«,;+1 2= 2—xz1  21/38 /3 213 V'3
4) Si se calculeze
S £ dx
2sinz—cos &+ 5
pe intervalul (—m, ).
Facem substitufia
t:tgf, e (—mn,m
2
ob{inem
x = g(t) = 2arctg i, t e [—os, 4+
$i
2
t) = .
?'(t) 1
Punind
1
T) = v T -y
fla) 2sinz —cosz -+ 5 < {=mnl,
obtinem
1
flz) = , :
2tg§ 1;tg2'2—n
2 e + 5
14tg2 s 1 42 E
+ tg 2 g 2
1 2 2 1
1)) @’(t) = . = = .
flott)-@'tt) 4t 1~¢=+5 1 42 624 Ge+4 32424 2
i <p2® 4 rf
Deoarece
1 1 3t 41
Neo(t)dt =\ ——— dt =—— aretg ——— €
Sf{tp())qa{) SatthH 5 antg S e,
obtinem
3tg§+—1
1
zidz = — are tg ——— + €.
Sf() Sz lg—

5.9. Exercifii. S& se calculeze primitivele urmétoarelor functii rationale,

utilizind descompunerea in funciii rafionale simple:

4R

1

By
3 z2
2 flo) = ST
. #4241
8. f(¢)_(xA1)3(x2_z+ 1}2'
2
4. = ik '
f(z) (x + 1)* (2* + 32 + 2)
5 fie) =
i+:c2‘
6. f(m)=wa_2m8+3zzﬁﬂx+1 ‘
?+1
T e =
8. fla) = ——t —
: :c(z—i—l)(ﬂf"F?)l
9. f(x) = : ’
ale + 1) (2 + 2) (z + 3)
B 2 4 1
DA e T TR
11. f[-’c)=1+xa’
zz
12, f[z):m’
2 _
= T
i
14:- f(a:)_m,
1
15, 0 = v

5.10. Ewercijii. S& se calculeze primitivele urmétoarelor functii reducti-

bile la funetii raionale:

z = R

z e (—oo, 0).
& e (—oo, 1)
ze (—2, —1).
z e R.

z e R.

z e (0,1).

z e (0, o).

z e (0, ).

z e (0, o).

z e (0, ).
zeR.

e R.

z < (0, co).

z e (0, oo).

1 +/5

-

L
1. fla) = : 2 =4, sa
i T A4V EF Izt 2 n
2. fla) = -
- —graae—s <=0
s'ﬂz’)=m—1/m2:_2x+4' s eR.
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4. f(zyﬁxﬂ/;ri___ﬁ_j, e R

6. f(x) EWT%__—_?F' re (2,5).

6. fle) = - _w—i—zm’ ze (0, —1 +/T).
7. flz) = mﬁ?—m z e (—1, 1).

8 floy =2 TV1¥ets = g

:1+:z:+l/’l+:r:+m"’
9. flz) = 2B}/ — z® + 4z + 5, z & (—1,5).

i 14 a -
10, f(a) = Vi v z = (—1,5).
II.
4 .
e T e =
1 ™ TT
2- x) = ————, e (_ E’ _)
ftz) 1 + sin®z 2
4
3. = ; ze [(—mm
E fle) sine — 2cosa + 3
1 T
= , re=}0, —4.
4 i sinz (2 + cos x — 2 sin ) [ 6]
sin z 7 n
L bt o ee(—5 3)
sinz cos « [ nTow ]
= = [ —
6. fla) sinz + cos z L 4
% fl) = ——BE 3 zeR\{kn—i-f—\ kc—:Z}.
sin®z - 2 cos®x 2
1 ]
e zelo, Z|.
8. fla) = cos*z sin®x [ 2 ]
2sin's + 3 cos’s - ( E 2)_
Hefin= sin x — cos & ' 4 4
f —it® T -rr]
= . me | =<, =k
10. 112 1 + ¢* 4 2a sin @ ( 2 3

unde ¢ este un numir real 0 < a < 1.

Functii integrabile

§ 1. DIVIZIUNI

1.1. Delini {ie. Fie[a, b] un interval inchis gi mitrginit din R. S nu-

mogte diviziune a infervalului (¢, b] un sistem de puncte
A= (T, By voey Lp_1y &p)
din [a, b] astfel ineit
=T < B LBy Tooe Sy <& ="
Uneori vom nota diviziunile astfel:
& = (0= B <. <z,=b)
Cea maji mare dinire lungimile intervalelor

[xu: xl]? [271: 332]: L Ll | [xn—n Iul
se numeste norma diviziunii A gi se noteazi: | A ||.

Asadar,
def.
1A == max (2; — &ia).
I<ign
1.2. Exemple. Sistemele de puncte
A1 = (0, 1),

sint diviziuni ale intervalului [0, 1]. Aceste diviziuni au respectiv normele:
1 1
| Ay Il =1; ”Azllzgi | As ”:E

L.3. Observatii: «) Daci [a, b] este un interval, atunci A = (a, b) este sin-
gura diviziune a lui [a, b] de normii egald cu b — a. Orice alti diviziune a
intervalului [a, b] va avea norma strict mai micd decit b — a.

B) Pentru orice numir real r > 0 exist# diviziuni A ale intervalului [a,b]
astfel incit

A <r.
Intr-adevir, si notdm cu L lungimea intervalului [a, b]:
L=b—a

g1 88 ludm un numir natural n astfel incit

5l

q*




L -
B> = | iy : .
r i.’* "o ?Z 7
Imp#riind intervalul [a, b] in n pirti egale, obtinem diviziunea B . o '
L L L o I & 7"
A:(a,a-|—-—-.a+2—,....a-{—(n——l)—. b). 7 2
: " % A I L
3 F } } 4
0 Wi 2 7
L . J ‘3
care are norma egald cu = Deci
Fig. IL1.

L
‘ NAll==<r e .
n diviziuni ale intervalului [0,1]. Atunci

AL Doy By O By BBy

1.4, Ewmercifii. Determinati normele diviziunilor: N = .
. 1.7. Observatii. «) Dacii A, A’ sint diviziuni ale intervalului [a, b] astfel

Al r':(o, il ia 1: E, 1 ] * incit
5 3 2 38
iy Bt d A, K 4] AR &
? 13’5 3 Y3 ve ; atunei |
A, = (1, e, €% ..., &), ’ ra < al.
A, — (O 41 1y 1,1) l Deci, prin trecere la o diviziune mai find, norma diviziunii se micgoreazi.
y ' « =8B 3 . . ’
glol™ 98 2* f) Din || A’ || < || A || nu rezultd, in general, cd AcC A'. De exemplu,
dacd
{ Definifie. Kie . .
K= Ay =0, = 1]
Zar ) 2
r 1 2
: ! A:A3=(0,§1;. 1]0 :
j la, b | atunci
A, este nai finad deeit A, dacd orice punet al diviziunii ‘ ’ 1 1
1 divigianii a N ‘ | A" || = T < ¥ =/ Il Al
i i totusl
inelasa 1t ‘
7 I8 ‘\ Ag A, I
|
)] :! esl &) 4 u | ‘
A | |
1.6, Ezemplu. Fie : |
A]_ == [0, ] 1] ] ‘




1.9. Exemplu. Dacé

gint diviziuni ale intervalului [1, 2], atunci

AIU Ag = (1: VEI
A]_ U Aa = (1: ‘/E:

3
AV AEZ[L 5 /3, 2.

o ——

1.10. Observatii. «) Reuniunea A U A, a doud diviziuni este mai fina
decit fiecare din diviziunile A;, A,:

A c AU A, §i Ay AU A,

B) Dacid
Al - (xm Ty vy xﬂ)'ﬂ
Az = (?fm Yis vy ym)
i
Al U AZ = (zm 311'"1519)7
atunci
p<nt+m—=L
1.11. Ezercifii. a) Determina{i reuniunea perechilor de diviziuni
F i 4 1 1 :
A ‘ﬁ[o; "5;1-:'!'5] ?s E! l}r
(1) '
A”:(o, _1_, _l_, _1_, 1J;
& 3 2
A" = {0, e, &%, 10},
2
i A* = (0,1, 2, 3, .., 10).

b) Fie p, ¢ douii numere naturale si diviziunile
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A':"Os—r!_!2|--- -!E" P p“—'l’ 11
PH. P!L Pn Pn

1 2 e
A”:(e,w,_,,,_ R et SRS
qﬂ q'll qn_ q"'

54 se arate cii:
i} A’c A"« p divide pe g¢;
ifj A" U A”C A unde

1 2 k (pg)n — 1
A = 0, s 9 8 & @ R R e e | ‘1 "
( (pg)»  pg)* " (g (pg)™ ]

§ 2. FUNCTII INTEGRABILE

2.1. Delinifie. Considerim urmitoarele obiecte:
1) un interval inchis gi mirginit [a, b];
2) o tunetie [:[a, 6] — R;
3) o divizinne A = (z,, «,, ..., x,) a intervalului [a, b];
4) un sistem de n punete Z,, %, ..., £, astfel ineit

i € & < g (1 <i<n)

numit sistem de punete intermediare asociat diviziunii A.
Numdrul real

3 f(Ed e — 2ia)

i=1

se numeste suma Hiemann asociati funetiei f, diviziunii A gi pune-.

telor intermediare £, Z,, ..., £,. Acest numir va fi notat prin ¢, (f, £) sau prin

04 (f? 'zi)'

22 Observajie. Daci functia feste pozitivi, atunci suma Riemann o,(f, &)
reprezintd suma ariilor dreptunghiurilor de bazi z; — x;, §i de indl{ime

f( ?i), (1 < i < n). Deci o,(f, &) aproximeazi aria multimii din plan, denu-
mitd subgraficul -lui f,

Ii={xychla<z<h0<y<fla),

delimit_at.é de axa Ow, graficul functiei f gi dreptele paralele la axa Oy care
trec prin punctele de coordonate (a, 0), respectiv (b, 0) (fig. 11.2).

/
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flghb————— -  ————— — /I/‘

fle)——————— — —— :
|

|
|
|
N |
80— |
|
l

Fig. L2,

Pind acum nu ne-am pus problema ce inseamnd ci o mulfime mirginitd
din plan are arie si cum s-ar defini aceasta. Notiunea de arie va fi studiatd in
Capitolul 111, paragraful 1, unde se va arita ci dacd functia f este continud,
atunci multimea Ty are arie gi

: b
aria(I';) = S flx)dz.
a

1L n ¢ exXIista dan numar rea

2.4, Observajii.(«) Pentru un interval fixat [a, b], numdrul Iy, asociat fie-
cdrei functii integrabile f : [a, b] — R este unic determinat de .

Intr-adevir, dacd I,, I, ar fi doul numere care verifici tonditiile din defi-
niia 2.3, atunci pentru orice ¢ >0 ar exista v, >0 (k= 1, 2) astfel incit

pentru orice diviziune
A = (%, Ty, oo, %) @ lui [, b] cu || A || < m, si orice puncte intermediare

T, < & <o (1 <i<n)sii avem

|°'A(f1 E)_'"I,f;|<f, (k:l, 2)
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Luind

dot .
ne#mln(njlg‘} 7]2.3)

rezultd cd pentru orice diviziune A a lui[a, bl cu || A || < 7, §i orice sistem
(&) de puncte intermediare asociat lui A, avem

|°'-A(f’ E)_Iil <zi $l IG'A(f, g —dy | <T_:’
deci

L= L] <|5i—olf, O | + loalf, O — LI <+ ==
Cum ¢ > 0 a fost arbitrar, rezulty
Il = I2‘

(B) Orice funciie integrabild f :[a,b] - R este mdrginitd, adicd existd o con-
stantd M = O asifel incit

If (@) <M (V)@ € [q,b].
lnt.l'-'flc.is‘{ar, sé notdm cu [y integrala lui £ pe intervalul [a, 4] $i 54 luim e = 1. Din
definitia integrabilitagii lui f, rezulti ci existd y > 0 astfel incit
(1) foalfy Ei)—Ir| <1

0“‘(’;"3 ar fi diviziunea A = (x,, @y, ..., @), cu || A|| < p, si oricare ar fi punctele inter-
mediare

Lie [z, 2] I<<in).
Considerind o diviziune fixati
A= (x4 @y .oy ) CU | A< 7

este suficient si ardtim ci f este mirginitd pe fiecare interval [zp.,, =] al acestei divi-

- zimni, In acest scop, considerdm un element arbitrar z e [y, @3] $i ludm urmitorul

sistem de puncte intermediare
@) g — {:ci, dacit rl,:f:k

z, daci = k.
Atunci din (1) si (2) rezulta

| F(@)ze = ana) + 3 flaid@ — @) — Ip | <1
iER

deci

[flz) | < M
unde cu Mp am notat numdirul real pozitiv

;;1—%;[1+ | 1 | +§EZ| f(zi) | (,q_;i_l])_

. (v) 1 ntegrr.zlc? cfeﬁnit.a" @ unet funclii f este un numdr real, spre deosebire de
wntegrala nedefinitd a lui f care este mul{imea tuturor primitivelor lui f-
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2.5. Exemple.

1) Fie f:[a, b] - R o functie constanti
flx) =¢, (V) z&le, bl
Vom ardta ci f este integrabil si
b
S f(@)dz = c(b — a).
a
Se observd cl, oricare ar {i diviziunea
A= (s &gy wv55 %)
a lui [a,b] si oricare ar fi punciele intermediare
i< Ei<a, (A<ign),
avem
aa(f,E) = 2 flEi @i — zia) = elan — =) = ¢(b — a).
=1
Deci, luind I = c¢(b — a), avem
l'oalf, B} — I | = 0 <%e

oricare ar fi & > 0. Prin urmare f este integrabild si

Sb flz)dz = c(b — a).

2) Fie « & Rsif :[a, b] — R delinitd prin
f(z) = az, (V) z & [a, 8]

Vom ardta ci [ este integrabilid si

S" fla)de = (b — a?).

@
Pentru orice diviziune A = (zg, @y, ..., Zn) @ intervalului [a, ] cu norma mai micd
ca q > 0 si orice puncte intermediare z
< i<y, I<isKn,
avem

(1) alf, 8 = 3 M8 (i = ainl =

i=1

x, rp + Tia C— Fi)
+ 35 [~ 1 e | CA
b3 :
Deoarece f(x) = «x pentru orice z & [a, b], deducem

f(aia—f(ﬂ%ﬂ):a[gi_wf%]_

BL. T -+ Tia.q

if (—-—}"—“) (ry — *ig) +

qe=

Observind cd i ko este mijlocul intervalulni [a;, z;], deducem
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(2) jr:a.-; = f(%}l < laln

Pe de alld parte avem

2 T 4 i - R
(3) ; f[——zi—) (% = zjg) = : 2 (i + #pa) (20 — @4oa) =

i=1
@ & a
o B 2 2 2 :
2 2o -y = 9 (6 — a®);
deci din relajiile (1), (2) si (3) deducem

< la|n(b — a).

aalf, E) — -;—' (b — a?)

Fie acum = > 0 si

obtlinem

aalf, B) — = (bt — a¥)| < e
2

pentru orice diviziune A cu || A || < 4 si orice sistern de puncle intermediare asociat
diviziunii A. De aici rezultd ci f este integrabild si ca

Sz f(#) dz = % (b2 — a?).

3) S& se arate ci functia
f(z) = cos x

este integrabila pe orice interval [4, b] c R si

b g N
S cos 2dx = 8in §h — gin a.
a@

Fie A= (2=ua;<a;<..<a,=2>) o0 diviziune a intervalului [a, b] si fie
i & [, @] (1< i< n) puncte intermediare arbitrare.

Aplicind teorema creglerilor finite funcfiei f(z) = sin « pe fiecare interval [z;.;, ;]
(1 < i< n), objinem punctele ¢; & (2.4, 2;) astfel incil

8in @ — sin a;y = (23 — @) €08 ¢, (1 < i n).

Tinind seama de aceste egalitdti putem scrie:

() alfy &) = 3 eos Eiles — zia) = 3 coscy (2 — 2i) +
fek ie= |
A E (eos & — cos ;) (2 —2;.)) = > (sin 2 —sin 2y)+ z": (cos E;—cos ¢;) (z—zjq)=

=1 i=1 =1
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n
=sinb — sina + (cos E; — cos ¢;) (27 — i)
Aplicind acum teorema cregterilor finite functiei f(z) = cos z pe intervalul [&;, ¢
sau [e;, Ei], obfinem un punct 0; = (E;, ¢i) astiel incif

cost; — cos ¢; = (E — ¢;) sin;,

deci
|cos By — cosei | < | By —ep| = |sind; [ < AT,
prin urmare
n n
(2) !;J(COSE; cos ¢;) (@ — zia) | S I A II;{% ziq) = [l A ]l (b — a).
Din (1) si (2) rezultd:
(3) | oalf, &) — (sin b —sina) | < | A || (b — @)

Pentru orice € > 0, luiim n_ astfel incit

0<q <
Y b—a

Atunci din (3) rezultd ci pentru orice diviziune A, cu || A || < v, §ipentru orice puncte
intermediare E; are loc inegalitatea
loalf, E) — (sin b — sin a) | <.

Aceasta aratii ci funcfia f(z) = cos @ este integrabili pe [e, b]

b
S coszdxr = sin b — sin a.
a

2.6, Ezemple de funcjii neintegrabile. 1) Vom aréta ¢ functia lui Dirichlet
g :[0, 1] » R definitd prin
o = |

1, daci z este rational,
0, dacd z este irational

nu este integrabild.
Fie A = (&g, 1, ..., Tn) O diviziune a intervalului [0, 1] si fie
Ei, & €[z, @], 1<i<n
doui sisteme de puncte intermediare alese astfel incit
fiecare E; (1 << i<Cn) este rafional,

- fiecare Ei (1< i< n) este irational.
- Atunci
gl&) =151 g(€) =0, (I<isn),
deci
(1) ca(g, £') =1, oalg, &) = 0.

Daci g ar fi integrabild, atunci ar exista I = R care ar verifica conditiile definitiei
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. 1 .
2.3. In particular, pentru 0 < ¢ < - ar exista 5, > 0 astfel incit pentru orice diviziune

A = (%g, 2y, ..o, zn) alui [0, 1], cu || A || < 7,, avem

(2) loalg, ') — I'| < esi |oalg, &") —T|<e.
Din (1) si (2) rezultd
|1 —1|=|oalg, &) — T |<e
[ I|=10—1]|= |aalg, &) — 1| <eg,

ceea ce conduce la contradictia

=—T4+1|<|I—=T|+[I]<2%<2-"

W |-
o | e

Asgadar, functia g nu este integrabild.
2) Funciia gg:[0, 1] — R definitd prin

l ! daci |0, 1

— acih v =

pelz) =1 2 [0, 1]
] 0 ,daci a=10

fiind nemirginitd pentru o > 0, rezultii din observatia 2.4 (B) cd nu este integrabuild.
2.7. Observatie. Dacif, g:[a,b]—R sint doud funcii cu propricidgile:
(@) [ este integrabild pe [a, b];
(B) existd o parte finitd A C [a, b] asifel incit
atunci
(1) g este integrabild pe [, b]

8L
) Sig(x)dx = S‘; f(z)da.

Este suficient ca demonstrajia si fie datd peniru cazul cind i ini

) : mulfimea finit4

.format-a dintr-un singur punct ¢, deoarece cazul general se poate ob;i;ne din .':mesl':i.;i GSili .

inducfie. Presupunem deci 4 = {c}. o
Funclia { fiind integrabila, este marginita (observajia 2.4(B)), deci existd M, = 0

astfel incil e

Iflz) | < My (V)z e[, b]

luind
def.
M= max(M,, |glc)|)
rezulti
[flay 1< M (V)2 e [a, b]
8i

lgle) <M (V)z < [a, b]

f fiind integrabild, inseamnd ci pentru orice £ > 0 existd n, > 0 astfel inctt
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ox lfy Ei) — S " e dx

a

e
(1) <E,

" osioord ar fi punctele
oricare ar fi diviziunea A = (&g, Ty, - Tn)y O || A || <, $i oricare ar fip

intermediare ' §; & [zi., %]l << nl.
Luind

det. o E
em— min Ne » gﬁ
AVEM e K7

sl

€
(2) bMne < -+
Daci ¢ este un punct al diviziunii A, atuned exista 0< ) .
acest caz singurele puncle intermediare care ar putea coincide cu ¢ = Zj
sau Ejyq. '
Deci tinind seama de faptul ci f(z) = g(=) (V) 2=k, objinem

a fo (Es) — g(E) (i — img)

j< n astfel incit ¢ = zj. in
stnt punciele &

<

oplf, Ei) —oales &)

(@5 — agy) + [ &Il = glEjyy) | (s — @) <

g)f(ij)—gtiﬂ

‘ €
SAM || A< &Mpe < -

atunci ¢ este confinut intr-un interval deschis

Dacd { este un punct al diviziunii A
o e . : : dde ¢u ¢ este punctul Ep,

(&hoy, ax). Deci singurul punct intermediar care ar putea coing
prin urmare

op (fi&s) — aala, &) 1: D5 — g8 (=i ~ i)

=3

E
(ah — ko) < M I Al < 2Mpe < 50

= . {(Er) — &(Er)

Din analiza fcutd pind acum rezultd cd, oricare ar fi pozifia punctului ¢, are lo¢ ine-

galitatea

& oplf, &) — oales &) l < 52

Din inegalitatile (1) si (3) obtinem
i
au 8, E”#S fle)de

a

< By

adica g este integrabild ji

S" slejde = SZ flz)dz.
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2.8, Observafie. Observalia precedentd sratd cd daci { este u-functie integrabild
pe [a, b] i dacd se modifica valorile functiei { intr-o muljime finitd de puncte A=
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= {ay, ag, ..., am} C[a, b], atunci functia nou-oblinuti este incd integrabild si integralele
celor doufi functii sint egale.

Dacd modificarea valorilor functiei [ se face intr-o multime infiniti de puncte,
atunci funcfia nou-obiinutd poate si nu mai fie integrabili., Tntr-adevar, functia con-
stanta

fﬂ{:cj = 01 (V}.I = [Ov 1]
este integrabild (exemplul 2.5 (1)). Totusi funcfia lui Dirichlet (exemplul 2.6 (1))

() . { 1, dacd z =[0,1] N Q,
£ 0, dacd 2 < [0, 11\,

care se poate obfine prin modificarea functiei f; pe multimea infinita
(0,11 N Q
nu este integrabili.
29. Teoremi. Pentru o funciie [ :[e, b] - R urmiitoarele afirmaii
sint echivalente:

(z) f este integrahbili;
(B8) existi un numir real / astiel ineit
oricara ar Ti sirnl de diviziuni

& = (1'3, T, ey .:r:l,""n), (n € N)

ale intervalului [e, b] em
lim || A, || =0

n-+co

gi orieare ar fi punetele intermediare

o< Bl <2}, (1

N

i € k,; n £ N),
sirul sumelor Rismann

{a;\n(-f’ E“"}}ne‘iN

converge la /.

Demonstratie (o) = (B). Presupunem céd funclia f esle integrabild si vom ar#ita
ca are loc afirmatia (#).
Fie deci

Au = (@ = x, 2}, ., 2 = b)
un sir de diviziuni ale intervalului [a, §] astfel incit

(1) lim || Ayl =0

n—-oc
si fie
e, o] (1<i< k)

puncte inlermediare.

Funcfia f fiind integrabila, existi 7; « B cu proprietatea: pentru. orice &> 0
existd y, astfel incit oricare ar fi diviziunea A cu || A || < 1, §i oricare ar fi punctele

f
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intermediare E; are loc inegalitatea

(2). | oalf, &) — I | <=
Din relatia (1) rezultd ci existd un rang », = n(x,) astfel incit

| A Il <9 (V)R =0

deci, tinind seamd de (2) ob{inem
Idﬁn(fv E_,"') —]fl( E, (V)yl_?nn

adicd
lim %4, (f, EF) existd = Iy.

n—roe

(B) = (). S& presupunem ci f verificd condifia (B) gi si aratém cd f este integra-
bili, mai precis, numarul I care figureazd in condifia (B) este chiar integrala lui f.

Dac numarul I n-ar fi integrala lui f, atunci ar exista ¢, > 0 astfel incit oricare
ar fi 4 > 0 existd o diviziune

Ay = (:cg, iy o z}fn)
a lui[a,b] cu || &, || < 7 §i exisld punctele intermediare

@y <E<E A< i<h)

asifel incit
|, ) = 1|2

. _ 1
Luind in particular g = — (r =1, 2, ...), obtinem o diviziune
n

Bu = (% s o Iﬁn)
a lui [a, 8] cu

(1) Al <X
n

i un sistem £ de puncte intermediare
2t < E? S (1< i< ky)

astfel incit :
(2) | oa,, i 8" — 1 | Z = (n=1,2, ..).
Din inegalitatea (1) rezultd cd
lim H Ap || = 0,
n—>ao

iar din (2) rezultd cii sirul sumelor Riemann
{O'An (f! E")}REN
nu converge la I, ceea ce contrazice ipoleza (B).

2,10, Observagie. Conditia (B) din enunful teoremei 2.9 este echivalentd cu condifia

urmitoare (aparent mai slabd)
(B’) oricare ar fi girul de diviziuni

Ay = (mg, By sy B ), (n & N)
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ale intervalului [a, 8] cu lim || A, || = 0, si oricare ar fi punctele intermediare
n--00

<8<z, I<i<hk; neN),

sirul sumelor Riemann esle convergent.
Evident (B) = (B’).
Demonstratia implicatiei (') = (B) revine la a demonstra cii toate sumele Riemann

{on, (6 BN, cpp ou lim | A )= 0

au o limitd comundi.
Presupunem ci (B7) are loc; fie

i —_
AL (a T

B e oy = B), (0 € N);

* Vhn

= (a=ylh ¥ ¥l =b), (2<N)

e

doudl siruri de diviziuni ale intervalului [a, b] cu

lim || A ||=1lim || A [[=0
n—co n—+co

gi fie punctele intermediare

@, <

T4 zl, (1 g 1 < kn; n € N),

< <
o< <y, A<i<pai neN)
Considerdm sirul de diviziuni (Ap)pen definit in felul urmitor
ol - wg ¥ ; 7
(AnlneNn = (AD’ AO' AL Al' vy An’ An"")'
iar punctele intermediare le luam astfel
- dc[{ Ee, dacd n = impar,
i fr—=r3

n dacd n = par.

Cum lim || Ay || = 0, rezultd din ipoteza (B’) cd sirurile de sume Riemann
n—-co

fou, 1 8, foug U 0} fou, (O}
sint convergente; fie /', J”, respectiv 1, limitele lor. Insd primele doud siruri sint sub-
siruri ale celui de-al treilea sir, deci (Observatia A 15) au aceeasi limitd. Asadar,

Pe=l=1I"

2.11. Observajie. In cursul demonstratiei teoremei 2.9 §i a observafiei
precedente s-a aritat cd dacd este indeplinitd una din cele trei conditii echiva-
lente (&), (B), (B'), atunei integrala lui f este obtinuta astfel:

S: flz)dz =lim o, (f, "),

n—>w

iar limita nu depinde de girul de diviziuni A, = (a3, 2{, ..., z},) ale intervalului
[a, b] cu lim || A, || = 0 si nici de punctele intermediare E}&[z} 4, i),

n—>ee

1l<ti<k;rneN).
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2.12. Teoremd. (Formula lut Leibniz — Newlon ).

Fie f:[a, b] - R o lunefie integrabili care admite primitive pe [a, b).

Atunei pentru orice primitivd /" a lui f are loe egalitatea

S” flz)dz = F(b) — F(a).

Demonstrajie. Fie
A, = (x5, zT, .y 2F)
un gir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel incit
lim || A, || = 0.

n-—»w

Aplicind teorema cregterilor finite functiei F pe intervalul [a},, 7],
objinem EP € (z7_;, z}) cu proprietatea

F(z}) — F(a},) = F'(8]) (2} — zi4)-
Insd, prin ipotezd F'(z) = f(x), (V) z € [a, b], deci
F(a}) —F(x )= f(E}) (o] — aT_y)-
prin urmare

fen kn
oy, (f, &) = af( EY) (2} — @) = ;[F(a’ﬂ?) — F(a}_y)]=

= F(b) — F(a), (V) neN.
Atunci (observafia 2.11)

S" fla)dz = lima, (f, &) = F(b) — F(a).

a

2.13. Notajie. in loc de F(b) — F(a) se foloseste frecvent notajia

b
sau Fa) a

[F(z)];
g1 se citegte: F(z) luat inire a si b.
2.14. Exemplu de functie integrabild care nu admite primitive. Fie fila, 0] = R
funciia constantd egald cu 1,
flz) =1, (V)z = [a, b]
51 g :[a, b] — R definitd prin

i, dacd x%a—'g—b;
glz) =
—1, daed z = g b.
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Atunci (exemplul 2.5 (1)) funefia f este integrabild, iar funcfia g se obtine din f,
a -+ b

2

modificind pe f in punctul . Prin urmare, in baza observatiei 2.7 si funciia g este

integrabild.

Dac# g ar admite primitive, atunci g ar avea gi proprietalea Iui Darboux (obser-
vatia I, 1.4 (c)). Cum g nu se anuleazi nicdieri, resultd ci g nw are proprietatea lui
Darboux.

2.156. Observagic. Din exemplul de mai sus rezultd cd clase funciitlor integrabile care
admit primitive, nu coincide cu elasa tuturor funciitlor integrabile.

.

Functia f:[—1, 1]— R definitd prin

2z sinin -~ i dacii =z & [—1, ) U (0, 1F,

flz) = T z ot
0- , dacd =20

fiind nemirginitd, nu este integrabili (observatia 2.4(R)).
Se observd cd functia

x> sin% v dacd z &€ [—1, 0)U(0, 1],

0, dacd =0
este derivabild gi F' = f, adicd f admite primitive.

Existd functii mirginite care au primitive, dar care nu sint integrabile,
Prezentarea unui astfel de exemplu necesitd notiuni gi rezultate care depé-
gesc cadrul acestui manual.

Vom vedea in paragralele urmitoare cd multimea functiilor continue pe
un interval [, b] este continutd atit in multimea functiilor integrabile pe[a, b]
(teorema 3.12) eit si in multimea functiilor care admil primitive pe [, 8]
(teorema 4.8), ‘

L Vi g mlfimea

Fumcritlor furctiilor \  Surctiilor

nregrabne comrve care qa’mzf
pela, b7 pela, 6] Jrimiive
pela, 6]

2,16. Propozifie Dacif, g :[a, b] —» R sint douid funefii integrabile,
iar A, p € R, atunei
M+ pe
este integrabild si
b b
S (M(2) + pg()) dz = xS

[

f(z)dx 4 p Sb g(z)dz.

i
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Demonstrajie. Fie
A, = (x5, =1 o, 2,)y (B E N)
un gir de diviziuni ale lui [a, b] cu
lim || A, || =0
n—>w
gi fie punciele intermediare
W, <<y, 1<igk;neN).

Avem

(W) oy OF + pg £ = 3> IMUED + wg(EDN(aF — oia) =
i=1

n n
— AN (aF — ) + w3 BN — @) = Aoy (B + poy (8 EY)
=1 i=1
Functiile f gi g fiind integrabile, rezultd (observatia 2.11) cd membrul
drept al egalititii (1) converge la
b b
ms flayda + u | glo)dz.
a @
Prin urmare girul {Gﬁn (M + g, E")},ey oste convergent, i M+ pg este
integrabild. Trecind la limitd in (1), objinem
b b
S” (Wf(a) + pg(a)) do=2 |’ fla)da + # | s,
2.17. Propozifie. Dacd f:[a, b]—» R este o funcfie integrabild
pozitivi
f(z) 2 0, (V)= € [q, b),
atunci
Sb flz)dz = 0.
Demonstrajie. Fie .
A, = (g, 2}, . 23) REN
un gir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel incit
lim || A, || =0
n—>c0
gi fie punctele intermediare
s < <), (I<sigsh;ne N)

Atunei, f fiind pozitivd, avem

In
UAn (f: g") = ;f(‘if‘)(x:‘ —ap,y) =0,
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deci
Shf(a;)dar = limo, (f, ") > 0.
a n—so M
2.18. Conseecinfi. Daedf, g :[a, b] - R sint fune{ii integrabile astfel
ineit
f(z) < glz), (V) = Ela, b], |

atunei |

Sh flz)dz 18:: 2(z)dx.

(1]

Demonstrafie. Din ipotezd rezulti cd functia g — feste pozitivi. Deci apli-
cind propozitiile 2.16 gi 2.17, obtinem 1

[, s(z)dz SZf(w)dx = |, e(2) — fla))da >0, & |
adiecs
S" flz)dz < S" g(z)dz. |

a

2.19. Consecinf{i. Daed [:[a, b] - R este integrabild gi
m £ f(z) € M, (V) z < [a, b],

atunei

mib — a) < S" f(z)dz < M(b — a).

Demonstrajie. Aplicind consecinta 2.18 functiiei f gi functiilor constante m,
M si tinind seama de exemplul 2.5 (1), obtinem
m(h — a) = Sb mdz < Sb flz)dz < Sb Mdx = M(b — a).
@ a

a

2.20. Observajie. Orice funcfie integrabild fiind mdirginiti (observatia 2.4 (B)),
existd m; M = R astfel incit

m< fla) < M, (V)z [a,b].

2.21. Propozifie. Fie f:[a, ] - R §i ¢ € (a, b) astlel ineit restric-
fiile lui f la [a, ¢] 8i 1a [¢, b] sint integrabile. Afunci f este integrabild gi
Sb flz)dzs = gf flz)dx + Sh f(z)dz. |

" Demonstrajie. Notiam cu f; restrictia lui f la [e, ¢] si cu f, restrictia lui f la [e, b]. |
Prin ipotezd functiile f; si f, sint integrabile deci (observatia 2.4 (B)), mérginite. Rezulté .
cé f este marginitd, deci existd M > 0 astfel incit ;

| flz) | < M, (Y)z = [a,b].
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Utilizind din nou integrabilitatea lui f; gi f; deducem c# pentru e > 0 existd
e > 0 astfel incit

()

S fle)de — oy (fy, &) | <<

b P €
) [S fla)da — e (fu & )|< :

c
pentru orice diviziuni A’ §i A” ale intervalelor [a, ¢] si respectiv [e, b] cu || A" || < 7e,
| A” || < ne §i orice sisteme E gi &” de puncte intermediare asociate diviziunilor A’

si respectiv. A", fn plus, putem presupune ¢, micgorind eventual pe fe, avem

€
2M ne < — .
e 3

Fie acum

A= [y ByyeonyEn)
o diviziune a intervalului [a, b] cu || A || < e 8i puncteleintermed‘iare
Gelwg ], (A<i<n)
Vom ardta cd
loalf, E) — T | <e,

unde
i S" flz)dz + Sb flz)dz.
a c
intr-adeviir, dacit ¢ este un punci al diviziunii A, atunci
A" = (dig By iy Bp=yy €)
este o diviziune a lui [g, ], iar
A" = (e, @psyy - Tn)
este o diviziune a lui [¢, 8] gi avem.
AN < e I A" [ < P
Punind
B = (£, Epeovn Bpea)s
£ = (& Epery -+, En)

GA{f, F.,) = GA’ (fll E’) + GA' (fg, E”)
gi deci din (1’) — (1”) rezultd

Loalf, &) = 11< | op (f 8 — S f(z)dz -

+

b
opr (s §9) — S f(z)da

Daci ¢ nu este punct al diviziunii A, atunci existd p = {1, 2, ..., n} astiel incif
Tpy < ¢ < Tp,

Deducem ci )
A = (g, ey By, €)

esto o diviziune & lui[a, ], iar
A' = (cl x].'h '”P-Hr CEET) xn)
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este o diviziune 5 lui [e, 6]. Punind
E' = (Eh EZI ey E.ap—h c);

E:” = ft), E,’p-l-l! rery En)1

obtinem
oalf, E) = Ef( &i) (@i — @icg) + FEp)(zp — 2p.a),
i
. n—!
oy (fi &)= 3" fEi){ei — i) + fle) (e — mpea),
i=1
Opn (fas £7) = 2 (&) (@ — wiq) + fle) (ap— ¢)
i=p+i
si deci

oa(f, &) = op (f1s E) + Tpe (far &%) + f(Ep)mp — wpa) — fle) (2p — 2p-a).

De aici gi din relafiile (1) — (1”) deducem

oy (fur E) — S fla)de

a

loalf, §) = I | < +

+ [ 1(&np) — le) | (2p — 2paa)

-

o (o €)= | e

{H

si deci

Icm(f.E)—I|<—§+—§—I—2M-m<e.

2.22. Definifie. Dack a < b gif:[a, b] = R este integrabild, atunci
punem prin definifie

() Sb f(z)dz = 0, daek a=1"b
g
(8), Sb flz)de = — S: f(x)dz.

2.23. Ezercifii.

I. 8% se calculeze sumele Riemann asociate funciiilor, diviziunilor A gi sistemelor
E de puncte intermediare specificate mai jos:

1 2
1. f:[0, R, A=1{0, —, —,
£ :00,4] = { = 1}
- o2 (1 2 3).
fla) = =, a—[&.é.[t],
2-f:[0,£]—>R, “ Az[o,f“yf“lil—?i)l
2 6 & 3 2
- == = = L
flz) = sin =, E [6'5’4'2}’




(#-1, ;). SA se arate ci f este integrabild si

1
8. f:[—1, 1] >R, A=(—1,—%.0,——.1,].
2 S fle)da = 3 a (o — i)
flz) = e*, £ =(—In 2, 0, In 2); =~
4. f:[0,3] - R, A= (0,1, 2,8), 7. 54 se arate cd functia
1 T T
= & iPed =l sl [ o w——re— R
fle) = 4, E— [2 ] f[ : 2]_,
6. f:[1,2] + R, A= [1, a8z A 4. 2] , definiti prin |
’ ? fle) = |sinz | |
fla) = 1 i [% % % %, 2]. este integrabili si sl se calculeze integrala sa. i
o 8. Se consideri o funciie |
I f:[0,21= R

1. Se considerd o functic f :[a, b] — R integrabild, astfel incit existd o constantd o cu astfol incit |
proprietatea: pentru orice interval deschis (z', ") C[e, b], existd cel putin un punct
£ e (a, 2”) in care functia f ia valoarea o. S& se arate cd fla) = {x, dacid x [0, 1],

- x* 4+ 1, daci z < (1, 2].

b
S fla)de = alp — a).

84 se arate ci [ este integrabild si si se calculeze integrala sa. ‘

2. S4 se arale ci functia f:[0,1] — R definitd prin 9. Se considerd functia

:[0,1 R |
O,dacﬁogx<1, f:00,1] - ;!
fla) 2 definitd prin

x) = ‘

= [2° |
1, dacﬁé— <z<1 flz) = [2°2], ‘!|
unde [y] inseamnd partea intreagd din y (adici cel mai mare numdr intreg mai mic |

este integrabild, dar nu posedd nici o primitivi. S se calculeze integrala lui f. sau egal cu y). 84 se arate cll f este integrabild 5i s se calculeze integrala sa. _ "

8. Se considerd o funciie f:[a, b] — R integrabild, astfel incit pentru orice interval 10. Se considerd functia |

deschis (', ") C[a, b], existd cel putin un punct § = (a7, =) astfel incit f() = 2&. F:00,2//3] = B
S48 se arate cif :
5 definitd prin
dz = b* — o*
Saf(w) flz) = = —[z].
4, Se consideri o functie f:[0,1] — R integrabild, astfel incit pentru orice interval 9% se arate cii aceastd functie este integrabild si si se calculeze integrala sa.
deschis (a’, ") C [a, b], existd cel putin un punct & e (2, z") astfel incit f{ S

- —. B se arate ci § 3. INIE(J ABILITATEA FUNCTIILOR MONOTONE

1+ &
1 LJ A FUNC E 1{”' CONTINUE
S fla)dz = In 2. |
0 3.1. Definitie. Fie f:[a, b] - R o funefie mirginiti si r
5. Se considerd o functie f:[a, b] — R astfel, incit in orice interval deschis (', ") C A = (zy, ®y, ..., ,) © diviziune a intervalului [a, b]. Notim
C[a, b], existd doud puncte &' e (z/, 2"), £" & (2", ") astfel incit : ‘ )

et ma,(t,

fE) = B, f(E") — 28", m; — e[z . %] (= marginea inferioard a mulfimii flz;_,, x:]);
S4 se arate cii f nu este integrabild. def
f & ) L M; :\s:;: f(r‘ = marginea superioard a mm'wm; fley, 2:d);
6. Se considerd o funcfie f:[a, b] — B pentru care existd o diviziune [®ip )
A = (.’1’,‘0, Lyy aeey .‘L'n} \ ”_\ ol [uﬁ il j )
X \// y i 13
a lui [a, b] astfel incit f este egald cu o constantd o; pe fiecare interval deschis ‘I g ‘
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¥ oy (0 =
Sa(f) = 2. Mz — xi )
salf) (respectiv Sa(f)) se numeste suma Darboux inferioard
(respectiv s uperioard) asoeiatd funefiei f i diviziunii A.

3.2. Observajie. Daci functia f este pozitiva, atunci sa(f) (respectiv Sa(f))
reprezintd suma ariilor dreptunghiurilor de bazi [2; — x;;] sl indltime my
(respectiv M;).

Deci aria figurii plane mérginite de axa Oz, graficul lui f §i dreptele para-
lele la axa Oy, care trec prin punctele de coordonate (a, 0), respectiv (b, 0),
este aproximatil de sa(f) prin lipsd, iar de Sa(f) prin adaos.

#.8. Propozijile. du-
mele  Darboux ale unei funetii

! mérginite f :[a, b] = R an urmi-
toarele proprietifi:
Wil () sa(f) < aslf &) < Sa(h,
| r\/’\j (V)& € [®iy, @5
(1) daci A’ este mai find decit
A (A c A, atunei
salf) < sarlf)
a asR, X X! x. X x=b x ¥
A Sx(f) < Salf);

(iii) pentru orice pereche de diviziuni A;, A, ale intervalului [a, b] are loc
inegalitatea
sa(f) € 8a(f)
Demonstragie. (i) inmuliind in inegalitifile evidente
mi < L&) < My, (V) & = [@4., gl
en @y — xj., si insumind dupi ¢, obtinem:
n n n
_EI g (@ — i) gizif(iil (2 — 21) < ;Mi(&'i — Fioy)s
= = =
adic
sall) < oalf, &) << Salf).

(ii) Fie Ac A’si sii considerim cazul cel mai simplu: diviziunea A’ este obtinuta

din diviziunea
A = (T4, @1y or Tingy Ty cnn Tn)
prin addugarea unui singur punct de diviziune ¢j intre xj_, si aj
Al = (Iﬂr Tyy oy Ejags €y By ooy 3711)-

Notind
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, der . u def |
w2 int flo) siom Ling fa)
CE[N 4] s G )
rezulta
mj < m."- si mj< m,
deci

salf) = mylaj — @joi) + 3> mifwy — @i.0) = myl(x; — ¢j) + (ej — wia)] +

i=1
it
+ 30 milas — @) S e — ¢j) 4 milej — win) + D milai — xia) = splf).
(E] 7

Cazul general se reduce la aplicarea succesivil a cazului particular studiat mai sus.
in mod analog se demonstreazi inegalitatea

SA,(f) < Saff).
(iii) Fie A;, Ay doud diviziuni ale intervalului[a, b] si fie A‘_i-i_[ AU Ay, reuniunea lor.
Atunci (observatia 1.10 (a))
ApC A, (V) k=1, 2,
deci, aplicind punctul (ii), objinem
(1) S (1) < salf) 51 Sa() < S, (1), (V) k= 1,2.
Insi (punctul (i)
salf) < Salf),

prin urmare

oy (1) << sa(f) << SAlf) <84, (0)-

8.4, Observajie. Proprietatea 3.3 (ii) se poate exprima astfel:
Prin trecere de la o diviziune la alta mai find, sumele Darboux inferioare erese, iar sumele
Darboux superioare descrese.

De asemenea, proprietalea 3.3 (iii) mai poale fi Tormulati si in modu) urmitor:
Orice sumd Darboux inferioard este mai mici decit orice sumd Darboux superioara.
Aceste rezultate pot fi reformulate astfel:
85.Propozifie. Daei f:[a, b] - R este o funcfie mirginita, atunci:

(«) multimea {ss(f)}a a tuturor sumelor Darboux inferionre ale Tunefiei f este majorati
(de orice sumi Darboux superioarii a lui f);

(B) multimen {Sa(f)}a 8 tuturer sumelor Darboux superioare este minorats (de orice sumi
Darboux inferioard).

3.6, Observaii: («). Multimea {sa(f)} fiind majorata, admite (vezi 45) o margine supe-
rioard), notim J(f) aceasti margine superioari

1) X sup salf).

i (B) Multimea {Sa(f)} fiind minoratd, are (vezi 4,) o margine inferioard; notim cu
I(f) aceastd margine inferioari
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- def B
I{f) = inf Salf)
A
(y) Penten orice diviziune A a intervaluluifa, b] an loc inegalitatile

salf) < ZiN) < 1) < Salf).

3.7. Teorema. Fie f:[a, b)) » R o tunefie marginitd. Atunel urmi-
toarele afirmatii sint echivalente:
(i) pentru oriee ¢ > 0 existi 7. > 0 astfel ineit

S 3”} - -'ﬁ\(f) =B

oricare ar fi diviziunea A a intervaluluifa, b eun || A || < 5
(ii) funetia [ este integrabili.

Demonstratie. (i) = (ii) Avem inegalilitile

(1) salf) < 1) < 1) < S, (V)4
deci

0< I(f) = 1(1) < Salf) = salf), (V) A
[nsa prin ipotezd, pentru orice & = 0 existd . astfel incit
(2) Salf) — salf) <& (V) Aen JJA] < ng,
deci

0 If) — LA < Salf) —sa (f) <& (V)A eu JJA|l < e

Cum e > 0 a fost arbitrar, rezulti cit numerele reale I(f) si I(f) sint egale; fie I(f) valoarea
lor comunii. Atunci din (1) oblinem
(3) sA(f) < I < Salf), (V) A.

Insa (propozitia 3.3 (i)) pentru orice diviziune A = (zg, #y, ..., #2) & lui [a, b] si orice
puncte intermediare z;, < & < &, (1 <Ii< n), au loc inegalitifile,

(&) salf) < oalfy Ei) < Salf).
Din inegalitiitile (2) —(&) obtinem
loalf, &) — 1(N)] < Salf) — salf) <«
oricare ar fi diviziunea A alui[a, b] si oricare ar {i puncieleintermediare £;. Aceasta inseam-

ni ¢ f este integrabild si ci

S“ flejda= 1) =1() = T().

3.8. Observatie. Demonstratin implicatiei inverse este relativ simplia si se bazeazil
pe urmitoarele relatii dintre sumele Riemann gi sumele Darboux:

salf) = inf {oalf, &) | & € [wim, m]) 1< 0K 0y
Sal(f) = sup {oalf, &) | & e [om, o), 1 <<Ti<<n}

3.9. Teoremiad. Orice funetie monotond [ : [a, K] — It este integrabild.
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Demonstraie. Daci f este constantd, atunci (exemplul 2.5 (1)) f este inte-
grabild. Considerim acum cazul cind f nu este constantd; in acest caz

| (@) — £(0) | > 0.

Presupunem ci [ este crescitoare si peniru orice € >0 sa notam
() | = e
Fie

def £

T 1b) — fla)

A = (g, 1, ey Tp)
o diviziune a lui [a, ] astfel incit
(2) A <.
Functia f fiind crescitoare, avem

fl@is) = m; = inf f(a),
. & E[xi—l’ ‘.\'i]

f(x;) = M; = sup f(z).

e[ %]

3)

Din (3), (2) si (1) obtinem
Sa () — salN) = 3> (My — my) (@ — wia) = Y [fl@1) — flaia)l(@i— aicy)

i=1 i=1

<A ni;[f(xi) — fla)] = || A [ (fb) — fla)) <

<m(f(b) — fla)) =¢,

deci f este integrabili.

Observatie: In demonstrarea unor rezultate importante ca:

— integrabilitatea functiilor continue,

— caleulul ariilor (respectiv volumelor) unor multimi asociate functiilor
continue pozitive, ~
se foloseste o conditie mai puternicd decit condifia de continuitate. Aceastd
conditie este indeplinitd de functiile continue pe intervale inchise st mdrginite.
Vom admite, deci, fird demonstratie urmétorul rezultat:

3.10. Orice Iuncfie continuii definitid pe un interval fnehis gi mirginit,
f :la, b] - R, verified eondifia:
orieare ar fi ¢ > 0, existd v, > 0 astfel ineit pentru orice
(U) |2, 2" €[a, bl en | 2’ — 2" | < w are loc inegalitatea
| f(z') — f(z") | <e.
Funegiile care indeplinese eondifia (U) se numes¢ uniform eco n-
tinmne.
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3.11. Exempln de functie continuid, definity pe un interval maxgmlt
neinchis, care nu verificd conditia (U).
Fie f:(0, 1] - B definitd prin
def,

flz) = cos %

Functia f este continud pe (0, 1], deoarece este compunerea funetiilor
continue

1 .
T = — 8§11 - coslt.
&

S& ardtam acum cd functia f nu verifici conditia (U).

Fie 0 < e < 1. Deoarece giru][ :

-‘—] converge la zero, rezultd
2n(2n +4)mJaeN

cd existi n, © N astfel incit

———1——-< g, (V) n=n.
2n(2n 4+ 1)n
Luind un n > n. §i
o = 2
T ¥ (Zn 4 'I)TE’
rezultd
1 4 1
le —y | = - < &
2n w {2n 4+ A 2n(2n 4+ 1)m
Insi

[ f(z) — f(y) | = | cos 2nm —cos (2n - 1)n | = |1 — (—1) | =2,

ceea ce aratd cd funclia f nu verificd condifia (U).

3.12. Teoremi. Orice funeie eontinudl f :[«, b] — R este integrabili.

Demonstrajie. In baza teoremei precedente f este uniform continud, deci
pentru orice € > 0 existd e > 0 astfel incit

(1) . (V) &, 2" € [a, 0],
cu

2" — 2" | < e = [f(2) — flz
Fie A = (& = Ty, Zy, «ery T, = b) 0 diviziune a lui [a, b] astfel incit

(2) - A< e

Cum orice funcfie continud pe un interval inchis gi mérginit este mérginitd
gi igi atinge marginile, rezultd cd existd

3) ui, % € [z, =)
astfel ineit
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flw;) = m; = inf f(z),
FE[X; 0
(4) ¥ %]
f(v) = M; = sup f(z).
xE[ =1' xl]
Din (2) gi (3) rezultd
| Uy — v | < My
deci aplicind (1) pentru 2’ = u; §i &” = v; gi {inind seamy de (4), obtinem

M; — my = | flv;) — f(u;)

de unde rezultd

(1 <i<n),

Sa(f) — salf) = Z_L,:(Mi = My &s == Fii) L b_i—ag_; (2 — 2 4) =

==&,

b—a

Aceastd inegalitate avind loc pentru orice diviziune A a lui[a, b] de normi

l& J| < 7, inseamnd (teorema 3.7) ci funecfia f este integrabili.

3.18. Exercifii.

I. S& se calculeze sumele Darboux asociate urméitoarelor functii gi divi-
ziuni:

1. f:[0, 11— R, A1=[o,1.3,4),
3 3
- —fo 1,4 1 2
f(z) &7 Az (0!4'3'2’ 3:1)
2. :0,—“—] .R, A=[,£:£y1|£ 2
f[ 217 =% T3 2)
f(z) = sin By = (o, By E].
5 2
8 f:[1,2] >R, A1=(4,?_,1,E,i,2],
8 6 A 2
{12 3
fle) = == Az—(i,ﬁ.ﬂ.z).
4, f:[0, 3] > R, Ay = (0, 1, 2, 8),
2
f(-'c)mé—-——f . Ay = (0, 2, 3).
5. f:[—1,1] - R, Alw(—i,—l.ﬂ,i. 1).
2 2
ﬂx) = ex: A2= (_1: 01 1)

IT. 34 se arate cf urmitoarele funciii sint integrabile si si se calculeze integralele lor:
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r*'

. 1. flz) = Va® —1, xe[1, 2].

! 2, flz) =)=, x [0, 2].

r | 3.ﬂﬂ:}=a}¢, xE[Ora]|a>01 a> 0.

| l 0, daci z = 0, ”’
| | 4. f(x) = lmin (x, In 1] dacd « = (0, 2].
z

3.14. Calculul limitelor unor sume cu ajutorul integralelor.
1. S& se arate cil

lim[ ! +n—12+...+ﬁ]=1n2.

n—>w [N + 1
Pentru a vedea ce functie trebuie considerats, iransformim suma de mai sus astfel |
1 1 1 1 1 1 1 J
Fiiior o ke ol T x Tt e | u
n+ n -+ o 14 = , T . 14— !
n n n 'J
Vom considera deci functia f :[0, 1] — R definiti prin
def 1 I‘
flz) =

14+ =z
si, pentru fiecare n > 1, formidm diviziunea echidistanti ‘

1 2 n
An=[xg=0<$l=—<x2=-‘—-<...<c'ln=—‘='1] “
n n n

de normi ||Aq | = L] , iar in fiecare interval [x;.;, #;] alegem punctul intermediar H
. n

def i
i —=aj=—.
Se observa c¢i termenul general al girului din enunf este chiar suma Riemann asociati
functiei f, diviziunii A, si punctelor intermediare &;:
1 Z 1 i i—1 21
a, (6 B = D) = ) =35 ]-;Hn—

ool ln "
n

) | 1 1

n—|—1+n+2+“.+-2_r:- !
Deci
tim [ 4 1 +...+i]:1im s (f,gi)=sﬂ=
nswoln 4+ 1 n+ 2 2n nsmo 0 01+ =
=ll_1(1+x)i=ln 2.
0

2. S4 se arate ci

. 1 1 1 ™
ig:: [l/&n“——1+[/4n3—23 +ooet I/lm.’—«n“] 6
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Seriind suma de mai sus sub forma

1 p | 1 1

se ohservi cd aceastd sumd este suma Riemann asociatd functiei f :[0, 1] — R, definitd prin

der 1
flx) = ﬁ,

diviziunii Ay si punctelor intermediare ; definite ca fn exemplul precedent. Deci

1 1 1 .
lim[ cert et ] =tim oy {f, &) =
-Hm_|/4n=ﬂ—1+y'4nﬂ—2=+ +|/tm=—n=] n->x a, (&
Sl dx oax |t . T
== ———————— = arc sin — = arc Sin — = —o.
0 V&— 2° 2 lo 2 6

' 3.16. Eaercifii. Folosind metoda de calcul de la punctul precedent, sd se
calculeze limita girurilor de termen general:

3- n n n
1. = .| 4 e —_—.
| +\/n+3+\/n+6+ +\/n+3(n—i)]
B, iy Vu-i-[— \/1+3+ ...+\/1+i].
n | n n n

8. on=_ -sini +sin2—“ + ... + sin (";1)1]
nL n n 7
4, 8y = E [1' S cosi + CDEE + s + cos (ﬂ- _ 1)7:].
2n 2n 2n 2n
1 i 1
B sp=n __|_ . + i
' [(" +1) * (n +2)2 (2n}”]
¢ 4. INTEGRAREA FUNCTIILOR CONTINUE

4.1. Observajie. In paragraful precedent s-a aritat cd orice functie
continud f :[a,b] - R este integrabili.

Deci, toate rezultatele, relative la functiile integrabile, obtinute in para-
graful 3, sint valabile gi pentru functii continue.

Unele rezultate din acest paragraf sint adevdrate numai pentru functii
continye, iar altele se pot demonstra gi in cazul general al functiilor integra-
bile. Totusi, pentru simplitate, peste tot in acest paragraf vom lucra cu functii
continue.

4.2. Teorema de medie. Daei f:[a, b] - R este o funetie con-

tinudi, atunei existd £ [a, b] astfel incit

(" fa)dz = f(E).

o a Ja

Demonsiragie: Funetia f,fiind continui pe [a, b], este marginitd i igi atinge .
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marginile. Notind
m=inf f(z) i M =sup flz),
re {a’i b] & ]
existi u, v € [a, b] astfel incit "
flu)=m st fo) = M.

Cum pentru orice z&[a, b] avem m < f(z) < M, aplicind consebini,;a
2.19 obtinem
mib — a) < Sbf(:c)dx. < M(b — a),

de unde .
[
flu)y =m < b—L;S fle)dz < M = f(v).
Cum inss f este continudl pe [a, b], [ are proprietatea lui Darboux pe [a, b];

existd deci £ & [e, b] astfel incit

4 4.3. Observajie. Scriind te-
orema de medie sub forma

&0 —a = fiz) dz,

punem in evidentd urmdtoarea
interpretare geometricd:

Daci [ este o functie con-
tinud gi pozitivi pe [a, b],
existd un punct EE[ea, b] astlel
incit subgraficul lui f (Ty; vesi
observatia 2.2) are aceeasi arie
cu dreptunghiul de bazi b — a

Fig. 1L 4, si inféltime f(E).

te) |- —

44. Propozitie. Daed [ :[a, b] — R este o functie continud, atunci
are loe inegalitatea

\ Sh flz)dx

i

< S" | f(z) | dz.

[

Demonstraie. Intrucit f este continud rezultd c# | f | este continuél. Tinind
seama de inegalitiifile

— 1f#) < fla) < [fl2a) |, (V)zEla, b]

gi aplicind consecinfa 2.18, obfinem
' b b b
— 1) 14z < | fle)do < | f(2) | da,

deei

|§Zf(m)dm | <{ 11t 1 0w

4.5. Observajie. Rezultatul precedent este adevirat g1 pentru functii inte-
grabile oarecare.

4.6. Propozitie. Daedf:[a, b] - R este o funefie continui gi pozi-
tiva iar [¢, d] este un interval inelus in [«, b], u,tlm_ci are loe inegalitatea
(! flaydz < flayda.
Demonstrajie. Aplicind propozitiile 2.24 gi 2.17, obtinem
[ fe)dz ={ fizae + {' e de + ' fordo > (ot

e b
L @ d

4.79. Consecin{i. Daecdia <Dbsgif:[a,b] - Resteo functie continui [

gi pozitivd, neidentic nuli pe («, b), atunei
' ch
\ flx)dz > 0.
Ji

Demonstrajie. Prin ipotezdi existd un punct z, € (a, b) astfel incit
(%) > 0.

Functia f fiind continui, rezultd (proﬁozibia A5(B)) cd existd un interval
deschis J astfel incit z, & J c[a, b] si

fle} >0, (Vzel
Fie [¢, dic J, ¢ < d si
m % inf f(z).
z€le, d]
Atunci existd z, € [¢, d] astfel incit

= f(z).

Insa 2, € [¢, dlc J, deci f(z;) >0, prin urmare
m > 0.
Aplicind propozifia precedentd, obtinem

0 <mid—c) < §“f(x)dx < gbf(m)dx.
€ a
48. Teorema de existentd a primitivelor unei

funefii eontinue. Pontru orice funefie continui [ : [a, 6] — R, funecfia
F :[a, b] - R definiti prin

F(x) ‘-“_'—fS"'fmdr,

a

(V) z € [a, b]
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: IR
lui f eare se annleazi in punetul «

Demonstragie. Fie x, & [a, b] si zE[a, b] cu z # z,. Atunci (definitia
2.22(p) si propozitia 2.21)

Fla) - Flag) = S: fiey e — ™ fyae = S:f(t)dt-

Aplicind teorema de medie integralei\ f(z)dt, obtinem &, € [xy, 2] sau

x
Xo
b € [, ], (dupid cum z, < x sau @ > x,) astfel incit

[ e = e — ).

Din (1) si (2) rezultd
Flz) — Flmy) — f( E..x)
T — &, ’
deci
xx, & — Xy XX

(deoarece £, este cuprins intre z gi ,, iar f este continud).
Dacd z, = a (respectiv z, = b), atunci

lim F& = Fla) _ £q)
- T —a .
x>0
( respectiv lim i i e f(b)) v
x—)E xz—b
xg

in concluzie F este derivabild pe [a, b] si F' = [, adicd F este o primitivd
a functiei f. In baza definitiei 2.22(«), avem

F@:ﬂﬁmm:a

@

Teorema urmitoare determind toate primitivele unei funcfii continue
date, primitive care se anuleazd in acelagi punct.

voremi. Fie [:[a, b] - R o funefie continud si ¢ :[a, b] —» R
b o [ui [ eare se anuleazi intr-un punet 2, < [«, b]. Atunei g are forma

go) =\ fod, (V)2 €L, b

Demonstratie. Am viizut (teorema 4.8) il functia
X

) F(z) =§ f()de

@
este o primitivil a lui f. Cum diferena a doud primitive ale aceleiasi functii
este o constantil (proposzitia I. 1.3), rezultd il existd & € R astfel incit

(2) F(z) = gx) + k, - (V) z €la, 0]
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Insi

g(“’o) o= 0._,
deci
(3) k= F(x,).

Din relatiile (2), (3), (1) si propozitia 2.21, rezulti c# pentru orice & [a, b]
avem

g(@) = F(z) — k = F(a) — F(z,) = S:'f(ndz — S fit)ydt = S f(¢)dc.

_ 4.10. Teorem i (formula de integrare prin pirgi). Dacif,g :[a,b] - R
sint doui funetii derivabile, cu derivate continue, atunei

b 16 (b .
S fla)g' (z)dx = [{ :')_‘fi_r): —\ 4la Wiz)da.

Demonstrajie. Formula de derivare a produsului a doud functii derivabile
(f-g)(z) = ["(2) - gla) 4 f(2) - g'(x), (V) = € [a, b]
arati ed functia produs, f- g, este o primitivd a funciiei f'-g L - g'. Deei,

aplicind formula lui Leibniz-Newton (teorema 2.12) gi propozitia 2.16, obti-
nem:

(f- 2)B) — (F g)la) = 5" (f 2)(@)da = SZ[f’(x)g(w) + fladg (2)lda =
= SZf’(x)g(x)dx e S" fla)eg'(#)da,

adicdl
[, flore' @)z = (- g)a)|” — | staf ()d

4.11. Exemple.

1) Sd se caleuleze integrala
1 .

S a’e™dax.
0

Avem :

1 1 1 1 1
S 2e¥dar = a%e® ——-S e¥ (2t dy = e — SO 2ze%dx = e —.2xe* . o+
0 - 0 0

1
= Q20 —2=0—2.
[}

1 1
-+ Sﬂe“(%)’dx =g — 2 + 2SOe~’~‘dm = — @ +} 2e*
2) S# se calculeze integralo

T
S x?cos xdz.
0
Avem

™ 9 B ™ ™ & ™
Sﬂa: cos zdz= z’sin x —-—S sin z(z?)’ do = —-25 zsin 2 de =
0 0 0
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T

e ™ |
= 2z cos » ﬁ—zg cos x-(.z)’da:=-21r—2sncosa:dx=—2n—2sinmo=-—2n.
0 0

3) S& se calculeze integrala
Ss |/ 2% — 9 dz.
&

Utilizind mefoda integririi prin pér{i (exemplul 2.2 (7), cap I) deducem ci o primitivi
a funciiei

2 — /2t -9,

pe intervalul [4, 5], va fi funciia
gle) = g o/ F—T—2n|e+ /T3]

gi deci

5 5
Sﬁl/x’— 9 dz = g() &

4) S8 se caleuleze

Sza:ﬂ Inzda.
1

Avem

3 2 2
2:i:zlrl.'t:d;r:E—111.:4: F 2zs(lnw}’da:=£ln2—is:sgdm=£ln2—iw“ =
1 ‘ 3 3 3 3 N 3 9

i
8 8 . 1 8 7
—hn2—— —=—In2-=.

=3 7 T9=3 9

5) 54 se calculeze

™

S'I xtg? xda.
0

Avem
tgPr = (gl 1) — 1= (tga) —1

H

T kg ki oL
% T T % A 4
4xtg”‘xda:=sé :r:(tg:z:)‘d:u:——S”l zde = xtg e —S tgzde— —a?|" =
0 0 0 ' 0 0
13 'E 1 £ 72 VLT
= — JIncosx — e e — o I e
& 2 46 4 32 2

4.12. Teoremw i. (Formula de schimbare de variabild)

Fie [a, b] %> J L R (J interval din R) doud funefii cu proprietijile:

1) f este continui pe J,
2) q este derivabild, eu derivata eontinuid pe [e, b]. Atunci
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@b

{, fle®) - (0t = " flz)da.

pla
Demonsirajie. Funetia f fiind continud, admite primitive. Daci F este o
primitivd a Iui f pe J, atuneci '

(1) Fa)=f), () s’
gi (formula lui Leibniz-Newton)
@ [ f(e)dz = F(e(6)) - Fgla))

Folosind formula de derivare a funefiilor compuse i relatia (1) deducem
cd Fo qeste o primitivd a functiei (fo @) + of

(Foq)(t) = F'(a(t)) - 9'(2) = (fo a)t) - &'(2), (V)¢ € [ab].
Aplicind formula lui Leibniz-Newton gi tinind seama de (2) obfinem

5" {foa)t) - '(t)dt = (Fo @)(B) — (Foq)(a) = §(“’j f(z)dz. ,

4.18.0bservatie Dacd [u,b] —‘?-s»[c, d] --f-;- R sint doud funcfii ew proprietifile:

() f este continud pe [e, d],
(B) @ este bijectivg, ¢ si @™t derivabile cu derivate continue,
atunei

" ) ) ().

o{a)

{ =
MWW§

Intr-adevir, functiile ¢ si f fiind continue, rezultd ci fo ¢ este continud, deci admite
primitive. Fie P :[a, b]-» R o functie derivabily astfel incit

(1) ‘ P'=foe.
Atunci (l'-c)rmula lui Leibniz-Newton)

) {, flotnac = 2) — P (o)
Pe de altd parte, {inind seami ci (1) avem
(Pop){z) = P(e7())  (¢7) () = flole (=) * (p™)(z) = fla)(e)(x)

deci

@(b)
(3) Sca(a) f(2)(e)(2)dz = (Poo™)(e(8) — (Po¢)(¢la)) = P(b) — Pla).

Din (2) si (3) se obtine egalitatea din enunt, egalitatea care se mai numeste si a doua for-
muld de schimbare de variabild.

4.14. Ememple.

1) Si ze calculeze
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_SE
S sindzdx
7
Avem
' 5m il 5
o i _
S 5 sinfz dz = S sin*z sin z dz = S (1 — cos®z)%sin x dz.
T ™ 1!_
i & %
Considerind aplicafia
x — p(z) = cos x ze|l bn 3
LA L [4 " d
obtinem
=) _ V2 Sm| I,Q
q’(f) T2 {P[T]k T
S 5 E’:
& i 4 .
§’ sinfade = - { (1 - g -o/(eldo = 711 - 26200 + 9te o'teiae =
™ T
T T T
vz vz
TRy 2 4 b3 2 4 _
= — 1 —2u° 4+ u du:S 1 —2ut 4+ W) du =
R !
2 SR
& VE_ 2 VIV, A[VEY
IR U | R 1741 (743 1[_2]=é§"
“(““—3‘“3+§“5] )z _2[—2 ?[2}4'5 2) 52
2
2) S se calculeze
x
52 _1 dz.
51N x

Avem, ca in exemplul 3.3 (2), cap. I,

T T = ty
7 03 _1_[1_;_ tg2i) 2(tg;]
S ._1..dx=S —%———2—-dt=8 dt =
™
3

i t t
”sma: tg; i tg;
El 3

i
t ]2 T 1 =
= In tg — =hntg—= —Intg—= =In})/3.
3
3) S se calculeze
e
2  sin 2z de.
0 1+ sinx

Avem, ca fn exemplul 3.3 (1) cap. I,
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™

. i L
2 _Sin 2z 2 (1 -+ sin®z)’ T
—_— e N TSI .
SO PR So 1+ sins dz=1In (1 4 sin’z) . In 2.

4) Si se calculeze

Si L da.
0l + 2t

Avem
i 2y i  § -
iS _('m)_dx=iarctg:c2 =
2 Jo 1+ (2¥? 2 0 8

5) Fiea, B E R, a < Psif:[a, ] » R definiti prin
fla) 2= |/ (& — o) — 2).

Se cere s se caleuleze

B
S f(z)dz.
a
In acest scop definim funcfia ¢ :[0, E] — [a, B] prin
() 2L o + (B — o) sintt.
Avem deci situafia urmitoare

[o. g]—"» [«, 8] —L> R,

unde f este continui, iar ¢ este derivabili cu derivata continui; deci sint indeplinile

conditiile teoremei 4.12 (formula de.schimbare de variabild). Aplicind aceasti teoremi,
obfinem:

B P g = _1"_:
Su fle)de =§ () /e Sj flolt))-o'(t) de = S: VR — B e o'(t) di —

%(0)

™

= S;TI/[(B — o) sin%] *[(B — o) (1 — sin%)] 2(8 — a)sin tcos ¢ d =

T

¥ — w)? (3 — (%
= (B — a)? Sj 2(sin tcos 1) di = (_3_2_3) SE (sin 2t)%dt = iB__!‘_c:_)_a S: (4 — cosht)di =

2= o 2£-
(B—a) 3

Asadar,
B e et eem— T:
SQV(E =) (= e = (8 — ot -

Observiim cii functia = — |/{z — «) (B — 2) este un caz particular al funcjiei
studiate in exemplul 8.5 (4), capitolul 1. Insd primitivele gisite acolo nu sinl definite
pe intreg intervalul [«, 8] ci doar pe (e, {).

G) Sa se calculeze integrala
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4 =
§1 14V =dz
Avem

flay=V1+ V=

si lnam o :[1, 2]~ [1, 4] definitd prin

(Wiz e [1, 4]

olt) = 2
Atunei _ \
p'{t) = 2t
si
flo() - 9'(t) = /T + 1.2t
deci

4 S 2
S" Virve ds= Sq"  fla)dz —
1 p(1)

Facem o noud schimbare de variabild.

4 9 e
gif(q:(t))'q:’(t)di . 2§1 /T idr,

in acest caz notim

gly) =t/ T+t ¥)te[1, 2]
$i definim w: [2’3] - [-1,2] prm
uls) =s— 1.
Atunci | |
u'(s) =1

si |

g(u‘)ls)]u"(s) - (S == ’1) l/Tg F== SS"E = S‘lh' M
deci |

2 - n(3)
2 t)/1 tdt = 25
St I/ * n(?)

=2[3. . ,] }}ﬁw*&_m- .

] 3

3 aJ 1
giyde = 2 Si gluft))w'()dt = 2 52( sl — gl)ds =

7) Sa se calculeze integrala

™

rn sin x
———dy
0 sin x4 cosa

Avem
sin _ lga
T tga 1 .

flz) =

sin & + cos &

si luim g 1[0, 1]_.[0, E] definita prin |

@(t) = Arclgt.

Atunci

rp(!)=1+t2

si
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i ; 1 14
o) ¢'(t) = —'— = L kL
+z1+: 2 t4+1 2 21
Ultima egalitate se obfine calculind coeficien{ii 4, B, € din identitatea
I3 o A Bt 4+ 1
: —— = 4 Q
(¢ 4+ 1) {2 1) t-1 21
Acesle caleule dau 4 = — L si B =0 = i
2 2
Asadar
it
4

1 v
S _tgiudx:§(_i . ‘11
0 14 tge ol 2 t+1 2 241
_Si[_i 1 l_-i 91 1
0 2 141 b 241 2 2-;—1]

=[__11u(¢+1]+ In (& + 1)4-3311.; tg,]

0

= --—ln2+—1112—|—_—T——%(%—lnz).
5 ;

4.16. Observajie. Fie a >0 §i f :[—ea, a] - R o functie continui. Atunci
|" 7@ = (@) + f(—and
Intr-adevir, aplicind propozitia 2.21, avem
[" fae = fade + {: fta)da. ()

—a

In baza definitiei 2.22 (8), are loc relatia
[* flaaa ~{* foras. @)
Liind funetia ¢ : B — R definits prin |
| o(t) = —i
gi aplicind formula de schimbare de variabild (teorema 4.12), obfinem
{ “fia)da = S(‘Oj )z =" flpw)-g'()dt = — (rna @
Din relatiile (1), (2) si (3), rezulti
" M@z = if(a) + f(—a)a

t.16. Definitie. Fie J un interval simetric (adici J este de forma
(—a,a)sau|—a,a)) gif:J — R. Spunem e feste o funefie pari (res-
peetiv impari) daed

f(—2) = f(2) (respeetiv f(—z) = —f(z)), (V) z€J
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1.17. Observatie. Fie f: [—a, a] —» R o functie continui. Atunci

. 2\ f(x)dz, dack t A,
S fz)dz = Sof(:c) z, daci f este pard

0, dacd f este impard.
Intr-adevir, dac# f este pard, atunci

fl—=z) =f(x), (V) z&€[—a, a]
deci (observatia 4.15)

(" flade = (21f(@) + f(—adz = § ez = 2 112

Dacd [ este impard, atunct
fx)+ f(—=z) =0, (V)2 €[—qa, a],
deci (observatia 4.15)
[* flana =17 + f—adz =o.

4.18. Exereitii.
L.
i. Fie {:[a,b] — R o functie continud si strict crescitoare. S# se arale cd existd un
singur punct ¢ = [a, b] astfel incit

b
(; fleraa = o — a1
a
2.. Se considerd functia
flz) = 2%, ze=T4,3].
Si se determine ¢ e (1, 3) astfel incit
3
S flz)dz = 2f(c).
T )
8. Fie [ :[a, b] = R o functie continud neidenlic nuld, astfel incit
b
S flz)de = 0
(74
Si se arate i existd in [a, b] doud puncte @y, @y, @ < astfel incit
flag)-flas) < 0.

4. Tie f:[e,b] = R o [unctie continui. Se presupune ci pentru orice interval deschis
(a/, b') C[a, b] existi un interval [ay, b)] C (e, b") astfel incit

S bi,' flz)dz = 0.
h ¢

Sd se arate cit f este identic nuld,
1L. 84 se verifice egalititile:

I.S sin® z dx =
0

wl.a-
.

T g
2.\ cogd zdx = 0.
0
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k1 kg
S.Sﬁe“’sin 2xdaz=—2—( E-—|—1] 4, ﬂa:sina,d:r.:r:
0 5 0 '
2
Sﬂ:rsma:dxkl. 6. Séli_dz=2.
0 4 Jl/x
2 52 4
S 21+ Pde =22 8.\ 2/ Foda="28.
0 9 0 3
1 .
S 3
9. x*dx—I/——I—E ! 1
- 10.\ ——— dz = 4
0 9 3 0 Snex—}—e'-‘: dz = arc tge—T
o 1 1 ‘
x=[/§—1+1n(|/2.+1).12.5 _dz=2—4ln>
Sul/1+ TENZ "y
III. S& se calculeze integralele:
5 i
1. S ——— _daz. 2. : =
V5 F bkx — a2 14x+4r+5dz
T[: oz,
3S In (1 + tg 2)da 45’ L
0 sma:+(03m )
5. ST tgdz da. 6. mil/ —1d
" . i i,
e
7. S; sin'y cos’r da. 8. S sin’z cos 2z da.
0
1 ., 1
B.S x are tg o da. IO.S eigin 3z da
U . 0 g
11 # 3 »
’ n:r: e*da. 12.5 z In (1 4 z)dz.
0
1 ;
13.5 T _da. ok
041 1|/x2+1dx
1
15.S 23:—+—1—-do:.
0/ 2 — a?
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Aplicagii ale integralei definite §i metode de calcul

§ 1. INTERPRETAREA GEOMETRICA A INTEGRALEI
DEFINITE A UNEI FUNCTII POZITIVE

In acest paragraf vom defini clesa multimilor din planul R? care au arie
gl vom ariita cdl daci f:[e, b] — B, este o functie continud, atunci multimea

Nz, ye B la<e<b 0 <y <fla)h,
nuﬁitﬁ subgraficul lui f, are arie si aria sa este egald cu integrala lui f pe inter-
valul [a, b]: )
avia (Ty) = § f(z) dz.

1.1. Definifie. O multime £ din planul R* se numegte e1em e n-
tard daed

h == U ]),u
i=1

unde D; sint dreptunghiuri eu laturile paralele eu axele de coordonate, iar ori-
care doud dreptunghiuri diferite D;, D; au eel mult o laturd eomuni. Punem

prin definifie
, L, tef e %
aria () -——"E aria (D,).
=1
1.2, Obserpaii. a) Jeeprezentarea unei mulfimi elementare & sub forma
n
E=[JD,
i=1

nu este unici. o o
b) Reuniunea, intersectia gi diferenja a doud mulfimi elementare sint tot mulfimi

elementare. _ ‘ . .
c) Aria unei mulfimi elementare £ nu depinde de scrierea Iui E sub forma E =

n
= UJ D; ca in definifia 1.1, adicd daci
i=1
l n m
.E:UD,; gi E=1J¢6;
i=1 =t

sint doud reprezentiri ale lui E ca in definifia 1.1, atunci

n m

; aria. (D;) = J; aria (Gj).
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d) Dacd E, F sint mulfimi elementare disjuncie, sau care au in comun cel muli

laturi ale unor dreptunghiuri componente, atunci
' aria (E U F) = aria (E) + aria (7).
e) Dacd E, F sint multimi_elementare astfel incit E c#, atunci
aria (E) < aria (I7)
51
aria (FN\E) = aria (F) — aria (E),

13. Delinifie. Fie A o mul{ime mirginiti din plan. Spunem ei
mulfimea A are arie, dacii existi doud giruri (£,), cx, (Fa)nen de mulfimi
elementare astfel ineit:

(1) E,. CcACPF, (Y)neEN,
(2) girurile de numere reale pozitive

{aria (E,)},en §i {aria (F,)}uen
sint convergente i

lim aria (£,) = lim aria (F,).

n—=eo L]

In acest eaz punem ;

aria (_4)12’1im aria (E,) = lim aria (F,).

n—» e n—»oo

1.4. Observajii. («) Definitia ariei lui 4 este corectd; adici dacd luim (Un)nen,

(Vn)nen alte doud siruri de multimi elementare care satisfac condifiile (1) si (2) din
definitia 1.3, atunci

lim aria (Up) = lim aria (V) = lim aria (En) = lim aria (Fy).
n—-oo h—roo n—>0o n—ros

(8) Dacé A4 si B au arie, atunci A U B, 4N B si ANB au arie.
(v) Dacd A, B au arie §5i A N B = @, atunci

aria (AU B) = aria (4) + aria (B).
(8) Dacit A4, B au arie 5i B c 4, atunci
aria (AN B) = aria (4) — aria (B).
Nu demonstrim aici aceste rezuliate.

 Lb. Ezemplu de funciie al carei subgrafic nu are aric. Fie g:[0,1] — R, funciia
lui Dirichlet

def { 1, daci x = [0, 1] N Q,
8 =1 o, dact = < [0, 11\0

T =2, y) « R0 2 <1, 0< y < gla)).
Vom ardta ci:
() dacd E elementard ¢ Iy, atunci aria (E) = 0,
(B) dacd F elementard o Ty, atunci aria (#) > 1.
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Din faptul ci intre doud numere reale exisld intoldeauna un numdr iralional,
rezultd ci orice dreptunghi D T’y are indlfimea egald cu 0, deci aria sa este egald cu 0
aria (D) = 0.

Cum orice mulfime elementarf EC Iy este alcituiti din dreptunghiuri D < Ty,

rezulti afirmatia (e).
Pitratul D; = [0, 1] % [0, 1] este cea mai micd mulfime elementard care include

pe Tp; adicd dacit F elementari D I'y, atunci #D Dy, agadar,
aria (F) = aria (D) = 1.
Fie acum (Ep)neN, (Frlnen doud siruri de mulfimi elementare .astfel tncit
girurile ariilor lor sint convergente i
EpcTyc Fy, (V)rnel.
Atunci din () rezultd
aria (En) =0, (V) n €N,
iar din (B) se obfine ‘
aria (Fp) >1, (V) n & N,

deci
lim aria (Eyp) = 0 < 1 < lim aria (Fq).

n—>oo n—»0a

Asadar, multimea I'y nu are arie.

Din cele ardtate mai sus se vede ci: dacd A este o muljime care are arie,
nu rezultd neapdrat cd orice submuljime B a lui A are arie.

1.6. Teoremi. Daed f:[a, b] = R este o funefie continud pozitivi
atunei
() ', are arie
si
. . (h .
() aria (Ty) =\ f(z)da.
Ja
Demonstrajie. Fie
A,=(a=a5 < < a.<ah, = b) (n € N)
un gir de diviziuni astfel incit
(1) lim || A, [} =0
; n—>00

si 8 notam cu my (respectiv M?) marginea inferioard (respectiv superioard) a
functiei f pe intervalul inchis $i mirginit [z}, ai'].

Se stie (vezi Elemente de analizd matematici, cl. a XI-a) ci orice funciie
continud pe un interval inchis i mdrginit J, isi atinge marginile pe J. Deci,
in cazul nostru existd

up € [#f, &1 st v € [2iy 3]
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astfel incit ¥

fug) =my §i fop) =My o I
I e s o |

Fie (fig. II1.1) I
def l }
Dy =[a} 4, «}] x [0, mf], ) R I |

!

'Z‘-g e i n | ! n |
i [ i1y xi] X [O: M;] | | Dy |
1 3 2 ol 7L o ! I |
dreptunghiurile de bazd af — 27 ;51 3 P T Y - |

indltime m}, respectiv. M%}. Multi- !
mile elementare Fig. NL1 |f
.s

{

ol
def

n p?l
; det
E,— iLJl D7, respectiv F; == L]l G?
= i
verificd incluziunile

(2) E,cT;UF,,

iar ariile lor sint -

n

pﬂ n
(3) aria(E,)= ; my (o} — 2hq) = 2 ful) (& — 2} ) = oa, (f, ul)

(4) aria (F,) = aa, (f, o7)-

Functia f fiind continud, este integrabild (cap. II, teorema 3.12), deci

f
|
|
respectiv ‘ |
!
(cap. 11, observafia 2.11), tinind seama de relatiile (1), (3) si (4), obtinem: !

b s
(5)5 f(2)dz = lim 6 (fuf) = lim aria(E,) =lim o, (f, 7) = lim aria (F,).

a n-—»0 n-—>co n—rea
Sirurile de multimi elementare (E,) gi (F,) verificind relatiile (2) si (5),
rezulti cid mulfimea I'; are arie §i (definitia 1.3)

aria (I'y) = Sb flz) da.

1.7. Consecinf#. Daei f, g:[a, b]— R sint funetii continue astfel ineit
flz) < glz), (V)2 & la, b]

atunei mul{imea (fig. 111.2) 4

def
Iy, = {(z, y)ER? | a<z<b; flz)<y <g (@)}, p

. )
cuprinsii intre graficele funefiilor f, g si dreptele k E@
AN

paralele la Oy care taie-axa Ox in punctele a

gi b respectiv, are arie gi N NG x |
; b = 1l & 91 \\ |
aria (T7,p) = | [g(2) — f(2)] da. |
a Fig, T2 |
. |
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Dacd g(z) > f(z) >0, (V) 2 € [a, b], atunci
aria (I'rg) = arla (I'y) — aria (Ty).
1.8. Exemple

1) 84 se caleuleze aria multimil cuprinse intre parabolels de ecuatii:

| (1) ' 112 = ap,

{2) & =gy,
unde @ > 0 (fig. T11.3).

Ploo) . a

Pig. 1I0.3

Rezolvind acest sistem de ecuaiii, obiinem punctele de intersectic ale acestor
parahole,

o o ) &, 5
aria (I'f,4) = gla) — fla)) da = Fltg e —
ria (T'f,q4) s (&(a) flx)) da S“ l{/ }l’l.].

Jo @ J
5 L
P L) ]
1/7 & i . aZ " 2 " -
= 7 - s ot =
3 Je } | 3 3
2 I
by A) S& se caleuleze aria  mulfimii
(Tig, 117.4)
A= {{z, y) = R?| 2% 4 Yt < W 0%,
/ (r = 0).
/ - rd —{i- r o ~
- o] T x Observiin ca multimea A esle subgraficul func-
tiei f i —r, r] — Ry delinite prin
. il PR U—
Fig. 1114 f(: };iy rt— I,
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Am vizut in capitolul I, exemplul 3.5 (2), ci funcfia

F(m)%é-[rzarcsini-{— z)/ T — x‘]. (—r<egr)

r

este o primitivi a lui f. Deci
#

aria (4) = aria (') = ST VrE = 2t da =

b | =

.z |
[r2 arc sin — - z}/ 1 — .'::"]
r

-r

=i[r23-PGSiﬂ1—rzarcsin(—i)] =’:_[E_(_E ]=lm,2'
2 2 L2

3) S se giseasci aria multimii 4 (fig. II1.5) cuprinse intre cercul de
ecuatie

(I) z? + y* = 4px

gi parabola de ecuafie

(1) Y2 = 2pz.
Seriind ecuatia (I) sub forma

(1) (@ — 2p)° + 9 = (2p)%,

se observd ci cercul considerat are centrul in punctul (2p, 0}, iar raza sa esle 2p.

Pentru a determina punctele in care parabola intersecteazd cercul, vom rezolva
sistemul format din ecuatiile (I) si (II). Daci se inlocuiegte »* din (I1) in (I), atunci

z* =2 pa,
deci se obfin solutiile
=08 = 2p.
inlocuind pe # = 0 (respectiv = = 2p) in ecuafia (II), obfinem solujiile
y=0gi y=42p
Asadar , parabola de ecuatie (1I) sicercul de ecuatie (I) se intersecteazdi in punciele
010,0), P (2p, 2p), Q(2p, —2p).

Este suficient si caleulim aria mulfimii A4, cuprinse intre arcul de parabold OGP
gi arcul de cerc OP, adicd aria mul{imii cuprinse intre graficele functiilor

flz) ==/ 2pz, (0< & < 2p), y :
h(x)g[/épx— =, (0 << o< 2p). i
Functiile f i A fiind pozitive, avem
(1) aria (A4,) = aria (I'y,5) = aria (I'y) — aria (IY),
"0 c|tzp.ol x

(2)  aria (Tf) = S:p flz)dz =/ 2p S:p z? da =

320
] A
— P 8
=V 2p- 51 = — p% %T:
3 -3
2 lo Fig. TILb6
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Desi se observi ugor cid 9 fla) = | x|, glz) =1, z=[—1,1].

. 1 ; .
aria (I'p) = ~— aria cercului de razd 2p = L™ (2p)* = =p?, | [ B s
. 4 1‘r 10. f(z) = 0, g(:t:“p:il e 4+e “), 20, al.
totusi vom folosi integrala pentru a calenla arvia (T'y). .
Seriind [/ 4pa — 2° sub forma ‘ r 22 qad
P ‘ 1. flz) = —, gla) = ———, 2 = [—2a, 2a].
se vede cd avem de infegrat o functie de forma ‘.
G —- : f 1L
Vie—a) (B — a). 1
| 1. 84 se calculeze aria multimii cuprinsd intre parabola de ecuafie y® = 4a gi dreapta

. _Pentru a pgt.ea aplica rezultatul obtinut in exemplul 4.13 (5), din eapitolul TI,
considerdm functia 4, definitd pe [0, &p] (51 nu numai-pe [0, 2p] cam era definiti k), prin
aceeagi relalic _ f

de ecuatie y = 2z.

5 T O ! 2, Si se calculeze aria multimii din semiplanul {(=, ) | ¥ > 0} cuprinsi intre hiperbola
(8) hy(z) ==V (kp — ), (V) = < [0, 4p). echilaterd de ecuatic zy = o”, axa Oz gi dreptele de ecualii =z = a §i & = 2a.
Atunci are loc relatia |
8. Interiorul cercului de ecuatie z* + y® = 16 este despiirfit de parabola de ecuafie
(4) arvia (I'y) = 2. i (Th,). y? = 6z in dou# regiuni. SA se giseascii aria fiecireia din ele. i
2
2
In exemplul 4.13(5) s-a obtinut egalitatea \ 4, Interiorul elipsei de ecuaiie —z— 4+ y* = 1 este despdrtit de hiperbola de ecuatie
B ety
5 o - - T 2 ;
(5) Sm Ve — o) (B — o) de = (B — ) e -3 — y% =1 in trei regiuni. Sd se calculeze aria fieciireia din ele.

Din (8), (4) si (5) (pentru o= 0 gi B =4 biinem :
: ) (p §1 B = 4p), objinem: 5. S# se calculeze aria figurii cuprinsd intre parabolele de ecuatii

- 104p e .
(6) aria ([p) = — 5 Valip — x) do = 1 (ap)2+ T == np.
2 Jo 2 8
In sfirgit din relatiile (1), (2) si (6) rezultd 6. Interiornl cercului de ecuatie 2 4 y? = 8 este despirtit de parabola de ecualie
y® = 2z in doud regiuni. Si se calculeze aria fiecareia din ele.

yr=8(2 — ) si y*= 242 + 2).

aria (A} = aria (4,) 4 aria (4,) = 2 aria (4,) =
— 2 [aria. (T) — aria (I'7)] = 2np® — Epg_ 7. Fie hiperbola echilateri de ecuafie a® — y* = o si d.reapta de ecuatie y =
3 = ka (0 < k< 1). S& se calculeze aria mul{imii cuprinsd intre semidreapta

Oz (2 > 0), arcul de hiperbold 2® — y* = «* (y > 0) 5i dreapta y = kz.

2

1.9. Exercific I|
% = o 8. 84 se calculeze aria multimii cuprinsd intre parabola de ecuatie % = g si dreapta
I. 54 se calculeze aria multimii [y o ecuaﬁﬁ“ iy 4 p p tie y § P

L fw) = — V=, gla) = V7, = <[0, 4. 3
i Vz, g o} Ve, x<[0,4] 9. 84 se calculeze aria multimii cuprinsd intre parabolele de ecuatie y* = z, «* = 8y.
2. flz) = o°, glz} = 2% = =[0, 1]

8. flz) = ;lé s gla) = %, » ef1, 8.

§ 2. VOLUMUL CORPURILOR DE ROTATIE
4 flz) =Vrz — &, gla) =V =22, 2 [0, r].

b flz) = V7, gla) = V1=, xE[O, g (B 1)].

In acest paragraf vom presupune c# cititorul este familiarizat cu calcu-
lul volumului unor corpuri uzuale ca: paralelipiped, prismd, piramida, cilindru,

1 con, trunchi de con. Pornind de la volumul cilindrului, vom defini ce inseamna

2
64m=%umm:

% fla) = 2 + 1, gle)
B, flz) = e%, gla) = e¥, 2 [0, 1].

;2_'_—1, r = [—1, 1]

=3 —z a2=[—2,1].

cd un corp de rotatie (corp oblinut prin rotirea subgraficului unei functii \,
pozitive f in jurul axei Ox) are volum ji vom deduce o formuld de calcul al

volumului unor astfel de corpuri.
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Fig. II.6

Cel mai simplu corp de rotatie se obtine rotind subgraficul unei [unetii
constante pozitive:

flz) =r, (¥)z &[a, 8]
in jurul -axei Ox (fig. I11.6), Aceastd mullime (care este un cilindru de razi
r gi in#lfime & — a) poate fi scrisi sub forma
Cr={(z, 4, ER|)V/PE T <r, a<a<b}.
Volumul acestui cilindru €, este
vol (C,) = mr¥b — a).
2.1. Delinifie. Fiea, b € R, a <b sif:[a, b] » R,. Mulfimea

def —_—
Cf: (.’L', Y, Z) = Rﬂl Vyz"f"zz < f(x), 8% TR b}

se numeste corpul de rotafie determinat de funefia f san
corpul shrinut prin rotirea subgraficului funefiei f in jurul axei Oz (fig. HIT).

Fig. 1.7

2.2. Observaie. Dacd functia g :[e, b] = R, este constanti pe porfiuni,

adic dacd existd o diviziune A = (¢ =z, < 2, = ... < 2, = b) a lui [a, ]
astfel incit g este constanti pe fiecare interval (z;_,, z;): .
glx) = ¢, (V) z € (ri, m),
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atunci corpul de rotatie determinat de f are forma urmdétoare (fig. T11.8):
adicj este o reuniune finitd de cilindri. Volumul unui asemenea corp de rotatie
este

vol (C,) = Ty ez — Ziy).
i=1

Prin analogie cu notiunea de mulfime elementard introdusd in paragraful
precedent, vom numi mulfime cilindricd elementard, orice mulfime care se
obtine prin rotirea subgraficului unei func{ii constante pe portiuni in jurul
axei Oz.

Cel mai mic (respectiv cel mai mare) dintre numerele pozitive ¢y, ¢;, ...y €,
va {i numit raza minimd (vesp. raza mazimd) a multimii cilindrice elemen-
tare C(f). :

Asa cum am folosit multimile elementare pentru a defini aria unei mul-
timi din plan, vom folosi mulfimile cilindrice elementare pentru a defini volu-
mul corpurilor de rotatie.

23. Detinifie. Fief:[a, b] - R, si C; corpul de rotajie determinat
de funefia f. Spunem ¢i C; are volum daci existi doud giruri (G,),ex
$i (H,),en de mulfimi cilindrice elementare (fiecare G, si H, fiind determi-
nate de funetiile eonstante pe porfiuni g, &, :[a, ] — R) astfel ineit

(1) G,cCic H,, (V) ne N

i

(2) lim vol (G,) = lim vol (H,,).
n—+ax n—»®

n acest caz volumul lui C; se definegte prin

vol (€;) L lim vol (G,) = lim vol (H,,).

n—-o n—->o

2.4, Observapie. Definitia volumului corpului de rotalie Cy nu depinde de girurile
(GnineN si (Hy)nen considerate.

103




2.8, Bxemplu de vorp de rolafie care nu are volum. Fie g :[0,1] — Ry functia lui
Dirichlet

1, dacét =z ralional,
gla)=q " 0

0, dacd 2 irajional.
Se observd ca
(«) orice mulfime cilindricd elementara ¢ < 'y are raza maximi egald cu zero deci,

vol (G) = 0,
(B) orice multime cilindrich elementari H o Cy are raza minimid > 1, deci

vol (H)>nm1% (1 —0)=n.

Fie acum (Gyluen, (Ha)aen doud givuri de multimi cilindrice elementare astfel

incit ;
(1) GpnCCyClly, (V)n e N,
(2) girurile de numere pozitive (vel (Gy))ae N §i {vol (Hu))nen sint convergente,
Atunei din (1), (=) si (B) rezultid
vol (Gn) = 0 i vol (Hp) 2w, (V) neN,
deci (2)

lim vol (Gy) = 0 < = <C lim vol (Hy,),
nN—ron

T
de unde rezultd ca Cy nw are volum.

2.6. Teorem#. Daci f:[a, b] - R, este o funefie continud, atunei
(i) eorpul de rotafie determinat de f are volum 8i

(i) vol (Cy) = nS" f¥(z)da.

Demonstrafie. (Modelatd dupd demonstralia teoremei 1.6). Fie
Ay=(e=af <z} <..<az} = b), (n € N)
un sir de diviziuni ale intervalului [a, 5] astfel ineit

(1) lim Il An I = 0

fco
$i 88 notam cu m} (respectiv MP") marginea inferioard (respectiv superioars)
-a functiei f pe intervalul inchis si mirginit [2?,, 2] Atunci existi
ut, o elat ), o] astfel incit
f(ui) = mi si f(o}) = M}.
Pentru fiecare n & N definim [unctiile constante pe portiuni
Zus Ry, tla, b] = R

act | mi = flu), dacd z & (2f_y, ), (

L <i<p),

&l = gy, dack 2 = mz, (0 < i< py),
u{M = (), dacd w € (x}_y, #}), (1 < i< py),

! o f(z;), dacd x = 2, (0 <i<py)
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Atunei corpurile de rotajie G, gi H, determinate de g, §i h,, respectiv, sint
mulfimi cilindrice elementare cu proprietdiile:

(2) G,cCicH, (Y)nrneN,

p’ﬂ.
vol (G,) = w}__‘j, f2(u}) (2 — af,) = oa, (nf?, u}),

(3) .
vol (H,) = =), fAu}) (2} — aty) = oa, (7% o).

i=1
Functia f fiind continui, rezultd ci gi functia nf* este co_nt,inué, deci
(capitolul I1, teorema 3.12) =f? este integrabild, prin urmare, {inind seami
de (1) si (3), obfinem:

- S"fﬁ(m)dx — lim oy, (f?, u?) = lim vol(G,) =
4 a N> N0
& = lim op (nf? o}) = lim vol (H,).
o

n—>co

Sirurile de mul{imi cilindrice elementare (Gpluen 81 (H,),en verificind
relaiiile (2) si (4), rezulti ¢d C(f) are volum gi

vol (Cy)=mn Sb fA(z)da.
3.7. Ezemple .
«) Si se calculeze volumul corpului de rotajie determinat de fanefia
f :[0, ] R, definitd prin f(z)= |/ 202 y
(paraboloid de rotatie; fig. 111.10).

Avem

vol () = nsz fi(z)dz =

g b d 2 z b_ ab?
= nasgm &= r:a? 0—“ : Fig. IIL10
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B) S& se calculeze corpul de rotatie determinat de funetia f:[a, ] - R,
definitd prin f(z) =]/ 2 — a? (hiperboloid de rotajie; fig. 111.11)

vol (Cy)== SZ fA(@)dz = nsb (22 — a®)dz == [% — a”a:) b

a a.

s [{% = aﬂb) _[%3 - a3]] = (8° + 20 — 3a%).

y) Si se giseascd volumul elipsoidului de rotatie, adici volumul corpului
obtinut prin rotirea multimii

E :{(x, y) € B2

in jurul axei Ox (fig. 111.12)

2 2
= ta 41}, (a, b > 0)

Datoritd simetriei elipsoidului fati de planul yOz, este suficient si calculim numai
volumul jumétifii situate in partea dreaptd (2 > 0) a planului yOz. Fie deci,

700, 0] = Ry, flz) = %,/,,z—_;;_

N\

Afunci

o 2 ora

vol (Cf) = nS Az)dz = %S (a® — 2®)da =
0 e Jo
2 3 1a 2 3
= (e - £ [ =25 (@ - L) =T o
a 3/ o’ 3 3

deci

volumul elipsoidului = %'abz.

Daci a = b = r, atunci regisim

volumul sferei de razi ¢ — %ﬂ .

7 )

N

Fig. TML11 ‘ Fig. IIL12
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8) Fie @ >0 gi astroida de

‘.ﬂ,’b'i"‘riﬂ
5_ _§ &
' 4y =a, (a>0)

S ge coleuleze volumul astro-
idului de rotetie (corpul obtinut prin i
rotirea mul{imii mirginite de as- _ <&
troiddl, in jurnl axei Oz fig. 111.13).

Datorit’ simetriei esle suflicient si

caleulfm volurnil corpului de  rotaiie
determinat de lunclia

fley = | % —'S—}-.? z < [0, al.
La® — a™ )"
Avem Fig. IIL.18

(% (“r 2 27s
vol (Cy) = Tr% o(e) de = = l - i]‘ da =
o }ﬂ H3 -.ta

7

[ 4 2 2 i
=7 T 3 . QUL =
/6 L‘., — 3a% &* 4 9a® 2% — 2®

2| o

4 5 2 7 3 ]
p 9 3 1 9 T B a 18 3
=gla'za— —a x +—a =z ——-—) = — ma’,
9 7 3 Iy 105

Deci volumnu! astroidului de rotatie este

2.8, Haerctjii

24 se caleuleze volumele corpurilor de rolatie determinale de functiile:

2
13

L flz) =10 i } y #=[a,b], a,b>0.

7
a
2, fla) = 2x — % z «[0,2].
8. flz) =sin 2, x [0, n:]‘.

4. f(z) = e, » [0, 2).
Bs fla) = arcsin 2, z = [u, %}.

6. fl2)=2zInz, 2z e[1, el
7. flz) = ;’[ e’ e “J, z [0, al.

8. flz) = =¥, = =[0, 1].
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r [0, al.

i) = |2
10. flz) = (Va—V 2)% z<[0, al.
11. flz) = —1—|/ — at, x [0, al.

12. f(z) = /1 — ¥ o ze[0,1].

V (& — a) (b — 2)

13. fla) = v zela,b], b>a> 0.

14. f(z) = V“f:f) w2 e[0,3].

§ 3. LUNGIMEA GRAFICULUI UNEI FUNCTII DERIVABILE
CU DERIVATA CONTINUA

In acest paragraf vom defini lungimea graficului unei functii continue
f:la, b] » R §i vom ariita ci dacd [ este derivabili cu derivata continui,
atunci graficul lul f are lungime finita gi

lungimea graficului lui [ = S VT4 (f(x))2da.

31. Definifie. Pentru orice funefie /' :[a, b] — R i orice diviziune
A=la=g<d € .. <8,=5)

a intarvalului [a, b] definim funetia fa :[a, 8] — R prin

df -
fale) == flay) + LEL=1Ee) (5 g ) dack 2 € (2, @), (1< i< n);

Ti — Ty
fasenumegte funefia poligonald asoeciatd lui fgi lni A (fig. 111.14).

3.2. Observagie. Functia fa se obtine, pe fiecare interval [z;_,, x;], scriind
ecuatia dreptei care trece prin punctele din plan

Aj_l:‘xifh f(xi—'l))
Ay f):

¥ ' graficul (f)
\ graficul{fal

\x

§i

I
-1 xy xp-1  b=xp

Fig. 1IL14

x L e
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Distanta dintre punctele 4; ; §i 4; este (aplicind teorema lui Pitagora):
Ay A) =V (31 — 20)* + (fl2) — flzig))™

3.3. Definifie. Numirul pozitiv

Ufa) 2L 35 d (A, 4)
se numegte lun gimea graficului funcfiei poligonale fa.

3.4. Observapie. Daci A, A’ sint diviziuni ale intervalului [, b] i A c A,
atunci

Ufa) < Ufs)-

Tinind seama cil orice diviziune A’ mai finf ca A se obtine prin adiuga-
reala A a noi puncte de diviziune, este suficient si considerim cazul in care
A’ se obfine din A prin addugarea unui singur punct ¢ € (%, ;)

==y <o <Ay < B < oo < Ty =0),
iar _
B = (= By < o € Wjg <L B <ooe < &y =b)
Notind cu B punctul de coordonate (¢, f(¢)) avem (fig. 111.15):
A5y, Aj) < d(d;,, B)+d(B, 4;),

deci

{fa)= gd(Ai._l, A) + d(Ajy, 45) <

i

)jd A 4 d( Ay B) - d(B, Ay) = Ufa):

--e-

3.5. Detinifie. Spunem ci grafieul unei functii continuif :[a, o] - R

are lungime finita dach existd o constanti M > 0 astiel ineit
Ufa) < M

pentru orice diviziune A & intervaldlui [a, b]. 4
in acest caz marginea superioari a mulfimii

{Ufa) | A diviziune a lui [a, b]}

B

ﬂ\“’ i
i

Aj-1
este < co. Numirul real pozitiv

by S S e ——— —

-1 1
Pl
B
Ufa) ==sup{l(fa)’| A diviziune a lui [a, b]} 1
[

X
%

se numeste lungimea graficului or xi-1
funefiei f. Fig. 1IL16

109




3.6. Observajie. Daci graficul lui f are lungime finit¥, atunci existd un gir

de diviziuni (A,).en ale intervalului [a, b] astfel tneit

(1) lim || A, =0
gl |
() lim £ (fs,) = I(f). |

Intr-adevar, pentru orice » >4 avem

Uf) — % < {(f) = cel mai mic ‘majorant al multimii {{(fa)}a,

deci I{f) —% nu este majorant pentru aceastd mulfime, adic existd o diviziune A, a
lui [, b] astfel ineit

1
(3) if) — =< L(fz,) <)

(a doua inegalitate rezultind din faptul ci I(f) este majorant pentru mulfimea {I{fa)}a).
Din (3) rezulti

f/ = e
(%) 1) =Tim 1(f5,).
Luind, pentru fiecare n > 1, o diviziune A, cu proprietitile

An C'Ap
si

'1
I dnlf < =
‘ n
rezultd (observatia 38.4) ci:
(5) Hfa)<t(fa,) (<UD
si
(1) lim || Anll = 0.
n—>eo
Din (4) si (5) rezultd ca girul {l (fAﬂ)}'ﬂéN este convergent

si
2 lim £ = I(f).
(2) lim £ (7, ) = 1(f)

3.79. Tevremi. Daeli funefia f : [a, b] — R este derivabili, eu derivata
continuii, atunei

1) graficul lui [ are lungime finita
gi
2) Uf) S VTF ()
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Demonstragie. Din ipotezd rezulth cd funclia
» = VT T PR
este continud, deci mirginild, adica existd M Z= 0 astfel incit
VT (PP < M, (Y)x=la bl

Fie A= (0= my < & < .. << ay = b) o diviziune oarecare a lui [a, b]. Aplicind
teopema creslervilor finite ui f, pe fiecare interval [a., @], (1 < {<Cn) obfinem un
E; e [w4.4, ;] astfel incil

flas) — flaia) = F(E)(x — 24a),

|

deci

Ufa) = 2 V(s — i)+ {flas) — f (xia))2 =
=

I . :’l‘
= ST (PUEDE - (o — x) < M 2_, (xj — @) = M(b — a),
t=1 i ol

oricare ar fi diviziunea A a intervalului [e, 8], In concluzie, graficul lui f are lungime
finita.
Fie aenm
i n o ,
Ajy = (u =y € B L e dlpy = {»), ne N,
un sir de diviziuni ale intervalului [a, b] en proprietitile (vezi observatia 3.6)

Hm || Apll= 0

gi
(1) [lm I(f_\ )—H[)

. — " . . - ] n
Aplicind, ¢a mat sus, teorema cregterilor finite lui f pe [fiecare interval [.cr,_l, & ]y

obfinem un & = [2f 1, af] astfel incii
) flaf) = fafa) = (8 (el — ally).

Notind £ = (‘c’,’f, 2 E_,;:") gi tinind seamd de (2), objinem

rm,.)—~ I/ 2 — gl (led) —F L)) =
) = VT T (o — als) = oy VT PR, 0.

t=1

]“u:ut;il V1 = (F) tiind rontinui, este integrabild (teorema 11.3.12), deci (obser-
vatia 11.2.11)

” e e ———
(4) lim oy (VTF(FF. )= S VT + (o)) da.
n—ypeo , M a
Din egalititile (1), (3) si (4) oblinem
b .
un =\ viE e
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3.8. Exemple
a) S& se calculeze lungimea gra-
ficului functiei (fig. 111.16)
flz) = 2% =zc[—1,1]

Datoritd simetriei este suficient si
calculdm lungimea graficului restrictiei f, a
lui £ la [0, 1]. Avem

) = 20(fy) = 2 S: VIT @ de =

Ay

[
|
|
I
I
4
1

|
|

|

|
—4
-1

X_"

; ST N
Fig. IIL.16 =2 S V1 F (2z)da,
0
deci aplicind exercifiul 2.2 (7) din capitolul I, obfinem

l(f}=2[§-2x Vi+ 4x3+%]n[2m+|/1—m)] 1=2|/”5-|-1n(2+1/3).

]

B) S5& se calculeze lungimea graficului functiei

flz) = (;)2— m)/z, ze[d, e

Avem

deci

N R R A A e
VG G- LG et o

1

1 (e* 1 1
== === (eF L 1)
1k 2] GREY
Y) S& se calculeze lungimea astroidei (fig. II1.17) de ecuatie
LY &
s' +y°=ad®, (@ > 0),

Prima bisectoare (y = z) intersecteazi (in primul cadran) astroida in punctul
( ol gl
M\2 2%aq,2 ? 4.
Datoritiy simetriei avem egalitatile:

. R o 1 . T 1 ; . s g
bungimea arcului (AM) = y lungimea arcului (AMB) = o lungimea astroidei

dect este sulicient si caleuldm lungimea graficului funcfiei

2 23 3
f(m):[u.?' _73]2 xe[2 % q, a]
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Fig. TIL.17

Derivind functia f, obtinem

IR

ol ==
——
Ne—

&
|
|

—

=]

|t

!

L]

cs| o

M———

l\'JIH

)

2
Fla) = j’[* —z

deci

¥

:

a 1 i 1
{f) :S VT T+ (f2)kde = a3 \ g * Ydo=

|t

prin urmare

< il

2 24 J2 24

g Al 1 2 2

7 z9 3 3 3 e \§ 3

= a° — = A0 @ — g = — a.
2 5 2 4
=1 _ 8 o2
3012 3 a
Asadar, lungimea astroidei este
8I(f) = 6a.

8.9, Ewzereigii. Sa se calculeze lungimile graficelor urmitoarelor funetii:

i.fley=Inz, ze[)/3,1/8].
2. flz) = (1 — 2%, « e [o, %]
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%flz) =10 ——, ze [.;;,

8’ f(.‘.!:) o e:!.‘.' T e !U :1]'

§ 4. ARIA SUPRAFETELOR DE ROTATIE

41. Definifie. Daci f:[a, b] - R, este o funcfie continui, atunei .

mulfimea
def ——

S;=A{(z, y, D e R| VY +2=f(x), (V)= €Ela b}
senumegte suprafafa de rotafie determinati de funcfia
f (fig. 111.18) sau suprafafa obfinuti prin rotirea graficului funefiei f in jurul
axei Ozx.

Am viizut in paragraful precedent cum se asociazdl lui [ g Hecdirel divi-
ziuni A = (@ = @, < 2 < ... < x, = b) a intervalului [a, ] o functie poligo-
nalf fa. Considerim acurm supralafa de rotatie S(fa) determinati de funciia fa.

4.2. Observagie. Presupunind ecunoseub faptul cd aria laterald a wnui
trunchi de con de raze r,, r, $i genecatoare g (fig. 111.19) este datd de relatia

wwl{ry £ ry)g,
putem calcula aria laterald a suprafeiei de rotalie S(f,) determinats de funciia
poligonald fa.

v

Fig. 1118 Pig. HI1.19

114

Fig. IIL.20

.

Intr-adeviir, aria laterali a trunchiului de con 7; (fig. 111.20) de raze
f(zi4), f(z;) 51 generatoare d(A; ,, A;) (distanta dintre A; , gi A4,) fiind

f(@i) + f(2;)) - (A, Ay),

rezultd cd aria laterald a suprafetei S(fa) este

Alfa) == 1; (i) + F2)) V(@ — &) + (@) — )

Dupi aceastdi observatie putem defini ce inseamnd cd o suprafatd de rota-
tie are arie, precum gi aria laterald a unei astfel de suprafete.

43. Definifie. Fie f:[a, b] » R, o funefie eontinui. Spunem e
suprafafa de rotatie S(f) are arie, dacd oricare ar fi girul de
diviziuni (A,),ex ale intervalului [a, 5] astfel ineit

lim | A, || =0,

n-roo

girul
(A (fl-\n))nEN

al ariilor laterale ale suprafefelor de rotatie S(fs,) (n ©N) este econvergent in R.
In acest caz numiirul real pozitiv

A(f)==lim A(fa,)

n—oo

s¢ numegte aria laterali a suprafetei de rotatie S(/).

4.4. Observagie. Numdirul real pozitiv A(f) este corect definit, adici nu depinde de
sirul de diviziuni (An)nen considerat.

Intr-adevir, fie (A;)neN si (A;)REN doud giruri de diviziuni ale intervalului
[a, b] astfel incit ‘

lim || Ay || = 0 = lim || Ar|l.
7i->00 n—+wo
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Atunci ¢itul de diviziuni

def : » P P ‘ "
(AuineN == (A0 dor Aty AT, wery Auy Ap,=n)
verifici condilia
lim |4, =0

n-reo

deci, suprafata de rotatie .§(f) avind arie, rezultd ci sirurile

(A (fA1i))nEN ! (A ( f'A'n))nEN ! (XL (fA"rL))nEN

sint convergente; fie Z, I/, I limitele lor. Din modul cum a fost construit giral (Ap)ne N,
se vede ci ﬁil‘ut‘ile(A;a)neN i (IA:,)nem sint. subsiruri ale lui (Ap)neN, deci girurile

(A (fﬁ'n))nEN § (A (f‘yn))nEN
sint subgiruri ale lui (4 (fa,)),en $i prin urmare
=1 si I"=1
adicé
=1,

45. Teoremdi. Daci f:[a, b] - R, este o funefie derivabili, eu deri-
vata continui, atunei
(«) suprafata de rotafie determinatd de f are arie gi

(B) A(f) =2n S" f) 11T+ (F(2)2dz.

Demonstrapie: Funciia f fiind continud pe intervalul inchis si mirginil [a, b], verifici
(vezi, cap. II, 8.10) conditia (U), adicd peniru orice e > 0 existd nc > 0 astfel incit

(1 (V) 2/, 2" = [a. blcu [ — 2" | < e = | fla’ f(z
m o =R A o iy
unde I(f) este lungimea graficului lui f.

Fie acnm

Ay = (@ = wb < A< .. € oy, = 8) (n = N)

un gir de diviziuni ale intervalului [a, b] astfel incil
lim || Ap || = 0. Atunci existd un ns & W astfel ineit
T=rco

Il An || <2 %ey V) 2 2> ns

Aplicind lsorema cregierilop finile Ini 7 pe fecare interval [af_y, «f], obtinem
un B e {zFy, &) eu propriclatea
(2y Faf) — r(afy) = (B - (o} — 2fy).
Atuned
lim oy (FVTHT7, &) -—% VT (P de,
deci exisiit n, = N astiel incil
1

(3) o, (VT &) = | e VT TR de <

]

oricare ar fi 2= 5.

Desi aria laterald a Iui & (fa,)

A (fd- )H s 2 (f(xlfl) =+ f(x?)) ]/ 14 (f (En))z (-Tt == 33:—-1

nu reprezintid suma Riemann
on, (2nf VI TP, E“)—znzf (&) V' + (82 (e — o),

vom ariita totusi cd diferenta lor in modul este mai mici decit — .

del

. d » .
Fie n > ng =—=max (n, , ns) . Atunci

|ty — &L, |af — EPl < af — of'y < || Anll < e

deci, tinind seamd de (1), obtinem

f(a?_g) — £ (D) £
- | (afo) — £ ( |<’ﬂ’-’l(ﬂ
si
|f () — r(&)] < fml(f)
de unde
(&) | £ (2fg) + £ (¥ l(f} (V) n 2> n,.

Folosind inegalitatea (%), obfinem

| 4(Fa,) = oa, Qaf VTR, &) | =

s |
w3 (F (afa) o+ £ (o) = 2£ (B V1t (7 (E0)7 (o — o) |

i=1

wEIf(x._l)H( D —2f (B V1 + (F (8 (oF — o) <

i=1

VIR (e —
2nt(f) ; + (7 ()" af — o) 21(f) F{fan) <
< 2;” A{f) = _25_, (V) n = ne.

Din aceastd inegalitate si inegalitatea (3) rezultd ci, pentru orice n > n,,
: b

A(fa,) — zﬂs fle) VT + (e de | <
a

<|4(fa,) = o, QefVIFTTS EY| +

oa, (2o VTR E?)—ﬂns o) VT TP da

ey

= & (V) > ng,

.
2

€
g




el R ST TR #/8
o lim o, (2nf /T + (F(2)) EF)
P
existi si este 1(!,‘;1’ﬁ o
(I e oo
o e 2w\ fl) /T (Pl da,
Ju
Cum aceasfa are loc pentru orice gir de
%‘*t‘,% diviziuni (Ay)nen ale lui fe, b] de normi
S tinzind la zero, rezultd (definifia 4.3) ci su-
Fig. 11121 prafaja de rotatie delerminatd de f are arie
Fig. T2 i
I\‘b PR
fle) /1 - (ff(2))* da.

Alf) = 2= ‘j“

4.8, Observapic. Considerind parabola de ecualic
y>= Qax, (o> 0)
ge observi ci pania tangentei la parabold in ovigine esteinfinitd (fig. YI1.24), adicd functia
fla) = L/.l'fifﬁ..i:: , "z e[0, m)
ru este derivabild in 0. Tintnd seamnii de acesstit observatie gi de faptul ci integrala
"o
k gla)da
S0

a fost definitd pentro functii g definite pe intregul interval [, b, rezulid ci,in cazul con-
siderat, nu se poate vorbi de

§l: flz) |/ 1+ (f (2 l_):! da

Totugi, se observa (intuiliv) i aceastd suprafald de rotatie are arie. In observatia
care urineazs vom incerca sit ardtin ci an si suprafefele de rotafie determinate de
functii f care nu sint neapiirat derivabile la capetele intervalului [a, 6], dar peniru care

funcjia fl/':ini’_' ) are limitd finitd in punciele a gi b

4%, Observatie. Sa considerfm Tunctia [ :{e, b] — B, eu proprietdfile:

(cy) f este derivabild, cu derivata conlinud pe {a, b),

(cg) funciia f1/1 () arve limite finite in punctele a gi b
fn acest caz funcgia f /1 + (F7)F poale {i prelungitd la o funciie continud & :[a, b] — Ry
Intr-adeviir, daci y, (respectiv y ) este limita funcliei f V1 4 () in punctul a (res-
pectiv b), atunci definim funetia k :[e, b] - By prin egalitatea

Yen dacl x = a,
hiz) 2 | fe) Y TE AR, dack = = (o, 0),
¥ ) dacd T = b

Functia £ are wrmitoarcle proprietifi:
(o) restriciia lui & la (, b) coincide e f 171 + \f’}’
(B) lim &(x) = y. = hla);

N

(y) lim a(x) = u, = k(b).

a-rh

Din () st (y) rezultd cd % este continud in punctele a gi b, iar din ipoteza (¢;) si
proprietatea () rezultd continuitatea lui % pe (e, d); deci h este continui pe intregul
interval inchis [a, b], prin urmare k este integrabild pe [a, b].

Observiim cd, in cursul demonstratiei teoremei 4.5, nu s-a utilizat niciieri nici f'la)

§1 nici f'(b), ci numai f/(EF), unde & & (xi-1, af) C (a, b) au fost obtinuti aplicind teo-
rema cregterilor finite.

Pe de altd parte, {inind seama de proprietatea («) a lui f, rezultf ¢ pentru acesti
£F, avem -

oa, (2nf | /T X (F)3, EF) = oa,(2mh, gF),
deci se obtine inegalitatea (cu notafiile din demonstrafia teoremei 4.5)
| A(fan) = oan(2rh E) | < 20 (V) 52 0e
fnsi
. b
lim aa, (2nh, B) = 2n Sa hla)de,
deci

n-»m

b
lim A(fa,) exists = 211:5 h(z)de.
a
Agadar, putem formula urmitorul rezultat:

4.8. Teoremi. Dacd f:[a, b] » R, este o funefie derivabili, eu
derivata continui pe (a, b) astfel inelt funefiaf |/1T + (f')? are limite finite in
punetele a gi b, atunci suprafafa de rotajie determinati de f are arie gi

A(f) = 2n S' h(z)dz,

unde k este prelungirea (prin continuitate) a lui f |/1 § () la intervalul
inchis [a, b].

4.9, Exemple

«) 5& se calculeze aria suprafetei de rotafie determinati de functia

f(x) %sin 2, z € [0, =), (fig. 111.22).




Functia @ — sin 2 esle derivabild, cu derivats continui pe toald muljimea R, deci [
satisface conditiile teoremei &.5. Dratoritd simeinel, esie suficient si se calculeze aria

: : ; n
supratejel determinaie de resirietia fi a lui f la intervalul [0, E] .

eei
o
Alf) = 24(f)) = b= S'nsin 21’1 + cosPzda.
Jo
THeind sehiimbares de varfabild
w=gr) =cosm v lO, E],
obiinemn
()
N =1, of —f= 0
51
S
(1) Alfy = —4n ' 7 VT o] ¢'l)de =
Jo
0 e e
= — -’-.'ﬂ:S /T nede = %'f:S VA o du.
i 0
O primitivd a functiei w — /1 4 ¢* este funclia (vezi cap. I, exemplul 2.2 (7))
R R
(2) Flu) = = [t/ T w2 + I w - V1 F w) ]

Din relatiile (1), {2) st formnla Leibniz-Newton, obfinem:

Alfy =2 [z VIF w4 In T )]; s

= 2 [T In (1 +-1/2)]-
B) S# se caleuleze aria suprafetei de rotatie determinati de functia-
f(z) ¢ |/ Zaz, = &[0, }] (a >0)
(paraboloid de rotalis).

Functia @ — /& nefiind derivabili in origine, nu pulem aplica teorema 4.5 (veszi
observatia &.¢). Totusi f este derivabild, cu derivala continud pe (0,8], iar functia

.

fle) V1 + (o)) = Ve V2 + a, (V) z e (0,5]

tin fla) YT ) =
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deci funclia & :[0, b] — Ry definiti prin
@, dacd == 0,

flay 171 4 ()}, daed = e (0, 8]
este continud pe [0, b].
Aplicind {eorema 4.8, rezulti ci suprafaja de rotatic determinati de funciiz

fla) = |/ 2ax, » = {0, b]

are arie

A(f) =2 Sb hlx)de = 2 1/'; Sb&/i; 1 ade=
0

1]
4
b = R o
=mnla R (22 +a)? (22 + a)de =n |/ [Beta)®
o) 2 il
S 3 i
A4 / ( i |
= .:: £ (e - 28} Tt §. ¥

y) Sa se calculeze aria supraictei (lig.1i1.23) obiinute prin rolirea in
jurul axei Ox a elipsel de ecuafie

$‘£ 3;"2_ o 5
SHE=l (@b >0

Deci se cere si se calculeze aria suprafefei de rotalic determinaili de funciia

flz) L—H‘il/zro', x=—a el
a

Derivind in egalitatea

Play = (e -t =12 = L 22
a® a*
obtinem
. h?
fla) F'la) = — = .
5
deci

@

aify =2 ") VT T e

— S‘i VT T i [ de

Hig. TIL2®




Numirul pozitiv

df!l IV a* — bHe

i

e

[
a a

se numeste excentricitatea elipsel.
Functia z — |/@® — (ex)? fiind par, avem (vezi cap. II, observatia 4.16)

a a .—;———
Alf) = %Ss Vaz—(ea:)‘d:r.={f?5 \/(%) = o’ dz.

0

Se stie (vezi cap. I, exemplul 8.5 (2)) ¢d o primilivid a funcliei & =}/ 2 — 2
este funciia

Flz) = -17[9;2 are sin . | 2 )/F = _.Eie']_
2 %

Deci

A(f)=2?;be -(%]z arcsini-{— x‘\/(%]“__ a:; a N
L e 0

s VET -

HRe E ——
(EJ arc sin e + c—"—l/ﬁl — e”] =
) e

e

[
g
)

I
=

3]
El
o
[

Y

= Drah [_ﬁ‘ﬂ"’_ +YT =& es]_
e

Observam ci dacd b tinde citre @, atunci excentricitatea elipsei tinde la zero si
elipsa devine un cerc de razi a. In acest caz

. arcsin e
lim ———=1

e—>0 e

si
Aria sferel de razi a este 4na?

4.10. Ezercijii. 84 se giseascy ariile suprafetelor de rotatie determinate de funciile:
1. flz) = —?, z = [0, 1].
2. flz) = -g— (e* 4+ e®), =z e[0,1]

8. fla) = cos =z, ce [o, %]

4, flz) = €%, x [0,1].
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§ 5. CALCULUL APROXIMATIV AL INTEGRALELOR DEFINITE

Am vizut in capitolul IT (teorema 2.12) efi dacd f:[a, b] - R este o
functie integrabild, care admite primitive, atunci integrala definitd a lui f
poate fi caleulatd cu ajutorul formulei lui Leibniz-Newton:

%{: flz)dx = F(b) — Ma),

unde F este o primiliva a lui f.

In cazul functiilor integrabile care nu aw primitive (astfel de functii
existdl, vezi exemplul 11.2.13), sau al funetiilor eare au primitive, dar acestea
sint greu de caleulat (de exemplu: nu se pot exprima cu ajutorul unor functii
elementare cunoscute), nu putem wutiliza formula Leibniz-Newton. In ase-
menea situafii trebuie recurs la alte metode. De obicei se folosesc metode de
aproximare a integralei prin anumite sume of, A) asociate unor diviziuni
particulare A ale intervalului [a, 5]

Atunci cind folosim 0 anumitd metodi de aproximare a integralei 5 f(az)dw,

a
trebuie s cunoagtem, in funclic de diviziunea aleasi A, cit de mare poate fi
diferenta (in valoare abgolutid) dintre i;;a‘egmlag flz)dz gi suma off, A)aso-

(11
ciatd diviziunii A. '
Dac#l se lucreazd cu diviziuni echidistante, adics diviziuni:

A

la care distanta dintre oricare doud puncte consecutive este aceeagi

n=la=2 <z <. < Ty = b)

i — iy = g 5 (1 < r" < n‘)’ s -

atunci problema de mai sus poate fi reformulatd astfel: e

wDat fiind un & > 0, ¢it de mare trebuie sd fie » pentru ca eroarea care o
facem, atumei eind ludm off, A,) in loc da.;g flz)dx, sa fie mai micd decit e?*

i

6.1. Metoda dreptunghiurilor. Fie f:[a, b] - R o functie integrabild,
Ay =(a=uzy <2 <..<a,=0>0)0 diviziune echidistantéi a intervalului
[a, b] gi drept puncte ,intermediare* lufim punctele z,, z, ..., 7,, adici in

123




0y D; Op

o azxp X{ Xip X bzxp x

Fig. 1IL24

fiecare interval [z;_,, z;], drept punct ,intermediar® luim extremitatea din
dreapta a acestui interval. Atunci

() on 0 20 = 33 1) (5 — 32 = 2220f(23) + .+ 2]

Intrucit aceastd sumi depinde numai de fgi de n», o vom nota simplu

prin. D, (f). N _ B
In cazul particular, cind feste pozitivi, suma D,(f) reprezint¥ suma ariilor

dreptunghiurilor Dy, D,, ..., D,, unde (fig. 111.24)
def

D;=[%,4, z] X [0, fle)l = {(z, y) ER* |z, <z <z; 0y < f(z:)},

Asgadar, cind f este pozitivi,
n
= E aria (D).
s

Din acest motiv, metoda de aproximare a integralei definite a unei functii
integrabile prin suma D,(f) se numegte metoda dreptunghiurilor.

52. Estimarea erorii in metoda dreptunghiurilor
Dacil [ :[a, b] - R este o funefie derivabild, cu derivata continud, atunci

|, fla)dz — Dy ()] < B2 M(P),

unde
My = - up |£'(a) |

Demonstrajie. Fie ca mai sus
MA=le=rmp< < ..<an=05),

b—a X
T — Ty = — (¥ i= 4,50

si

Dulf) = 2 flai (@i — wi-1) = i
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Notind, ca de obicei,

det . - )
—inf {fl2) | z = [=i.1, 2]},

def 4 5
M; ==sup {f(2) | z & [2i.1, 2]}

m;i

i tinind seami c# functia f este continud (fiind derivabild), rezultd ¢ § este mirginiti
i isi atinge marginile pe intervaiul inchis gi mieginit (2.5, a;]. Deel existd v, v; &
e [x.y, o] astfel incit

(1) m; = fli), Mi= flvi).

Aplicind teorema cregterilor {inite lui f, obfinem un punci &; cupring intre u; i
v astfel incit

(2) flvi) — flws) = F(Ees — ).
Avind
my < fUE) < My
rezulti
(3) E mi(a; — @i.y) < F &)@ — @i ‘i}:;: Mz — mia)s
=
adicd (vezi cap. i, propezitia 3.2 (i)).
(4) ) < Dalf) < Sy, (-
Tinind seamd de relatiile {1} — {4) si de inegalitatea
r b—a
Vi = | S & — &g = ——»
i
objinem
n
(5] “SA (f)“-"a {f) ﬁ}’ Z (M — ”a) (%_311)—
i=1
-
=== 2_,, (&) — w) <
b— a b — a)® —a)
< 225 e |- — < B nanry = E=Lagp,
i= R n

Pe de altd parte (vezi cap. I, relatia (3) din demonstratia teoremei 3.7)
b

(6 sa, <) )< s, 1

Din (4), (5) si (6) obfinem

1§, resa - . gy

< Sa, (N —sa () <

b.8. Metoda trapegelor. Aceasti metodd constd in aproximarea integralei

Sb flz)dz prin suma

T.(f) = %; (Flziy) + fl2:)] (2 — Tig) . [f(a) + £(3) .qi: I *:n']'

n).

N

cind Ty — 2, = (b—a), (1 <i
n




y
{77 | R

L | \

Xj<1 X
Fig. 1IL26

Xn—'b X

Daci functia f este pozitivd (f(z) = 0, (V) z € [a, b]), atunci aceasti
problemi revine la aproximarea ariei mul imii
Iy={(z, y) €ER*|la <z <dh 0<y<fla)}
(cuprinse intre axa Oz, graficul lui f gi dreptele paralele la Oy, care taie axa
Oz in punctele a §i b respectiv) prin suma ariilor trapezelor T (fig. 111.25)

aria. 7() = L [f(zi) + f(@)] (2 — mia) =25 @) + flz))

Deci, daci f este pozitivd, atunci

(=35 win (20 =22 [1) + 1)+ 25 A

54. Estimarea eroriiin metoda trapezelor
Daci f : [a, b] - R este o funcfie de doud ori derivabilii, cu derivata a doua

f" confinui, atunci
(b —a)*

[, fda — 700 | < Eo5E M,

unde
M(f") £ sup L@ 1.

xEla,

Demonstrajie. Pentru orice «, B < [a, b], cu « < B, definim functia g : R — B prin
egalitatea
(1)
Atunei

(2)

mn=%u—nu—m

g(¢)=g(ﬂ)=0.
;m=%m—w+m;

X

g'la) = 2( B),

(3) (
g'B) = = (B — )

® gl = 1. |
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Aplicind oud 1
(1) — {4), obtinem
. {
fleyde = 1§ flr)g”
«
. 4
= () — (B
(o) 4= FIBY (B
de unde
{.’"H 1
i f {
h—;i) . i\ { \i
i‘.'s
S ] | ] (e}] * | % |
Ins
ri
(I ) (@ Jai =
(B—a)§ ( ) (
Yo
(f W
(3 @)
2
deci
. B
() I\ Aede — —[f(e)
ftde
Anlicin \ (5) pentri
[ :
LS T .
f f{z}da [f=ia) +F(:)] {

=1

de unde, folosind proprietatea de aditivitaie

i L‘h ! .
| flx)da - AFY | = V- (
| Ja o : J )% }
(
/| '{'
il
L fCoemple nlru
1\

v (e .,
) ‘ , i (-’; r':j(." - B}dr’ <
Ll de < M) 8
| | de SN (= o) (B — t)de.
a) [(B = o) — (¢t — a)jdt =
| B it L el W
N 8 3 e |
_ B |
6 I
|
| _(B—af ()
| 12 e .
y B %, obtinem
" (a5 P (b — a)®
) | W MY e W T O agpe
) M) =2 M),

i integralei, deducem

1

it

r(e)gle)

2 Ju

\ ()

an Q

-\ PO — )~ Bde =

(¢ a) |

— 1 o a F
2 : [flzia) + fl=:)] (.‘1., — :1:!'_.,} =

i finind seami de relafiile

18, (®
T ‘\: f"(t)z(2)de =

t — B)dt,




Am vizut ci dacid

bh—a
M=la=xg<z < <azn=20)8 ;i — zj.,= ——
n
atunci
Da(f) = Lf(a
Talf) = [f{a) T fb)+22 fxn]
in cazul considerat avem
3 b — 1
A4=(0<%<1<;<2] si xp — @, = éa:.—E,
deci
1 1 3 171 9 15
T VP i 1 = 2 — =1 — | =—= 8,75
Dy(a?) Q[f[g]wuﬂ[z] f(}] 2[4-T +&+] :
si

mye) = e + 2 (1) o r(F))] = g2 (g H e )] ==

Abaterile sint

Bt U oile = Bl B
& 3 12
respectiv
% Mg 1
T _ z°d 80 e o2 =)
=) gu ‘ A 3 12
B) Functia
f(z) =", z €0, 1]

fiind continud, admite primitive. Totugi primitivele acestei functii nu pot fi
exprimate prin functii elementare, deci nu putem calcula exact valoarea inte-
gralel

14 1
S e" da.
0
in acest caz, aproximarea numerici a acestei integrale devine o necesitate.
Daci ludm
1 2
Aa == 0 < = <. 1 ’
£ 3
atunci )
i il b—a 1
i 1-1 q -, 3

si
i LRS
Ta(ej [e“+e—|—j{69—|—eg]]'

128

) Folosind un calculator, ob{inem valori aproximative ale termenilor din suma de
mai sus
1 4
e = 2,7182818; ¥ = 1,1175191; e = 1,5596234;
deci

9,0725668

Ty( ') = %[3.7182818 + 5,354285] = = 1,5120945.

Dacé ge ia diviziunea

A4=[0<-’—<1<3<1]. L

4 2 4
atunci

T.(ex')=%-[1+e+g{e 4 ® 4 em]]

insi

1 L k]
0'® = 1,0644945; 4 = 1,2840254; el® = 1,7550547,
deci

11,925431

Ty(e*) = —[3 7182818 + 8,2071492] = = 1,4906789.

Luind acum diviziunea
b—a 1

Bp=1(0<0,1<0,2<..<0,9<1), o

avem

Tl o) = go 1 + 0+ Ao 1. o027 1 4 O],

ins#
1 4 e = 3,7282818,
o(&1 — 1,0100502,
(%2 — 1,0408108,
o038 — 4,0941748,
o0 — 4 1735109,

o058 — 12840254,
ol®6) = 1 4333204,
(07" — 4,6328162,
o(0:8)" — 1 8964809,
ol — 2 247908,

deci
oy 1 29,34346494
Ty (6¥) = 50[3:71822818 - 25,6251676) = — = 1,46747247
B’) Estimarea erorilor. Funcfia pozitivi
f"(z) = 2(1 + 22%)e*, z €[0, 1]

fiind crescitoare, va avea maximul in punctul 1, deci
M(f") = 6e
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g — Elemente de analiza matematica, el. a XIl-a




be stie (vezi 5.4) cd

S flz)de — T m’ b — ol pypr
deci
. . M{f") 6e e
& o x -
|§0e dz — Ty(e™)| < S p—n = n= M5,
1 M(f") 6e e
x? Cl —
HUB dz — Ty(e™) [ < T e g = 0:08498,

L " M(f") Ge
ISQ eMdz — Ty(e™) | < = iF) == 0,01359.

e
ST TR 42100 - 300

Lgadsr, avemn evaluarea

1
1,45358=To(e™) — 0,01359 < So e da < Tyo(e™) + 0,01359 = 1,48076.

(bservajie. Caleulele numerice de mai sus au fost efectnate cu un calculator de
buzunar,

[“) Determinarea numdrului minim, n, de puncte de diviziune, astfel incit:

[Dn(e:“) e S: e dx| <

1000

Funeiia f’(m)zzxe"' (0 < =z 1) fiind strict cresclitoare, va avea maximul in
punctul 1, deeci
M(f’) = 2e.
e cers, deei, sd determindm n 2> 1 astfel ineit
(b == a)! ’ 1
pulsadl Y 7, B e
w0 < o

adicd, n cazul nostru

n > 2000 e 5436.

Laadar, pentra a caleula, prin metoda dreptlunghiurilor, integrala

i
S e™ du,
0

» este nevoie si se ia cel pufin 5437 puncte de

et o erogre mal micd decit

Ziune.

(7 Determinarea numdrului minim »n de puncte de diviziune astfel incit

i 1
—\ e¥dy | <«——.
0 1 000

i

o ocope s determindm n 2> 1 astfel ineit

b — . 1
12n? M(”< 1000
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fn cazul nostru b — a = 1, iar M([") = 6e. Deei

e 1
& ———

12n? 1 UOU

de unde
n > |/500e = 10/ 5¢ = 36,86.

Asadar, pentru a calcula, prin metoda trapezelor, inlegrala

i
ﬂ e du
0

o

, sint sufieienic 37 puncte de diviziune.

g g i 1
cu o eroare mai micl c:leclt1

In exemplele prezentate mai sus se araid ci metoda dreptunghiurilor
apare mai putin ,economicd" deeit metoda trapezelor, in sensul cd pentiu a
objine o evaluare dati a integralei, numdrul de operalii necesare in prima
metodd este mult mai mare decit cel din a doua metoda.

5.6. Exercijii. S& se calculeze suma

Dalf) =25 fla)

i=1
respectiv
q_f‘_fb__ " & n—I1 ;
Tn{f) T [f()i-f i Jéi{ J]J

prin metoda dreptunghiurilor (respectiv metoda trapezelor) de aproximare a integralei
b
s fla)dz
J0

gi si se evalueze eroarea penfru functiile:
L flz) = 2* 4+ 32, x<[0,4]; n=4; n=28.
2 fla)=2a"+1, z<(0,2]; n=4; n==0

1
8. (= s <=[0,1]; n=23:n=05.
flz) = Tt © [0, 1]
4.;"(&-]:1, rel1,2]; n=3; n=2>5
x

§ 6. CENTRE DE GREUTATE

In cele ce urmeazi vor fi considerate numai plici plane atit de subfiri
incit, din punct de vedere practic, grosimea lor si poaté fi neglijats. In aceste
conditii vom identifica pldcile plane cu mulfimi din plan. Deoarece in practic
este nevoie adeseori si se calculeze aria plécilor plane, vom ideniifica pldcile
plane cu muljimi din R? care au arie.
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Nu vom intra in considerafii fizice privind defini{ia masei unui corp, in
particular a unei plici plane. Vom spune totusi c§ masa este o misurd a canti-
tdtil de materie dintr-un corp. Cu identificarea de mai sus, masa reprezinti o
funciie A — m(A), care asociazi fieciirei plici plane (pe care o identificim cu
o mulfime care are arie) 4, un numir real pozitiv m(A4), numit masae lui A.
Aceastd functie trebuie sd satisfacd, in cadrul mecanicii clasice, urmitoarele
conditii:

(M,) dacd placa A se descompune in n plici plane disjuncte 4,, 4,, ... 4
atunci

nl

m(A4) = m(A;) + m(4,) + ... + m(4,),
(M,) masa m(A) aunei plici plane A r{mine constanti in timpul migc#rii.
O placé A se numesgte omogend dacd existd o constantd & > 0,astfel incit
m(B) = k- aria(B),
pentru orice parte B (care are arie) a lui 4.
Dacd D = [a, b] X [¢, d]este o placi dreptunghiulari omogeni (fig. 111.26),
atunci existd o constanti & > 0,astfel incit
m(D) = k aria(D) = k(b — a){d — ¢).
Pentru o astfel de placid de masad nenuld, centrul de greutate se definegte ca
fiind punctul (Z, 7) € R? de coordonate
def 1

2%~ 0+ a).
7% > (d+o).

S4 considerim acum o placd £ formatd dintr-un numir finit de pldci
dreptunghiulare D,, D,, ..., D, cu laturile paralele cu axele de coordonate-gi
astfe] incit fiecare doud pldci Dy, D; (i 5 j) au in comun cel mult o laturd.
Aceasta inseamni c¢i mulfimea din R? cu care se identificd E este elementard
(vezi cap. 111, definitia 1.1). Pentru comoditate, astfel de plici vor fi numite
elementare.

Fie E o placi elementard formatd din plicile dreptunghiulare

Dy, Dy, D,
e e .
!
e o o,| 03
2
! e
| | . Dg
| | 5
| | | DI
) | 1
. -';'(bm} o & A »
Fig. IIL26 Fig. TIL27
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de mase
m(Dl): m(DS)’ ey m(Dn)
gi ale cdror centre de greutate sint respectiv punctele

(xh yl): ("zsa ga)’ seny (Em yn)

Atunci centrul de greutate al lui E va fi, prin definitie, punctul (2, §) de cool-
donate
3 m(Dy)Z; ] m(D;)Z;
def 7=1 Ig

P— = m(E) '

mDYg S mDyp;
def =1 ‘ = ?;1 o

m(E)

Dacii placa E este omogend, atunci existd o constantd k > 0, astfel tnett
m(B) = k aria(B),
oricare ar fi partea B (care are arie) a lui E; in particular,
m(D;) = k aria(D;), (V) i=A1, 2,..,n

Deci putem exprima coordonatele centrului de greutate numai in functie de
ariile gi centrele de greutate ale dreptunghiurilor D;

=

i aria (D;)%;

aria (Di)ii
1= i=1

T = —e—— y:

n

2aria (D;) 3 aria (Dy)
1= =1

!

Fie f,pg : [a,b] - R doud functii continue astfel incit f(z) < g(z),
(V) z € [a, b]. S5& considerim mul{imea
Ty = {(m y) ER lagz <b; fl2) < y < gl2)}

cuprinsi intre graficele functiilor f, g si dreptele paralele la Oy care taie axa
Oz in punctele a si b respectiv.

In cele ce urmeazii vom defini centrele de greutate ale plicilor plane care
se identificd cu mul{imi din plan de forma I'; ;.

Fie deci

B =il =y Ly T ot =)

o diviziune a intervalului [a, b], £; mijlocul intervalului [z;_,, ;]

Ei= —;—(n'rt + zy), (1 <i<n)
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glhj)pmmmmmmmmmm 3

e

el

Ol asxg X1  Xj-1 ¢; X Xp-] Xp=b X
Fig, I1L28

7% S BN

T

a1 dreptunghiul (fig. 111.28)
D; =24, @] X [f(&), g(E&)]
o eiirud arie este
aria(D;) = (@i — zi4) - (8(&) — f(E:))-
Dacs norma diviziunii A este suficient de micd, atunci mult{imea
[y= {(z, y) € B |z, < % < @ f(2) <y <gla)}

(delimitatd de graficele lui f, g i de dreptele paralele la Oy care taie axa Oz in
punctele 2, §i z;, respectiv) se aproximeazd cu dreptunghiul D;, deci centrul
do greutate al lui T'; se aproximeazd cu centrul de greutate al lui D,;; prin
urmare centrul de greutate al lui

n
I‘faﬂ = U I‘i
i=1
se aproximeazi cu centrul de greutate al mulfimii elementare
' def "
EA e U .Di.
i=1
Coordonatele centrului de greutate al lui D; fiind

Bo= G fi=lg(E) + (&),

rezultd o centrul de greutate al lui £ va avea coordonatele:

aria (D)%; p il =T o i)
=1

n
n

B = . )
aria (D;) [g(&:) — FEDT (@ — 2i.1)
; =
n ¥ 1 n o .
o gama (D)Fi 1 -‘I;i[g’(iil — H{E)] - (= ml_l).
L n
ia (Dy) (o(E1) — F(E)] - (25 — i-0)
&a"‘a ( :; gl&) )] * (g — @iq
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Aceste consideralii conduc la urmitoarea:

6.1. Definifie. Dack A4 este o placi plank eare se identifict cn o
mulfime de forma I';,, vnde f, g :[a, b] - R sint funcfii continue, atumci
centrul de greutate al Iui A este, prin definifie, punctul (z,, 7,) & B3
ale efrui coerdonate sint

I -
MSG wlgle) — fle))de \:, alg(x) — fla))da

L = e .

Sh [g(x) — fla)]de aria (T'p.p)

b b
.ls [¢(z) — {*(a)ldz is' ['(z) — f¥(x)]de
def 2 Ja 2 a

g?;i — b
S [g(2) — fla)]de

aria (T'y,g)

Dacd f(z) =0 gi gl@) = 0 (V) & € [a, b], atunei

b b
S ag(a)dz 5 5 gx)dz

= y o P
aria (I'g) 2 aria ([y)

zA =
6.2, Exemple. o) Tie a > 0 si o placd plani omogens de forma
A= {(z, y) € R* |0 < x < a; ¥ < ax}
(porfiunea din plan cuprinsi intre parabola de ecuatie
Y% = ax

$i dreapta paraleld la Oy care taie axa Oz in punctul a; fig. 111.29).
Pentru a calcula cenirul de greutate al lui A considerim functiile
I, & :[0, a] - R, definite prin
1t

(@)= —Vaz, ga) =V ea

Atunci coordonatele centrului de greutate al lui A4 sint

3
“ o - o o e o
SD 2|/ az — (— |/ az)]dz 2 gi} a2/ ax da Sﬂ 22 dx
EA = == == =
a e . (7] . i
SD [V ez — (— |/ ex)|dz ?.SU[/a:u da Su % s
0
2 3l 5
5 0 3a” 3
= 3 —_ == 3 == T{ a,
5 3 3 :
2o 5a P
3 0
tfe .
S my - (~vae
230 0
Ja= = = =0
2 S , V az dz 50 V/ az dz
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y qglx)=vax y
/ T
%/I. — g(XJ=ax I
/ x° [
|
|
2 i
f(x)=-vax
(x)=-vax 0 7 o
Fig. IL.28 Fig. 1180

Deci centrul de greutate se afld pe axa Oz, care este gi ax¥ de simetrie a mul-
fimii A4.

f B) Si se determine centrul de greutate al unei plici plane omogene de
orma

A={z ) ER*|0<z<1; 2? <y < az},
unde @ > 1 (fig. 111.30).

Luind f, g :[0, 1] — B definite prin

def :
flo) = o, gl2) Eaz,
rezultd
) 1 1 2 PLENT
aria (4) =\ [glz) — f(2)]dz = S (az — a®)da = [a.——_——— =
0 3 /1o
- a __i . 3a — 2
2z 8 &
deci
1
S z(ax — 2")dx
ZA= 3 - = g .S(amz—-—:cs)da:=———6— i—f—i i =
aria (A4) 3a — 2 3a — 2 3 & 1lo
_ 8 (3_1]_6(“-3) g — 3
83a —2\38 &) (3a—2)-12 203z —2)
1
y is (a®z? — at)dzx
. 2 Jo
yA = =

aria (4)

6 1(&‘ 1) _ 3(5a®*—3) _ 5a® — 3
3 5

T Ba—2) 2 = 15382 —2) 5(Ba—2)

fn cazul particular c¢ind o =1 (fig. 111.31),

centrul de greutate va fi situatin punctul(l.il.
2 5

v) Sd se determine cenirul de greutate al
Fig. IILB1 unei pldei plane omogene de forma unui triunghi.
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Penteu simplitate vom considera cazul p
unei placi triunghiulare in care doudi din
virfuri B si C sinl situale pe axa Oz, iar A

al lreilea 4 este situal pe axa Oy
(fig. 111.32). Asadar, vom avea

A(0,a), B(b,0), C(e,0).

Vom presupune, de asemenea b <=0 < c.
Ieuatia dreptei ce trece prin o si & va fi

a
yo=——la— b}, 8 0
b
. . ‘ : ; . Fig. 11132
far ccuatia dreplei ce teece prin A si € va i

E. (r — o).

Notam cu g :[b, ¢] = R lunctia definita prin
— % (« — b), daca z[b,0),

(!
— Y (& — ¢) daci z e [0,¢]
@
si cu f:[b,e] = R functia idenlic nula. Multimea [y va fi interiorul
ABC si deci aria sa va [i egald cu

1
— ale — b).
5 )

Absecisa centrului de greutate al mullimii 'y g va fi

S!' agla)de
b

triunghiului

Ty = ;
aria (I'y,q)
Avem
¢ 0 [ Il 0 a (¢
S ag(x)de = S rgla)de S ag(x)de = — - S z(z — b)dx — — S e — ojde =
i b 0 b Jn ¢ Jo
_ 3(_“ ba® 1 | 3(1“’_ mg]“ g{b_” &
N b3 2 ]b e\ 3 2 Jlo + bl2 3)
- “(i __3] _ at _a (e — b%)
e\ 3 2 6 6 6
si decd
L -t
6 4
€Ty = ———'———'1 = ? (b -+ {.').
5 alc — b)

Ordonata centrului de greutate a mulfimii Ty va fi
1 C
—\ ga)de
2 Jb

Yo = ve ol
! aria (Tp,g.)
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si deci

a
Hare=r T e
afe — &) !

9

Asadar, cenfrul de greutate va i punctul de coordonate

(1} (b + ¢), [r:}

ceea ce reprezintd punctul de intersectic al medianelor trivnghinlui 4 BC.

H Orett i & g Aopge e 5
6.5, Exercigii. 8i se giiseasci centrele de greutate ale wrmitoarelor plici plane
vImogene:

L A={z.y)0<ysvT— 2, —-i1<z<i}
<

2, A={lzy)| 0<y<VT — 2, 0 a1}

Bod={gylog<y<2VT— & —1<a1)

e

c A=y [0Sy Ssin 2, 0K 2 )
beA=Hleyl—2<y< e, 0K o< 4}

§ 7. LUCRU MECANIC

T . .
onsider: articuld 2 car isch i 7 i

. G (Igmm u-parlmum care se migea pe un interval / < R sub acliunea
unei forte F, de direclie Ox. Forta F avind in fiecare punct t = J o valoare
F(t) care aclioneazd in direclia axei Oz, vom identifica F(t) ew un numér real;
acest numdr va fi considerat pozitiv daci forfa F (1) actioneazi de la stinga la
f[rmp{a_i §t negatiy dacd actioneazi de la dreapta la stinga. In aceastd situatie,
forta ¥ poate Ii consideratd ca o funclie 7 : J — R.

In cazul cind forta F este constanti
Bty = 2y, (V) t e J,
huerul mecanic efectual. de forta & pentru a deplasa particula P din punctul
@ & J in punctul b € J, este, prin delinifie, numirul real
L“_,,(I") = Fy - (b — a).
4

R ¥ " ' i " b 3 2 ’ . .
‘ par.a fur't:i 'lf nu este constantdi, atunci un rafionament similar cu cel
folosit. in definitia integralei va conduce la definifia luerului mecanic in cazul
general.
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Fie a, beJ, a <bsi A=(a=2, < 3 < .. <z, = b) 0 diviziune a
intervalului [a, b]. Particula P, migcindu-se de la a la b trece prin puncicle
Ty, Xy, ooy Ty_1, deci, conform a ceea ce se admite in fizied,

Lu.b(F) = L-"l‘)-“’l (F). + Lx,..\'.z (F) + oo + an_,.xn(F)-
Dacd || A || (norma diviziunii A) este suficient de mics, atuneci foria 7
se aproximeaza, pe fiecare interval [2; ,, @;], prin forta (constantd pe [x; ;, ¥;])
Fi(@) ZFE), (V) o€ L2y @),
unde ; & [2; 4, 2;] este un punct fixat. Deci, lucrul mecanic efectual e

{forta ﬁ'pentru a deplasa particula 2 din punctul z; , in punctul z;, se aprovi-

meazé prin
F(E) (2 — i4)-

Asadar, lucrul mecanic efectuat de forta /7 pentru a deplasa particula
de la a la b se aproximeazd cu

j:F( g2 — @i s)

1=1

Aceste consideralii sugereazii urmitoarea

7.1, Definitie. Fie J un interval ¢ - J = It o for{i eare este
consideratd ca o funetie continui gi P o part:culi care se miged in intervalul
J sub aefiunea forfei /. Atunci luerul mee efectuat de forfa F pentru

deplasarea particulei P din punctul « € Jinpuoctul b = J este, prin definitie,

numiirul real
' i b g
L. {F) ‘!”S Flx
[

3

7.2. Exemple. o) Fie P, P doui particule de mase myg, respectiv m, situate
pe axa Oz in punctele z,, respectiv .
Considerim particula P, fix# sisituatd la stinga fatd de particula P (fig. 111.32).
Atunci, conform legii atractiei universale, forta care actioneazi asupra lui ©
(de la dreapta spre stinga) este

Flz) = — k™" |
o (z — ap)*

unde % este o constantd. In acest caz, lucrul mecanic efectuat de forta [
pentru deplasarea particulei P dintr-un punct a,(> x,) in alt punct (> )
este

Lo o) = e 2 b (L e =

[z — o) o\ &= &p
1 X ) -
= kmmy Y km;nﬂ[ i 1 ] __ Joming(z éz)
&= Ky, Iy Ty — Ty &y — Ty (@) — o) (2 — %)
Fo P
Xo x

Fig, L33
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o B aeosra e e e

. B) Se gtie (din consideratii expe-
rl@entale) cd forta necesard pentru a
intinde un resort de lungime datd [,
pind la lungimea I+ z (fig. 111.34)
= ¢ o este proportionald cu lungimea z, adicé

F(z) = kz

2 (constanta k > 0 depinde de resort).

Deci, lucrul mecanic necesar
pentru a intinde resortul pind la lun-
gimea ! + z, (z, > 0) este

Fig. 1IL34

an=sxnk-’b'd5€= —“';—2%= kxﬁ.

Constanta % poate fi determinatd din relatia F( i

; x) = k x, dacd se cunosc
unele date suplimentare despre resortul considerat. Astfel, dacd se glie (S;g
pentru a intinde resortul cu 1 cm este nevoie de o fortd de 5N, atunci

k-— =5,
100
-deci
k = 500
Asadar, in cazul considerat

500
Ly = ?xﬁ = 250 23 in Jouli.

7.8. Exerciju
1. sa se calculeze lucrul _mecanic efectuat pentru intinderea unui resort elastic cu 2 m
sliind cd pentru a-1 intinde cu 1 m este necesardl o for{d de 100 N. '
2 S-:.t.se calculeze Tucrul mecanic efectuat pentru intinderea unui resort elastic cu 5 cm
sliind cd pentru a-1 intinde cu 1 m este necesarit o for{d de 10 N. '
3. Sise calculeze luerul mecanic efectual pentru a ridi y
' ; ridica un corp cu ms: il-
e i p cu masa de 5 kg la indl

4. 0 Picéturﬁ .de apd avir.ld masa inifiald M cade sub acfiunea greut#ii sale gi se evapord
umforr_n, pierzind prin aceasta in fiecare secundi o masi m. Si se giseascdl lucrul
mecanic efectuat de forfja de greutate a piciturii, din momentul inceperii caderii
sale pind in momentul evapordrii totale. Se va neglija rezistenta aerului.

ANEXA

itii si rezultate care sint folosite in acest manual.
in manualul de Elemente de analizi matema-
unéle notiuni au fost deja utilizate in clasa

in aceasti anexi sinl date unele defin
Toate acestea yi-ar gisi mai bine locul
tici de clasa a XI-a, cu atit mai mult cu cit

a XI-a.

A,. Definigie. Fie ECR, E=¢. Un numir real o se numesgte minorant al mul-

{imii E dacd
(Vyzes E= &g X

Un numér real B se numeste majorant al multimii £ dacd

(Vjzes E=2 < B
4 existd mino-

O muljime ECR, E==9 se zice minoratii (respectiv majoratd) dac
t4, atunci E se

ranti (respectiv majoranti) ai lui E. Daci E este minoratd gi majora
numeste mdrginild.

A,. Observajie. Un minorant (respectiv majorant)
neapdrat mulfimii E.

Ay. Ezemple: (1). Daci E = [0, 1), atunci:
0 este un minorant al mu

al unei mulfimi E nu apargine

_ orice numir real & < l{imii £, in particular 0 este minorant

al mulfimii E;
_ orice numér real B> 1 este un majorant al mulfimii E;
_ nici un majorant al multimii lui E nu apariine lui E.

(2) Mulfimea (—o0, 0] nu are minoranti.
(3) Multimea N a pumerelor naturale nu are

A,. Definijie. Fie E cR, E=g. Un numir real « se nume
al lui E dacd

1) o este minorant al lui E,

2) e = E.

Un numdir real B s
i) p este majorant al lui E

ii) p e E.

majoranti.

ste cel mai mic element

e numeste cel mai mare element al lui E dacd

A;. Observajie. (a) Dack « este cel mai mic element al lui E, atunci « este unicul

element cu aceastd proprietate.
intr-adevir, daci o« este un alt numér cu proprietatile:

1) o' este minorant al lui E,
9) &' e E,
atunci din 1) gi 27) rezultd
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iar din 17) gi 2) rezultd

deci

£ = K.

(b) In mod analog se arati unicitatea celui mai mare element (dacs existd) al
unei mulfimi.
(e) In exemplul (1) din (4g), am viizut ci:

— mulfimea minoranfilor lui [0, 1] este intervalul (— oo, 0],
— mul{imea majorantilor lui [0, 1) esie intervalul [1, oo),
deci
0 = cel mai mare element al multimii (— co, 0]
gi
1 = cel mai mic element al mullimii (1, o),
cu alte cuvinte
0 = cel mai mare minorant al Ini [0, 1)
81
1 = cel mai mic majorant al lui [0, 1).
Aceste observafii sugereazd urmitoarea

Aq. Definigie. Fie E C R, mulfime nevidd minorati. Un numdir real m se numegte
marginea infertoard a lui E dacd m este cel mai mare minorant al lui E, adicd:

1) m este minorant. al lui E
gi

2} m este cel mai mare elemeni al wnliimii minoran{ilor Iui E.

Fie # <R o multime nevidd wajoratd. Un numar real M se¢ numeste marginea
superioard a lui E dacé

M este cel mai mic majorant al lui £, adicy

i) M esle un majorant al lui ¥,

ii) M este cel mai mic element al mulfimii majorantilor lui E.

Marginea interioard (respectiv supericari) a unei mulfimi F se noteaza inf E
(respectiv sup E).

A, Observayie. Marginea inferioard (respectiv superioard), a unei multimi, atunci
cind existd, este unicl. Aceasta rezultdi din definifia (A,) si observagia (A,).
Admitem, fird demonstratie, urmitorul rezultal:

Aq. Orice parie nevidd munaratd (respectiv majorati) ¢ lui B are mergine inferioard
(reapectiv superioard ).

Ay, Ezemple. (1) Marginea inferioard (respectiv superioard) a mulfimii [0, 1) este
numérul real 0 (respectiv 1).

(2) Marginea inferioard a muljimii

este E .
2

(8) Marginea inferioarii (respectiv superioari) a muljimii

E = {a%" |0 <« < a}

25t0'0 (respeutiv a?pa?).

Ay Definijie. O muljime A din plan se numeste mirginitd daci exisié un
dreptunghi care si o conjind, adici daci existéi doudi puncte

(e, az) = R® gi (b, by) = Rz,
astfel fncit
o< e b
(V) (z,9) = A = gi
ay <L Y < by

fn mod analog se definesc mulfimile mirginite fn spatiu.

Ayy. Propozipie. Fie ACR, Az£g o mulpime minoratd (respectiv majoraii) gi o

m =inf A (respectiv M = sup A).
Atunci existd un gir (an)nenN C A (respectiv (bn)neN C 4) astfel incli

m = lim ap (respectiv M = lim by).
n—»eo n—+m

Demonstrajie
Daci M = sup 4, atunci

(Vyn>1, M— g < M = cel mai mic majorant al lui 4,
n

deci

M — 1 hu este majorant al lui A4,
n

ceea ce inseamnd ci existd by, = A astfel tncit
M-Loh<nm,
n

.

de unde rezultd ci
lim b, existé = M.

n—>=con

fn mod analog se arati existenfa unui gir (ap) C A care converge Ia m.

fn propozifia care urmeaz4 sint demonstrate doul proprietiifi ale functiilor continne.

A,y. Proposijie. Fie I un interval CRgi f:1— R o funciie continud tnir-un pui

a = I. Atunci
(«) pentru orice = > 0 existd 3. > 0 astfel incit

(Vzelcu|o—al<d=|fla)—fla)|<e;
(B) dacd f(a) > 0, existd un interval deschis J = a, astfel tnclt
(VzeJ NI=flz)>0.

Demonstragie («). Presupunem, prin absurd, cX («) nu are loc. Aceasta fnsoniil

cd existd ¢ > 0 astfel incit pentru orice § > 0 existd 3 I cu proprietijile:
|y —a|<?h
si
| flzs) — fla) | 2 <o

143




In particular, pentru 3 = 1 existh z, 1 cu proprietiitie:

n
(1) lon —a | < ~
n
si
(2) | flam) — fla) | > e,

Din (1) rezulti ci

lim z; = a,
n—>eo

iar din (2) se vede ci sirul (f(zn))nen nu converge la f(a).

Contradicfie cu continuitatea lui f in a.
(B). Presupunem ci f(a) > 0, atunci existd ¢, astfel incit 0 < ¢, < f(a), deci

(3) fla) — & > 0.

Functia f fiind continu# in e, are proprietatea (), deci pentru ¢, > 0 de mai sus exist4
8, > 0 astfel ineit

(Vizelcu |[z—a|< 8= |flz) — fla) | < ¢,
Aceastd proprietate mai poate fi scrisi si astfel
(MzelN(a—3,a+ &) = fla) — ¢ < flz) < fla) + .
Punind J = (@ — 8}, a + &) gi {inind seamid de (3), avem
(VfeeINJ={f(z) > fla) — e > 0.

A,;. Observatii. (i) Orice functie care are proprietatea («) este continui in a. Deci o
functie f este continud in punctul a dacd si numai dacd are proprietatea () din pro-
pozitia A,,.

(ii) Proprietatea (B) din propozifia A, s-a folosit la demonstrarea consecinfei 4.7

din capitolul II, care afirmi c# dacd f este o functie continud, pozitivd si neidentic nuld
atunci

b
S flz)dz > o
a
Ay. Definigie. Fie (zn)neN un sir de numere reale. Pentru orice gir crescitor
de numere naturale
g < Ay < Ry < ... < N < Ry < ooay
girul de numere reale
-"-'110- xnll mﬂgt sy xﬂkr I“kﬁ-l.' L

notat prin (zn,)peN, se numegte subgir al girului (z,)neN.

Ay5. Observatie. Dacd (zn)nen este un gir convergent de numere reale, atunci
orice subsir al su (zn,)ren este convergent i

lim Ty, = lim zy,.
Rh—ro0

n—»w@

INDICATII SI RASPUNSURI

CAPITOLUL §
1.12. 1

2 ,!,".'-; . . .
s +Inz + @ 8 ==+ In{—~a)+ @ & — v CO8 T -

2 2

xa 2
1,?+x+3x+€; 2'

1 4 ) o gin B @y 7. —9 ot @t Rz b€
4+ b sin z 4+ €; b Earc: sin 23:-}-6, 8. arc gy;.EA Qs W 2 g i

1 Z T i arcle ek @ 11, ___‘_.. JooeT 4. @
8. —2ctg 2z 4 €; & £ arctg -‘EJ‘- e; " 10, 5 arctg 2z + €; 1L b & 4
2 =% e . AimE=d 4 e 14 2/F 4+ 3WE 4 & B AVE 4
'] ] 2 +'1

2 14+ = z

+3 @VE e

1.12. 11

1. Daci f ar avea primitive, atunci $i funclin
fla) + = = [2]
ar avea primitive. Contradicfie cu exemplul 1.10 (b). ‘
2, Se observi ciit f(B) = {—1, 0,1} adici f(B) nu este interval. Deci | ibservalin
1.4(d)) f nu admite primitive. | | ‘
8. O primitivd a lui f| (—o0, 0) (respectiv £ (0, co) esto funcia
2 o i )
filz) = 5 4+ ¢ |resp fola} = = sin - -+ d
Deci o primitivi a lui f, dacti ar exista, ar fi de forma

a

T 4e daci 20
D

Flz) = ,
xsipn —, daci x> 0.
£
Cum functia
= 5 dacli o<l 0
y 2
Flz) — F(0) _
P 1 . h
o1 sin —, daci > 0
T
nu are limitd in zero, rezultd c& # nu este derivabilil in zero. Deci A nu poale fi o primitivi
pe R.
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4. Considerind funcfia #(x) = 2®si .8
§ () a:smr. (¥)z=£0, se obhservd ci H | (-0 0)

{resp. H |, o)) o5té o primitivy i
! y privaitivii a lui f | (Lo, o) (vesp. Da i imi
livi 7 : -0 a ui f, atunci sl R e il P SHikin = gt

. I (e 0y = H | oo o) + €1
5i

F“r«-m):H I(nnap)'l'c!
I oeste continug (flind derivabil®) pe B, deci

H(0) = lim P(z) =
poves (#) = ¢

x<0 e
= lim F(z) = B
s () Cy
x>0
Alunei:
Wk i .
plo) = tig A0 _, Hete—FO) _ . Hiz)
a0 £ — w0 & =0 =z
: | 1
= lim z8in — = o =
RO x 0;& 2 f{O}

deci ¥ nu poate fi primitivd a lui i

4. Imaginea intervalnlui ()/'3, |/'5) prin functia f nu este un interval, deoarece

. 3.4 3
1/ 3) =3%< 8 < 5% = f(1/5)

8 5= f(z) (¥) = = ()3, 1V'5)

Deci (observajia 1.4(d)) f nu admite primitive,

G. Analog cu 5), imaginea iutervalului ()/15, 1V17) vri i
. , imi 47} prin fun i
deci f nu admite primitive, & Liss PSRRI

7. Notind ¢u @ o primitivi a funciiei continue
x sin 4 dact x50
==y rt @x
glw) = x

. 0, daci = = 0
siou

1
—a% gin— + 2G(x), dacd =z £ 0,
H{z) = v
26(0) dacia & = 0
se observd e H | _ 0y (resp. I g o) este o primitiva a luif l—e0, 0) (reSP- f(q )
+ 5, PRt

Dact I ar fi o primitivd a lui f, atunci

Flimen,00 = H | (—eo,0y + €1 5 Flo, )= H| w)y T Co
i fiind derivabildi, este continud, deci ‘
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F((}‘} = lim F{n;) =c¢+ 2 G(”)
A=)
x<0
= lim P(g) = ey + 2 G,
a0
<)

prin urmare F ar [i.de forma

g ooy 1 : 5
—xt gin — - 2na) + e,  davd x5E0,

Io |. J‘) = e

2G(0) 4 ¢, aace &= 0

si
;. » :
—atsin — -+ 2G(2) + ¢ — 2G{0) — ¢
n x) — M0 : @z
F'(0) = lim M = lim x =
a0 xr— 0 X1 &— 10
s 3 ) — GO .
= — lim x sin i + 2 lim M = 2G'(0) = 2g(0) = 0
K0 ® x>0 z— 0
insa f(0) = E-, deci #(0) == £(0), adicit F' nu este primitiva a lui f.
2
8. Se rationeazi ca in exercitiul precedent luind
1
& o8 — , dacl a=£ 0
glx) = T
0 , dacl 2=
si '
I ;.
z*eos — — 2G(x), , daed v£0
H(x) = &
l —2G(0) Ly daed r = 0,
9. Cum lim flz) = 1, resultii cd pentru orice 0 -= 2z < 1 existi o vecindtate Ve alni

zero astiel mIH
e < flz) <1 (V) e Ve N {0, wo)
V. fiind vecinitate a lui 0, exista « = I astfel incil (0, a) < 2 A i, o). Atunct
f0) =0 <e<fla) si fla)>e (V)ee (o, a)
Agadar, imaginea intervalului (0, a) prin f nu este un interval.
Deci f nu admite primitive.

10. Se rezolvi un mod analog cu 9), utilizind fapiul c&

g
]}:}I _—
1. 12. III

1. f este continu¥; 2. f este continud; 8, Fie & o primitivi a funciiei. continue
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=
1 5 2 i
& €os— & = 0, i x” cos — — 2G(z), ¥ 5= 0,
glz) = a Atunci F(a) = x
0, x=0. — 2G{0), = = 0
este o primitivd continud a functiei date; 4. Analog cu exercitivl 3; &y, 8, 7, f este
continu#.
1. 12. IV
1. Dacd & (resp. G) este o primitivi a lui (g, ¢ (resp. f|e,n1) astfel incli F(e) =
= G(e), atunci functia

‘ H{z) = { f(x), dacli z e [a,c]

| G(z), dacd x e [e, b]

| este o primitivd a lui f pe [q, b].

| 2. Funetia g =f; — f, are proprietatea iui Darboux §iglx) =0 (V)ac[a,b])NA. Deci

| glz) =0 (V)a = [a, b], adicd f, = fo.

{ 8. Notind cu V; = {z & R|f(z) = 4 1}, rezultit 4, U4 — R si Ay N A_ = ®. Dacii
Ay 5k ® gl A 55, atuned £ nu ar avea proprietatea lui Darboux, deci f nu ar admite
primitive. Asgadar,

l sau Ay = @ san 4. = @,
adic#i

sau = —1 sau f = +1 .
4. Dacil f(0) = 0, atunci in baza exercifiului 1.12. III(3) rezultd cd f admite primitive.
Reciproe, dacd f{0) 5= 0, atunci, analog cu exercifiul 1.42. 11(8), se aratd cii in acest
caz f nu admite primitive.
l 5. Se observii ci f se poate scrie sub forma f= g + h, unde
I | .

! | sin—, dacize [—1, 0) U (0, 1)]

| gle)= ¢ “ =

1

si 0 , daci a=0

|

|

| —1, dacd x =[—1, 0)

‘ hiz) = 0, daci = = 0

1, dacd = = (0,1
Dacé.f ar admite primitive, cum g admite primitive (exercifiul 1.42.111(3)), ar rezulta ci
funcfia h (care nu are proprietatea lui Darboux) ar admite primitive. Contradictie.
8. Dacd ar exista o primitivd # a 1ui f, atunci aceasta ar fi de forma

i {
f — — — &% sin — + G(a), dacd z = [—1, 1]\ {0}
| . L 2 4 T -
Flz) =
| LooGlo), daci ¢ = 0
; unde G este o primitivdt & functiei continue

2
x sin—, dacld xe[—1, 1]\ {0}
g(_-,n) e x \

0, daci = = 0.
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fnsa

F{0)p== S = 1(0),

deci f nu admite primitive.
Se observi ca functia consjderats, f, este pitratul funciiei din exercifivl 11
7. Fie g : R — R funcjia definitd prin
I sinl, daci x3£ 0
glz) = %
0, dach 2= 0

. k :[a, bl —» R, definiti prin
hiz) = (x — a){z — D)

a si b. Funclia G-k este derivabild, iar derivata sa
i

(22 — a — b)sin
(G - k) () = glh(x))h(x) =

daci z e (4,

(g — a){lx — D)
0 dac = = a san .

satisface conditiile din enunt.

hiz) = (x — a))(e — @) ... (= — an).

Atunci functia (G- k)" satisface condifiile din enuni.

9. Functia
g () = Flx) — [(E)x
este derivabild, iar derivata sa
gr = F — f(E) = — [(&)

este strict negativit (respectiv sfrict pozitivd) la stinga (vespeciiv la dee
urmare, functia gg este strict descresciitoare la stlnga lui § i stvict cres
deci g nu este injectivi pe [a, 8], adicd existi v, & [a, £) gi 7, e (£, 0] asih

gl’_(mz) = 8’&(%}

de unde rezultd cii

Zy — Ty

2. 8.

2 ) -
1. z(lnz —1) + €; 2 ‘fE @2ln & —1)+€; & oo’ — ho2) &
= In®x L i o
z _ . B, @ 6. ———fla+ 1) !
4. 5 (Blnz— 1)+ € b 5 + T 1)2[( ]
ik N2 4@ a=—1;%alnnz—nlnng 4 ... + (=17 na +
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o=
]

gi G o primitivd a sa (existd conform exercifiului 1.42.111(3)). Se ocbservil ol funefis
se anuleazd, iar a §i b, este derivabild pe [e, b] 5 derivata sa este diferith tu puanciel

b

8. Se considerd functia G din exemplul precedent si funcjia % :[e, 0] -+ 1 del niti




| g L% S G — 8) /7% — B2 4 9 i .:e. — 3_
| & 'ri Bz —4lne 4+ 1)+ e 0 = [lnﬂz = Inn-ig 4 T lﬂ(-'l" + V1 + %) 4 €; 27, fr R & 8 s { 2 +
34 cz—l—'l a1 o S g ' i“

| S R — e+ O)VFFert 8, 1
| Hoapr Mt Ry gy e ]+ Gact —1; 0 Lo gy F W~k 2) e Ry et
! (o 4 4)n- Fapn "n+ 1 . 2z — 8 e —— ! inl/ 7 —1

10, 6% — 1) 4 €; 1. o¥(s® — !,m:+ 3) 4+ € 1%e¥(s — 322—1- 5z — 4) + e + W BELEFT) 40 8 ———=Y = B — 2 - arin [z — 1+

13, "f {Tn = ."i i f_[n__i_) an-? 4 {_1)71-1 ( ” x + { 1)11 + @ 2 g 9 ‘ b a ‘:E’

@ & of an 80. 2 /9 "Gz + 2 aresin 2T 4 @; 81 — — ket 1) (a7 = 22 4 2% -

. _— ; . . 4 1 12

, 14, —z¥cos & 4 2zsina - Leos z + €5 15. (—2® + = 4 1) cos = + (2 — 'I) sin z 4 @; ;2 S 4 ( i Vat 2o +2) +
' T 1 - i, 1) V2 +2x 24 —Inle+1 4 (o2 4 20 +2) + &
| I Iy = — —gMoos ga + —%:r“l sin z — __H_n(n 2) Ina; 17, ‘f (sin 2 — cos ) + @; Ty i L
@ o o 2 5 2 —_—
o ox i i1 oo E T oS 1— : 31 e;
8. (T (sin % & — 2 cos 24) 4 € 19, g_e_._. (e:8in Bz — B cos 8z) + € 20, [%x ‘ 82, 2z — 1)2 ( = -f,j -+ €; B, = -z V x 14 z In(z + l/a: ) %
: “ A L 4 are sin @ ."'
+focos B 4 fsin Br) - @; 21, sin x — d y E B4, — ——— f In———F—— €
{ | e in x cosa:)+2cos T+ e a 141 at
8% — e™eos @ 4 e; 28 E . f:i_ sin 2z 4 €; 24, — cos z + el + 2 sin g — 85. L In Vo tat 1+ o —1 + e
2 g i == e 7
- ) 2 Vot a1+ a1
2 3 . 45 sin 2z | 5 % . R
— = sin’z 4 @€ 25, = g 4 - —5in &x - @; 26, = 2 — 4 —
g 8 4 + 32 h 2 Vx ‘

Aﬂmm+Vﬁfﬂ+eﬂm§Vﬁ?T+%hwm+VF?ﬂ+&
4 Emre S 5 . N
B8 —& e +1 A z)/ab 1 — —ln fet V2" 1) + e; 28, — t1 + a)* — L In (e 4 /&% — 1) tarc sine™ 4 ¢;

?

] - — o & VEsina )T | ws2/ T
i+ AT e 5’@.%!/32_4(;(:5—13-—612)-—fgln(a:+|/m)+e; , HEE p ety

l/-‘TJF VW o 4-€; 4. 1_ arc tg V?iplx: + k‘:,

18 & .fi_ 1 7 8 1 In ¥—4—m"—"———— 4 €]
: o 3 ry 2 2 N =5 —————— ¢
BT E 0T e = T D e -7 g W V- VT e !

— w mifeaii S+ 2 +1) 4 e-
B s @ WEgpz Vet Wletyztl) e
Al -:-?urcsmaﬁ—}-@; 8. — 1/9—-3:2——a:l/9 x® + arcsm——+@ | b3 Befs 2 %

€
— - 3 arclg x z*
" [ [/_2 2.___—.7“”-‘!-1) —t + € 7. H.T'Ctgm(l’ =&+ L’:‘ )_—6 T
B S 3 ¥ i
2@+ 1) + =z
3. 6. 1 d e
- ey . In /14« + ¢
Searl xR 3) + € 2. In (200 4 322 4 5) 4 €; 8. — arcig (cos z) + @;
' . e | 4 — sin =
re — In {eos g) 4- @6 —In [_ﬁ...___ L@ @ In(t v atos(x? 4 1) i
2 ',!—{-sina:] (ed) + G o — @ #, 8 ] 5. 9.
o S oy 0. 82 46 g, o S PR + 3
) L ‘ tg® ' ’ 2 1. aretg it e F2in(t — )+ € 8. — 2 (i —a) 3 =
. b € 18 lnsin {Z == ) + €; 14, -—z +@; 16, — In (cos z) + = ""'+ v 2 V2 | 9 x-— 2
. L I 98 2 R St (SR .
uf Ggh B 2 — 1 . O S e By ﬂ_fi_ T e a:+1+ 5
+ € dbIn{t +tgaz) + e 17, 5 arcsin x l/a: +@; 18, — arctg 2* + @; 2 (z—1) Ll 4+ x+1
2 | . 9 2 _ 1 : TTET_ 4e
PORIN. U P , g +2 5 —_— & b —In—— '
I — arotg 2 + @; 26, = arcsin 2® 4 @; 1. arcsin e* +C; 22 In(t +Inx) + @ % 51n —a—~1 o1 : {z 4 1) Ble + 1F ’ ) o
’ — 4 g | 8t - -
conlain @ , . = ! At ; s B g U AWE S ok
1 S Sy eing) 4 @; %4 — aresin(cos?z) 4 €; 26, arctg(ln «) 4- @; 26.%x Va2 14 - 6. Pl 1 31/ 3 arc ig T 1 i 2 z
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+ 13 In(1 — 2) — n—s_—__......f sndis
— 1 (z—di)

0 Lino—Lin(z+1)+Lin(z+ 2 — —Infz 4+ 8) +¢
6 2 2 6 §

@; 8. % Inz — In(x + 1)

w_wﬁ_Vagf;mhﬁevﬁx+4)+{V?—1)mﬂﬂyﬁx—1)+e;

1 1
1. —In (e + 1) — —1Inf2® — = 4 1} + —1; arct -k 2 :
3 6 } V3 B V3 + 5

1 2t — %z 4 14
12, — In L s=o=arok
T ey 4 “l/ are g[arctg (/2 %-+1) + arctg (|/2.~c—1)]

18. = — 21n(2® + Gz + 5) + &

1
4. — Tinfe 1)+ —; tnja? + 8 +

L V3 :

. aretg *+ i6 In ﬁ"f'*'““ i'-'ﬂ?“‘— + €
Vi ) Ty e,
B.10.
. In(z4+ 1+ V2 F 2z 1 2) E___ 4 e
y a2+ Va4 2242 '
1dz—at—2—1 P ——
2, — 2 arctg i T lres 2 (Vi F 2+ & — x) —

T
3 1
2 Y F 2+ h—ax—1

3 § 8 N
—~Eln(l/a:“+2a:+4—:r—q)# te;

R
4, 2 In(x + I/.rzﬁx+})—-—':—) In(2x—fl+2|/:c2—a:+1)—

3 1 9
- @- ot 17 -'!-'—2_ hb—=x .
22(Vx2_x+1+:1:)—'1+ ' 5'9( v5—x 2Va:—2)+e'

I/i—zxwx"-&x V1—2z—a* — 1

& =
0 +arct il .
2 |/1—2:r——:t: e J @ + &
t 14+ 2 1 2 |/ Y
", -\/ _ig -+ )/ 2(1 — «f) 1 1/2(1 — )
3 1—a 2% 2—|/§"(Ii'?2) V“zamg — 2z t+ &

8 = — 2In{1 4+ =+ V1+$+I2)+
2 14+ 2 +2/1+x+ a?

3

3 2 14
_‘t_+_2(_ a® + kx4 5)? 4

3 ST
+Elﬂ ('1+-‘2-?=-'r21/1+:a+:c2)+@; 9, —
12

25 e T
-f——a- la— )Y — 22+ 4o+ 5

, ,
=
» s b — &
— 6 arc sin v il 4 @
6

225 o ==
—+ i are sin ﬁa—— 4 e; 10.
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+ 2 Inf + 2) +

—|/—':c=+4x+5—

N B

B TOCIT.
. tg i 5:;;%4_ 1
1 — A

1, ——arel @; 2 ——arct 2ig z) + € 8. arcig — 4+ @;

I/-é gl/— 1 l/2 g(l/ 2 ) 3 9

)

1. I tgf:— - ln[i - tgi) [3f tgH) L@y By & + @

3 2 2 2

tg£+1
2

6. — L cos z(cos x+ sin %)+ l& In (sin z + cosx) + & T In (tg’= +2) +

&
3 tg.’ﬂ tlrsm .
e t = e 8. — -+ 2t z -+ 4- @
- I/2arcg|/2+ o g 4
) xr b3 4 . i »
8. _Intgl——— — §in [— — x]
21/ 2 g(z a)+ V2 4 '
M+ aﬁ}tg%—l— 2a
10. 2 arc g - e e
§ 1— a
CAFITOLUL 1T
1.4.
1 2 /2 . 1
A =753 | Ag ":___;/ . | Ag =27 =1 W oy =5
| P
1 i 1 1
1 AIUA”= Yo—= o "% FTE TS 1
iar [ 9t 9 3 2 l

(2) AU A" = (0‘128,345678 8,9, 10}

b) 1) dacd A'C A", atunci p divide g, 9) dach p divide ¢, atanci A < A%
‘ divide = ANCA

v B % = A'U A C Lo

Conform primului punct
q divide pgq = AT cAd

223
1, oxlfi B) = %‘; 2. aplf, EY = 12(3 + .:m, + ,_,.___)
8
8. o, lf, E) = :Z' axlf, &) = —8-; B. UA(;I', = 2
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| 2.23.11

' 1. f fliind integrabild, pentrn orice gir de diviziuni cu || An || —s0 §i orice alegere a pune-
N—ro08

felor intermediare £7, sirnl sumelor Riemann converge. Alogem in particular punctele
‘ intermediare £7 astfel incit f(E‘}) = «. Atunci

| k o

| n n
o, (fy EF) = Z\ wfal— ol ) =« 2 (e} — af ) =a(b—a)

i=1 =1

| deci:
I lim "An(fv E;-) = alh — a) = g” fla)da.
| [

N—=oo
i 1 ; "
2. Caleuldm oy (f, £2): lim oy (f, EF) = 52 oricare ar i (Ay} inelt|) An || = 0 si oricare
arfi & & [z}, «P]. f nu posedd primitivdi, deoarcce f nu are proprietatea Darboux.
! fl[0, 11) = {0, 1} nu este interval. #. Daci f integrabild atunci pentru (y] sir de diviziuni
(An)nen astfel incit || Ay || — 0 si orice £} e [a?_, z7], lim Oan(fs EF) existd =

b F‘rl
= Sa f(x)dz. Se aleg punctele £ astfel incit f(E}) = 2 EX o, (f,E) =2 '2:; (@] —af,)E.
=

Functia g :[a, b] = R, g(x) = 2z este integrabili.
n b
oa, (& £ = 22 (#; — 2i.,) EP» lim %A, (8 &) = lim odn(f. &r) =S gla)dz =
= a
b
= b — a*= S flz)da = b% — a*;
w

4. Se aleg punctele intermediare E? asifel incit f(&]) =

1 =14
—a—_F_-E? U-ﬁl'ﬂ. (f) tl) —

fin k b

1 = 1 o

— E (s — mi.1) e S ]11‘[!} > wg = a:,;w._}( l) = dz = In 2.

| =1 14+ E =1 1 -+ E 114 2

B. Daca f ar fi integrabild, atunci pentru orice alegerg @ sivulu} de diviziuni (Aq) cu

|l An || = 0 si orice alegere a punctelor E2  girul sumelor Riemann are limitid ==
n—=w

b
= S flz)dz.  Alegem in particular Epn astfel fncit j‘(t-;;..”) = &y si El'n, astfel

a
fneit f( E;’.n) = 2E]"n. Avem

kn hn
%An (/: E’i“") = _Z: (3 — xj.1) E;'"’ gi Gdn(f' &;E':") = 2 (2 — @4.4)2 E_i',u,
1= i=1

;i ; 4 LR 2
deci ilinm oa, (i &) = Si xdae = 5 §i im o, (f, & M) = S‘l Zodw= 8

Asadar f nu este integrabild;

6. Fie fi :[i.1, 2] > B, filz) = flz) (V)& & (210 21), & 1[50, w] — B, gilz) = ay(V)z =
& [xi.1, #1].g; sint integrabile (ca funelii constante), deci fi sint integrabile  (difer¥
de g; in punctele x;.; i ;). Dar f; este restrictia lui f la [#i-y, ®i]. Din propozifia 2.21
rezultéi ¢ f este integrabild si

b o] 2y ~b n
S flz)dz = S filzyda 4 S folz)dz 4+ ... -+ S falz)de = 2 ailae; — @i.q).
L2 a o Xy oy 1=1

% fyl#) = —sin z (V)z e [._ x, 0]; filie) = sin s V}eie [u, ?"'l fisfa sint integra-

bile; ele sint restrictii ale funciici f la intervalelo [,_. S 0, respectiy !’-‘, . i
g 1 = e

™

0
—sin zdz -

2
Conform propozitiei 2.21. [ este integrabild $i§ . flz)dz
)

3

‘2 .
+S sin z dz = 2. 8. Funcliile fi(¢) =& pentru « < [0,1], gla) = at 4 1 peniru

0
z <[4, 2], sint integrabile pe [0, 1], respectiv pe [1, 2]. falw) = 2* 4+ 1 pentru @& (1, 2]
gi fo(1) = 1 este integrabild pe [1, 2] (deoarece diferd .de gin punctulm = 1), prinurmare

£ este integrabili i 52 fz)dz = 2_63- 9. Explicitim functia f{z) = [2°x] =[32 2] astfel
0

/0, z e DO, 312)

M1 2 )
y zel—s —
.32 32
2 T e 2 E
f(z) =« ' 32 32)
K, gy, i)
| 32 32
M1 ze -3—1 " 1].
\ 32
1 2 3 I 32 . ; antial
i exi divizi A= o, =, =, =,.. =, .., — | aintervalului [0, 1] astie
Deci existd o diviziune [ T T 33 ,32) )

incit f este constantd pe fiecare interval deschis (zi.1, ), (1< i< 32). Conform exer-

32 32 az
cifinlui 6, f este integrabild siS floyde =3 (& — ziall (&) = Z‘i (24— Ziog) @ =
? 0 =1 =

e (1+2+ ..+ 32) = %; 10. Se scrie explicit funejia
2 2 _

x, z < [0, 1]
z—1,2e[1,2)

flz) = z— 2, ze([2,3)
x—8,z=[8,21/3]

Conform propozitiei 2.2, f este integrabild si S 2/3 flz)da =12 — 6 /3.
0

3.13.1.
! 43 ) 439 . 243
1. 5(f) =237, 8i(f) = g saff) = ;—76 Silf) = 25 B wll) =200 Salf) =55
i

i, 31(f)=%, Sf) = 3_;; self) = 2, Sf) = 13; o syff) = % (et + e 2+




, 1 a4 '
IS = e T ot et 1), Sif) =146, aif) =6t +1.
3.13.11.
= In (24 173). LT, aftH
T. G e L8, . a2
4 2 g BETE
3.15.
ooy o KBV g 0 g g5 L.
3 2
4.1K.1.

L. In ba:: teoremei de medie existd ¢ e [a,B] cu fle)- (b — ) = Sb flz)dz. Dacd ar
a

exista gl un ¢'sEc cu acceasi propristate, atunci ar rezulta fle’) = fle). Aceasta nu
poate avea loe, deoarece f, fiind strict crescitoare, este injectivi;

o

% Dach, prin obsurd, s nu i chimba semnul pe nici un interval [27, z"] C[e,b], atunci
{220 sav —f> 0 pe [, bl. Aplicind propozijia 4.7 lui f sau —f, se obtine Sb flz)dz >0
a

sdU — g fla)da > 0. Contradiciie; :

4, Dack ar exisla ¢ e [o,b] cu f(e) 5= 0, si admitem f(c) > 0; atunci (A4,,(B)) ar exista
r 2= astfel incit f(z) > 0, Yz = (e — r, ¢ + r), prin urmare (propozifia 4.7)

et

S flz)ix == 0. Contradiciie.

J‘c—rr
4.18.111.
7 o 5 1 In 2
1. o {nretgg amrtgi); 3. ——-—n; ; 4.%; G In?%—%; 6. 4"2"";
2. & T 1= 1
%o o=y B — 25 9, == 14 1n2); 10. —[e?(2sind — 3¢ :
i 4 6[2 + In } 10 1a[e (2sin3 — 3cos3) 4+ 3];

—_— - 5 3 F 1 = =
11, 2(e* } 3); 12, — In 3; 1371:1 2; 142(/5 —Y2)—In(/T+1)+ In (2 + /3);

by

15, 21/ % — 2 g

= | d
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CAPITOLUL I

1.9.
32 1 10 e 14
1. —; 2. —; 8 —; 4 —; 5. — L (7
1 3 5 5 arcsin (/3 i)
1 3 1
— 2 T
(/5 —1)%; 6. ———; T.—; 8.e+4 ——2; 9 1;
121/2(V’ ) ; s 8ee -
o 13 Py L
10 ?Z-(e —?). 1. 4a {E ;]
191

5 & =\
1. A = 1_; 2,4 =¢®n?2; 3.A1=-§— (V3 + 4n)- A2==3(8"""[/3)’
3 : |

- 3 .
4. Ay = A, =m -2 arc sin‘%/%—— 2 In 3, A = 2 — 2453

2
L
8 i =28, 8.A1=2{w }-——), Ay = b ——; T A=
a® 1+ k L] 8
“?]ﬂ\/i—k’g”‘i—m kol
2.8.
k| 7 . . -
T 3 3 16 = b e w  /3x }

’ ! B 8 —(1—ed)ibe m | —1

I.T(b—a)-?;ﬂ. 15,3.2,4.2(1 e)&w{72+6 ;
3
3 2 7‘:5!,3
e — 2 a® ot T B e 'E—".E-;il,.-—'
6. 27 TS 7.§{e’+4—-e’),8. -}:(G 1)-9. % FH 16, 6 20,
27 b 15-—81112
12, 2=, 18.n[2a—2b+(a+b)ln——: 1 x| :
5 a
3.9.
3 — gt 1 - .
taemy/3ie —Lime s S e— (82 V) -
2 2 2 2
1 (3—21/2) (/5 +2)

g (34212 (V5 —2)

: g )
5'_1(33+1); 6. 1n(|/2+‘l); 7. In 5--:3:r

— 1 ite —1)
8. I/-1+82 _V2+ ___ln(_ulli_:r_-———--

2 a3 — 1)

157




4.10.
1 (212 —1) ’9“ s B S (et k) B[V (2 4 1)];
I‘ ’
4, 1:(1‘[/1 T~ Pitm 2t Atre ) oo ¥,
14V 3 4

2 [ = wfe 1,00
8 =E ) [ . 5 1/17 — 3 E o |/ )
_[I/z +1n (1 f‘V—'”_]: 7 'g_(‘;—l"?' 4 In V17) . 8. B

[~1-]

b.6.

1. Dyff) = 60, Ty(f) = 46. Dylf) = 52,5, Tylf) = 45,5

Ep,(f) = 14,6667, LE7,(f) = 0,6667, Ep (f) = 7,1667, ,if';'g(f) = 0,1667;
2. Dyff) = 6,25, Ty(f) = 6,25, Dy(f) = 7,544, Tf) = 6,13.1,

Ep,lf) = ':; » Erylf) = 0,25, Epy(f) = 0,6464, Eyy(f) = 0,144;

8. Dy(f) = 0,6973, Ta(f) = 0,7807, Dy(f) = 0,737, T:(f) = 0,7867
Epy(f) = 0,088, Exy(f) = 0,0046, E;,,(f) = 0,0485, iy, (f) = 0,0014;

4. Dy(f) = 0,6166, Ty(f) = 0,7054, Dy(f) = 0,6455, T(f) = 0,6956;

Epy(f) = 0,0765; Exy(f) = 0,0065, Ep(f) = 0,0475, Er(f) = 0,0025.

6.3.
1.$=0,y=i'n e 3 8 ™
375; “a = g = A.;': 3. a 0 / ,;_;‘1 ‘z‘r:ny
8 2
5.m=g,y=9_
7.3.

L. L=20J;% L=0425J;8 L=4900J; L= g 2
6

.
m2

il
w|a

11
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