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Capitolul T ] i PRELIMINA] vl

§ 1. NUMERE

Peste tot in acest manual vom nota cu N multimea'numerelor naturale,
N = {0, ]',‘2,...,1’1, } 5

: 1}E-fel‘lt01‘ la adunarea si inmultirea numerelor naturale accep‘tém.prb-
prietatile :

D @+y +z=2+ @+,
DN i

B rty=y+a,

4) (ry)z = a(yz),

B) 1oz —=x.1 =g,

6) x(y + 2) =y + az,

7) xy — yx
oricare ar fi Wkl szt =N, o

. Dé asemen - 7 i | intregi
€a, vom nota cu Z, multimea numerelor intregi,

B o ien SR (L 0 S T A Ly

£l

Acceptim ca adevirate .pentru  adunarea si inmulfirea numerelor intregi

‘proprietatile 1) —.7) precum si proprietatea :

Yt (m) = (=p+z =0,

Vom nota cu Q multimea numerelor rationale, Q ={a/b|a, b e Z
b # 0} Pentrux € Q, v 20, 2 = = a/b, notim cu ™! numirul rational bla.

v & Z.

Avem :

Dzl — -1y — 1
oricare ar fi x € Q, a £ 0.

. Cu R va fi notata mulhmea numerelor reale, iar cu € multimea numerelor

complexe, C ={a +ib|a, b R}. Pentru adunaréa si 1nmult1red numerelor
reale (complexe) acceptim ca ade\ arate proprietatile 1) —9).

Avem :
5 L NCZCOCREG
Literele folosite mai sus pentru notarea multimilor de numere menilo-.

nate apar in te\tul manualu[m culese aldin (gras). Pentru scrierea lor cu
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mina (pe hirtie sau la tabla...) la literele de tipar uzuale se adauga o linie
suplimentara. Aceste conventii“de notatii sint consacrate in literatura mate-
. maticd actuala. AT ‘ :

Se stie ci \/E nu este numdr rafional. Si reamintim demonstratia. Daci
\/‘E e (, atunci \/5 =afb, cua, b-€Z, b # 0. Putem presupune ci fractia
a/b.este ireductibild, adicd « si b nu admit nici un divizor comun ¢ € Z astlel
incit | ¢ | > 1. Cum a® = 2b® rezulti ci «® este par, deci a este par, de unde
a =2a, cu a, € Z. Avem 43 = 20, deci 2¢% — 0% Rezulti ci si b este
par, deci a si b admit ca divizor comun pe 2. Contradictie.

1.1. - Definilie. Spunem ed un numdir intreg d diferit de 0 gi 1 este Jiber
de pdtrate daed nu se divide prin pitratul niei unui numir prim.

Astfel numerele 6, 2, —15, —1, —3 sint libere de patrate. Numerele 108
si —40 nu sint libere de patrate caci 108 = 37-22, —40 — (—5)-24.

Daca d > 0 atunci prin \/(? notdm radicalul aritmetic al lui d, adici
unicul numar real & > 0 astfel incit &> = d. Daca d < 0, atunci \/E - k/:f,
Winde 12— — | WAstiel's/ =9 21 /3, :

1.2. Teoremaid. Daeid d este un numiir intreg liber de piteate, atunci
\/,Jqé 0.

Demonstrafie. Dacd d < 0, atunci \/d— este numar complex si deci
/@ ¢ Q. Rimine s considerdm cazul d > 1. Daca /d = Q atunci \/rT = il
«>0, b> 0 unde a/b este o fractie ireductibili. Avem db* = a> si daca
a =1, atunci b%d =1, deci d =1. Contradiétie. Deci @ > 1 si atunci a
admite un divizor prim p: Asadar a = pc, cu ¢ = Z, de unde b*d = pic®.
- Cum fractia /b este ireductibili, p nu divide pe b, deci din egalitatea b*d —
" = p®c rezulti ci p® divide pe d. Contradictie. : ?

Numerele de forma a - b\/a, cu ¢, b = Q sid intreg liber de patrate
se numesc numere pdiratice. Astfel : ;

2 / .
sint numere pitratice, unde i* = — 1.
Daca @+ b\/(T si a’ + b'\/(? sint doud numere pf\tratice. atunci :
a+ b\/a-za"—l— b Jdesa =d sib=1V.

In adevir, daci a + b\/d- =a + f;’ﬁsi b # 0" atunci

- a—da
d =—€<0.
\/ b—b
- Contradictie. Deci b = b’ si atunci a = «'.
Daci d este un intreg liber de patrate, atunei motim cu Q(\/Tf) mul-
timea tuturor numerelor pitratice de forma « 4 b/d, cu a, b= Q sicu
Z[\/d_] mulfimea tuturor numerelor patratice de forma a + b\/d cua, b e?.

Asadar :
Q(\/ﬁ)dil{a 0 Jda be 0}

Z[ A=+ byT | ., b = z).
Evident 5

zCz2Vd C o) ce,
: iar cind ¢ > 0, avem chiar Q(\/H’) @R

Astfel :
QG/2) =i b2 a, b= 0} C R
si :
‘ Zi);={e+ bi|a. b <z} Cc
% Dacd = = ¢ +by/d este un numir patratic, atuneci numérul ;ljétratic

il b/ d se numeste conjugatul lui z,

¥ 2. MULTIMI $1 FUNCTII (recapitulare)

I:qe‘lﬁj 0 .rnljltime.u Vf)m nota cu 2(E) multimea tﬁturor partilor (sub-
mulfimilor) lui E. Dacd X, ¥ = &(E), atunci en X {J ¥ 5i X (] ¥ vom nots
reuniuneaq, respectiv intersecfia lui X cu Yol ; - “

= del :
}LUY-:{.TEEJR‘EXSﬂU.I"EY}
respectiv :

- del 5
XNY={reklreXNsire ¥

Aminti 'métoar oprietiti ale iunii
tim urmatoarele proprietali ale reuniunii si intersectiej -

LG LTV 2 X (Y L) 2, X YN Z =X (Y. 2);
AR S lie S e Gt St b
DAUN UL RESa o e
quwma=mummwum,xnwum:

_ = (XN V) E N2
oricare arfi X, ¥V, Z'= (L), unde @& este 5L15111L11tixnee1 vidd a lui I
Fie Id si I* doui multimi. Pentr |

Lo ‘ u o functie f: I - F vom preciza uneori
g1 actiunea lui f asupra elementelor

r = I prin notatia
e flx)

unde f(r) .este imaginea lui prin f.




. "'Z."'""me Vom nota cu & (L) mullimea tuturor functiilor f: E — E.
g € §(E), atunci funct,'la \ .

(5 il £ h:E - E, v — h(@) & [(g(x))
\ .
\\ - ' se nrieazi cu fog si se numeste compusa funcfiei f
’\;\ : cu tunctia g (v. fig. L1). : :
k .p\\\’ 3 - Functia 15: Bl 1b(r) — . Y.r = E, Se
\\\ numeste aplicalia idenlicd a multimii E.
six 2. Teorema. Compuncrea funciiilor are. pro-
Fig. I.1. prictitile 2 v
1) (fog)oh — fo(goh) Vf g, h = §(E),
2) lpof*fou:f Y [ e &(E).

Demomira[te Pentru oricex = E avem :

(fog)oh) (@) = (fog) (h(r)) = [(g(h(x)))

(fo(goly) (x) = [ ((golf) @) = f(g(h(fﬂ)))
de unde :
(fog)oh =fo(goh).
De asemenea, peuntru orice * € E avem :
(1500) (2) = tu(f(@)) = f(@) *f(lb(x)) —(fols) (ff)
deci ‘

Lof —fohs =f

O functie f: E — FF'se numeste mjectwa daca ]'(1:1) # [(x,) oricare ar fi
Tl T.; € E, rl # I,, ceea ce revine la

() = f(Ta):" Ty =Ty,
Spunem ci functia f: E — F este surjeclivd daca :

Yy € F, 3z € E astfel incit y = f(x).

O functie f: I5 — F se numeste bijectind daci esle injectivd si surjectiva. -

Teorcemii Fie £ o muliime sif, g = F(E ). Dacd [ si g sint funetii
muvllu (surjective, bijeetive) atunci foq este funetie mgovtl\d (I'(ESPB‘L-
tiv surjectivi, ]muln ). : :

" Demonstralie. Fie h — fog. Pstupunem cid f si g sint injective si fie
@, T, € E astfel incit h(v;) = h(z,). Rezultd ca f(g(x)) = [(g9(z.)). Cum f
este functie injectivd rezultda ca g(x,) = g(x,), de unde ¥, =, clci si g estel

" functie injectivd. Asadar h = fog este funcfie injectiva.
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Presupunem cd f si g sint functii surjective si fie z = I. Cum [ si ¢
sint functii surjective, existi y = E astfel incit = = f(y), 51 existd @ = I
astfel Incit y = g(x), de unde ; '

‘ 2 =[h) = Ffg@) = (fog) (x) — h(a),
deci h = fog este funclie surjectivi. Ultima afirmatie este acum evidenti.
Daci E si F sint doua multimi, vom nota cu E\ F mul{imea

ENF —{z = E |z ¢ F}

numitd diferenfa dintre E si I (in aceastd -ordine). Cu E x F vom nola.

- produsul carlezian al lui E cu F, adicd multimea tuturor perechilor ordonate
(¥, y), cux = I siy €F,

"B x F{(z, y) |z < E, 'y = F}.

§ 3. MATRICE (recapitulare)

Notam cu M (l{) mul{imea tuturor matmcelul patrahce A de ordin 2
cu coeficienti dm R,

i R
A =( 1 ] o, e R
dy; Ay y

Vom folosi' si scrierea mai condensata A = (a;;).

Daci A, B = Mg(ﬂ) bAS (a7 N B — (b,j) atunci suma A + B a matui-
cei A cu matricea B se defineste prin : '
@i + by : Az + Dy

‘ ) = M,(R).
Uy + by ‘ﬂzz + b

A + Bdef(

~ De asemenea, produsul AB al matricei A cu matricea B se definesle prin :

ABch(“u 1+ by Uy 0o + dypbys
Uy byy = Agbyy - azlble + @230

Matricele 0, E si —A din M,(R),

0.=O 0 ,E:l 0), e s
00 ool gy — Uy

se numesc respectiv mairiceq zero, mafriced uniltate, opusa matricei A.

) < M,(R).

f\vem urmitoarele propnetatl ale adunaru 51 inmultirii ‘matricelor din
M,(R) : '

1) (A+B)—1—(‘fA+(B—1—C;,
HO-FA A0 —4A _
8) A+ (—4) =(—4)+ 4 =0,



4 A+ B =B+ A4,

5) (AB)C = A(BC),

6) IA = AE —

7y A(R--C) — AB -+ AC; (B+(‘)A—BA+CA
oricare ar fi A, B, C € M, (R) Dupi cum se stie din clasa a XI- a, demon-
strarea lor se face invocind proprietidfi similare ale operatiilor cu numere
reale. Astfel : _

" (a e e — )
A A Z((“ al_)+( (B (tl_) =

g LT \— sy — Uy,

,11"‘( ;) a1>'+( (112)) (0 0)
sy + () - @y + (—dss 0 0
i
51 analog,(—A) + 4 =0.
Vom nota cu My(Z), M,(Q), M,(C) multimea matricelor patratice de ordin
2 cu coeficienti in Z, Q, C, respectiv. In .general, pentru n > 1, notim
cu M, (Z), M,(Q), ... multimea matricelor pdtratice de ordin n cu coeficienti

in Z, Q, ..., respectiv.
- Dacd A = M.,(R), A = (a;;), vom nota cu det(A) (Ie[ermmttniul ma-

tricei A4,

e

a
det (A) = = (10 — Uy tly, € R,

sy UEES

3.1. Teoremi. Oricare ar fi A, -, B € M,y(R), A = ((1,-1).
avem :
det (AB) = det (A) det (B).
Demonsirafie. Avem :
) alz)(bu blg) i (anbu £ tiah
sy

a1 by + awbzz] g
by _baz Ay b1+ @anbyy

AB =
‘ ( (ilihe = Gbplip

i
Pe de altd parte, se observi ca avem identitatea :
e o s dbes) (Ol o Gnlg) e e b T a ) =
= (€11Ua2 — Aa3043) (Da1bae — Doy bys),
de unde: . '
det (AB) = det (A) det (B).

Exemplu

1
Daci A = M, (R) = {2 2], atunci

det (A") — (—1)* oricare ar fi h =1,2, ,,..

B = (b)),

E

In adevir, det (A) - 2 o 2¥ O X 1 =— 1 si deci afirmatia este ade-
varatd pentru n — 1. Presupunem ci n > 1 si ci det (AREIE — (S e L
Atunci : ;

det (A") = det (A"-1-4) = det (A1) det (A) — (—1)"~t-(—1) — (—1)".

§ 4. NUMERE RELATIV PRIM} frecapitulare)

Fie a si b doud numere intregi. Un numir d € Z, d > 0, se numeste

cel mai mare divizor comun (c.m.m.d.c.) al lui a si b daci :
(1) d|asid]bd;
@ clasic|b=rc|d.

Daci d' = Z, d’ > 0, satisface, de asemenea, (1) si (2), atunci avem
d’' | dsid|d de unde a’ = d. Asadar, c.m.m.d.c. al numerelor a si b, in caz
cé exista, este unic determinat. Pentru e.m.m.d.c. al lui a sib folosim: notatia.

Al =
41. Teorem i
Mai mult. dacd d, - (o b) atunci existd fi. k- 7 asifel ineit
R |
Demonsirafie. Dacid @ =b =0, atunci d =0 si 0 = Oh + Ok, unde h,
k pot fi luati chiar arbitrar din Z in acest caz. -
_ Presupunem ci @ # 0 sau b # 0. Fie d = ah 4 bk cel mai mic numsr
strict pozitiv printre numerele de forma : -
ar + by

(aratafi ci printre ele se gésesc numere strict pozitive ).

Fie «. b & Z. Manci ecomeond.e. al lai a si b existi.

T e -

Dacid ¢ | a sic] b, atunci ¢ divide si pe ah 4+ bk — d, deci d satisface (2)
din definifia c.m.m.d.c. Rimine sa mai aritim ci d | a sid | b.
‘Dacéa d nu divide pe a, exista ¢, r = Z astfel incit

a =dq -+ r, Q= rt e
Atunei i

Q< r = ="y — 0= (ah - bl)q = a(l — hg) + b(—kg) < d, ceea ce con-

trazice alegerca Iui d. Ramine adevirat ca ¢ | a. Analog se arati ci d| b

Fie a, b = Z. Vom spune ci a este relafiv prim cu b daca (a, b) = 1.

Evident, a este relativ prim cu b daci si numai daci existi h, k = Z as‘fe]
incit qh + bk = 1 :
42. Teoremi. Fie a b c & Z. Avem :
1) Daed (a, 8) =1 si (a ¢) = 1 s, Do) ==
2) Daed (0. b) =1 §i a|be = a|c;
3) h) L, .dic i o=l

]



Demonstrahe 1) Fie &, k,-u, v = Z astfel incit 1 — ah —i— bk si 1 =
— au + cv. Atuneci :

1 = ah + bk(au + cv) = a(h + bku) + be(ko), de unde (a, bc) = 1
2) Fie h, k = Z astfel incit ah 4 bk = 1. Atunci ¢ — a(hc) + bek. Cum
alasialbe rezulta cd a divide pumairul a(hc) + be -k =c. /

3) Fie h, k = 7 astfel incit ah + bk = 1. Atunci ¢ — ac-h + bc-k.
.~ Cum a | c si b | ¢ rezulta ca ab | ac si ab| be, deci ab d1v1de numarul ac-h 4
-+ be-k = c.

Exemple
1. Dacd p > 0 este un numir prim, atunci :
D =1 VeieZ diaiony,

fn adevir, p fiind numir prim, singurii sai divizori pozitivi sint 1 si p. Cum
1 € a < p, p nu poate divide pe a. Rezultd ci singurul divizor comun al
Iui a si p este 1 si atunci si e.m.m.d.c. al lui a $i p este 1. ;

2. Pentru orice n € N, numiarul n* — n sk divide prin 6. In adevir,

n* — n = (n — )n(n - 1), deci n® — n se divide prin 2 §i3. Cum (2, 3) =1,

rezultd ¢ n® — n se divide si prin 2 x 3 — 6. ;

3. Dacd p > 0, ¢ > 0 sint douad numere prime distinqte, atunci : L

(r", T vm, n <N
In adevir, sa presupunem ca p << . Atunm conform cu rezultatul de la
Ex. 1 avem (p, q) = 1. Presupunem ci (p, ¢"~') — 1. Folosind Teorema 4.2,

poti- L) Gin(n, ). — 1 81 (p, 4"~ ) =1 rezultd (p, ¢") = 1. Acum se fixeaza n
§i se demonstreaza prin mductle asupra lui m c& (p™, ¢") = 1.

Exerc;;u rezolvate

IB = F1e Eo mul{;une sife g = ﬁ(E) Avem :

1) Daci fog este func'(le injectiva (sur;ectwa) atunci g esl:e funclie |

injectivd (resp. [ este functie surjectiva) ;

2) Dacd fog = 1, atunci g este functie 1nject1va si feste functie sur-
jectiva ; ;
' 3) Dacd fog = gof = 1, atunci [ si g sint functu bijective.

Solufie. 1) Presupunem oi fog este funetic injectivd si fie x,, x, = I astfel it
g(x,) = g(x,). Atunci .

(fog) (xx) = [(9(x)) = [(9(x)) = (fo g} ().
Cum fog este funcfie m_‘|ct_tlva, deducem xT; = T, deci g este funcfic m]eLtl"’
Fie z = . Dacit [og este functie surjectivi, atumci existd x = K astiel 1‘,m';=‘t‘-
: 2= (fog) (&)= [lal=)).
Rezultd cd = = f(y), unde y = g(:c) = 5, dec1 f este functic surjectivi.
. 2) Rezultd din 1) ehservind ci 1, este funct;ue injectiva si suI‘][‘Ctlva

3) Rezultd din 2).
10 :

I R_2 lrFie B =7 xZ s A= (__? Z] Defihim. functia :

fa:E = E, fix) =2z, + 31, — ——‘2;!:3) Vi = (xy, ;}:2) e E,.
Aratati ci: - _ '
1) faofs = 1g.
2) 4 este functie bijectiva.
Solufie. 1) Pentru -orice @ = I8 k= (.;:,, Q) 'ﬁ#em

(faola) (®) = fulfa(@)) = [u((2x; + Bz, — @, — 2Iz)l) =
(2(2$1 + 3x,) + 3(—' T, — 2xy), — 2z, + 3:132) — 22—z, — 2zx,)) = (o) =y
de unde f, of, = 1. : :

2) Rezultd din Ex. R-1, pet. 2).

[R_3|Fie U, 4 = M@,

T 3 il i a b 3
D 2l ¢ d
1) Gasifi o matrice X & M,(Z) astfel incit UX = E :

2) Aridtati ci ecuafia AX =L admlte o solutie X = M,(Z) daca si
numai dacid det (A) — 4 1 si in acest caz avem si XA — i ;

%

Solulie. 1) I'ie X =( q]_ Cum .

U\f—[3'1)(x (3 + =z 3+ w)
15 2J\z w 533-}_—27. 5y + 2w

avem UX = E dacd si numai daci

x4+ z 3y+ wy (1 0
5 + 2z 5y + 2w )
ceea ce revine la : :

a) v + z=1 Si'hy Sy =10
bt + 27 =0 5_1]:—{-.2&):1.

Rezolvind sistemele de mai sus gisim ¢ = 2, 2= —5, y = —1 siw = 3, deci

— 5
2) Fic X & M,(Z) astfel incit AX — F.
Atunci

: x={ % _IJEMg(z).
4 ) =

1 = det (E) = det (AX) = det (4) det (X)

§i cum det (4) si det (X) sint numere intregi, rezultd ci det (A) = + 1
Reciproc, dacd det (Aj = L1, atunci urmind calea de I‘\,z.olvfat'e de la pct. 1) se gascste

0ol
X = ( } e My(Z) dact ad— cb = 1
3 A Y : : :

$i : : . : :

(4 ==

—d by
3 :( Eag ] = My(Z) daci ad — ¢b = — 1.
In ambele -cazuri avem gi XA = [,

11




ﬁm «-——{f), B ]}-, S Gy 1), R, = 10,1, ...
- Dacda, n €Z, n > 0, atunci notim cu ¢ mod n restul impértirii lui

prin n.

1) Aratati ci functia ; , ; i
[:Rn = Ry X Ry, f(@) = (@ mod my, a mod m,) ¥V a € K,, este bijec-
tiva, ; h ; :
2) Enumerati valorile functiei f cind m; — 4 si m, = 3.

Solufie. 1) Mu'ﬁ;imea R» are m elemente si mulfimea 3{,,.'1 e 3{,,.2 are m,m, = m
elemente. 3 :

Este deci suficient sa ardtdm ci funcfia f este injectivi. Fic a, b = R astfel incit
f(a) = f(b). Atunci

(@ mod m;, @ mod m,) = (b mod 1ﬁ1, b mod my).

Rezultd ¢i @ mod m, = bmod m, si @ mod m, = b mod m,. Cum a mod m; = b mod m,
deducem cd a si b dau acelasi rest prin impdrfirea cu m,, deci m,|(a — b). Analog se deduce
cd myl(a — b). Dar (m,, m;) = 1, deci mm,| (a — b). Cum |a — b| < m, rezulti a — b= 0,
. deci @ = b, Asadar, [ este functie injectivi.: :
2) In acest caz m=4x3=12-Q,=1{0, 1, 2., 11}, K. =1{0, 1, 2, 3} si
Ra= {0, 1, 2}. Avem : ‘ ”
f(0) = (0, 0);

f(1) = (0, 1); f(8)=(0, 2);"

'Fibm1 si m, doi intregi pozitivi relativ primi, m=mym, si
i %

)= @, 1); B~ (1.2);, 109 = (1, 0);

2 =@ 2); 16) = 2, 0); a0 = @, ;

13)= 3, 0); =@ 1; 111 = 3, 2).
Astfel :

A7) = (7 mod 4, 7 mod 3) = (3, 1).

L. Tle f: Z »Z, f(x) = 2¢ + 1, Y= = Z. Aritafi ci:
1) [ este functie injectivi ;
2) f nul este functie surjectiva.

2. Fie f: NN, f®) =x+1, Ve <N.§i g: NN, glx)y=x—1, Vx =N, x+# 0 sl
9(0):0. r < ; ;

Aritati cd:
1) [ este injectivd si nu este surjectivd ;
2) g este surjectivd si nu este injectivi ;
3) gof = 1y
‘J.‘ Pentru a, b € R. a # 0, deﬁnim funcfia [, ,: R - R. [, ,(x) = gr 4+ b, Yz € Ik,
Ardtali e ; e ' '
3 i)- fa, v este funciie bijectivi ;
2) fo, v0fc.a = Tasauro¥a, b, e, d = R, as ), ¢ ()
3) Pentru @, b = B, a+# 0, gés_;iti a, § = R astlel incit [, ,0fx,p = 1.

12 :

g leg - 3
i, Fie A = M,(z), —4=[4 ;],E=Z><Z,F:Q><Q,

Taiil = BN () == (9%, e & 2) Vo= (x, 1)< E,
Aritagi cd :

1) [, este functie injectivd si nu este surjectiva.

2) [} cste bljectiﬁé.
42 — 12 32
St

A4+ A+ E=0; A= E.

6. Pentra orice # = It definim matricele :

R (cus (i} —sin 0 cos O sin 0
0 = e i
sin 0 cos O sin 6 —cos 6]

5. Fie A € My(Q), 4 =[ J Aratagi o ;

Aratati cii :

T : 1Ty 15540
1) Roy=2S; Ry b st‘ e
(0 kl)_ it s ) PR 8 !

2) Ro Ry = Royq', Ry Sy = Soier, Sp Ryr = Sq_gr
Sg S¢* = Rg—pr. i
3) Rﬁ R—ﬂ = R_QR‘.] = E, Se Sﬂ =

]

7. Pentru o matrice A € M,(R) urmitoarele afirmatii sint echivalente :

1) Existi a = R astfel incit 4 = ( 5 0),
0 a

2) AX = XA oricare ar fi X = M,(R). ?
% 1) Diterminaji matricele A = M,(Z) cu proprietatile :
A= E si det (4) = 1.
2) Dacd

B:(a 1+a],aez

. =i =

ardtatl cd B* = E si det (B) = — 1.
9. Pentru orice a = R fie matricele U,, V, = M,(R),

Uﬂ(l a), Vi (1- 0}
: {4 B | a 1
Aritati ci: ¢ :

WUl = Uy ViVy=Vors, Va beR;
2) UU s = U_U,=E, V,V_, = V_V, = E, YaeR.
10, Daci’ﬁ € M,(R), A = (a;;), atunci definim matricea
‘ Az — [“" ““] )

Q2 A

fi: F T, fi(x) = (3z, + a,, 4z, + 23:2)7 Ve = (x), ,) E I, .

13
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numiti [ra;isptzéa matricei A. Verificati ci :
D (A+ B = AT+ B,
2) (AB)T = B"A"
3) (AT)? =¥
'orlcarc ar fi A, B = Mg(B)
4). I*unct,ia [: M,(R) - M;(R), f(A) = AT A = DM,(R) cste bi]ectwq
11. .Fie H =
N
Aritati :

{Ae M,(R)’A:.(.g i’) a beR, at 0},-

‘1) Dacd A, B € H, atunci AB = H.
2) Oricare ar i A = H existi X € H ast[el incit AA = E.
i Gomparatl rezultatele acestu: excreifiu cu cele de la Ex. 3
‘1‘2.‘ Fie a, b, by,..., b, = 7. Dcmonstratl. ;
=1 1< D) =13

2) Dacit pentru orice i # javem (b;, b)) = 1 si b;| q,

1) Daci (a, b < n, atunci (a, b,b,..

.. dlwdé pe a.
LB

1'] Daci n este 1mpar aratatl ci n5 — n se divide prin 240.

14 b 1) Determmatl numerele v € Z [/ = 5] = la bV 5, a, bs z ‘eu proprm-
tatea ci existd z < Z[V— 5] astfel -incit vz = 1. }

2) Gﬁsm z= Q(/=5) astIeI incit vz =1, unde » =3 —}/— 5,

15*%, Fie E o multlme si Cp: Q(E) — 2(E), .CE(X)
catia Cy are proprietatile :

1) Gx(X U ¥) = G:0H) () Cx(T)
) Ga(X N Y) = Ga(X) U C(Y)
; 7 8) CzoCp = 1Eg‘(E), .

VX, Y € 9(E), .
_ VX, Y < &(B),

4) Aplicatia Cp este bijectivi.
16%, Fie 4 = MyR), 4= (ay), E=R xR si [s: E - E, :
' falx) = (a2, + am:n,; Xy + ay,%,), V:I: = iy, o S B
Aritati cé urm:‘itoar:elc afirmatii sint cchivalente : '
1) fa (:_Iste bijectiva ;
© 2) det (A)# 0.
17%, }:’entrli orice A € M,(R),

Wig=frs A=B;

2) fAOfB = fin

*.3) Folosind asoctatlvxtatea compuuerii Iunctillor deduceti ci (AB)C = A(BC),
V 4, B, C = MyR).

A = (a;;) definim aplicatia f, ca la Ex. 16*. Arditafi ci:

YA, B = My(R);

18*, Determinati matriccle A € M(Z) cu prbprletatea: A*= — E.
v Y 1l 5

14 2ol T 3 ' N

1 < i< n, atunci b,b,...b,

3 i lgo% . s 5
E\X, VX = 9(E). Aratati c& apli- - 22%. Fic a 51 b doud numere intregi nenegative.

19* Tie 0, = {A = M,(R)| ATA = E}. Aritali: ; \L

1) Daci A € 0,, atunci det (A) = 4 1;

2) Avem A = 0, si det (A) = 113 G‘E [0, 2r)

‘astfel ineit it ¢ y
s [cos 6 — sir}-ﬁ] ;
sin 0 cos 0

3) Avem A = 0. si det (A) = — 1#.3'6 < [0, 2r)
astfel incit : : l g AN :
- 3 | e [cos ] sin 6) : ‘ J
: ‘ sin® — cos B

4) Avem A € 0, ATA = AA"'.:E;

5) Daci A, B€ 0,= AB = 0,. B
20%, Fie?Eﬁ{AEMz(R)IAT_A}&Sﬁ{AGM,(B)[AT:hA} i
Arata;a el : ; :

1) VA,BE%=>A+BE?C;

2) VA, BE8§= A+ Be=§;:

3)AEﬂ‘Cﬂs=>‘A;0- 3

4) YA € M,(R) existi B=sw si C = 8 unic. determlnatc. cu proprietatea
A%B-I—C i

21*. Daci ‘numerele «, b, q, r € Z satisfac relatia a = bq + r, atunci (a, b)_ (b, r).

Deduceu cd (a, b) este egal cu ultimul rest diferit de 0 din a!gomtmul Iui Euclid
pentru a si_ b, "

L}
1) Ardtati cf (20~ 1, 28 — 1) = 2(@ b) _ 1,
2) Deduceti ci (2° — 1, 2" — 1) = 1< (a, b) = 1.
23 Fie ¢ =Z, ¢ >0 astfel incit ¢ —3 nu se divide prin 5. Daci m, — 2901 1,

m; = Qea+i 1, my = 20tz _ {1 m, = 20ts 1 m = Qeats 1, my= 2eet?r —1,
“atunci (m;, m;) = 1 pentru i # iy ¢
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LEGI DE COMPOZITIE

5 1. NOTIUNEA DE LEGE DE COMPOZITIE, EXEMPLE

Sd trecem mai intii in revisti citeva exemple cunoscute caré permit
degajarea conceptului de lege de compozitie.-

Pentru moment si ne fixim atentia asupra multimii N — T e dree
n, ...} a numerelor naturale. Operatia de adunare a numerelor naturale ne
permite si definim aplicatia ‘

¢:NXN=N, (2, y) - o, p)

prin care facem si corespundi la orice pereche ordonati (x, y) de numere’
naturale un numéir natural unic, determinat ox, y) =x + Y, numit suma °

lui z cu y. Astfel, ¢(3, 7) =3 +7 =10, ¢(5,4) =5+ 4 — 9 etc.

Analog,, folosind fnmulfirea numerelor naturale, putem defini-aplicatia

$:NXN=N, (2, 9) > Yz, y)

prin care la orice pereche' ordonat# (%, y) de numere naturale asociem un
numdir natural unic determinat ¢(r, y) = ay, numit produsul lui = cu y,
Askiel 8. i — 3 X 7 =21 0l(5, ) — 5 4 = bolate, : :

Schimbind cadrul, observatii similare pot fi ficute pe mulfimea &(E)
a tututor pértilor X ale unei multimi date E. Putem defini aplicatiile :
¢ $E) x 2E) - &E), (X, ) o (OC RV ) Ty
si ) :

$: E(E) x &E) » (E), (X, Y)» (X, Y)=XNY.

In viziunea aceasta, @ poartd numele de operatie de reuniune, iar. (X, Y) —

=X U Y se numeste reuniunea lui X cu Y ; ¢ poartd numele de operatie ;

de infersecfie, iar $(X; Y) = X (M Y se numeste intersecfia lui X cu Y.
Pentru a surprinde intr-o schemi generald situatii ca cele enumerate
mai sus, vom considera o multime nevidi M si o aplicatie

PiM XM~ M, (z, )~ o, y),

igorind natura elementelor multimii M, precum si legea efectivi prin care

 la orice pereche ordonatd (z, y) de elemente din M se asociazi un element -
~ unic ¢(z, y) = M. Se obtine astfel notiunea de lege de compozifie pe mul-
timea M. Mai precis :

1.1. Definifie. Fie M o multime nevida. 0 aplicatie ¢ definitd pe pro-

dasul cartezian M x M cu valori in M,

M. x M- M (.I‘, ij_) - a(r, y)

se numeste lege de compozilic pe M.

Elementul unic determinat ¢(r, y) € M care corespunde perechii ordo-
nate (z, y) € M x M prin aplicatia ¢ se numeste compusul lui  cu y prin
legea de compozitie . .

O lege de compozilie pe o multime M poarti incid numele de operatie
algebricd pe M sau operatie binard pe M. Este clar c¢i adunarea si inmul-
tirea numerelor naturale sint legi de compozitiec pe M — N, reuniunea si
interseciia sint legi de compozitie pe mul{imea M — &(E) a taturor pir-
tilor unei multimi E.

Legilé de compozitie sint. date in diferite notatii. De regula se foloseste
fie notatia adifivd, fie notatia multiplicativd. In notatia aditivd punem @(x, y) =
=z + y. Elementul z + y se numegste suma lui x cu y, iar legea de com-
pozitie ¢ se numeste adunare. In notatia muliiplicativd punem oz, y) =ay
sau @(%, y) = z-y. Elementul zy se numeste produsul lui x cu y, iar legea de
compozitie ¢ se numeste inmullire.

In unele cazuri, fie obligati de traditie, fie din necesitatea de a distinge
intre mai multe operatii algebrice, pentru compusul o(z, y) al lui z cu y
se folosesc incd notatii ca :

zoy, A Y, TV I, :!:-* Yy, v @y, x|y ®Ty Ay ete.

Exemple

1. Adunarea si inmullirea matricelor. Fie M,(R) multimea matricelor pitra-
tice de ordih 2 cu coeficienti din R.

Asociind fiecirei perechi ordonate (4, B) de matrice din M,(R)

matricea A + B = M,(R) se obline o lege de compozitie ¢ pe M,(R),

¢ : My(R) X M,(R) = M,(R), (4, B) - o(A, B) — A +- B,

numitd operalia de adunare a matricelor.
Asociind fiecdrei perechi ordonate (4, B) de matrice din M,(R)
matricea AB = M,(R) se obtine o lege de compozitie { pe M,(R),

$: My(R) X My(R) — M.(R), (4, B) — {(4, B) — AB,

numitd operafia de inmuljire a matricelor.

2. Compunerea funcliilor. Fie E o mulfime si §(E) multimea tuturor func-
tiilor f: E — E. Asociind fiecirei perechi ordonate (f, ) de functii din
F(E) functia fog « §(E) s.«-f—:'obi;ipe 0 h;\ge de compozitie ¢ pe F(F),

(. 9 = of, 9 =fog,
numitd operafia de compunere a funectiiior.

3. Adunarea si inmulfirea modulo n. Fie Z multimea numerelor intregi si
n > 0 un numir intreg fixat. Este stiut ci pentru orice a = Z exista g,
r = Z unic determinati astfel fneit

¢ : F(E) X FE) - §(E),

da——rrgien, D < i),
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Numirul r de mai sus, cunoscut sub numele de res{u! impéartirii lui a prin n,
va fi notat cu ¢ mod n (se citeste ,,a modulo n*) si se numeste incid redusul
modulo n al numirului intreg a. Astfel, dacd n =5, atunci 13 mod 5 = 3,

(—8) mod 5 =2, 4 mod 5 = 4. :
Dacid ¢, b = Z atunci definim suma modulo n a lui ¢ cu b, notati cu
a @ b, si produsul modulo n al lui a cu b, notat cu @ ® b, prin.:

a® bi_e-f(a—i—b)modn,

respectiv

def

a® b= (ab) mod n.
Avem astfel pe Z, alituri de adanarea si inmultirea uzuali
ZXZ—Z (a, ) 2a+bsiZ xZ—Z, (¢, b)) > ab,
urméitoarele doud legi de compozilie :
0:ZL XZ>Z, (a, b) > g(a, vy =a @ b
si : '

V:ZXZ-Z (a, D) —»(a, ) =a® b
e .
numite adunarea modulo n, respectiv inmulfirea modulo n.

Astfel, daci n = 6, atunci7 @ 9 = 4, (—3) 5 = 3 deoarece 7 @ 9 = (7 + 9) mod 6 =
=16 mod 6 =4, (—3) @5 = ((—3) x 5) mod 6 = (—15) mod 6 — (—3) mod 6 = (0—3)
mod 8 = (6 — 3) mod 6 = 3.

§ 4. PARTE STABILA, LEGE DE COMPOZITIE INDUSA

*

2.1. Definifie. Fie M o mulfime pe care este definiti o lege de compozifie o.
0 submultime H a lui M cu proprietatea :

Ve, y = H=o¢ y) € H

se numeste parte stabild a lui M iy raperi ci legea de compozitie o
Dacd H este o parte stabild a lui M in raport cu legea de compozitie
9 : M x M — M, atunci pe H putem defini legea de compozitie ¢’ : H x H —
— H, punind
o' (z, y)gcp(:v, y) € H vz, y =-H.

Vom spune c¢i ¢’ este legea de compozifie indusd pe H de cétre .

Exemple

1. Multimea 2Z = {2k | k = Z} a numerelor intregi pare-este o parte stabili
a lui Z in raport cu operatia de adunare a numerelor intregi pentru ci
suma a doud numere pare este un numar par.

<
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In adevir, dacd x, y € 2Z, » — 2h, y =2k, atunci z + y = 2h +
+ 2k =2(h+ k) e 2Z. ;

Multimea 2Z + 1 = {2k + 1 | k = Z} a numerelor intregi impare
este o parte stabild a lui Z in raport cu inmultirea i nu este parte stabili a
lui Z in raport cu adunarea. In adevir, daci x, y<s2Z+ 1, atunci z =
=2h+1, y =2k + 1, deci '

Ty =(2h+ 1) @k+ 1) =20hk + h+ k) + 1  2Z + 1

si .

Ty =2n+1+2k+ 1 =2h+k+1) ¢ 2Z+ 1.

2. Fie n un numir natural mai mare ca 0 si i
Gl = L L O 1Y'E Z.

Mul{imea &, este o parte stabild a lui Z atit in raport cu adunarea
modulo n cit si in raport cu inmultirea modulo n. In adevir, oricare ar
fiz, yesZ avemz @y = &, sSiz@y € K, siin particular

V., yed,22@y<R, @y <=,

Dacd n > 1, atunci &, nu este stabili in raport cu adunarea mrumerelor
intregi, iar dacd n > 2, atunci &, nu este stabila in raport cu inmultirea
uzuald a numerelor intregi.

3. Fie E ={1, 2,3} si H ={f = F(E)| f(3) =3}. ;
Atunci H este o parte stabild a lui &(E) in raport cu operatia de compu-
nere. In adevir, daci f, ¢ = H, atunci f(3) =3, ¢(3) =3, deci

(fog) ) = f(9(3)) = [(3) = 3
de unde fog = H.

§ 3. TABLA UNEI LEGI DE COMPOZITIE

Fie M o multime finiti, M = {a,, a,, ..., a,}. In acest caz o lege de
compozilie ¢ pe M, ¢ : M x M — M, poate fi dati prin ceea ce este cunoscut
sub numele de {abla operatiei ¢, care constad dintr-un tabel cu n linii si n
coloane afectate celor n elemente ale lui M. Tabla legii de compozitie ¢ con-
tine la intersectia liniei lui a; cu coloana lui a; elementul ¢(a;, a,).

|a1a,, v gy e Al

[]

a; !

a, !

3 1

: ! ,

‘?’ q’(ah "1!)

aﬂ
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Tabla unei operatii este utild in perfectarea calculelor algebrice si, asa
cum se va vedea :nai tirziu, in testarea unor proprieti{i ale operatiei.

Tablele of :ratiilor induse pe &; = {0, 1, 2, 3, 4} de adunarea si inmul-
firea modulo 5 sint urmitoarele : : :

@l 4" 23 4 S| T L el
ORS00 2 a3 et O8I0 05 000, -10
[ R T T 1 SRS B
2:(2 34 9.1 O IS o L s
SRS S AR o U0 =3¢ 4= 39
SR L [y A5 P A SO |

Tabla adunarii modulo 5. Tabla inmultirii modulo 5.

Fie acum E = {1, 2, ..., n}. O functie f: E - E se di uneori cu ajuto-
‘rul unui tabel cu doui linii:

P (1 25 i ]
) @) ... fln)
In prima linie se trec in ordine numerele 1, 2, ..., n iar in a doua linie se

trec imaginile acestora prin f, anume f(1), f(2), ..., f(n). Astfel_, daca E =
= {1, 2}, atunci elementele lui F(E) sint :
h .= ; .2 .
2D

S B A

Tabla operatiei de compunere a functiilor din &(E) este urmitoarea:

@@ s f e
e | e [ gheh
JoR o R
g e S g
ol S o A

Astfel, foh — ¢g. In adevir
(foh) (1) =f(h(1)) =f(2) =1 = g(1)

si - .
doh) (2) = f(h@) ~f(2) =1 — ¢(2)

de unde foh = g. Rezuitii ci la intersectia liniei lui / cu coloana lui k din

tabla operatiei de compunere a functiilor din §(E) se pune functia g. .
Direct din tabla operatiei de compunere a funectiilor din SF‘(E) se r.[educe?

cd submultimea H = {e, f} a lui F(E) este stabili in raport cu operatis de

compunere a functiilor. f

A

§ 4. ASOCIATIVITATE

Notiunea de lege de compozitie prezintd un m.are grad de generalitate.
In definitia unei legi de compozilie ¢ pe o multime M se ignori atit natura
elementelor multimii M cit si modul efectiv in care ¢ actioneazd pe M x M.
‘Singura restrictie pusa esfe ca ¢ si asocieze la orice cuplu ordonat (z, y) de
elemente din M un element ¢(z, y) din M si numai unul. Din acest motiv
studiul legilor de compozitie bazat doar pe definitia lor este foarte sirac in
rezultate. S-a dovedit fertila ideea de a studia legi de comrpozitie ce au prd-
prietiti care pot fi ,,semnalate® in multe exemple ,,concrete®

Vom presupune in continuare ci M este o mulfime nevidi echipata cu
o lege de comporitie ,x“,

M x M — M, (z, y) — xxy. 1

Expresia xxy se citeste : x compus cu y sau v star y sau x stea y.
Definitiile si rezultatele vor fi date folosind aceasti notatie (notatia
_ wstar®) urmind si fie facute precizarile ce se impun si in alte notatii pentru
legea de compozilie. ;
Fiex, y, z € M. Prezenla parantezelor in expresia

(xx )%z

cere urmatoarea procedurs de calcul : se afli intii compusul lui x cu y si apoi
x*y se compune (la dreapta !) cu z, oblinindu-se in final elementul (rxy)sz
€ M. Prezen{a parantezelor in expresia xx(y+z) impune si aflim intii ysz
i sd-1 compunem apoi (la stinga!) cu =z, obtinindu-se astfel elementul
T(yez) = M. ;

4.1. Definifie. 0 lege de compozitie 3M x M — M, (T, y) — z#y, se
numeste asocialivd daci :

(vxy)wz = 2% (y»2), VT e e S

Dacd legea de c mpozitie este datd in notalie aditivi (multiplicativi)
atunci proprietatea de asociativitate a acesteia se scrie :

@Ep -tz —at @t Ve, glaeM,
respectiv

(.w:y}i =a(ilz) ¥ o, < DM

Daed folosim notatia x | y pentru compusul Iui x cu y, atunci proprie-
tatea de asociativitate se scrie :

Ly lz=x1 (@l Y,y =M.

i




Exemple

1. Adunarea si inmultirea numerelor reale sint legi de compozme asociative
pentru ci

@ty tz=z+@F+2,

2. Adunarea si inmultirea matricelor din ME(B) sint legi de compozitie aso- .

ciative, deoarece

(A+B)+C =4+ (B+ €), (ABIC = A(BC), Y A, B, C = My(R).

(zy)z = x(y2), Yz, g, z = B.

3. Reuniunea si intersectia partilor unei multimi E sint legi de compozitie

asociative, deoarece
XUYYUZ=XUYU2Z),

oricare ar fi X, Y, Z = (E).
4. Compunerea functiilor unei multimi E in ea insisi este o lege de compo-

ENYVNZ=XN((¥YN2

zitie asociativi, deoarece
(fog)oh = fo(goh), ¥ [, g, h = &(E).
5. Pe multimea Z a numerelor intregi definim legea de compozitie

ZXZ—-Z, (x,y3) —x—1.

N

CIinE ) el = =
lege de compozitie nu este asociativa.

O #—3 =3+ (7—1), rezultd ci aceastd

§ 5. COMUTATIVITATE

Proprietatea de asociativitate lirgeste mult aria posibilititilor in per-

fectarea calculului algebric. O altd sursd in acest sens este datid de legile

de compozitie pentru care compusul a douid elemente oarecare este indepen-
dent de ordinea in care se face compunerea acestora. Mai precis :

5.1. Definitie. O lege de ecompozitic M x M — M,
numeste comulafivd, daei :

Ty = yrz, Y, y € M.

Adunarea si inmultirea numerelor reale, reuniunea si mtersectla pértilor

unei mulfimi sint legi de compozitie comutative.

Remarcd Comutativitatea unei legi de compozitic dati pc o niultlmc finita M poate
fi verificatd pe tabla operatiei: elementul xy de la interscc;m liniei lui © cu coloana lui, ¥
trebuie si fie egal cu elementul yx de la intersecfia linici lui y.cu coloana Iui x, oricare
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(x, ) — 2y se

)

4

ar fi x, y = M. Aceasta revine la proprietatea ci

tabla operatiei este simetricd in raport cu diagonala = A S IR/
principald (fig. 1I.1). ! !
In § 3 au fost date tablele adundrii si inmul- !
irli modulo 5 pe Rs; = {0, 1, 2, 3, 4}. Cum aceste :
table sint simetrice in raport cu diagonala princi- ailhed noimiel gl gl _JI”

pald, rezultd ci legile de compozifie men{ionate sint
comutative. Tot la locul citat a fost dati tabla com-
punerii functiilor din g(E), unde E = {1521 S e .
tabla acestei legi de compozitie se constati ci
hoy h# g =goh, deci aceasti operafie nu este
comutativi.

Numeroase legi de compozitie se defi-
nesc cu ajuterul altora deja cunoscute.
Asemenea operalii pot prelua unele pro-
prietati de la cele de plecare prin ,,mecanismul® dat chiar de definitia lor.
Astfel comutativitatea adunirii matricelor din M,(R) este o consecinti a
proprietitii de comutativitate a adunirii numerelor reale. In adevar, daca

A, B = My(R), A = (a,;), B = (by;), atunci

Fig. 1I.1.

Aoy ﬁ(an a:z) L (bu blz) z(au et O a; + bm) 1s
dyy gy bay by az; + by tyy + by

g(bn + ay,y by, + ﬂm) :(bu bu) +(a11 a12) St

Ua=1a., bz + s, by, by, Ay gy :

Sa observim ci inmultirea matricelor din M 2(R) nu este comutativi,
cu toate cid inmultirea numerelor reale este comutativi. Aceasta rezultd din

exemplul urmitor :
( 1 2) (O 1) (2 - 1) 1 0 PR T e
= £ = :
= T 1 (I 0 2) 1 1) (—1 0)
Exercitii rezolvate

]R — ll Pe multimea Z a numerelor intregi definim legea de compo-

5 zilie
Lx'ZqZ (x, y)—»:coy@x—}—hfﬁ—tj,
numitd compunerea circulard. Si se arate ci legea de compozitie ,, 0% este
asociativd si comutativi.
Solufie. Daci =, y, z  Z, atunci:
(xoy)oz:(x—}—yﬁxy)oz:x-}-y-xy-|—z~(:c+y—:cy)z=
=T+ y+z—2y - yz— zx + ayz,
xo(yo:)::ro(y+z—yz):x+y+z—yz-jx(y+z—yz)=
=2+ y+z—ay— yz— 2z + apz,
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de unde

(roy)oz = xo(yoz).

penru x,

De asemenca, y € Z avem ;

Toy=x +y—xy=y+a— yx=yox. o

Fie M si N doud multimi, ,*“ ¢ lege de compozitie pe M, ,, 0

R—2
- o lege de compozifie pe N si f: M — N o functie surjectivi
astfel incit

[(xey) = [(x)o[(y),

1) Daci legea de compozitie ,,*“
legea de compozitie ,,0* este asociativi
2) Functia f:Z — Z, f(x) = 1 — x are proprietatea

f@y) = f(=)ol(y),

unde xy este produsul uzual in Z iar ,,0
R —'1). :
" 3) Dafi o noua solutie pentru Ex. R — 1,

Ve M

este asociativd (comutativid) atunci
(resp. comutativa).

) =

I3

este compunerea circulard (v. Ex.

Solutie. 1) Fie u, v, w = N. Gum [ este funcfie surjectivd, existd z, y, z = M astfel

incit 1 = f(r) =T = f(z)

Avem :
uov = f(zyof(y) = f(x + y) = f(y+ ) = [(yof(x} = vou
si
A .
(wor)ow = (f(x)of())of(z) = f(x * Yof(z) = [((x + y) + z) =
= f(x = (y = 2)) = f(x)of(y * z) = [(z)o(f(y) of(z)) = uo(vow).

2) Oricare ar fi ©, y = Z avem :

f@)of) = (@) + ) — ff) =1 -z +1—y— (1 —2)1l-—py=

=1 — ay = [(xy).

L} -
3) Funclia f este surjectivdi iar inmulfirea uzuali a numerelor intregi cste asociativi :
si comutativd. Putem aplica 1).

5.2, Remarcd. Fie 9 : M x M — M o lege de compozitie pe M, H o parte stabild a
. Iui M in raport cu ¢ si ¢ legea de compozitie pe H indusi de g.

Dacd @ este asoclativd (comutativd) atunci ¢’ este asociativd (respectiv comutativi),
In adevir, pentru orice x, y, z = H avem :

?'(‘P'(l‘, 7)), 7)) = ?(‘P(xr y)’ Z)) Tk !P(x, (P(yr z)) = ?J(E: qJ'(.U, z))

si

¢
9@, ) = oz, ¥) = oy, ) = (Y, ). =

¢ 6, ELEMENT NEUTRU

Numerele reale 0 si 1 au propriétatile :
O — 2 10— Y = R
respectiv
L=l —% .Y 2= R

Dacda E este o multime si 1F E — E este aplicatia identicd a lui I,
atunci

Agof =fol, = [, V[ 8(E).
De asemenea, pentru orice A € M,(R) avem :
Vel 4(0 0) + (au alg) =(O + a;; 04 am) :(au am) b
0. 0 Qg1 @yz) 0+ ds; 04 a, ;g

si analog A 40 =A.

6.1. Definifie. Un element e = M se numeste elemen! neufru pentru o
lege de compozitie M x M — M, (x, y) — v+y, daci

EXxT = Txe =T, i =i

6.2. Teoremd. Dacd o lege de compozijie are element newtru, atunei
aeosm este unie.

: Demonstra;te. Fie ¢ si ¢/ doud elemente neutre pentru o lege de compo-
zitie M x M — M, (x, y) — x+y. Avem exe’ = ¢’ céci e este element newfru.
De asemenea, ex¢’ — e cici si ¢’ este element neutru, de unde ¢ = i

Asadar, elementul neutru, in caz ca exista, este unic determinat.

In notatie aditivd elementul neutru se noleazi, de reguld cu0si se nu-
meste elementul zero, tar in notatia multiplicativid elementul neutru se noteaza
cu 1 sau chiar cu e si poartd numele de élemenful unitate. Avem :

O+2=2+0==z Vz e M,

‘respecliv

lx =z-1 =z, Vz EM.

Exemple

1.- Numirul real 0 este elemientul neutru al adunirii numerelor reale, numi-
rul real 1 este :lementul neutru al inmullirii numerelor reale.

2. Aplicatia identicd 1, a muliimii I este elemeutul neutru al operatiei de
compunere a funcliilor din F(E).

3. Fie E o multime. Cum g UX =XU @ =X :,siEﬂX:XﬂE:X
oricare ar fi X € @(E) rezultd cad ¢J este elementul neutru al operaliei g
2, 1ar E este elementul neutru al operatiei ,, (. ~ =i




- 4. Multimea 2N = {2k | k = N} a numerelor naturaie pare este o parte
stabild a lui N in raport cu inmultirea si legea de compozitie indusid de
citre aceasta pe 2N nu admite element neulru.

§ 7. ELEMENTE SIMETRIZABILE

Ca si pind acum, M este o muitime nevidi inzestratd cu o lege de com-
pozitie
MxM-M, (x y) — TxY.

Vom presupune in plus ci aceastd lege de compozijie este asociativi si
cad admite element neutru, fie acesta e.

7.1. Definifie. Un element x = M se numeste simefrizabil in raport cu
legea de compozific (asoeiativii §i eu element neutrn) M x M — M, (x, y) —
— Ty, dacdt existd x' = M astiel ineit

r'ex — xx2’ = e,
S& observam ci dacd 2"’ = M satisface ca si 2’ condiltiile
%z = sz’ = e,
atunci ' =z''. In adevir
' =a've = a'%(rx2’’) = (@'0x)x’’ = exz’ —z”.

Daca x = M este simetrizabil, atunci unicul element 2’ € M cu pro-

prietatea 2'xx — xxx’ = e se numeste simetricul lui = (in raport cu ope- g

ratia ,*“). " ot i

In .notatia multiplicativd simetricul lui x, in caz ci existd, se noteazi
~de reguld cu x7! si se numeste inversul lui x ; in notatia aditiva se noteazi cu /
—x si se numeste opusul lui x. Asadar,

pedpt— grpal =01
respectiv /

(—x)+ 2 =2+ (—x) =0.

 Exemple

I. Cum exe — e, rezultd ca elementul neutru este simetrizabil si simetricul -

lui e este tot e¢. In notatie multiplicativi avem 1-! — 1, iar in notatie
aditivi —0 =0,
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a b {
Matricea A € M,(Z), A = (c a’) cu ad — cb =1, este simetrizabila

(inversabild) in raport cu operatia de inmultire din My(Z) si

i s By
A1 g( ) s My2Z). -

— {5 a
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In adevir,

(d—b)(a b (ad—bc 0 1 0 :
S Cnaile d): 0 ﬁcbﬁ—adJ:(O 1):1-"

si analog
a b) di= BN (il w0
c dj\—c a)” \o 1):E'

3. Orice numir intreg este simetrizabil in raport cu adunarea numerelor
intregi ; numerele intregi simetrizabile fatd de inmultire sint 1 si —1,
17 =1, (=)t === 1.,

4 Consultind tabla datii la § 3 pentru compunerea functiilor din &(E), unde
- E = {1, 2}, se observa cii coe — e $i1 fo[ —e, deci funcliile e si f sint
simetrizabile (inversabile) si emt —e, f-1 — f.

72. Teoremad. Daei x, Yy = M sint elemente simetrizabile in raport
cu o lege de compozitie M x M — M, (%, y) — x#y (asociativd si cu element
neutru) atunei vxy si 2’ sint simetrizabile. Mai mult : ‘

1) (axy) = y'xa’,

2) (o) =

- Demonsiralie. Avem :

(y'w 2" Ye(xey) = y'e(@'s(@xy)) — y'*((@'s2)ry) —
=y'x(ery) =y'xy —e

s analog (r#y)x(y'xx”) = e. Rezulta ci #y este simetrizabil si (vxy) =
=y's2’. A doua afirmatie este imediati.

Proprietitile 1) si 2) din enuntul teoremei precedente se transeriu multi-
plicativ astfel : i

@)t =gzt iE Yy g,
iar in notaia aditivi
—@E+p =+ (2, —(—z) ==z

Se face urmitoarea conventie de notatie :

F— e g g

Exercitii rezolvate

: 'R —1 I S& se arate cid legea de compozitie

ZXL—Z, (z,y)>voy=x+y—ay
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are element neutru si sd se determine elementele simetrizabile. Aceeasi pro-
blematicd pentru legea de compozitie

QXQ_>Q9 (xJ !})—Fifoy:x—i-gmxy,

Solulie. Dacii.e = Z este clement neutru pentru legea de compozifie ,.0'", trebuie si
avem | \
r=¢ox=ec4x—ex, Y EZ

deci
e=e¢xr, Yo <EZ

si in particular e = ¢:0 = 0. Pe de altd parte se verificd ciQox =x00=ux, Va<= Z,deci

" numdérul 0 este elementul neutru al legii de compozifie ,,0%.

Fie a = Z. Pentru ca a sa fie simetrizabil in raport cu legea de compozifie , 0% tre-
buie si existe & = Z astfel incit

0= aox =a+ cr — ax,
de unde
z(a — 1) = a.

Se observi cii aceastd ecuatie admite o solufie x € Z dacd si numai dacd @ = 0 sau a = 2.
Elementele simetrizabile sint 0 si 2, 0’ = 0 si 2’ = 2. 3 .
Cind Z se inlocuieste cu @, clementele simetrizabile sint toate numerele rajionale

a1,

R — 2[ Fie d un numar intreg liber de pitrate i

a db 1
A:(b H),a, (= =2 D ch bsé(}}.

H _{ A = M)

1) H este o parte stahbild a lui M,(Q) in raport cu inmullirea matricelor.

2) Orice matrice A € H esle inversabild (simelrizabild) in raport cu

operatia indusé. _
bd a’ db’

; = 7
a J {b' a’

aa’ + ddb’  d(ba’ + ab’) a’ db”’
ba’ + ab”  aa’ 4+ dbb’ J_ b a ™

§ a

Solufie. 1) Fie A, B H, A= (b
Avem

AB—

unde o’ =.aa’ + dbb’ = @, b = ba’ + ab’ = . Pentru a avea AR = H este suficient

sd-aratam ci a”’ # 0sau b # 0. Dacid a” = 0si b = 0 atuncixz = a’ si y = b’ cste o solutic -

nebanald a sistemului omogen :
ax + dby = 0,
*
br + ay = 0.

Determinantul matgicei acestui sistem este egal cu a® — db®: Cum d cste liber de

1 -
pétrate si as 0 sau b # 0, rezulti cd a® — db®# 0 céci altfel Vd = 0 Cou[radic!ic. Dar

din @* — db* # 0 rezulti cd singura solutic a sistemului (#) este x = y = 0. Ramine adevirat

cd a’”#.0 sau b # 0, deci AB = H. ¥
2) Se observd cd matricea unitate £ € H si fie A € H. 5S4 ardtim <4 existi o ma-

trice X = 1.

x  dy ;
S s ®, y=Q, x# 0san g#E 0
v $
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astfel incit XA = AX = E. Avem :
(1 OJ S (a db) (1: dsz(aa:—{-dbg d(bx+ay)
e al b ajly =« bx 4 ay ax + dby
ceea ce este echivalent cu sistemul liniar :
ax + dby = 1,
(+#)
bx 4 ay = 0.

Determinantul sistemului (++) este a® — db? 0 si unica solufie esle x = a/ {a* — db3),

y= — bf(a® — db2),
Cum a3 0 sau b # 0, rezultd x # 0 sau y # 0. Asadar :
a — db
at — dbe a? — dbz
X = <=
— b a

a? — db? a? — db?
Se verificd si egalitatea XA = E, deci A texistisi A== X e H,

§ 8. PROPRIETATI ALE ADUNARII SI INMULTIRII MODULO n

In capitolul I, § 1, au fost enumerate proprietitile adunarii si inmul firii
numerelor intregi.

Anume, cu terminologia adoptata in capitolul de fati, adunarea numere-
ler intregi,
’ LXZ—-Z (x,y) >x-+y
este asociativd, comutativd, admite pe 0 ca element neutru si orice numir
intreg admite opus.

De asemenea, inmultirea numerelor intregi

LZXZ—-Z (x,y - ay,

este asociativd, comutativa si admite pe 1 ca element neutru.

In fine, inmultirea numerelor intregi este distributivi fatd de adunare :

2y = z) =y |- xz,

Fie n > 0 un numar intreg. Dacd a, b = 7 am definit suma modulo n

a lui a cu b, notatd cu a @ b si produsul modulo n al lui a cu b, notat cu
a® b ca fiind restul impar{irii prin n al numirului ¢ + b, respecliv ab :

Ve, W, reel

a b"'?fj (@, + b) mod n, a® !;‘—lg({eb) motd n.
S-au obtinut asifel doud legi de compozifie pe Z,
LAXZL—Z - (@bd)>a®b si ZxXZZ, (a, b —a®b
numite adunarea modulo n, respectiv inmullirea modulo n.

Ne propunem in continuare si studiem proprietitile acestora. Un rezul-
tat util pentru acest studiu este urméitorul :
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8.1. L crm #i. Fie a, b = Z. Awunei oricare ar fi h, k-= Z avem :

(@+nh) @b+ nk) =a®db

(¢ + nh) ® (b4 nk) =a @ b.
Demonstrafie. Pentru orice h si kK = Z avem : \
(2 4- nh) + (b + nk) = (a + b) + n(h + k)
si
(a + nh) (b 4 nk) = ab + n(ak + bh + nhk). .
Rezulti ci numerele (@ + nh) 4 (b + nk) si a + b dau acelasi rest prin
impértirea eu n, deci . ;
(@¢+nh) @ (b+nk) =a@b
si, de asemenea, numerele (a + nh) (b + nk) si ab dau acelasi rest prin impér-
tirea cu n, deci :

(¢ + nh) ® (b + nk) =a ® b.

8.2. Teoremd Operatiile de adunare si inmulfire modulo n au’pro-

prietitile ¢

H@@dd) @c=ad (b o),
2 a@b=0®aq,

) @O ®c —a® (b ®c),
Ha®b=0®a, ;
5 a@(DbPc) =a@RbDa®c

oricare ar fi a, b, ¢ € Z.
Demonstralic 1) Cum a @ b este restul impartirii lui a + b prin n, exista
q € 7 astfel incit
a+ b =na+ (¢« @D
Din lema precedentd rezulta : a
(@b ®@c=(a+ b ®c=(G+ b)+ c) modn.
De asemenea : _
a@®b@®c)=a@® (b+c) = (a+ (b+ ¢)) modn.
Dar(a+ L)+ c=a+ (b+c),deunde (a @ b) ®c =a ® (b ®o).
4) Avem : i
a® b = (ab) modn = (ba) modn =& @ a.
5) Aplicind lema 8.1 avem :
: a®@B@c) =a® (b+ ¢) = (a(b+ ¢)) modn = (ab + ac) mod n =
=ab@erc =a®@bPe®ec.
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Proprietatea 2) se demonstreazi ca 4), iar 3) ca 1),

Sa observdm ci adunarea modulo n nu admite clement neutru. In ade-
var, si presupunem ci § = Z este astfel incit 0 @ a — a @b =aVuecZ
Dacia ¢ &, =1{0,1,2, ..., n — 1}, atuncif @ a apentrucif @ ¢ = &,.
Contradictie.

Analog se arati ci inmultirea modulo n nu admite element neulru.

Asa cum s-a mai observat, avem :

Va, be @, =2a@besR, a®@bea,.
Putem deci considera operatiile induse pe R, de citre operatiile de
adunare si inmultire modulo n,
Ry X Ry = Ry, (a, D) > a b
respectiv
Ry X 3{,1 T &ns

Aceste operafii au evident proprietitile 1) —5) din enuntul Teoremei 8.2
(v. Remarca 5.2). Cum : '

0@a=a@0 =a,

(a, b) - a-® b.

1®a=a®1 =a, Va8,

rezulti ci numerele §i 1 sint elemente neutre pentru operatiile induse pe.

R, de citre adunarea modulo n, respectiv inmultirea modulo n.
In fine si mai observim ci

a@n—a =(Mn—a @a=0, Va s &k,

sicump — ¢ = &, oricare arfia = Rus @ # 0, rezults ci orice elementa = Ry
este simetrizabil in raport cu operafia indusi pe &, de citre adunarea mo-
dulo n, simetricul (opusul) lui a fiind n — a daci « # 0 5i 0 daci a — 0.

Fie n = 6. Tablele operatiilor induse pe ®; = 10, 1 2, 3, 4, 5} de citre
adunarea si inmultirea modulo 6 sint :

e R 8 [ T T e S
0[RS S S 0| 0,0 0 0 0 O
) e LR e R I8 () 8 ) S S
2 [EoRS SE AR () Wi 2[R0 28 SO0 £
A T OOy B 3 Toie@ st J0 %3
4 (AR A8 A ATl O R e
L5y a0 R (R T A 1 T S R A |

Tabla adundrii module 6. Tabla inmultirii modulo 6.

- Faptul ci operatia indusd pe &; de adunarea modulo 6 este comutativi
i ci admite pe 0 ca element neutru se constati 5i pe tabla acesteia. Folosind
notatia aditivd pentru simetric, se constati de asemenea cii :

0 =0 1 b =2 -4 B3 4 _ 9 TN




caci -
0p0=01&5=0, 204=0 363 =0. | :
i imetrizabile i t cu operatia indusd de inmu F.:
le din K¢ simetrizabile in rapor . e e
Elerzllz?(fefiesint 1 ;1 5. Folosind in acest caz notatia multiplicativa pentru
tirea mo :

simetric, avem : 7

] ] ® ] ] 5® r': ]
” . % ; & 3 o .
Remarcd. ()pcratia ®' arc P[lUIltﬂtC fﬂl.u. de ..@i b1 de aceea intr-o ey plL‘SlL‘ Cﬂ‘.
(4 ”

(¢ ® b) @ ¢ parantezele pot fi omise, scriind simplu a ®R b 63 (5

Exercitii rezolvate
|R — 1] Gasiti solutiile din &, ale ccuatiilor :

HNH@rd2 =4,

23Rr@d4d =14, : |

3)2®x®3:2, [y = oA duIOG b4
unde , @ si ,®“ sint simbolurile adunérii si inmultirii fm) k..g : u_lti 3

Solufie. 1) Cum 5@ ®@2P4=4@4. jar 2@ 4=0si 1@4=2, rez :

5@« = 2.

Din tabla inmulfirii modulo 6 rezultd cd ax = 4. Acelaﬁ rezuitat se obfine observind

¢ 5 este simetrizabil in raport cu ,®‘ si 57t = 5. Deducem i
r=1RQrs=5R5)HP®r=5Q(ERr)=5R2=4.

A 4d®lo2 6: z;sBirﬁ’p::lztl;l:éxcial‘ig:a:ilﬂ, ai A 2 5i x; = 4. (O ecuatie

Din tabla inmultirii modulo 6, |

i i Iutii n. & AT dulo 6
de grad 1 admite trei so et — 5. Din tabla Iamglfirli modu
1 =2@3, rezulta 2@ x .
Cum 2Qx D3PI

i admite solufii.
se constatd cit nu existd x € R, astfel ineit 2 @ x = 5. Asadar ecuatia 3) nu j

2 as it gD
|R - 2| 1) Rezolvati in R; ecuatia 2@ x @ 3 X

it 2 e &,
2) Aratati ciecunatiana @ x @ b =0cua, b -
a # 0, admite o solufie unicd in R;. -
A @ ‘u adunares
Salutie. 1) Adunind la [iccare termen al ecuatici opusul lui 3 in raport cu a
alufie. :
modulo 5 pe R; sc obfine:
2RQrPIiH2=2a 2,
= G =
i td : si bil si simetricul lul 2
¥n tabla inmultivli medulo 5 pe H,; s¢ constatd tid 2 cstt—smmtrizamibs; imetri
1}in ta il ] : 5 ; : ; e 2ol
inlrahnrt cu aceasti operafic este 3. Inmuljind cu 3 ceuatia 2 @ se obl
. IM2Rr=3®H4

T
i d P : 4 = 2 deducen) e & — & :
sieem3®2=1, 3® 4 - :
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2) Consultind tablele inmullirii si adunirii modulo 5 pe R, — {G 80 4 4} (v. § 3) se
constala ci toate elementele b = 53{_.., sint simetrizabile in raport cu adunarea modulo 5 si ca
toate elementele a = Rs a # 0, sint simetrizabile in raport cu inmul{irea modulo 5, Asadar
ctapele de rezolvare de la pet. 1) pot i parcurse si pe cazul general a Rr@db=0, a % 0,
deci ecuatia «a @2 @ b = 0 are cel putin o solutie in R s ;

Fie x,; x, & R, astlel incit .« R, @b =0 siaqg R, @ b= 0. Atunci avem :

CQ®b=a@a,® b
Adunind opusul Iui & la fiecare termen al egalitatii precedente obtinem
a@x =a@a,

si mullind termenii acestel ultime egalitati cu simetricul lui « in raport ¢d inmullirea mo-

dulo 5 se cbtine L= ot

Exercitii

1. 54 se alciituiascd tablele operafiilor induse pe Ra = 10, 1, 2, 3} (C Z de adunarea si in-
mulfirea modulo 4,

2, Ardtafi ci multimea: H = {0, 1, 2, 3, 4} C Z este stabili fati de legea de compozilie

ZXZ2Z, (x, U—olax— g sisise alcdtuiasca tabia operatiei induse.
3. Ardtati ~2 orice submulfime H % & a lui B este stabild in raport ey liecare din legile

de compozitie

def lef
el [S_imax {e, B}; T Etﬁmin {e, B}, V «, feR.
/ ;i :
Alcdtuiti tablele operaliilor induse pe H — {o, B, v}, unde

y - T e 3 —
%= 15, B:\/1+}/2, y=V3 + vz
4. Fie H = {a sN|a 12}. Ardtati ei I7 este o parle stabild a lui N in raport cu fiecare
din legile de compozilie :

lef ? lel
a Lb(_L_c.m.m.c[.c. {a, b}, a T b(:l-:c.m.m.m.c. {a, b}, ¥ a, b =N,
Alciituiti tablele operaliilor induse.

3. Penlru care valori ale parametrului real ) intervalul (2, o) este o parte stabili a lui R
in raport cu legea de compozitie

1> [ ‘ :
Ty [=,1'y — 2 2y 1N Y T e R,

B Fie E= B\ {33, f8ls}si 00 5o 1 <1 < 3, definite astfel :

LD = & () = (@t B = ol D), i) @ V3 + 2¥3), v x < 1.

Ardtati ci H — e 1} este stabild in raport cu operatia de compunere a funcliilor
si aledtuifi tabla operatiei induse,

; - Ak oo . ler

7. TPe R definim legea de compozilie R x R — R, (a, ¥) — x4y, unde n‘ax_r,ri;l:rc + 9 + xy.
Ardtali ci aceasti lege de compozilie este asociativii, comutativi si cu element neutru,
Intervalul [ 1, 00) este o parte stabili a Tui R in raport cu legea de compozilie k-

8. Aratali ci legile de compozilie de la ex. 3 sint asociative si comutative. Studiali exis-
tenfa elementului neutru pentru operatiile induse Pe intervalele [a, ], [a, b), (a, b, (a, b)
unde a, b € R, a < b.

i
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ﬂu

“11. |

12,

(13,

14.

15.

16.

induse pe H.— {a = N|a| 12}

te pe N la ex. 4 sint asociative si comutative. Stu-

Amtaﬁ e ke def““ entru aceste legi de compozilie si pentru operaliile

diafi existenfa elementului neutru p

Fie M = N x N. Pe multlmea M introducem legile de compozifie : ‘
ie = 5 .

(.’.C, U) ot (Z, H’)g (:a: +z, 40+ w),

(=, )z, fL‘)di_f (xz + yw, Tw + yz)

oricare ar fi perechile (z, y) si (z, w) din M. Aritati cii aceste legi de compozitie sint aso-
orl

ciative, comutative si cu element neutru. ;

Fie M=¥ X Z*, unde Z* == I‘\{U}- Pe “]u]tl‘ll ea 0 introducem uIlIl{!t()aiB}e Iegi de
co'lnpozltle .

def
(x, n + (= w)== (zw + yz, yw),

def
(I: y)(z: LU)':($Z, le)
oricare ar fi perechile (x, ) si (z, w) din M. Aratati ci aceste legi de compozilie Sin.t aso-
ciaéive, comutative si cu element neutru.

Tie a, b, ¢ = Z, b # 0. Pe Z definim legea de compozifie %

.[ § 3 : !
oD aay + b + ) + ¢, VT, § < Lt 4
1) Aritati cd " esle lege de compozifie asociativd daci si numai daci |
bt — b-— ac = 0. : ’
2) Gind b2 — b — ac = 0 legea de compozitie o« are element neutru dacdt si
numai daci bl ec. .
Pe multimea N a numerelor naturale definim legea de compozitie %",
def -
N ¥ N —= N (m, n) — msn—m".

1) Cercetafi proprietifile acestei legi de comporzitie. s i
2) Determinali tripletele (m, n, p) de numere naturale diferite de 0 astfel incit

(m#n)+p = mx(nxp). L

Pe R se defineste legea de compozilie e
def b A
R x R— R, (5, y) - zsy=2xy + 2ax + by.
Determinali @ si b astfel incit legea de compozitie ,»“ si lie comutativa si asocigtwa.l

P

Pe R se'defineste legea de compozifie ,x“,

del
RxR—R (zx, ) >asy—ay —x —y + 2.

Cercétali existenta elementului neutru.

Fie M mulfimea matricelor A € M,(R), : |

‘ |
0
(0
Aratati:

1) A, BE M= AB<=.M;
2) Nu existd U = M astfel incit UA = A, VA € M
3) Existd o infinitate de matrice V € M astfel incit AV‘= A, YA & M.

a
A ,a, be R
b
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Admite element neutru operalia indusi pe M de inmultirea matricelor ?

17, Pe Rl ={a<=R|a> 0} definim legile de compontle
o a b
e B8R (media aritmetica)
def ,— A T
aT b=— Vab (media geometries)
lef 2ab
AR EE (media armonici) Hcn
a+ b 2
Y a, b = R;.
Aridtati cd aceste legi de compozitie sint comutative si nu sint asociative, Admit element
_ neutru ?
.18, Pe M,(R) se delineste legea de compozitie ,+“ e TS
A2 4B 4 Ba, V4, B = MyR).
Studiati dacid legea ‘de compozilie ' este asociativia (comutativd). Admite ele-
ment neutru ?

19.  Delerminati pirtile stabile finite ale lui Z in raport cu mmu]tlrea Este R\Q parte sta-
bili a tui It in raport cu adunarea si (inmulfirea) ?

20. Tie H mullimea numerelor reale de forma a + bV2 a, b € () ce satisfac condilia a? —
—2b% = 1. Ardtati ci H este o parte stabild a lui R in raport cu inmultirea si ci toate
numerele din A sint simetrizabile in raport cu operatia indusi.

21..- Fie M mulfimea matricelor A € M,(R),

a 0
Al— pa bl el R
(@ b
4
1) Daci A, B & M, atunci AR = M. :
2) Care sint elementele simetrizabile ale lui M in raport cu operatlia indusi ?
22, Determinati elementele simetrizabile in raport cu inmultirea modulo 12 din Rize
23.

Examinind tabla inmullirii modulo 8, dcduceti cid pentru ecuafia a Rxd b =0, cu
a, b = Ry, a # 0, sint posibile numai cazurile : .
1) nu are nici o solufie in R, :
2) are o singurd solufic in &, ;
3) are doud solutii in R, ;
4) are patru solulii in R,.
Dati cite un exemplu de astfel de ecuatie pentru ficcare tip.
24 Gisiti toate solutiile din R,, ale sislemului de ecuatii liniare
3Qr@i@y =11,
1Qrp IRy = 10.
*
} * #
25, Fie n > 0 un numir intreg si
M = {{(1, b)la; b= Z; ((I, H) = 1}'
1) Daci-(a, b), (¢, d) € M = (ac, ad + be) = M ;
2) Legea de compozitie ,+“ deliniti prin M prin :
(@, b)s(e, d) = (ac, ad + be)
este comutativi si asociativi. .

3) Determinati elementul neutru si elementele simetrizabile.
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26*, Pe o mulfime M se da o lege de compozilie asociativi
M x M— M, (x, y) — xy.

Presupunem ci Ja & M astfel incit y = aMa = {aza| x € M}, Yy = M.
Arvatafi c¢i o asemenea lege de compozilie admite element neutru.
27%. Fie ,T“si , L “ doud legi de compozitie pe mulfimea M, cu elemente neulre e lespcc-
tiv e’. Dacd oricare ar fi @, y, u, v = M avem :

Ty LwTer=0 LT ELv,

atunci :
| iD=ty
l rTu=cLlwy vr, y s M.
il ) ] O O [ Y, s L.

I 28%, Fie M o multime cu trei elemente.

i | | 1) Cite legi de compozitie se pot defini pe M?

fili ~ 2) Cite dintre acestea sint comutative ?
it 11 3) Cite admit element neutru ?

f i Generalizare. -
i

29*, Pe mulfimea punctelor unui plan TI definim legea de compozilie ¢:II x IT — IT
def
(A, B) = C <« C este simetricul lui A in raport cu B.
1) Aridtati ¢ @ nu este asociativd si nici comutativa.
2) Raportind punctele planului la un reper x,0x,, aritati ci mullimea H a punc-

| port cu g care conjine punctele de coordonate (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1).

30*, Fie M mulfimea tuturor secventelor de opt litere din alfabetul latin, numite cuvinle de
lungime 8 peste alfabetul latin. Daci o, § & M, definim cuvintele «sf si aoff astfel: a«f
il este cuvintul format cu primele 5 litere ale lui « urmate de ultimele trei litere ale lui 3,

il ale lui B. Astfel, dacd o = aartbbed si B = cstirabb, atunci asl = aartbabb si aoff =
il = hbedestt. Ardtati cd legea de compozitie ,»“ este asociativi, iar ,o“ nu este asocia-
il ) tivd. Studiali comutativitatea, '

™

telor planului de coordonate intregi este inclusd in orice parte stabild T a lui IT.in ra-

[
It i::‘l | iar ®of este cuvintul format din ultimele 4 litere ale lui « urmate de primele patru litere

Capitolul ITI GRUPURI

§ 1. MONOIZI

Algebra modernid are ca subiect studiul structurilor algebrice. Prin
struclurd algebried se intelege o multime nevidi M inzestrati cu una sau
mai multe legi de compozitie @, {, ..., care satisfac o listi specificd de pro-
prietati, numite axiomele structurn. :

Prima structuri algebrici pe care o introducem este structura de mo-
noid. Prin monoid se intelege un cuplu (M, ¢) format cu o multime nevida M
si o lege de compozitie definiti pe M, ¢: M x M — M, asociativi si cu ele-
ment neutru. Se mai spune ¢i M este (formeazi) monoid in raport cu ope-
ratia o,

Mai sistematic, folosind de exemplu notatia ,*
pozitie, definit;ia monoidului se poate da astfel :

pentru legea de com-

1.1. Definifie. 0 multime nevidi M este monoid fn raport eu o !cge de
compozitie definitd pe M,

/ M x M — M, (z, y) - axy
daci sint satisfieute urméitoarele axiome :

M,) (rey)xz = x2(yxz), Vi Tl SE,

M,) 3 e = M astfel Ineit exz — 7v¢ — v, VYV = M.

Daca pentru legea de compozitie ¢ a monoidului se foloseste una -din
notatiile , &%, , 4%, " etc. afunci in loc de (M, o) scriem (M, *), (M, +),
(M, -) etc. : '

Adesea cuplul (M, 9) se noteazii tot cu M ; in acest caz M se interpre-
teazd fie ca fiind cuplul (M, ¢), fie ca fiind multimea suport (subiacentd) a
structurii de monoid.

Ansamblul de conditii M,, M, poarti numele de axiomele monoidului.
Flementul ¢ & M care satisface axioma M, este unic determinat (v. Teo-
rema 6.2, Cap. II) si se numeste elemeniul neutru al monoidului M.

Vom nota cu U(M) multimea elementelor lui M simetrizabile in raport
cu operatia acestuia. Gind M este dat in notatie multiplicativi, elementele
din U(M) se mai numesc ined si unildli ale monoidului M.

Spunem ci monoidul M este comulativ daci operatia acestuia satisface
51 axiocma :

M) .Tvey‘ . yﬂ:.

ikl 12
v ;yﬁ e M,
U | | ]
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1. Adunarea numerelor este asociativa, comutativd si admite pe 0 ca ele-

2. Fie E o multime $1 @(E) multimea tuturor partilor lui E.

din enunj siat adevarate oricare ar fi n € N. Cum

si
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Exemple

ment neutru. Rezulta ca (N, ) este monoid comutativ, numit monoidul
adiliv al numerelor naturale. De asemenea, (N, :) este monoid comutativ,
numit monoidul multiplicativ al numerelor naturale.

Cum :

M,) (XUYVWUZ=XU (U2,

M) GUX=XUQZ =X,

M,) LI = 0k
rezultd cd (2(E), |J) este monoid comutativ.

Analog, (8(E), () este monoid comutativ.
Fie E o multime si $(E) multimea tuturor funectiilor f: K — E. Cum

M,) (fog)oh = [o(goh), V[ g. h = §(E)

M) | lgof =foly =, VI e §(E) 4
rezulti ci F(E) formeazi monoid in raport cu operatia de compunere.
Daca E are cel putin doud elemente, atunci ($(E), o) nu este monoid
comutativ (v. tabla operatiei lui &(E) cind E = {1, 2} ; Cap. II, § 3).

Sa observidm cd intr-un monoid M sint adevarate toate rezultatele
obtinute in Cap. Il in legiturd cu elementele simetrizabile,

Daci a = M definim inductiv puferile lui a cu exponen{i numere

X, N Zls R0H)
VX € &E)
vX, Y, Z = §(E)

naturale astfel :

afi =te gk — g gt — g, @ —add, e, dh —altla, .,

sau mai condensat prin

o et e daci n =0, b
|l @ ta dacd n > 0.
1.2. Teorem & Oricare ar [i numerele naturale m si n avem : g

qlt=qlit— g SRR R = B

Der-onsirajie. Este suficient si ardtim cid pentru m fixat, afirmatiile '

a®™.q® = q" e = q™ = g™t

(@™ =e =@a¥ =a"",

Presupunem ca n > 0 si ci afirmatiile din enun{ sint adevarate pentru

n —1. Atunci:

a™a® = am(an—l_a) = (a’"-a"'l)'a = am+nvla — qht?

si
(am)n e (am)u—l.am =l am(ﬂvl),am = am(u—ly-m :____ﬁm.n.

Analog, daci legea de compozitie a monoidului M este datd aditiv, definim .
mulliplii na ai lui a, cu n € N, astfel :

0
def
na:{ (n —1)a +a

Rezultatul din teorema precedentd se transcrie aditiv astfel :

daci n =0
daci n > 0.

|ma + na = (m 4 n)a, n{ma) = (nm)a ¥Ym, n €N

Exercifii rezolvate
IB — 1 ‘ Fie M multimea tuturor matricelor A € M,(Z) de forma :
A = i c),a, bh,ocal.
0 b

1) Si se arate cA M este o parte stabild a lui M,(Z) in raport cu inmui-
firea matricelor 5i ¢i formeazi monoid in raport cu operatia indusa.
2) Determina{i elementele simetrizabile ale monoidului M.

Solufie. 1) Fie A, B = My(Z).

Avem ; y
fa el [  w au aw + cv
AB = — s M.
: 0 bjlo v 0 by
Rezultd c¢i M este o parte stabild a lui M,(Z) in raport cu inmulfirea matricelor.

Cum

1= 0
B — = M
(i |
rezultd cd operatin indusil pe A admite element neutru, anume pe E. Operatia indusi este
si agociativi cdci inmulliren matricelor este ssociativd, Rezultd ci (M, -) este monoid.
£) Presupunem ¢id A = U(M). Atunci zxisti B € M astfel inclt AB = BA = E.

Gl
1 = deiE) -= det{AB) = det(A) det(B)

si det(A), det(B) sinl numere intregi, rezultd ci det(4) = 41, deci

prifi 1
cab = == :
Gl




e U

= T —— = — ~ e — ~ e

Cum a, b e Z rezulti ¢i ab = L daci a =1, b=1sau g = ~1, b= —1 si ab= -1 da?i
a= --1, b =1saua =1, b = 1. Asadar, daci A = U(M) atunci A este egali cu una din

A £ i c, =5 é]‘[l C].cez.
) o) (e T OREs] 0 e =l

Reciproc, matricele din lista precedentii sint elemente inversabile ale monoidului M, inversele
)

matricele :

lor fiind respectiv matricele :

| S =k e —1 c)’ 1 CJ,CEZ
0 1)’ ol —1 ] el 0 i

dupd cum usor se poate verifica.

'R'ﬁ 2 I Fie £ o multime nevida ?i f € &(E). Urmitoarele afirmatii
sint echivalente : ‘

a) [ este element simetrizabil al monoidului (F(E), o) ;

b) [ este functie bijectiva.
Enumerati elementele simetrizabile ale monoidului (§F(E), o),

E={1,2,3}

Solufie.a) => b). Gum [ este element simetrizabil, existi g'= F(F) astlel incit :

unde

fog = gof = 14-

Rezultd ci f este functie bijectivd (v. Ex. R—1, Cap. I). : it
b) = a). Gum f: E — E este functie bijectivd, pentru orvice y = F existi x € F unic

determinat astfel ineit y = f(x). Definim ¢: E — E prin:
lef
I == f(® =y, Yy<E.

Avem :

(fo)y) = fg() = (&) =y = 1xly), Vy=sE

(goN®) = 9@ = 9w) = v = 1ufm), Ve S K,
de unde S
feg = gof = 14

deci [ este clement simetrizabil al monoidului ($(E), o). :
Presupunem ¢ E = {1, 2, 3} si [ € (E). Cu conventin de la § 3, cap. LI, [unelia [ se

poate da prin:
: : il 2 3 )

! H(f(l) @) f(3)

Evident, $(E) are 3 x 3 x 3 = 27 elemente, f fiind simetrizabil (= bijectiv) dac# si numai

-daci valorile sale f(1), f(2), f(3) reproduc, intr-o ordine arbitrard, numerele 1, 2, 3. Avem deci

31 = 6 elemente simetrizabile, anume :

e Lo Tt s
— 5 nf =
=\ ol

—
-
- be
- oY
[ —
#
at
Il
p———
L2 e
- b
=R
et

Asadar U(F(B) = {¢, o, = «, B, v}
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§ 2. DEFINITIA GRUPULUY.
'EXEMPLE

Notiunea de grup ocupi un loc central printre structurile algebrice.
Teoria grupurilor are in esen{i o sursi unici : studiul. in raport cu ecperafia
de compunere, al funcliilor bijeclive ale unei mulfimi in ea insdsi,

Definitia notiunii de grup se di imediat cu ajutorul celei de monoid :
un monoid G cu proprietatea ¢i orice element v = G este simetrizabil (in
raport cu operatia acestuia) se numeste grup. Mai precis :

2.1. Definifie. Un euplu (G, *) format eu o mulfime nevidi G si eu o lege
de compozifie pe G, :

GX6 =G, (z, i) —+ xny
s¢ numeste grup dacét sint satisfiicute urmiitoarele axiome :

G,)  (xey)ez = xx(yez), Y x, |y, iz G;

G,) desaG astfel incit eex =awe =2, v 2 =G ;

Gy) VYarxegG I G astfel fneit x'sx = xwx’ — e,

Elementul e = G, a cirui existenfd este asigurati de axioma G,, este
unic determinat (v. Teorema 6.2, Cap. "I) si se numeste elemenful neutru
al grupului G. Elementul 2’ a cirui existenti este asigurati de axioma G,
pentrlf orice x = G, este unic determinat (v. § 7, Cap. II) si se numeste sime-
fricul lui x ; in notatia multiplicativi punem x’ — 7', jar in notatia aditivi
punem =’ = —z, numit inversul, respectiv opusul lui z.

Ansamblul de conditii G,, G, $i Gy poartd numele de axiomele grapului,
Daca in plus este satisficuti si axioma : 4

|

Gi) 2y =pex, Voz,y €@,

atunci cuplul (G, «) se numeste grup comutativ san grup abelian.

Exemple

1. Grupul permutdrilor. Fie £ — {1, 2, d}

S8 notam cu B; multimea tuturor fenctiilor bijective de la E la E.

Folosind conventia de la § 3, Cap. I, acestea pot Ii descrise astfel :

4
: eI gl g b2
[ ; — : e
i (1 2 S 1) % { l

B LTl ; i 2 3 ey ThRE T
o e ! & G " v —
(1 3.0 (° 2] Jrit 3)

lleci &, = {e, o, 7, a. B, v}

ne W
e
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griicarear il =y n) = B =R R
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Cum compusa a doud func;ii bijective este o functie bijectiva
(v. Teorema 2.2, Cap. 1) rezulti ca S, este o parte stabilda a lui &(E)
in raport cu compunerea funcliilor.

54 alcatuim tabla operatiei induse pe ©; de cidtre comptnerea
funectiilor, operatie numiti compunerea permuldrilor de trei obiecte.

o ¢ SO St Sa R
e e op g B
) gy S Se S e
T TE PR oA (4 Y. o
a oc I [ S PR o N T
S g G

Y& IR R S R -

Tabla grupului &;.

Avem, de exemplu, cox =y. In adevir,
(o00) (1) = o(a(1)) = a(l) =2 = (1),
(aoa) (2) = o(a(2)) =o(8) =1 =7(2),
(o00) (3) = o(x(3)) = «(2) =3 =7(3)

de unde goa = .

Cum compunerea functiilor este asociativi sil = e=&,, rezultd ci -

(S;. o) este monoid. Se observid pe tabla operaliei lui &, ci orice ele-
ment din &, este simetrizabil, anume :

G = o e e =y B =S =

Rezulta ca (S;, o) este grup, numit grupul permutérilor’\de trei
obiecte sau inca grupul simelric de grad 3. Din tabla operatiei lui &; re-
zultd ca acesta nu este grup comutativ.

 Analog, daci n>1 si E={1, 2, ..., n} atunci mul{imea &, a fupc-
tiilor bijective de la E la E formeaza grup in raport cu operatia de com-
punere a functiilor ; (&,, o) se numeste grupuf permuldrifor de n obiecte
sau grupul simeiric de grad n.
Grupul lui Klein. Fie E =R X R si & := {1z, u, o, w}, unde u, v 5i w
sint urmétoarele functii de la E la E (v. fig. 11L1)
u:E s E, 1(2) = (&, <o)
v:E—»E, o) = (—x;, Ta),

w: E— E, w(z) = (—x;, —a3),

x2
v(xi;(_—x,,x;) VS
— —— —_— e — /—/-—4)(:[1{,,,)(2’
LA oA l
= | \
//,// 0 7 : A
-
- butxs= 0150
wix)=(-x,- x5} it
Fig. 1IL.1.

Dacé compunem doud functii din 3 se obtine tot o functie din S,

De exemplu, avem uor = w. In adevir, pentru orice z = E, x =(x;, x3),
avem :

(uov) (¥) = u(v(@) = u((—=y, 7)) =(—x), —a2) = w(2),

de unde uov = w. Si alcituim tabla operatiei indusi pe & de citre com-
punerea functiilor din §(E).

/
sl 1g u v w

ol il i
LIE| SRS R | S E R T )

WL )

LU | S ey S e

Tabla grupului Klein.

Cum compunerea functiilor este asociativi si 1, = &, rezulti ci
(3, o) este monoid. Se observii pe tabla operatiei lui & c# orice. element
din & este simetrizabil, anume :

1

=1 = = 1
1.5':18')” : X

=U; U =0u, 0 = b,

Asadar (¥, <) este grup, numit grupal lui Kiein. Din tabla operatiei,
se deduce ci grupul lui Klein este comutativ, Sa olservim ci elementele
grapulni & sint functii bijective. Aceasta se poate verifica direct san
observind ¢i weu = 1y, vy =1,, wow =1, si aplicind apoi rezultatul
de la Ex. R—1, Cap. L -

\
Grupul (R,, @) al resturilor modulo n. Fie n =4 si &, = {0, 12,5311
Se stie cd &, este o parte stabild a lui Z in raport cu adunarea modulo 4.
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;’ Sa alcdtuim tabia operatiei induse. 3.1. Teorem 4. Intr-un grup G sint adevirate regulile de simplificare
‘ la stinga gi la dreapta :

i Gl il B e 8

il 0 0 1 2 3 ’ﬂlbzaﬁ(!:a-bzc‘,
' 1 e el respectiv

111 8 R R ; 4

1 W gl e |50 ]bm=cm==.b:c|_

g‘l‘ I , Tabla grupului (R,, ®). Demonstrafie. Presupunem ci pentru a, b, ¢ € G avem aed = awc si
it | i , ‘ fie @’ simetricut elementului a. Avem :

Operatia indusi pe R, de citre adunarea modulo 4 este asociativi
(v. § 8, Cap. II). Din tabla acestei operatii rezultid ci admite pe 0 ca ele-
ment neutru, ci este comutativd si ci orice element din #, este sime-
trizabil in raport cu operatia indusi :

b =esb = (a'wa)eb = a's(ard) = a’'s(axc) = (a'va)ec = exc = c,

deci b = c, de unde rezulti ci este adevirati regula de simplificare la stinga.
Analog se demonstreazi regula de simplificare la dreapta.

I S et (o et T T Win 3.2. Teoremi. Fie (G, #) un grup. Oricare ar fi g, b = G, ecuaiile :
i il . . & = b si : .z
Asadar, (&,, @) este grup abelian. Analog se arati cid (R,, @) este : S LT :
grup abelian, unde &, = {0, 1,2, ..., n —1} iar ,@" este operatia in- | au solugii unice in G, anume x — a'v b, respectiv y = bea’, unde a’ este sime~
dusi pe &, de catre adunarea modulo n, numit grupul resturilor modulo n. | tricul lui a.

4. Din proprietatile adunirii $i inmultirii numerelor, mentionate in Cap. 1, Demonslratie. Dacd x, si z, sint solutii din G ale ecuafiei asx = b, atunci

il | § 1, rezulti ci

Z, +), (Q, +). (R, +) si (C, +)

sint grupuri abeliene, numite respectiv grupul adifiv al numerelor intregi,

arx; = b = arw,,

deci a’tzl = axx; $i folosind regula de simplificare la stinga obtinem z, —uz,.
Asadar, ecuatia axx = b are cel mult o solutie in G.
Fie * = a'+b, unde ¢’ este simetricul lui a.

rationale, reale, complexe.

De asemenea, notind Avem :

0% = 0\ {0}, R* = R\ {0} si C* — C\ {0},
“ atunci N

(0% -). (R*, -) si (€% -)

axx — ax(a'zh) = (axa')xb = éxb = b,

de unde rezulti cd x = a'sb este solutie (din G) a ecuatiei aex = b, unica
conform primei parti a demonstratiei. Analog se arati ci ecnatia yra =.b
admite solutie unicad, y = bxa’.

Daca grupul G este dat in notatia aditivi (multiplicativii) atunci rezul-

sint grupuri abeliene, numite respectiv grupul mulliplicaliv al numerelor | Jaca
| tatele din teoremele precedente se transcriu astfel :

‘l i rationale, reale, complexe diferite de zero.
i ‘ a+b=a+4csaubt+a=c+a=b=c

H
il
q il § 3. REGULI DE CALCUL INTR-UN GRUP e i Lo S
i e S e »
i | Cnm orice grup este monoid, ﬂf‘».‘lcu]ul algebric cu elementele wnui grup y+a=b=sy=>0+(—a)=>0—a,
EH i beneficiazi de toate regulile valabile pentru legile de _compozitie asociative respectiv-

si cu element neutru (v. § 1) )

Pe de alti parte, pentru grupuri avem o serie de reguli care nu sint in-
totdeauna aplicabile in cazul monoizilor. In esentd, aceste reguli se funda-
menteazii pe proprietatea cd orice element al unui grup este simf_étrizabil
in raport cu operatia acestuia.
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ab = ac sau ba=ca$b:c.
ar = b = x = a1,
ya = b =y = ba.
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Cum operatia unui grup este asociativd si cu element neutru, toate rezul-
tatele din § 1 sint adevarate si in cazul grupurilor. Astfel, dacd G este grup
multiplicativ, ¢ € G i n € N, atunci punind

e daca n =0
ati =
{a“"la daci n >0

avem :

@@ — ™, (@) = a™, v m, n <N,

Pentru elementele unui grup putem defini si puteri ale acestora cu expo-
nenti numere intregi negative, dupid cum urmeaza.
: ; s
Daci a e Gsin € Z, n <0, atunci —n > 0, deci are sens a™" precum
si inversul acestuia, anume (¢ ")~'. Punem deci:
a"g(a‘”)fl, vneZ n<0

si avem :

amﬂrz e am-i-n] (am)n =(Im", v m, ne Z

O cale de demonstratie a acestei afilj';natii este reducerea la cazul expo-
nentilor nenegativi, care a fost deja demonstrat (v. § 1).
Astfel, daci m < 0 si n <0 avem:
afaq® = (a—m)-—l(aﬁ‘n)fl i (a—n_a—m)_l -, (-a(—n)-p(—m})—l it (a—(m-t—n))fl — gty
Presupunem cid m > 0,n < 0. Daci m > | n| existi r > 0 astfel incit
m = —n 4 r si atunci
m+n

% A==l o
alta? = alt Stlat —ala et —af —la

s.a.m.d. ' : '
Daca grupul G este dat in notatie aditivi, atunci cele de mai sus devin

proprietati péntru mulliplii iniregi ai elementelor lui & : .

-ma 4 na = (m + n)a, n(ma) = (nm)a, Y m, n € Z

Cum pentru orice ¢ € & §i n € Z avem

" = q"t M = g% — e — gl g

rezulti ca :

(@)**=a" Va<saGn Ezi

Analog, in notatie aditivd avem :

—(na) = (—n)a, ¥ a € G, nEZ‘
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. Exercitii rezolvate

'R —1 ' Fie ¢ = ——7-;- +i \2/3 e C. Ariatati ci

el e N = 75

2 o2
Solufie. Cum & = cos—’r + isin i , avem :
3 3

e? =cos 2w + isin2n = 1.
Observind ed n® —n = (n — Un(n + 1), rezulti ci n® —n se divide cu 3, deci
n® — n =3¢, cu ¢ € Z. Dar ¢ este element al grupului (C*, <) si folosind regulile de calcuk.cu
puterii_e intregi ale unui element dintr-un grup multiplicativ, avem :

et -nt1 — cagt1 eM.g! = (g¥)lgl = 1% = g,

R — 2| Ardtali ca in orice linie (coloanid) a tablei operatiei unui grup G

cu un numar finit de elemente, fiecare element al lui G apare o dati si numai
o singurad data.

Solufie. Presupunem ci operatia grupului G este notatls multiplicativ si ¢d G = {a,,

Qg ...y Gy}, €U @; # d; pentru § # j. Fie a=G. in linia lui ‘a din tabla operatiei grupului G
apar elementele :

ady, ady, ..., ag;, ..., aa,.
Dacd ( # J, atunci aa; # aa;. In adevir, daci aa; = ad;, prin simplificare cu « se obline
a; = a;. Contradictie. Rezulti ci elementele aq,, aa,, ..., aa, sint distincte, si mai pufin or-
el ;
dinea, coincid cu ay, d., ..., a,.

j B 3 | Fie G un grup multiplicativ cu patru elemente, G — Jera et
unde ¢ este elementul neutru. Aleituiti tabla operatiei grupului G daca se
stie ci a® = e si ¢* = e.

- Solufie. Cunoscind cd ¢ este element neutru si c¢ii a? = ¢* = ¢, in tabla operatiei lui (i
se pot completa urmitoarele pozitii:

e e a b
a a ?
b DR R D
c e
Ca si nu avem repetitii in linia lui a si in coloana lui b, la intersectia acestora, nu putem
pune a, e sau b, deci ab = ¢. Analog se arati apoi succesiv ¢l ac = b, be = a, bb = ¢, ba = ¢, ,

ca = b, ¢hb=a.

- 2 o®
= R ®
S o o
® O
2 o o

o
o
o=
=
o
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! R -4 | Fie (G, :) un grup cu n elemente si e elementul neutru al lui G.

1) Demonstrati in cazul cind G este comutativ ci
ati—e N ai= ik
2) Verificali aceastd proprietate in cazul grupului G,.

Solufie. 1) Fie ay, @, ..., @, elementele grupului G si fie @ un element arbitrar din G.
Conform cu Ex. R—2, elementele

aa,, ad,, ..., aa,
coincid, mai pufin ordinea, cu a,, a,, ..., @, si cum G este comutativ avem :
dylly. o0y =000, 0, — i Ayt s rd, = altda S ays
s
n ori
Asadar :
efdyy = ay on ) = AR, s, o 500

si prin simplificare se obline e = a”.

2) Grupul &, are 6 elemente, deci n = 6.

Pastrind notafiile folosite la § 2, pentru elementele grupului &, si folosind tabla ope-
ratiei grupului 6“ se obline ¢® = ¢, T = e, at = e, B2 = ¢,v? = ¢. Astfel din tabla operatiei
grupului &; deducem : =

68 = 6o = T, i — ofoel = Too =\ e,
Avem :

o8 = 6% = (6%)2 = e2 = e; of = X3 = (x!)® = e! — e elc.

Remarcd. Se poate demonstra ci rezultatul de la pét. 1) este adevirat si pentru grupuri
necomutative, asa cum de altfel s-a verificat pentru grupul &,.

§ 4, SUBGRUP, EXEMPLE

Fizionomia unui grup G se descrie in esentd cu ajutorul subgrupurilor
sale : submultimi nevide H ale lui G carora operatia lui G le conferdi, de ase-
menea, o structurd de grup. >

Mai precis : ‘
4.1. Definifie. Fie (G, *) un grup. OLEsubmul;ime nevidd H a Iui G se
numeste subgrup al lui G dacdi sint satistficute urmiitoarele conditii :

1) Yo,y € H="uay = ;
2y'vze =2 ©H,
unde z’ este simetricul Iui z (in raport eu operatia lui G).

Daci grupul G este dat in notatia aditiva, atunci condif.iile 1) si 2)
din definitia subgrupului se transeriu astfel : i

/ l)v:r,y'EH;a::l—*yEH;
2SR = =SS R
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4.2. T'e o r e m #. Fie (G, *) un grup, ¢ clementul neutru al Iui G si H
un sugrup al Jui G. Atunei:

1k = 5
2) H este grup in raport cu operatia indusi pe H de editre operatia grupu-
Iui G. '
Demonstrafie. 1) Cum H # @ putem alege un element x € H. Din 2)
rezulta cd si ' © H si acum din 1) rezulti ci e — »'sz = H.
2) S& notim.cu ¢ operatia grupului G, 9 :G X G — G. Din 1) rezulti

cd H este o parte stabila a. lui G in raport cu operatia ¢. Fie ¢’ legea de com-
pozitie indusi pe H de o,

¢ H X H - H, (z, y) - ¢'(x, Y & oz, y).

Evident o' este asociativd (cici P este asociativd) si admite ca element
neutru pe e & H. Dacd x € H, atunci simetricul siu 1’ in raport cu - se
gaseste in H, deci este simetric al lui §i in raport cu ¢. Rezulti ca (H, ?)
este grup.

Exemple

1. Fie (G, ) un grup, ¢ elementul siu neutru 5i E = {e}. Atunci E este sub-
grup al lui G, numit subgrupul unitate. In adevir, daci z, y-= E, atunci
Tt =y = e, deci :

Iy = ene = e = F,

’ r

r =¢ —=e e E.

Daci G este dat in notatie aditivi, atunci 0 — {0} este subgrup
al lui G,_numit subgrupul zero. :
2.. Fie &, grupul permutirilor de ‘trei obiecte, Gy = {e, o, x, «, B, v}-

Urmatoarele submultimi ale lui @, :

B ==}, Hy'=-{e, o, ﬁ},‘Hz ==e wl Hy = e, B}, H, — {e, v}
sint subgrupuri ale lui &,. Si facem verificarc pentru Hy. Din labla ope;.

ratiei grupului &, se deduce ci elementele lui H, se compun conforin
tablei urmitoare

o e G T
e e G =TT
G (o7 R

s w e s )

Se observid pe aceasti tabid ci H, este o parte stabila a lui S, in rﬁpori.

Cu compunerea. precumn si cu operatia de trecere la invers, deci H, este
subgrup al lui &,.
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3. Fie n > 0 un numir intreg si nZ multimea tuturor multiplilor lui n,
nZ%nh | h = Z).

Atunci nZ este subgrup al grupului (Z, +). In adevar, dacax. y < nZ,
exista h, k € £ astlel incit ¥ = nh, y — nk. Rezulta ci

x + v =nh 4+ nk =n(h +k) = n#,
—1 = —(nh) =n(—h) = nZ,

deci nZ este subgru; al lui (Z, 4).
Fie (& «yun grup. ¢ € &G sin > 0. Spunem ca a este elemenl de ordis n
al grupulut G dave a® —e'si a* £ e h =1, 2, LEREEEE

; \

Exercitii rezolvate

[l — ¥ | S& se determine ordinul pentru fiecare element al grupului 3;.

Selufie. Pentru elemeniele i &, péstrﬁrﬁ notatiile de la § 3. Folosind tabla operatiel

grupului &, aven .
gl = gt 6 o = ao0 = T 3 & gt =olca = weg = £

deci o este element de ordin 3. Analog se aratd cd n este element de ordin 3. Cum 2! = a.
@f = wox = ¢, rezulta ci o este element de ordin 2. Analog se aratd ci 8 sl y sint elemente de
ordin 2. Iu fine, si observim cd intr-un grup G eiementul neutru este smgurul element de

- ordin :

[.B — 2' Fie a un element de ordin n al unui grup (G, -).

‘1) Aratati ca H,4¢f fe, a, a?, ..., a"7'} este subgrup cu' n elemente al
5

Wi G ; e ' =

2 2 : it
2) Dacid /{ = cos —ﬁ—~+1sm—n, atunci { este element de ordin n al
n N

grupului (C*, )

3) Daca U, = {z « C|z" =1}, atunci U, este subgrup cu n elemente
al lui (C , -), numit grupul rdddcinilor de ordin n ale unitdfii ;

1) Reprezentati geometric elementele grupului U; (resp. Uy, U,).

Solufie. 1) Fie ..;” gy H, x=da, gy=a’, unde 0 < i, jf < n. Fie ¢, r = Z astfel incil
P =g E, 0L =T = he s Avem SRR aT G ] — et o (g)e gt —efgt —int & T
S4 mai observim cil inversele elementelor ¢, ¢, a¥ ..., al"! sint respectiv ¢, a"1, a7t ., .,
a = H, deci H este subgrup al lui G.

Daca af = «, unde 0 < i, << n, atunci i = j. In adevir, daci i < j, atunciQ < j — i <2 "
sl @/~ = al(@’)y = @(a’)"' = e, ceea ce nu esle posibil cdei ordinul Iui « este n. Analog se.

arati cid nu putem avea [ > j. Deducem c¢i elementele lui H, sint distincte.

2) Tie I =N, 0 < h < n. Folosind formula Iui Moivre, avem :

2r . 2my\h " 2hn 2h
C“:(cos—+tsin— e e
g = = + isin
Deducem ¢d LF # 1 pentru h=1,2, ..., n — 1 si £" = 1, deci { este element de ordin .n al

grupului (C*, ).

3) Este suficient sd aritim ci U, = He = {1, ¢, t?, cooy ") unde € = cosEE il
: n

By ™ = A .
4-isin —. Daca 2 € Hy, atunei z=10¢", 0 <r < n, de unde z" = ({")" = 1" = 1, 'deci :
n

z € U,. Asadar Hy € U,. Fie acum z = cos @ + isin e € U,. Cum z* =1, rezulfi cii
cos np + isinng = 1, deci ne =2hn, cu h=7Z. Fie q, r = Z, astfel incit h= ng +r,
0<sr <n.

Avem :
2h
2= cos 2T 4 isin 22T _ g — geate — (omytr = g7 < B,
n n : L

de unde U, < Hy. :
4) Se observii ci reprezentind numerele comp}exe din U, punctele obtinute sint virfurile

unui poligon regulat cu n laturi, cu centrul in origine si cu un virf in punctul de coordonate
(1, 0) (v. fig. !II.?.)

: " 3 X4 x5
¢
g
s’/ 2 I : f
\) . \Jé ;
€3 > <t
& JEs
Fig. 11L2.

§ 5. MORFISME DE GRUPURI

Numirul exemplelor de grupuri este considerabil si din acest motiv
se impune o clasificare a acestora Doud grupuri G si I' vor fi declarate ca
fiind de acelasi tip (izolipice) daci sint la fel de bogate in elemente <;1, mai
putin o bijectie f: G — I', operatiile celor doua grupurl actioneazi Ta fel
asupra elementelor lui G, respectiv I'. Mai precis :

5.1. Definifie. Fie (G, #) si G o) dowii grupuri. O aplica;ie bijeetivi
f:G — 1" se numeste izomorfism de grupuri daed este si un morfism de
grupuri, adicd ;

[(o) = [@)f(), ¥ z, JesiG :

Spunem ci un grup G este izomorf cu un grup I', si scriem G ~ I, daca

existd cel putin un izomorfism [+G — I'. In caz contrar spunem ca grupul ¢
nu este izomorf eu grupul I' si seriem G = T




g, I11.3.

Cu alti termeni, grupul (G, *) este izomorf cu grupul (T, o) dacii existi
o aplicatie vijectivd f-G — T' astfel incit oricare ar fi x, y = G imaginea
f(z+y) a compusului z+y prin f este egald cu compusul f(z)of(y) al imaginilor
prin [ ale lui x si y (v. lig. 1IL3) ; pe seurt : imaginea compusului este egald
cu ecompusul imaginilor. _

Dacéd G si T' sint grupuri finite cu cite n elemente, G = {a,, a,, AL
D =18y Byyves Bk dar: f:6 = T este aplicatia bijectivd definiti prin

Tlai— b NS )

atunci f este izomorfism daca si numai daci pentru orice i SIS < e n !
imaginea prin [ a elementului a;#a; de la intersectia liniei Iui @; cu coloana
lui a@; din tabla operatiei lui G coincide cu elementul b;ob; de la intersectia
liniei lui &, = f(a;) cu coloana lui b, ={f(a;) din tabla operatiei lui T’
(7. Tigs TELA). : :

Spunem in acest caz c# tablele operatiilor celor doui grupuri sint la
fel structurate (relativ la f).

5.2. Teoremi. Fie (G, ») si (I, o) doud grupuri. Daci foGg T

este izomorfism, atunei si f: ' — G este izomorfism.

Demonstrafie. Fie u, v € T'. Cum f este aplicatie bijectiva existi x, y € G
unic determinati astfel incit f(z) = u si f(y) = v. Cenform definitiei ;p]ica—
tiei £ avem fYu) =z si fv) = y.

Dar

uev = f()<f(y) = f(sy),

% | :
jg’c ° mgj- ® Y as Sl e

[ g i

g | 5 2
]

. ' B e O 4k

> s

By Prestass aﬁa‘,

a

. \‘\“—ﬁ—..,_ i % ‘—f/‘

.

a

Fig. TIL.4.
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de unue :
[Huov) =axy = (1) y)

si cum [T este aplicatie bijectiva, rezulti cid [~ este izomorfism.

Exemple

1. (8, +) = (R%, ). Grupul aditiv (R, -}) al numerelor reale este izomurf
cu grupul mulliplicativ (R%, -) « numerelor reale siricl pozilive.
In adevar, fiea € R, a >0, a #1 si f:R - R%,

e = (1F,
Cum [ este aplicafie bijectivd si
fx +y) = a™v = a"a* =[(@) {(5). ¥ v, y = R,

rezulti cd [ este izomorfism.

Voo = R

Sa observam in acest caz ca inversul izomorfismului [ este aplicatia

f71 TR H.

e

[(@) =log,z, Va2 R

51 avem : _
[~ (zxy) =log(zy) =log, x 4 log, y = ["(x) + [(y), ¥V z, y= R~
fnire doud grupuri pot exista mai multe izomorfisme, in cazul de fati
ciiiar ¢ infinitate (la orice a >0, a # 1, corespunde un izomorfism).
(€. ) = (P4, «). Grupul aditiv (Q, +) « numerelor rationale nu esle
izomorf cu grupul multiplicativ (0%, -) al numerelor rafionale stricl pozitive.

In adevir, dacd f:Q — Q%, este un izomorfism intre aceste doud
gropuri, existd r € @ astfel Ineit f(r) = 2. Cum [{r/2) € Q si

o=tz + 5=z E)-UE)

rezulta ca ,/72“ = Q.-'('.Untradict,ie.

4. Dacd (G, ) 5i (I, o) sint doud grupuri cu cile {rei elemente, afunci G ~ T\
(v alte cuvinte, existi un singur tip de grup cu trei elemente.
) In adevir, fie G = {e, qa, b, D {0, u, v} unde e 5i O sint elemen-
tele neutre ale lui G si T respectiv. Pentru ci e si 0 sint elemente neutre,
in tablele. operafiilor celor doud grupuri putem completa urmitoarele

pozitii :
* | e di %H_O L)
e e a b 0 (V] Uy
a a 7 % u i ? ?
b Dighis 5T v A T e




T S

Bk

Avem axa = b. In adevir, nu putem avea axa = a cici ¢ s-ar repela
in linia sa. De asemenea, nu putem avea (xa = ¢ cici atunci, ca si evitim
repetarea lui a si ¢ in linia lui @, am fi obligati si punem axb = b, ceea ce
produce o repetare a lui b in coloana acestuia.

Cum axa = b, pentru a evita repetarea elementelor lui G, in liniile si
coloanele tablei operatiei acestuia, trebuie si avem axb —e, bra — e,
bxb = a. Analog, se completeaza tabla operatiei lui I. '

# , € a b o I G u v
e GRS AT AT T
a a b e u u v V]
bl b e a v GO S

Definind f: G — T prin f(e) =0, f(a) = u si f(b) = », rezulti ca f este
izomorfism de grupuri caci [ este aplicatie bijectivi sitablele 0pera{,’iilor celor
doud grupuri sint la fel structurate (relativ la f).

Benuntind la conditia de bijectivitate din definitia izomorfismului se
obtine notiunea mai generala de morfism (omomorfism) de grupuri, anume :

2.3. 'Definifie. Fie (G, ») §i (I', o) doud grupuri. O aplieatie [: G— I’
se numegte morfism de grupuri dacii

flaxxy) = f(x)of(y), V z, y =G.

Evident, orice izomorfism de grupuri este morfism de grupuri.
Aplicatia f:Z — &, de la grupul (Z, +) la grupul (K,, @),

fla) =a mod 4, v a = Z

este un morfism de grupuri. In adevir, daci a, b € Z, fie ¢, = a mod 4,
= b mod 4. Existd h, k = Z astfel incit : .

a =4h +a,, b =4k + b,
si conform Lemei 8.1 Cap, Il avem:
adb—a @b
Rezulti ca: :
fla+b)=(a+b mod 4d =a@b=a, @b, =fla)®f(b), Va besZ,
deci f este morfism de grupuri. Se observd ci f este morfism surjectiv dar
nu este injectiv. '
Astfel :
f(7) =7 mod 4 =3 =19 mod 4 = f(19).

5.4) Teoremdi. Fie (G, ») si (I o) doudt grupuri, e si 0 elemengele
neutre ale Jui G §i I' respeetiv. Dacd [: G — T este un morfism de grupuri,
atunej : ¢

1) f(e) =6 ;

2) (') =(f(x)) ¥ ax<G,

unde z' este simetricul lui x iar (f(2))" este simetricul lui f(z).
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Demonstrafie. 1) Avem :

Bof(e) = [(e) = f(exe) = f(e)of(e)

si prin simplificare cu f(e) se obtine 6 = f(e).

2) Pentru orice x = G avem :
0 = f(6) = f(exa’) = f(z)o[(x)
deci 0 = f(x)of(x") si analog f(x')of(x) =0, de unde (f(x))’ = f(z").
Fie G un grup. Un izomorfism (morfism) f: G — G se numeste aulomor-
fism (resp. endomorfism) al grupului G.

Exercitii rezolvate
!

{ R—1 | Fie (G, %) un grup cu patru elemente astfel incit x*=e¢, ¥ x G,

unde e este elementul neutru. : .
1) Arétati ed G =~ 3, unde & este grupul lui Klein (v. § 3).
2) Aritati ca grupul (G, #) nu este izomorf cu grupul (R;, @).

Solulie. 1) Fie G = {e, a, b, c}. Tablele operatiilor gruopurilor G si I sint (v. § 3 si
Ex. R—3, § 4):

r ol L
1| 1; o v w
u n 1, w w
v v w 1z u
w| w v u 1g

o TR oo *
o SR a|®
=T o R|R
a0 o
o R |0

Aplicatia f: G — 5{,' definitd prin f(¢) = 1z, f(ae) = n, f(b) = v, f(c) = w este izomorfism ciei
tablele operatiilor célor doud grupuri sint la fel de structurate (relativ Ia f).
2) in adevir, si presupunem ci existi un izomorfism f: G — R, si fie * = G astfel incit

f(x) = 3. Atunci:
0 = f(e) = f(wsa) = (x) () =3 B 3 —2.

Contradictie.

R—2 | Aridtati cd aplicatia [:Z — €%,

| 2h
1) st L N EE Ly e
n n -

este un morfism de la grupul (Z, +) la grupul (C¥, -). ¥
.Determinati numerele x = Z astfel incit f(z) =1.

Salufie. Pentru orice h, k = Z avem :

: 20h + k 2(h + k 2h 2N
fins gy — cosz—(h—"'-"il’lJrism—(-—Jr-i:{cos = sin ]
g n % n £l n

.(cos.%ﬁ +isin ikl) — [
n

n

si deci [ este morfism de la grupul (Z, ) la grupul (C*,




=

'Se observi. ci pentru x € Z avem f{x) = 1 daci si numai daci ' . BBl E=R\{0, 1} 5i fr E=E 1 <i< 6,

o

™ 2z
—}-isin-—w:l

cos S »
1 i1
n n | : fl(x) =z, fl(l') = —'-—'1| r 3 fa(I) — . fl(m) = _1.. 5 fﬁ(I) P x,
ceea ce este posibil dacd si numai .daci . x :
7 < L) = — s -3 o8
2o drte ey y fo(z) == Yao&p
n ~

1) Arﬁ'tat‘i e mul;jmca G= {fl: fs, fg» f;; )(5, fu} este stabila in ]'ﬂp()l‘t cu compu-

Rezultd ci f(z) = 1 daci si numai daci x=nk, I & Z, deci f(z) =1 daci si numai ii i aledtuiti tal |
_ ) nerea funcfiilor si alcituiti tabla operatiei induse. |

dacd njx, 50
l—— ! ! 2) Deduceli ci (G, o) este grip necomutativ.
R-3 | Pentru orice a <R, definim #, 1R - R, @)=z +a VzsR 6. TFie G =10, co)\ {1}. Aritati ci corespondenta X |
Aratati i : def
; A . (®, y) — xyy=— xlnv
' 1) Multimea §(R) = {{,| a & R} este grup in raport cu compunerea
. ¢ Hil . coste o lefe de compozifie pe G si ci (G, %) este grup comutativ.,
: unciilor. : 7. Tie G=[—1, ), I'=(—1, o) si urmitoarea lege de compozitie pe R,

2) Grupul (R, +) este izomorf cu grupul (F(R), o).

def
T Tl =1 xy.
Solufie. 1) Pentru a, & = R, avem [,of, =1,,,. In adevir, oricare ar fi » = R avem: (& ) o4y Ty

1) Aritati ci G si T' sint pirti stabile ale Iui R in raport cu legea de compozitie ,+“

; 1, 00 N&) = Lo(t,(1)) = L, b) = b gt = (), oo e i 2 R )
| i (t, of ,)(x) a(L(2)) (x + b) | @ D PO +a(%) 2) Dacd ,T“ si , | “ sint legile de compozilie induse pe G respectiv I', de '+
“‘. | de unde {yof, = £, deci compunerea fuhetiilor induce o lege de compozifie pe SF(R) evident i atunci (G, T) si (I, 1) sint monoizi comutativi.
i“L asoclativi si cu element neutru, egal cus 1R: 1, = F(R). ‘ 3) Care dintre monoizii (G, T) si (I, 1) este grup?
ra 8. Pe Z se defineste legea de compozifie
biobermmilgm il e e S T Eli,r - ZxZ—2Z (z y)—pxi,‘q—léf L
vezultd o 17t =1 ., ¥ a = R, deci (F(R), o) este grup. tati o4 ‘
a —a » (F(R), o) grup T Ardtali ci (Z, | ) este grup abelian.

2) Punctia , R — gf(ﬂ), ]((1) = !ﬁ’ eSte bije: ivé '-‘ 9 (G ) ‘
. Fie sy * 1 grup com iv si a € G. Pe G defi B iti
( ) : - ( } : , : ] u !lJ.l utativ 95 e se de lﬂB_t(} legea de (‘.ompozl’ge
1 G K G— G, (:C, y) =+ X Y= Zxl/xq.

Avdtati cd (G, 1) este grup.

10. TFie (G, +) un grup cu proprietatea :

Exercitii _
. @y =z, VY yeq.
1. Fie M = Z[i] = {a +bi|la, b = Z}. ' Ardtafi ci G este grup abelian.
R Y : o A : ; i ed f i
1) Aritafi cA M esie o parte stabild a lui € in Taport cu mmu]tlrea 5i cd formeazi 1i.  Fie (G, -) un grup cu proprietatea ;

moneid comutativ in raport cu operafia indusi.
2) Determinati elementele simetrizabile ale monoidului (M, -). ol— o N s G

def ! i B TP %
2. Aratafi cd corespondenia (x, y)— :c*_r;_c—_(:v + ) /(1 + ay) este o lege de compozilie Ardtali ci G este grup abelian.

s BEINERERNG = (--il’ WA S e LRl ~12. Fie (G, L) i (G, T) doud structuri de grup definite pe aceeasi mulfime. Daci legile de
3. Fies= —1/2 +i)3/2si G={1, ¢, e} CC. ; y compozitie ,, | “ si , T au acelasi element neutru si
ritati cd & est arte stabild a lui € in raport cu inmliitirefi si aledtuifi tabla
ll).A.mahc este o p p ; Tly=@THT(@ETyY, Y2 yed
operatiei induse. . ; :
2) Deduceti ¢id (G, ) este grup abelian. ' ? - atunei:
SR e 5 A
3 he]:._.ll\{()} L el B A\ | w O B ¢ ¥,y Eq
1 i ‘ ) : i
y fix) =z, filx)=—, i) = — %, fr)=-—,Vze=E | Al S g L x VN Y e {TJ
N x &
"‘!.‘. 1 1 g s 1 2 :i A 2 3
it 1) Ardtati ¢ multimea G = {f;, f,, fi, f.} este stabili in raport cu compunerea d. Tie o, y€5, o5 = (” : ]J = ( : '&)
il - . 2%
.‘I!; functiilor si alciituifi tabla operatiei induse. | i : =
' 2) Deduceti ci (G, o) este grup abelian. a S se giseascll § = G, astfel incit gof —




1o e _1234]_
[14. Fie g, €S, 0:(2 S 1), e = 2 158 T2
" 1) Aritati ci o* = e si 7' = ¢, unde e este permutarea identici.
2) Rezolvati in &, ecuatiile: g'ox = w!°! si yog®’® = x°2.
15./ Fie (G, -) un grup si a, b = G astfel incit ab = ba. 54 se arate ci:
a'b*® = bka*, ¥ h, k € Z.

"— e ((r, - e elem t u utr ac : isfac dltllle
17 Al Fi ( ) un grup si ementul sdu ne u. D 5. elementele a, b= G sahsfa con
i be. /) 1 ] 3 ;

b =¢e ab= bla
atunci b® = e si ab = ba.
17. Fie (G, *) un grup sl a = G. Avitali ca functiile : -
f:G—G, flx) = axx, YVzei y
g:G— G g(x) = T, \a‘__chG

sint bijective.

0 a @
L ZY|A = §1
18, Fie H, _{A e M, )l (0 b]}
2a 3b ;
= ,a,b,c,dEZ}: G
H, = {A e My(Z)y| A (46 5(1] :

1) Aritati ci M,(Z) este grup in raport_cu adunarea .matricelor.
2) H, sl H, sint subgrupuri ale grupului (My(Z), +). \

i rup 2] lui G.
1) Daci #, si H, sint subgrupuri ale unui grup G, atunci H, () H, este subgrup al
)

B 2) Aritati ci pentru subgrupurile 3Z si 4Z ale grupului (Z, +) avem :
; | 3ZN4Z =122
20. Fie [: R — R o funclie reald cu proprietatea ci existd cel putin un numir 7° € R* astlel J
incit
(x) fx + T=f®), Yz=R

1) Ardtati ci mulfimea H a numerelor reale T cu proprietatea () este subgrup
al grapului (R, +).
2) Determinati acest subgrup cind
a) f(x) =sin2nx, Yr<sR;
1, e 0

b) f(x) = {0 g S

21. Arata‘ti\cé grupul (G, -) de la Ex. 3 este izomorl cu grupul (3{3,‘ @)

23 Ardtafi ci grupul lui Klein este izomorf cu grupul (G, o) de ]aq Ex. 4.

23. Ariitali cd grupul (S, ©) este izomorf cu grupul (G, o) de la Ex. 5. ‘\
24, Aritali <4 functia [: (0, o) — (=1, 1),

T —

f(x) = : , Y x=(0, o0)
1

T+

Ex, 2.
este un izomorfism de la grupul (R*, -) la grupul (GY x) de la
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25. TFie G = (% Sl -ﬁ—) si pentru orice z, y = G fie
2 2

- WG

Aritati cd (G, ) este grup si ci (G, «) ~ (R, +).\"‘.',:‘

lef
Ty (=carctg(tg x'+ tgy).

cos 0 —sin@

26. Fie Ry = [ ), 6=R (v. Ex. 6, Cap. )

sin f cos 0

si G={E, A, B, C}, unde E = R,, A=Ry, B=R,siC=R

arcfa

1) Aritati ci G este o parte stabild a Iui M,(R) in raport cu fnmultirea si aledtuiti
tabla operatiei induse.

2) Deduceli ci (G, -) este grup si aratati o& (G, -) > (Ru, @).
27.  Aritati i functia [ Z— qQ,
f(k) = (—1)*, Yk = Z, este morfism de la grupul (Z, +) 1a grupul (Q*, ).

28. Fie E o multime cu doui elemente, E = {q, b}. Pe multimea S(E) definim legea de com-
pozitie ,A“, numita diferenfa simetricd « doug mulfim .

XAY =(X\YNUI(Y\X), ¥ X, Y < &E).
1) Alcituiti tabla legii de compozitie A
2) Comparati tabla operatiei ,A* cu tabla grupului & al lui IKlein (v. § 3) si indi-
cati o funetie bijectiva [: 9 — (E) astfel incit :
o flzoy) = fRAf(y), V =, y = & ;
3) Deduceti ci (2(E), A) este grup.
2). Fie E =R x R. Pentru orice 1 = R fie functia

fi:E=E,
2 '
e y)=(x+ty+:;,y+f], v (3 y) < E.

Ardtati ci :

1) fiofyr = T fo= 1, A= T

2) Multimea G = {fi:|te= R} este grup in raport cu operatia de compunere a -
Tunetiilor.

3) (G, o) = (R, +).

nle G i ol (¥

Rl sle s %o @

: ~ fcos B —sing cos  sinf BiF T € ¥ o
30*. Fie Ry — J sl ; 2 AN
sin 6 cos 0 sin —cos @) - re ¢

0 Bt 4T e

b = R(v. Ex. 6, Cap. 1) si G ={E, A, B, U, V, W} unde »lrel Bpe

E = Ry, A= Rin/y, B = R;jm'n; U= S8, V= Sun/y, W = Sar/ g
1) Aratati ed G este parte stabili a Iui M,(R) in raport cu inmultirea si alcituiti
tabla operatiei induse,
2) ' Deduceti ci G este grup si el (G, +) = (S, o).

1*. Fie (G, -) un grup si H o submultime finiti a i G. Urmiitoarele afirmaiii sint echiva-
lente :

1)Vx,yE.H=-.1‘yEH;

2) H este subgrup al lui G.

59




32

33*,

*, Tie G o multime si G X G — G, (r, y) = 2y o lege de compozilie asociativii. Urmitoarele

afirmafii sint echivalente :
1} (G, -) este grup ;
2) Y a, b =G existd x, y € G astlel incit ax = b si ya = b.
Fie H o submultime nevidd a lui Z. Urmitoarele afirmatii sint echivalente :
1) H este subgrup al lui Z ;
2) 3 n = 0 asifel incit H = nZ.

. Fie z € €. Aritati ci exista n > 0 astfel incit z” = 1 dacid si numai daci z = cos 2rrt +

+ isin2ry, cu r = Q.

. Fie H un subgrup cu n elemente alr‘grupului (C*, ). Ardtati ci H = U,, unde U, este

grupul radaciniler de orc_iin n ale unitatii.

. Determinati automorfismele grupului (Z, +).

Capitolul IV' INELE SI CORPURI

§ 1. DEFINITIA INELULUI. EXEMPLE

Vom studia-in continuare o noui structuri algebrici — structura de
inel. Notiunea de inel s-a degajat initial in cadrul teoriei numerelor, unde
a apdrut sub numele de inel de numere, prototipul fiind Z luat xmpreuna
cu operatule de adunare si inmultire a numerelor intregi,

Z xL-Z, (z,y) >z +uy,
respectiv
‘ Z XZ—Z, (2, y) — zy.

Ulterior, notiunea de inel a ayut numeroase aplicatii in diferite domenii
ale Algebrei (inele de polinoame, inele de matrice) in Analizi (inele de
functii) in Logica (inele booleene) etc.

1.1. Definifie. 0 mulfime nevidi A, luati impreuna cu doudi legi de
(30[11])07&}18 (adunarea §i inmullirea)

AXA—A (z,y) »zpy
si
AXA—A, (x,p) ~ay,
se numeste inel daed :
G) (A, +) este grup abelian,
M) (A, -) este monoid,
D) inmulgirea este distributivi fagd de adunare, anume ¢
(Y +2) =y +xz, (y + 2)x =yE-bm Vs i, 2 = A,

Alirmatia ci (A, ) este grup abelian revine la faptul ca adunarea ineluluj
satisface axiomele :

G) @+y fr=x+@+2) vV, y, 2 <4,

Gy) 30 =i astlel tneit 0 2z =z 40 =2 v 2 & 4,
Gs) YzeA, 3z —=A astfel incit 2’ ‘=242 =0,
Gy z4+y=0+x va, ye A

Afirmatia ¢3 (4. -) esie moncid revine la faptal ¢d inmuliirca inelului
satisface axiomele : ,

‘M) (zy)z ==:.=_.:(g,rzf» Yo, e A,
M, 31 € A astfel ingit 1-z :r 10—t =

Vom spune ci (4, ) este grupul adiliv al inelulvi A, Ansamblul de
conditii G, —G,, M,, M, si D poarti numele de axiomele inelului. Flemen-
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i nae o

tele 0 si 1 sint unic determinate $i se numesc elemeniul zero, respectiv ele-
mentul unifate al inelului A. Inelul A se numeste finit daci A are doar un
numair finit de elemente. Elementele x € A simetrizabile in raport eu inmul-
tirea lui A se numesc elemente inversabile sau unifdli ale inelului A.

Daci inmultirea inelului satisface incd si axioma:
M) zy =2y V2, y s A

spunem ci A este inel comutafiv.
Spunem ci A este inel fdrd divizori ai lui zero dacd

Tk () .3i'y # 0 = ay +£0,;
Un inel comutativ cu cel putin doui elemente si fara divizori ai lui zero se
numeste domeniu de infegritate. '

Exemple

1. Inelul Z al intregilor rafionali. Din proprietitile adunirii si inmultirii

" numerelor intregi, enumerate in Cap. I, § 1, rezultid ci (Z, +, -) este
inel comutativ, numit inelul intregilor rafionali. :

2. Inelul Z[i] al intregilor lui Gauss. Fie Z[i] multimea tuturor numerelor
complexe de forma a - bi, cu a, b € Z, numite infregi ai lui Gauss. Daci
@ + bi si ¢ + di sint din Z[i], atunci

(@ + bi) + (¢ +di) = (2 + ) + (b + )i = Zi]
si
(a + bi)(c 4+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i = Z[i].
Rezulti ci Z[i] este o parte stabild a lui C in raport cu adunarea
si inmultirea numerelor complexe. Evident, operafiile induse verifici
axfomele G,, G,, M,, M; si D.
Cum 0 =0 +0:i si 1 =1 +0.i, rezultd cd aceste operafii verificid si
axiomele G, si M,. In fine, pentru orice z  Z[i], z = a + ib, avem
—z = (—a) 4 (—b)i e Z[i], deci este verificatd si axioma G,. Asadar
Z[i] este inel comutativ in raport cu operatiile induse pe Z[i] de adunarea
si inmultirea numerelor complexe, numit inelul inlregilor lui Gauss.
Inelul (R,, ®, ®) al resturilor modulo n. Fie n un numir intreg pozitiv
si®, =1{0,1, 2, ..., n —1} C Z. Operatiile induse pe R, de adunarea
'si inmultirea modulo n satisfac axiomele inelului comutativ (v. § 8,

. Cap. II). Asadar, &, este inel comutativ in raport cu adunarea si inmul-
tirea modulo n, numit inelul resturilor modulo n.

Un interes aparte, prin aplicatiile pe care le are in diferite domenii
‘ale tehnicii (aritmetica calculatoarelor, teoria codurilor) il prezintd inelul

(53,2‘ ‘?E\’y ®)

&2

® 0 1 ® 0 1
010 1 S ([ ROREO
L1 0 1 0r

Tablele operatiilor inelului &, = {0, 1}.

In'inelul & avem 2 ® 3 =0, 4 ® 3 —0 5 ' :
i = ) g E— ] 5 d -
cu divizori ai lui zero. ® 0, deci (R4, @, @) este inel

4 (0, +, ¢), (R, +, <) si(C, +, +) sint inele comutative (\;. Cap. I, § 1).

'S4 observiim ca pentru orice  # 0 din Q, R ista i
: u o ; sau € exista y # 0 din Q,
- R respfictlv C,‘ astfel incit zy = 1. Inelele cu aceasti proprietate supg-
mentard vor fi studiate mai tirziu.

&

Inelul malricelor pdtratice. Fie A un inel. Inelul 4 poate fi oricare din

inelele Z, Z[i], &,, 0 etc. Notim cu M,(A) multime i
1 ; s Ry : L a tutu
patratice de ordin 2 cu coeficienti dfzg A, ke

U ﬁ(ﬂu 312]’ a,; '€ A, ‘

Qg Qg

Daca U, V & M,(A),

U :(all &13), V=(b11 by,
\dyy  Ggp byy by

“definim matricele U - V si UV prin

‘ U _}_Vg(an—!‘bn Qs + by,

. e M,(4A
tyy + by gy + bzz) 2( )

si

UlV d_if(aubu + @135, @y by + (P
@1byy + Gyoby; @by |- Uy by

Matricele 0, E si —U din M,(A4),

0 ﬁ(O OJ’E:(I U), ﬁU=[_a“I —am)
0 0 1 \—az, — gy

se numesc respectiv malricea zero, matricea unilate, opusa matricei U.

) S ﬂ/.;z(A).

_ Am amintit o serie de proprietiti ale adunirii si inmul{irii matricelor
din Mz(li{).”Demonstratiile multora dintre ele se fac invocind proprietiti
ale adunirii si inmulfirii numerelor reale, care sint de asemenea adevirate
pentru adunarea si inmultirea oricirui inel A. Din acest motiv, aserr;enea

demonstratii pot fi reproduse si i i
{ si pentru matricele din M, a
cale se poate demonstra : .m sl 28 af:easta

G) (UAV)+W=U+(V+W),

G)O+U=U+0-10,

G) U +(=U) = (~U) + U =0,

G) U+V=V4U,

M) (U)W = UW),

M,) BU—"UE = 0,

D) UV + W) =UV + UW; (V+ WU = VU + WU
oricare ar fi U, V, W € M,(4). ' :
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Rezulti ci adunarea si inmultirea matricelor conferd lui M;(A) o struc-
¢ tura de inel.
! La fel se organizeazi ca inel mulfimea M,(A) a matricelor pitratice
de ordin n cu coeficienti din A.
Cind n > 1, inelul M,(A) nu este comutativ §i are divizori ai lui zero.
Astfel, dacid U, V € My(Ry),

| U=(1 3)'\V=[3_ 0)
i 33 3 2

atunci

ol AN P _(1@3@3@3 1@0@3®2) _(0 0
(33)(3 2] 3@3@3R3 3@0@3@2) (0 0)

deci inelul M,(R¢) are divizori ai lui zero.

§ 2. REGULI DE CALCUL INTR-UN INEL

L]

Calculul algebric cu elementele unui inel beneficiazi de toate regulile
date pentru grupuri si monoizi daci sint implicate separat adunarea, respectiv
inmultirea inelului. in afari de acestea, intr-un inel avem o serie de reguli
de calcul specifice, care se referd la ansamblul celor dou# operatii ale inelului.

1. Pentru orice x € A avem: 0 —0x =0, In adevir, fie y =20. Cum
20 = 2(0 +0) =20 -0, avem y =y -+ y. Atunci:
Ompts (=g =@ D+ (=D =0+ + p)=0 40 =y =0
si analog, Ox = 0. .

2. Infr-un inel A cv cel pufin doud elemente avem 1 # 0.
in adevar, daci 1 =0, atunci z =1z =0z =0, de unde A = {0}.
Contradictie ! :

\

3. (regula sémr;c‘im}ﬂ Oricare ar fi x, y € A avem: (—x)y =x(—y) =
= —zj 5i (—x) (—y) ==zy.

In adevir, 0 =0y = ((—a) +a)y = (—2)y P xy ==zy + (—x)y, de
unde rezulti ci (—x)y este opusul lui zy, deci (—x)y = —zy. Analog,
o(—y) = —zy. In fine, (—2) (=y) = —@(—p) = —(—zy) = =zy.

% ,(distribut;‘,--.dta%aa inmultirii fatd de scddere), Uricare ar fi x, 4, 2 C—:}A
avem : x(y —2) =xy ~xz §1 {§ — )T = Yyr — zr.

Reamintim ci g - (—2z) se noteazd cu y — z. Avem :

2y —2) =3y + (—2)) =2y +2(—2) =2y — w2

si analog (y — z)v = yzr — 2,

5. Infr-uninel A fard divizori ai lui zero, din :cy =xzsau yx =zx,cux # 0
gezultd y = z. :
In adevir, daci zy = 2z, atunci
2y —z) =2y — 22 =27 —IY =0

§i cum z # 0 rezulti ci y —z =0, deci Yy = z. Analog, din yx —izr
rezultd y = z. 3

,R —1 | Aritafi cid intr-un inel comutativ A avem :

1) (a +b) (@ —b) =a* — b2, Va, b € A
2) (a 4 b)* = a* + 2ab 4 b2, va, b € 4,
unde 2ab = ab 4- ab (v. Cap: III, § 1).

n\rems:'o ufie. Folosind distributivitatea inmultirii fa{i de adunare si apoi fati de scidere

@+ b)a—b) = a(@a — b) + bla — b) = aa — ab + ba — bb —
=a' — ab + ab — b2 = g2 _ b2,
s i)vgr(;n:rorm definitiei puterilor unui element si distributivititii Inmultirii fat4 de adu-
(@ + 8)* = (a + b)(a + ) = (a + b)a + (a + b)b = a* + ba + ab + bt —
=a’ + ab + ab + b* = a* 4 2ab + b2,

'B - 2| Fie A un inel comutativ cu proprietatea :

(@) a+a+a=0, vaeA,
1) Ardtati cd (@ +0)* =a®* + %, va, be A;
2) Aritatfi ci inelele &y 5i M,(&,) au proprietatea ().
Solufie. 1) S4 aritim la incepui ci intr-un inel comutativ este adeviirati formula
(@ + b)* = a® + 3a% + 3ab* + b3, Va, b < 4. '
In adevir, folosind rezaltatul de la exercifiul precedent, avem :.
(@ + b)* = (@ + b)a + b) = (a* + 2ab + bt)(a + b) =
. = (a® + 2ab 4 ba + (a* + 2ab + bYb = a3 + 2atb + ba + a'b 4 2abr 4 b =
’ = a® + 3a*b 4 3ab* 4 b2,
Dar
3ath = ab + a'b + a*b =0
si analog \3a5= =0, de unde (a + b)® = a® + b2,
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2) In inelul K, avem :

08080 = (0B0)G0 = 00 = 0,

19101 = (191)®1 = 241 = 0,

20202 = 2602)92 = 192 =0,
de unde apa@a =0, V a = K,.

Fie U € MyR,), U = (: ;) cua b e de Ry

In inelul M,(R.) avem :

aPada bRIPD -~ 00 '=0
) (0 0] :

UpUU = (
cPehe dpdpd

§ 3. INELUL CLASELOR DE RESTURI MODULOn

Fie n > 0 un numir intreg. Conform teoremei impértirii cu rest, penirn
orice a € Z existd ¢, r € Z unic determinati astfel incit -

a=nq-+|+r, 0<r<n,

Numirul unic determinat r din relatia precedenti, numit restul fmpir-
tirii lui @ prin n, s-a notat cu a mod n si s-a numit inci redusul modulo n

al lui a (v. Cap. II, §1).
Ca rezultat al impartirii numerelor intregi prin n > 0 sint posibile res-
turile :

D et ey o e ] |8

Prin impirtirea lui a la n se obtine restul r daci si numai daci a este
de forma nh +r, cu h = Z. Multimile de numere

Con-Crivi s i Cry coih, g o
unde
G ={e<sZ|amodn =0} ={nh|heZ =nZ
G ={e<€Z|amodn=1} ={nh +1|heZ} =nZ +1

G :={aEZ[a mod n =r} ={nh +r|heZ} =nZ 4r

C,_lé{aEZJa mod n =n — 1} =.{nh+n—1[hEZ}=
=nZ +n —1

se numesc clase de resturi modulo n.
Asadar, un numir intreg a apartine clasei C, daci si numai daci a im-
partit la n da restul r,

a € C,«amodn=r.
In particular r € C, pentru r =0, 1, ..., n —1. Clasa de resturi C,
A
" se noteazi de reguld cu r. Asadar

e AR T R R N A Y

84 notdm cu Z, multimea claselor de resturi modulo n
»

e i
n——l}. J

Daca aA, be Z,, definim sume E—I— b $i produsul ab prin :

7z L90,11:.9, [ %

AN def

A A dot P N
a +b—=a®db, ab=Z=a®b.
Se definesc astfel pe Z,, doudt legi de compozilie :
Ly X Ty = Ziss {a; i by =i =3
si
A A A A
Zo X2y —Z,, (a, b) > ab,
numite adunarea, respectiv inmulfirea claselor de resturi modulo n.

Astfel, pentru n — 6 avem Z; = {6, f, ﬁ §, 1 g} si tablele adunirii
si inmultirii claselor de resturi modulo 6 sint :

e Lt i o s
e W T
e e, e e e f
Sk 4504 5 01 BP0 B e
Sleah At ded o 5l0. 2 b A 3
PaTs el b st ial Bd 5 bk b
il i S LA S

lor de resturi modulo n
i numit inelul claselor de
resturi: modulo n. |

Demonstrafie. S& verificim axiomele inelului comutativ. In esenti de- |
monstrafia se fundamenteazd pe faptul ci &, — {0, 1, 2,..., n — 1} are |
o structurd de inel comutativ in raport cu operatiile induse pe &, de adu- \
narea si inmultirea modulo n (v. ex. 3, § 1). De exemplu, axioma D se
verificd astfel :

A A A AN /\ /\“"\ N N
ab+c) =ab @D c =a@(dD¢) = aR@Pae ®c =a @ b+ ¢ ®c—
C

A A

A
=ab+a

si la fel se aratd ci Gy, Gy, M, si M, sint verificate de adunarea si inmul-
tirea claselor de resturi modulo n.
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Cum

A A N A AR AN o~ A
0 +a =0@a~—ja,1a=1®ama, Ya € Z,,

rezulti ci si axiomele G, si M, sint verificate
in fine, avem

A N A A ~
a+4+n—a=a@d@n —a) =0, vaesZ,cua#0

o :
deci orice clasi a = Z, este simetrizabild in raport cu adunarea claselor de
resturi modulo n

~ N A ! a A
—a=n—a, Vas€Z, a#0 si —0 =0.
: Sy N
3.4, Remarcd. Clasele de resturi module n au fost notate eu 0,1,..., n — 1. Numerele
: A A AN
0,1,..., n — 1 se numesc reprezenlanfii canonici ai claselor de resturi 0, 1, ..., n — 1 respectiv.

In aplicatii este adesea preferabil si descriem clasele de resturi si cu alte numere care

A
- aparfin acestora. In acest sens, pentru orice = = Z, se noteazi cu z clasa de resturi
: b :

C,, 0 <r < n astfel incit £ = C,; = se numeste clasa lui x modulo n.
Asadar, prin definitie avem :

A def
(@) xd=ex mod n, Ve e Z.

Astfel, daci n = 5, atunci

A : T SR S G
32 =32 mod 5 = (65 + 2)mod 5 = 6:5mod 5 + 2 medb =2 e Z,

P /\ /A\ ; /\.. A n
=7 = (=Tmod 5 = (—2) mod 5 = (0—2) mod 5 = (56— 2)mod 5 = 3 e Z,,

o e
25:= 25 mod 5 =0 € Z,.

Spunem ci numiirul intreg x este congruent cu y module n, si scriem x=y (mod n) daci# si numai

_”ez.

£ . X
dacid n |x — y sau altfel scris

n
Din definitia (x) rezulti ca pentru orice z, y = Z avem :

®) ;=§¢vxmodnr=ym6dn¢=~n|x_-y#zsy(modn).

Si mai observim cii operatiile cu clase de resturi date prin reprezentanti arbitrari so
pot efectua dupd regulile :

N

: . A A A A ~~
) *x+y=2x+4y, ty=2xy Ve, y = Z,.
In adevir, fie a =2 mod n, b = y mod n si h, k = Z astfel incit :

x = nh 4 a, = nk + b.
Atunei

s+y=nh+k+(a+b), ay = n(nhk + ak +4 hbd) 4 ab.
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Cum a @ b= (« + b) mod n si a @ b = (ab) mod n, acum din (B) si Teorema 8.1, Cap. II
rezultd :

$i

R — 1| Fie My(Z;) inelul matricelor pétratice de ordin 2 cu coeficienti

din Z, 5i U, V, E, X = My(Z,),

§h 35 =
= A ‘A v = A A - E = 1X=(aB .
5 4 fiald 6 4 15

1) Calculati U + V si UV ; ;
2) Determinatfi pe X astfel incit UX = E. Deduceti ¢ U este element
inversabil al inelului My(Z,). .

Solufie. 1) Avem :

A A A A A A A A A A
$. b
U+V:(A A)+(3 1]= 543 5+41) [0 b
A A A A
Boiad I LR a 0
si
A A A A .A A
uv:(a 5) (3 1) [ 85848000 3.0 p80a Y al8 3
A A A Al A - &
Soee] S B-FLd.1 8ol ded i

cera ce revine la :
A A A
3_ x4+ 5 =1
a) ' si b)
A A A A A
S 44y =0 5ﬁ+48ﬂf.
. Sd rezolvim sistemul a). S3 observidm ci elementele inversabile ale inelului Z, sint )1\ si,%.._
A s 88 e . s - & A A i A :
(v. tabla inmultirii inelului Z,) gl ca (1)7! =1, (5)7* = 5. Necunoscutele sistemului care au

26

ca c_:o?ficfenti elemente inversabile din Z, pot fi exprimate in functie de celelalte. Astfel, este

posibil si facem aceasta cu necunoscuta « din a doua ecuatie. Cum y € Z,, ininelul Z, putem °

face calculul : i ‘
A ‘A A A A A
4Y+2Y':~.(4+2)Yz()y:(l. ____ = Tk
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3B +58=0 e




Asadar, adunind pe ’ﬁy la ficcare termen al ecuafici a doua se obtine

A A

o = 2y
A A

de unde, prin inmultire cu (3)~1 = 5 deducem

A A A A

5 (5a) = 5 (2y)
deci

A A A A

(-5)e = (5-2)y

A
§i in definitiv & = EZY. Inlocuind in prima ecuatie pe « cu 4y aceasta deyine

A A =
5'{:——-1
A A

A A A A
deci v = 5 si atunci o = 4y = 4-5 = 2.

: A A
_Analog se rezolvi sistemul b) si s¢ obfine § =5, § = 3, deci

3 5
X:( = ” )E M(Zy).
5 3
Gum
A A A A AL AT A A A e Sl A A A
2 5 -3 5 2:.34+5+5 2-545-4 1 0
XU = A A A AdFlLA A & & Al il A A !
5 3 5 4 ) 5+3+4+3-5 5¢5+4+3-4 0 1

avem XU = E.-Analog UX = E, deci U este element inversabil al inelului M(Z,) si

- =( )

lB— 2| 1) Fie ae Z,. Aratati ca a este element inversabil al ine-

n>
wr o>

wa>

lului Z, daci si numai dacd a este relativ prim cu n;
2) Determinati elementele inversabile ale inelului Z, si rezolvati in

. A A A
inelul Z, ecuatia 7z + 3 = 2.

A
Solufie. 1) Presupune‘m ci ; este inversabild in inelul Z,. Atunci existd b € Z, astfel
A A A -
incit @ b = 1. Cum
i NOAA
ab=a b= 1
-~

avem ab =i si din proprietatea (P) rezulti ci numirul ab — 1 se divide prin n. Existd
decl k € Z astfel incit ab — 1 = nk. Asadar

a-b +.n(—k) = 1,
de unde (a, n) =1, (v. § 4, Gap. I). ;
Reciproe, dacd (e, n) =1, existd h, k = Z astfel incit ah + nk = 1 (v. § 4, Cap. I).
A /\ ~ N NG LA AA
Cuin 1 =ah+ nk=ah+ nk=ah+ 0= ah

A A
rezulti ci :1\ este element inversabil al inelului Z, si (a)™t = h.
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- ~n oA A
2) Elementele ineclului Z, sint 0, 1, 2,..., 8.
Dintre numerele 0, 1, 2,..., 8 sint relativ prime cu 9 numerele 1, 2, 4, 5, 7 si 8, ddci ele-
AA A A A A
mentele inversabile ale inelului Z, sint 1, 2, 4, 5, 7 si 8. Din tabla inmultirii inelului Z,
s¢ pot determina inversele acestor (_lase
A A

A A A A A
Sec constatd cd : (1) e — 1 (2)" =35 @H1=7 @G)rt=235 (N1 =4.
Ecunatia datii se rezolvid astfel :

A A A A /\ A TN A A N A
7t =24+(-3)=240—3=24+9—-3=24+6=246=28
si atunci : /
A A AA N N /\ A A A A
2= () 8=48=48=-33-90,5-3.9,15-3045=5

Pentru a determina inversele acestor clase mai putem proceda :

fad A 2a — 1 A ~
fie 2 1=ae Z,<2a = 1(mod 9) = € Z<a=5(mod9), deci2™1 =5;

45 —1 A A
€Z<bh="7 (mod 9), deci 41 =7;

A A
lie 47! = b e Z, < 4b = 1(mod 9) «

ey ] S5¢ — 1 A A
fie 5'=ce Z,«<5¢c=1 (mod 9) = € Z<+>¢=2 (mod 9), deci 571 =2,

A A : 7 Lo | ; A A
fie 7l=de Z,<7d =1 (mod 9) € Z«d =4 (mod 9), deci 771 = 4.

Un cadru idesl pentru perfectarea calculelor algebrice este dat de ine-
lele cu proprietatea ca orice element diferit de 0 este simetrizabil in raport
cu inmultirea. Asemenea inele sint cunoscute sub numele de corpuri. Mai
precis : _

4.1. Definifie. Un inel K se numeste corp dacit 0 % 1 gi orice element
¢ € K, x # 0, este simetrizabil in raport zu inmultirea :

Vx € K, *t # 0 = Jr* = K astfel ineit 2 v — 2z = 1.
Un corp K se numeste comutafiv daci jumulfirea sa este comutativi.
Proprietiiti

1. Corpurile nu au divizori ai lui zero. In adevir, daci v, y = K, x # 0

si y # 0, atunci xy # 0 caci dacid 2y — 0 deducem
y=1y =@ 0y =x(xy) =270 =0,

deci y = 0. Contradictie.

2. Elementiele diferite de zero dintr-un corp formeazd grup fald de inmulfire.
In adevir, fie K un corp si K* — K\ {0}. Din proprietatea 1) rezulta
ci K* este o parte stabild a lui K in raport cu inmultirea. Cum 1 # 0,
rezultd cd 1 € K*, Deducem cé operatia indusi pe K* de inmultirea lui K
este asociativd si admite pe 1 ca element nevtru Fie x e K*, Atunci z # 0
si fie x7! inversul siu in raport eu fnmuilirea lni K. Cum z7x =1 # 0,
rezultd cd 7! # 0, deci 7! € K*. Evident, 27! este inversul lui x si in
raport cu operatia indusi. Deci (K-',' -) este grup, numit grupul multiplicativ
al corpului K.
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2.

3

4
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Corpurile Q, R s5i C. Din proprietitile adunirii si inmultirii numerelor

(v. § 1, Cap. I) rezultd ca (Q, +, ), (R, +, ) 5i (C, +, *) sint corpuri
comutative, numite respectiv corpul numerelor rafionale, corpul numerelor
reale, corpul numerelor compleze.

Corpurile de numere pdlratice Q(\'/Zi_). Fie d un intreg liber de pitrate si
/&) ={a +b/d|a b <= Q)
Dacid z, we Q(J/d), z=a +bJ/d, w=u+v/dcua b u vedq,
atunci
24w =(+u +(b+o)/d = 0/d),
2w = (au + dbv) + (av + bu)/d € Q(\/d)

deci Q(\/E) este o parte stabild a lui C in raport cu adunarea si inmul-
tirea. Observind ci 0 =0 +0-/d € Q(\/d), 1 =1 4+0-,/d = Q(/d)
se deduce usor ci Q(\/E) este inel comutativ in raport cu operatiile induse
pe Q(\/E) de adunarea si inmultirea lui C. Pentru a dovedi ci Q(\/E)
este corp mai rimine si ardtdm cd pentru orice z = Q(\/E), z=a -+
+ b\/E, z # 0, existd 2’ = Q(,/E) astfel incit zz' =1.

Daca z # 0, atunci a # 0 sau b # 0. Rezultd ci a* — db* # 0 (daci
a® —db? =0 5i b =0 deducem s5i a =0, iar dacd a® —db* =0 si b # 0
deducem ./d = Q, ambele situatii fiind contradictorii,

Fie

A e =
& e L O

a® —db® a
si avem :
zZzi—
Rezulta ca Q(.\/d_) formeaza corp fatd de operatiile induse de adu-

narea si inmultirea din C, numit corp de numere pdlratice. Astfel Q(\/2),
0(i), Q(/ —5) etc. sint corpuri de numere pitratice.

Inelele (Z, -, :) si (Zg, -, -) nu sint corpuri. in adevir, 2z # 1 oricare '

ar fi x € Z, deci 2 nu este inversabil in raport cu inmultirea lui Z. In
inelul Z; avem §2 =0 sicum corpurile nu au divizori ai lui zero rezulti
cid (Z;, +, °) nu este corp. : , :
Corpul Z,, al claselor de resturi modulo p. Fie p > 0 un numair prim. Atunci
inelul Z, este corp.

In adevir, elementele lui Z, sint

AA A

AN
O oh S, Sy

Pentru orice a €Z, 1 < a < p avem (a, p) = 1.
In adevir, p fiind prim, singurii divizori pozitivi ai lui p sint 1 si p.

Cum 1 < ¢ < p, p nu divide pe a, deci a §i p admit un singur divizor
comun pozitiv, anume pe 1. Atunci i c.m.m.d.c. al lui a si p este egal
cu 1, deci (a, p) =1. Aplicind acum rezultatul de la Ex. R—2, § 3, de-

= i % A A A
ducem ca orice clasi a = Z,, a # 0, este inversabili in raport cu fnmul-
firea, deci Z, este corp. In Particular Z; este corp. Faptul ci orice clasj

A A A
a<Z; a0, este inversabili in raport cu inmulgirea se J)hservii §i
| pe tabla inmultirii lui Z,: (1) =1, @) =3, @ _5 @ 1.

L0 2 vsg 0 i8¢ &
0.0 1 8 .:504 010 00 0 6
Ll d8e 0y D e
822 34 S0 B0 24 1od
GlRs din e 34 a8 docd 3
112 0 1 5 3 110 4 5 51
Tabla adunirii lui Z;, Tabla inmultirii lui Z,.

R —1| Un corp cu palru elemente. Fie Kk — {0, 1, a, b} unde 0, 1, g,
be M,(Z,),

0 0 0 0o 1 fo 1
0=(A i 'a‘__? et L= 1
0 0 0" 1 1 i 16

Aratati :
: 1. K este o parte stabild a lui M,(Z,)-in raport cu adunarea $i inmul-
tirea matricelor si alcituiti tablele operatiilor induse.

2. Operatiile induse conferi lui K o structuri de corp comutativ.

):bEK

Solufie. 1) Conform definifiei operatiilor cu matrice, avem ;

A A ~
0 (S |
= 1+a:[ A)+ A A
1 1.5

> =
> )
S>> =D

N —
Il
—
OS> =
+ +
-3 D>
=y O
+ +
= S ]
S——
Il
g

cafie Bied b q1 0-141-0 i 0
et A A A A=AA'AA A o =1sK

A A A A A

SR A 1-141.1 1214 7% o 1

s.a.m.d.
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Agsadar K este o parte stabild a lul M,(Z.) in raport cu operafiile de adunare sl fnmul{ire,
tablele operatiilor induse fiind :

Lisea e e ol Bl
0] 0 1 a b 0] 0 000
18l 005 b 2ot | AR T T S :
ety 0% i) ol B med Bl
K|S o1 0 b DA e

2) Cum adunarea §i inmultirea matricelor sint operatii asociative, la fel volr fi si oper:
tiile induse pe K. Din acelasi motiv operatia indusid de inmulfire este distributivé in rapol

cu operatia indusd de adunare. ;
Pe tabla adunirii lui K se observd ci aceastii operatie este comute.ltivﬁ, admite pe g c:
i orice element din K are opus. Pe tabla inmulfirii lul K se observa c

ik L T i orice element din K

aceastd operafie este comutativd, admite pe 1 ca element neutru s
diferit de 0 are invers. Asadar (K, -+, -) este corp comutativ.

R —2| 1) Teorema lui Fermal. Fie a, pE Z, cu p > 0 numir prim

care nu divide pe a. Aratati ca: 153
ar1=1 (mod p).
2) Fie a =149, Calculati @ mod 7.

0 : iv, din Ex. R—2, Cap. III
Solufie. Fie Z5 = Z,\ {0}. Cum (Z}, +) este un grup comutativ, din Ex , Gap It

§ 3, rezultd :
@pi=1  veezZ

. Dar cum p nu divide pe a rezulti ci

a mod p # 0, deci \J

A A
a=amodp# 0.

A
Deducem\ci a = Z;, decl
A A -~
1= (ap ' = a1,

de unde a?! = 1 (mod p).
2) In corpul Z,, avem

A
1{43 = 149/m$7 = (217 4 2)mod 7 = 2.
Cum 7 nu divide pe 2, conform teoremei lui Fermat avem
s A TA A ” a. o -IA. !
3¢ = 1 (mod 7). Atunci-in corpul Z, avem : 1 =2 = (2)% deci (2)=1.

Dar 128 = 6-21 + 2, deci

@ = (ﬁq):n — é)uu = (a)l.:ﬁ: —_ ((5):):1.(2):_—_. 22 — 4,

de unde a mod 7 = 4.
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§ 5. MORFISME DE INELE SI CORPURI

Ca si In cazul grupurilor, notiunea de izomorfism de inele (corpuri)
constituie un criteriu de clasificare a inelelor (respectiv corpurilor), un cri-
teriu de identificare a inelelor (respectiv corpurilor) cu aceleasi proprietiti
algebrice.

9.1. Definifie. Fie A si A’ doudi inele. O aplicafie bijectivd f: 4 — A"
se numeste izamorfism de inele dae3 '

D f(x+ 9 =1 + @),
2) f(xy) = I
oricare ar fi, z, y = A. Yo lpe

Vom spune ci inelul A este izomorf cu inelul A 5i scriem A ~ A’, daci
existd cel putin un izomorfism f: A — A’.

S& observim ci daci f: A — A este un izomorfism de inele, atunci
f(1) = 1", In adevir, acest lucru dec(n‘ge din surjectivitatea lui f cici daci
' € A" atunci ' =f(z) cu z € A, deci: ;

(D" =[)f(x) = f(1-2) = f(x) =2"=2'f(1),
de unde f(1) =1".

Renuntind la conditia de bijectivitate asupra lui f in definitia de mai
sus si adiugind cerinta : :

3) f(1) =1’
se obtine notiunea de morfism (omomorfism) de inéle.

Dacd f: A —» A’ este morfism de inele, atunci din 1) rezulti ci [ este
morfism de la grupul (4, +) la grupul (4°, +). Conform rezultatelor ob-

tinute pentru morfisme de grupuri, rezulti ci :
f(0) =0
f(=2) = — f@@)
Cu un argument aseminitor celui folosit la grupuri, se arati ci dach
x € A este inversabil, atunci f(») este element inversabil al lui A’ si

f@™) = (f(x))~. ,
Vom spune ca o aplicatie f: K — K’ de la un corp K la un corp K’

este izomorfism (morfism) de corpuri daci f este izomorfism (respectiv mor-
fism) de inele de la K la K’.

Orice morfism de corpuri f: K — K’ este injectiv. In adevir, fie
x,, x,'€ K astfél incit f(x,) = f(x,) si si notim x =, — z,.

Avem : 7
f@) = (@, + (=) = f(x) + f(— T) = f(x,)) + (— (@) = f(z)+
: L e =0l

Yz € A.




Daci x # 0, atunci putem scrie
1" =f(1) =flzz™) = f@)f(z™") =0"fz™") =0,
Contradictie, cici 1° # 0’. Rimine adevirat ¢i x = 0, deci x; = x,, de unde

rezulti ci f este injectiv. : : ;
Daci A este un inel, atunci ca si in cazul grupurilor, un izomorfism

(morfism) f: A — A se numeste aufomorfism (resp. endomorfism) al inelului 4.
Aceeasi terminologie se foloseste §i pentru corpuri.

1. Aplicatia f:Z — My(Z), . .
(@) %[g (:!) Ve = Z

este un morfism injectiv de inele. In adevir, pentru orice a, b = Z gvem :

o= L)-G 94 Y v

o= 25 9 -

() =[(1) ‘1’]

Injectivitatea lui f este evidenta. :
2. Pentru orice z = C, zfa-|—b1 cu a, b € R, notim cu f = a — bi con

Jugatul lui z. Aplicatia
f:€C—C, f(z =2 vzel
este un automofism al corpului C. in adevir
fe+w =z+w=2+8=f@ +f(w).
few) = 2w = 1D = fE)f(w)
oricare ar fi z, w € C.

Cum z =;_=f(;3), rezulti ca f este surjectiv si cum orice m.orhbm de
corpuri este injectiv, deducem ci f este automorfism al corpului C. -

R —1] Fie K={0, 1, a, b} corpul cu patru elemente dela Ex. R —1, §4.

Aratati ca : . :
1) (& + y)* =2 4y (wy)* =2y, vr, y = K.
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2) Aplicatia f: K — K, f(:t:) =7,
S B e s
3) Daca g # 1x este automorfism al lui K, atunci g ="
Solufie. 1) Din tabla adunirii corpului K (v. § 4) rezulti cj -
2x=x4+2x=0, VYre K.

Cum corpul K este comutativ, pentru orice x, y € K, avem :

(x+y)'=(-r+y)(x+y)=x(x'+y)+y(x+u)=w'+'wy+yx+y'=
I =$"+xy+my+y’=x"+(w+x)y+y‘=x’+0y+y'=x'+y'-

§i ;
(=)' = (wy)xy) = 2(y(zy)) = a((Yz)y) = =((=y)y) = 2(z(yy)) = x(ay?) = (zx)y* = xryr,
2) Folosind pet, 1, pentru orice z, y € K, avem :
fE+y) =(@+yr==2+p=1@+ [y
§i

fxy) = (zy)* = =* = f(R)f(y).
Réimine si ardtim ci f este bijectiv. Folosind tabla in

multirii corpului K (v. § 4) vale-
rile aplicatiei f pot fi date prin tabelul urmétor :

. x| 0 1 a b
f@=x[0 1 b a
Se observii astfel ei [ 3 1 si f este aplicatlie bijectivi.

3) Cum g este morfism de corpuri avem g(0)
trebuie ca g(a) = b si g(b) = a, de unde ¢ = f.

=0 si g(1) = 1. Atunci, pentru ca g # 1g

, R—-2 , Fie K mulfimea tuturor matricelor U = M,(R) de forma

U=( ‘;”),a, be R.

-

(/]

1) Aratati cd multimea K este o parte stabild a lui M,(R) in raport

cu adunarea si inmulfirea matricelor §i cd operatiile induse confers lui K
o structurd de corp.

2) C ~ K.

Solufie. 1) Fie U, V = K,

a b c d
U= ,V_—-_ 5
a b ¢ d a+c¢ b+d
U+ V=
i (éb a]+(-d J (—(b+d> a+.c]EK

b =
UV=( a )( ¢ d]= ac — bd ad + be s
—b ajl—d ¢ —(ad 4 be) ac — bd

Avem :

I

i

7

Vr € K este automorfism al corpului




Se mai observi cid
—a. —b

D ——1OEK—U:( 3 ]eK
0={0 {))EK’E_(O 1) ; lapy . L
induse satisfac axiomele inelului.

si acum este limpede cd operatiile
a# 0 sau b# 0, deci

a b ;
0, avem
Fie Ue K, U# 0, U=[fb a]' Cum U=# 0,

at + b*# 0.
Fie % o
a? b at + b2
U= + K
b a

a!+ bl al+ b!

ificare imediatd aratd cd
O verifica e B

deci U este inversabild si U™ = U". Asadar, K este corp.
2) FiezeC, z=¢a+ bicua b = R. Definim

b
() = L'; a] K.

Dacﬁz,wEC,z=a+bi,w=c+dl,atunci _
' 24+ w=(a+ e+ (b+ di
zw = (ac — bd) + (ad + bo)i

at+e b4+d % a b ( ¢ d)=f )+ )
f(z+w)=(_(b+d) a+c]#[—b a)+ —a ¢ @

& o e — i sedat ””)"=( : "]( ¢ d]:f(z)f(w).
1O =\_(ad + b) ac—td)  \—b aJl-d ¢

deci f este izomorfism, de unde Ce= K.

decl

T

Se mai obscrvd ci f este aplicajie bijectiva.

INEL COMUTATIV

§ 6. POLINOAME CU COEFICIENTI INTR-UN .INI
b1

in clasa a X-a s-a dat o constructie pentru polinoam.el.e ol coeficlieflt'i
complecsi. Sub forma zisd algebricd un polinom f cu coeficienti compleesi,
intr-o nedeterminati X, este o expresie de forma
f=a + aX+ 0, X% ...+ a. X"

unde a; € C si n > 0. : it :
: S-a: notat cu C[X] multimea tuturor polinoamelor cu coeficienti com

plecsi in nedeterminata X. Daca f, g = C[X], f=a + all.( 4+ a, X? +d. e
g=>b+ X+ b, X* + s-a definit egalitatea, suma si produsul dupa
H il 1 3 <G

cum urmeazd :
f=g<a =b!l =0,1, 2,..
[rig = (dy " bo) + (a1 + b)X + (a: + ba)X2—|~,.,
fg = @by + (@oby + a1b) X +.(aoba b e agbe) X3 T -
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Din lista proprietatilor adunirii si inmultirii polinoamelor cu coeficienti
complecsi, stabilite in clasa a X-a, rezulti :

C[X] este inel comutativ in raport cu opercfiile de adunare si inmullire
a polinoamelor. - :

In constructia lui €[X], precum si in demonstratiile proprietitilor ope-
ratiilor cu polinoame, a intervenit, in mod esential, faptul ci adunarea si
inmultirea numerelor complexe satisfac axiomele inelului comutativ. Din
acest motiv putem inlocui pe C cu un inel comutativ oarecare A. Se obtine

"inelul comutativ A[X] al polinoamelor cu coeficienti in A. Inelul A poate

fi : inelul Z al intregilor rationali, inelul Z, al claselor de restnri modulo n ete.
In particular A poate fi un corp comutativ, de exemplu (0, R, C, Z,, p numir
prim. Obtinem astfel inelele de polinoame

2[X], Z,[X], Q[X], R[X], C[X], Z,[X]

cu coeficienti in Z, Z,, Q, R, C, Z, respectiv,

Fie fe A[X], f=a+a,X+...+a,Xt+... . Elementul a, = A
se numeste coeficienful de rang i al polinomului f. Daca a; = 0, atunci ter-
menul 0X? poate fi omis, iar dacd a; = 1, atunci termenul 1 X? poate fi
scris simplu X?. Dacd f este diferit de polinomul 0, atunci existi n > 0
astfel incit @, # 0 si a;, =0, Vi > n. In aceste conditii f va fi scris de re-
guld dupd cum urmeazi :

f=aq+a,X+.. .+ a,X"

Numirul n = max {i|la; # 0} se numeste gradul polinomului f, notat cu
grad f, iar’a, se numeste coeficientul dominant al lui f. Prin definitie, poli-
nomul O are graqul — oo. ‘

Fie f, g € A[X] f=a+ ;X +...+ a,X",

3 g =b+ bX+...4 bX™

~

cu a, # 0, b, # 0. Pentru a face o alegere, presupunem ci n > m. Atunci
e (gl Oo)isl (0 - B bR e o= (i, o b )X L
: St e X BEl LS S E R XE
si

o= oo+ @by + GB)X +oo (B ab)XE + L b X,
itj=
de unde : J
grad(f + g) < max {grad f, grad g}
si 5

grad (fg) < grad f + grad g. 5
Formulele de mai sus ramin adevirate si atunci cind f =0 sau g = 0.
Dacd n =msi @, = — b,, atunci in prima formuli avem inegalitatea stricti.
Dacid f # 0 si g # 0, iar A este inel firi divizori ai lui zero, atunci
fg #0 céci din a, # 0 si b, # 0 deducem ci a,b, # 0. Mai mult, in
atest caz j

grad (fg) = grad f+ grad g.
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grad(fg) = grad [ + grad g, ¥f, g = A[X].
] $oi
Fie A un inel comutativ, feA[X], f=¢ + &, X + ... + a,X" sirxe
Elementul f(x) € 4,

f(x)d=e_f—ao+a1z+... ot

se numeste valoarea polinomului f in' punctul x.

\ / = J I . ) | \ | J A V 2
Demonstrafie. Daci [ =a, + ;X + &X* + ..., §= by + b, X + b X® +
+ ..., atunci pentru orice x € A avem:

f(@) + g(z) = (ap + a,T + @zt ...) (B + b + byt 4 . ..)
— (@ + bo) + (@ + bz + (@ + b)x* + ... =( + 9@

§i i

f(@)g(x) = (@ + x + az* + ...)(b + bz + bzt + ...) ’
= ayby + (ab; + a,bp)x + (aobs + @by + ﬂzbo‘):'f:2 + ... = (o). ;
Fie f € A[X]. Asociind fiecarui element z'= A valoarea f(x) a polino-
mului f in punctul 2 se obtine o functie f:A = A,

[@) =f(z), vz < 4, \/m

numitd funcfia polinomiald asociat'al lui f. A : ) :
Zerourile functiei polinomiale f: A — A asociata polinomului f € A[X]

se numesc rdddcini (din A) ale lui f. Cu alte cuvinte, u11 element a E‘ A .je
numeste rdddcind (din A) a polinomului f € A[X] dacd valoarea lui f in
punctul « este egali cu 0, deci f(a) =0. 5

1. Fie f € R[X], f =7 —6X 4 X*, atunci functia polinomiala asociata
lui f este functia reald de o variabild reala f:R-R,

j@ =f@) =7 — 6z + a7, ¥z < R.
Radicinile (din R) ale polinomului f sint
oot e g R D

Functiile pdlinomiale asociate polinoamelor cu -coeficienti reali sint
studiate in Analizd.
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2. Dacd f, g = Zy[X], f = X* +3X* + X +1, g =3%* 43X +1 (coefi-
cientii nespecificati sint egali cu i) atunci functiile polinomiale asociate
f:Zy —+Zy, j:Zy —Z, pot fi descrise prin valorile lor in orice x Z,
folosind tabelele :

T x

[(x) 9(2)
Se vede in acest caz ca [ # g si totusi f = g.
S& mai observim ci polinoamele f si ¢ nu au ridicini in AR
3. Polinomul f =2X — 7« Z[X) nu are ridicini in Z. In adevir, daci

pentru a € Z avem f(a) =0, atunci 2¢ —7 =0, deci 2a =7. Dar 2a
este par i 7 este impar. Contradictie.

0
i

=> | N>

0
1

ok % B>

B> | =>
B> [ =3

4. Orice polinom f de grad 1 cu coeficienti dintr-un corp comutativ K admite

uuuuu

»

b # 0. Fie ¢ = —bla*e K. Atunci
fle) =a+4bc=a+b(—b'a)y=a —bba=a—a=0.
5. Radicinile in Z; ale polinomului f = Z,[X], f = X* 1 sint 3 si 3. In

adevir, funcfia polinomiald asociati, [:Z, > Z; ia valorile date in
tabelul :

f(x)

Fie K un corp comutativ. Corpul K poate fi de exemplo C, R, Q, Z,,

p. numir prim. Teorema de mai jos a fost demonstrati in clasa a X-a

~ in cazul K = C si demonstratia s-a bazat in esentd pe faptal cd orice

numir complex z # 0 are invers fati de.inmultire. Din acest motiv

rezultatul ramine adevirat daci in loc de € luim un corp comutativ K
oarecare. Asadar :

P

.‘!. qq ]

Polinoamele ¢ §i r se numesc ciful respectiv restul impértirii lui f
prin g.

Fie f, g < ZJX], f=3X° + x4 8x3 1 8% 45X 4+ 3 g = 8x0 4
-{-%X —Fi. Sa se afle citul si restul impirtirii lui f prin g.

Coeficientul dominant al citului este elementul a = Zg care inmulfit
cu coeficientul dominant al lui g da coeficientul dominant al lui f. Deci

a-§ :%, de unde a =f1.
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Folosind tablele operatiilor corpului Zg si‘ organizarea uzuald a calculelor
din algoritmul impirtirii polinoamelor, avem :

ox3 . ax
4X° + X* 43X 41

3x5 4 Ax0 4 8X0 4 3X° 42X + 2
3X5 - 2X* 4 4X0
i A A A
, 2X% 40X+ BXP 42X 42
I+ 332+ x
X3 + 2% -_FT?.X -+ 2

S o+ X0 4+ 3X

A §X“+3X—|—§
3x2 45X +4
g,

Rezultd ¢& g —4X® + X* + 3X + 4 si r =2X + 3. Avem:
gg+r—0Cx*+3x+1) @x°+ X* +.3X + 9 +2X + 3 =
_3X5 44Xt + 83X+ 3X* 4+ 2X + 2 1.

i a i ivide polinomul f si scriem
Fie {, ¢ = K[X]. Vom spune ci polinomul g divi ! :
'g[f d:l::éf egxistﬁ E; E] K[X] astfel incit f =gq. Se mai spune in aces’; ‘czllz
ci,g este divizor sau factor al lui f in inelul K[X] sau cd [ este mullip u. .
al lui g in inelul K[X]. - . |
Calculul valorii f(a) a unui polinom ).’E K[X] intr-un Fu.nct a4 e K\y\
poate fi ficut cu algoritmul impirtirii polinoamelor. In adevir: v

6.4, Teorema restu Juid. Fie K un corp comutativ, [ & I({'X]‘
si a € K. Atunci valoarea f(a) a p'ﬁi\iiw,mului._f in punctul a este.egalii.en
restul tmpérgirii Ini f prin X — a.

Demonstrajie. Fie ¢, r- = K[X] astfel incit

f(x) =(X — a)yg +r, grad r < grad (X — @) =1.
Rezultd ci r = K si deci
fl@) = (X — a)g + 1) (a) = (a— a)q(@) + r(e) =r(a) =T.
. Tot ca o consecin{ii a Teoremei 6.3 putem obtine o caracterizare a di-
“tvizorilot de grad 1. ai unui polinom, anume :

65 T e.;) rema fac t.;)—;ﬁ lui. (Bézout). Fie K un corp coniu‘tativ,--‘

f e K[X] si e € K. Atunci polinomul X — a divide pe f dacd i humai dack /.

f(a) = O. '
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Demonstrafie. Evident X — a divide [ daci si numai daci restul r al
impartirii este 0. Afirmatia rezulti din faptul c¢a r = f(a).

Impirtirea unui polinom f & K[X] prin X — a (deci si calculul valorii
f(a)) se poate face cu schema lui Horner.

Exercitii rezolvate
’ [T-‘E:—J 54 se determine doui polinoame f, ¢ € Z[X] astfel incit
fg = = T+ 6X — 12X® 4 8X7, grad f =1 si grad g — 2.

Solujie. Gonform conditiilor din enun{ avem f = a, + X, 9= b, + b, X + b, X? unde
a, by = Z, a,# 0 sl by 0. Avem : ‘

19 = aoby + (aob; + a,b)X + (awb; + a;0,)X* + a,b,X> = — 1 + 6X — 12X* | 8X3,

de nnde, conform definifiei egalitifii polinoamelor, deducem :

1 { «
&by, = — 1, 4
by + ab, = 6, !

= @by + ayby = — 12
~{a,b, = 8.
Dar, din &by= — 1 cu a,, b, Z rezulti a, = 1, bye==—138au qy= — 1, b, = 1.‘Gind
ao-=1,"b.,=—1,a :
: e
Qb+ mby= — 12,
a;b, = 8,
de unde a, = — 2, b, =4, b= — 4, dect f=1—2X si g=— 1+ 4X — 4X1. Cind
-a.,:-—1,/b.,=1§_e~gﬁse$tef=—~1£-}t2Xsig=1—4X+4X’.‘ :
l R—2 Determinati toate polinoamele f = Z,[X] astfel incit -
— -

F:ﬁ si grad f =1,

Aceeasi problemi pentru polinoamele inelului ZX].
% o= s p 3

5 AR 2o
a4 bX € Z[X], b# 0. Cum [* = U rézulti ci

" Solufie: Fie f =

A A A A A A A A
C.@=[=(a+ bX)(a + 0X) = a* + 200X + X1

\
I.‘

oo
si deci, prin identﬁﬁcagaa ‘coeficientilor, avem :

A A
at =0,
(S) § 2ab = 0, ]
A A
br=0
A“A AA A A A A A A A A
Dar Z, = {0, 1, 2, 3} si 0" =0, 1*=1, 22 =0; 3*= 1.

o | < P T




AA A A A A 5 AA ~ ~
Rezultd ci solutiile sistemului (8) sint (0, 0), (0, 2), (2, 0) 5i (2, 2). Cum b = 0, deducem
A A A
cd polinoamele ciutate sint 2X si2 42X,
A
Observim c# Z, este corp, deci inelul Z,[ X] nu are divizori ai lui zero si atunci din f2 =0

A
rezulti = 0.

,B—~3 Fie f « Z[X], f = X» + 3x -;—3. S& se afle citul si restul
- fmpértirii lui £ prin polinomul X +§

s PAN AN A A
Solufie. Avem 3§ — 5 deoarece —3 :f——}: 0—-2=5_3— 3): deci X +3 = X2
st folosind schema Iui Horner
A A A A
R, ,
o S A v
1 2218 , 2

A A A A
deducem i g=X"4+2X 42 sir=3=f@2).

| R—4]| Fie f = Z,[X], f = q + @X + ... +a,X" Aritati ci f se
divide prin X f

dacd si numai daci f are un numir par de coeficientf
. ;
a; # 0,

A A A A A
Solafie. Cum 1 + 1 = 0, avem X 4+ 1= X — 1, Dar

iM=a+a+..+a

A A A A A
sicum 1 41 = 0, rezultd ci f(1) = 0 dacj

A
si numai daci numirul coeficienfilor a; # 0 este
Par. Se aplici apoi teorema factorului.

-

I R —5 , Fie K un corp comutativ, f « K[X] sia, b = K, a = b. i
-1) Aritafi ci restul impartirii polinomului f prin (X — a) (X — b) este

[@ = 1O) o . af(t) — bia)

a—b a—b

2) Daci X—an,X—besiasﬁb, atunci (X — a) (X =07

Solufie. 1) Cum gradul polinomului (X — a)(X — b) este egal cu 2, restul impartirii lui f
prin g este de forma eX +d, cu ¢, d = K. Fie ¢ € K[X] astfel incit

f=(X—a)(X — b)g + ¢X + d.
Deducem ¢ f(a) = ca +d §i f(B) = cb 4+ g
st d = (a — b)y\(af(b) — bf(a)).
2) Daci X —a|fsi'X — b
Posi (X —a)(X — b)g
84

si com a % b avem: ¢ =(a — b)y~!(f(a) — f(b))

f, atunci f(a) = f(b) = 0. Se deduce ¢ ¢ =d =20, deci

esenta aceeasi cu cea a ineluluj Z al intre

numar intreg a > 1 existi numerele prime p, >0, 1'g i <
iminate astfel incit a — p,p,,

rema fundamentald a aritmeicii.
pentru polincamele cu coeficienti
- prime fiind luat de citre polinoa

A

'I‘Zﬂ’“F.JNEl?,'@"_.% POLINOA-
‘DUCTIBILY

Fie K un corp comutativ si K[X] ine.lul polincamelor

in nedetermi-
nata X cu coeficienti in K. Vom arita ci aritmetica ineluluj

K[X] este in
4 pentru orice

fl, unic deter-
+++» Pa. rezultat cunoscut sub numele de feg-

gilor rationali. §e stie ¢

intr-un corp comutativ K. locul numerelor
mele ireductibile (v, Teorema 7.2)

A

Orice polino\nj de grad 1 din K[X] esle ireduclibil peste K. In adevir, fie
[=aX + b, a # 0, un polinom de grad 1 din K[X]. Daci f este reduc-
tibil peste K existi 9, h € K[X], astfel incit
f = gh, grad 9<1, grad h< 1.

Evident g % 0 si h # 0, de unde grad ¢ = grad h — 0.

Obtinem 1 = grad f = grad (gh) =grad g + grad h =0 -0 —0.
Contradictie. Deci f este ireductibil peste K.
"Dacd un polinom fSK[X] de grad n > 1 este ireductibil peste K, atunci f

nu admile rdddcini in K. Reciproc, dacd un polinom f = K[X] de grad 2
sau 3 nu admile rdddcini in K, atunci f este ireductibil peste K.

In adevir, daci grad [=n>1si a € K este radicini a lui f, atunci
conform téoremei factorului X — g | f, deci existi ¢ = K[X] astfel incit

[ ={X —d)q.
CumX —qg,q e K[X]si grad (X
rezulti ci f este reductibil peste K.

Reciproc, presupunem ci gradul lui f este 2 sau 3. Dacs

[ este reduc-
tibil peste K, atunci f admite o ridicina in K. In adevir, fie g, h = K[X]
astfel incit ;

—a)=1<n,gradq:nv—1<n

i

f =gh, grad g < grad [, grad h < grad f.

Cum grad [ = grad g 4 grad h, iar grad f este 2 sau 3, rezult grad g =1
sau grad h = 1. Presupunem ci grad g = 1. Atunci ¢ =aX + b = K[X],
a0 Fiee = _glhe K Avem o

f(©) = g(h(c) = (a(—a'b) + byh(c)) = 0:h(c) =0.

8o

Un rezultat aseminitor este adevirat i
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Astfel, polinomul f = X 2 = Q[X] este ireductibil peste Q. In

adevar, in caz contrar existd a € Q astfel incit 0 = f(a) =a® — 2, de
unde \/2 =a € Q. Contradictie.
Sa obser\ dm ca acelasi polinom f = X* — 2 este reductibil peste R

cliel T = (K D (X D51 Xy 3 X 2 SN X,
Polinomul [ = X* + axi N lez {X] este ueductlbll peste
corpul Z. in adevar, grad f = 3 si f(O) = 1 # 0 f(l) = =5 () f(2) = ;é()
3. Polinoamele de grad 1 din C[X] sint singurele polinoame ireductibile peste
corpul C. In adevir, din Exp. 1 rezulti ci polinoamele de grad 1 din €[X]
sint ireductibile peste C. Fie acum f = C[X], astfel incit grad.-f> 1.
Sd aritim ci feste reductibil peste C. Conform teoremei fundamentale
a algebrei (d’ Alembert-Gauss) existi z € C a‘;Lfel fncit f(z) =0. Din
Exp 2 rezultd ci [ este reductibil peste C.
4. Polinoamele de grad 1 si polinoamele de grad 2 fdrd rdddcini reale din
"R[X] sint singurele polinoame ireduclibile peste corpul R. Este suficient
si aritim cd orice polinom [ e R[X§ ireductilil peste R si de grad
> 1 este polinom de grad 2 farid radicini reale (v. Exp. 1 si 2). Conform

teoremei fundamentale a algebrei existi z —a + ib & € astfel incit
fz) =0. Avem b # 0 céci in caz contrar z =a = R si atunci { ar fi

reductibil peste R (v. Exp. 2).
Cum polinomul { are coeficienti reali, avem si f(Z) =0, unde Z =
. —a — ib. Deoarece R[X]C €[X], avem f = C[X], f(z) =0, f(2) =0,
deci in inelul C[X] polinomul f se divide prin X —z §i X — Z. Dar
b 0, deci z # % si atunci (v. Ex. R—5, § 6) deducem cd polinomukty )‘

; (X —2) (X —2) =X?— 2aX + @® + ¥* € R[X]
divide pe f. Deducem ca existi ¢ = R[X] astfel incit

(») f = (X*— 20X + & ).

Daca n > 2, atunci din (x) rezultd ci f este reductibil peste R, contrar

ipotezei. Asadar,n =2,q € R, g # 0, de unde rezultd ca f este un polinom

de grad 2 fard radacini reale.
Fie f, ¢ € K[X]. Spunem cd [ este asocial in divizibilitafe cu g $i scriem

f ~ g, daci existd a = K, a # 0, astfel incit ffag

Putem acum enunta urmatorul rezultat care generaliz'e’azé la polinoame
cu coeficienti intr-un corp comutativ teorema fundamentald a aritmeticii :

79. Teoréma. Fie K un corp comutativ si /€ K[X] un polmom
de grad mai mare ca 0. Atunci :
! s - [
1) f se descompunc inir-un produs finit de polincame ireductibile

peste K.
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R Y 2t ny AL e, n C i T
F="hls..fu=fifs..[m sint doud descompuncri ale poline~
m produs finit de polineame ireductibile, atunei m = m’ si existi

*

permirtare o € =
< U= m,

S astiel inelt f; ~ for), 1

Demonstrafie. Vom demonstra nurrjlai alirmatia 1). Fie n = grad f.

Dacd n =1, atunci f este ireductibil peste K si deci 1) este adevarat (printre
produsele finite acceptam si produsele cu un singir factor).

; Presupunem cd n > 1 si ci afirmatia 1) este adevirati pentru poli-
noame de grad mai mic ca n. Daci [ este ireductibil atunci 1) este adevirat.
In caz contrar existd g, he K [X] astfel incit f= gh, grad § < n, grad h < n.
.Conform ipotezei mducttel g si h sint produse finite de polinoame ireduc-
tibile peste K, deci si f = gh este un produs finit de polinoame ireductibile
peste K.

~ oo

2. Consecin{d. Orice poﬁmom f € C[X] de grad mai mare ca O se repre~

zintd ca produs finit de polinoame de grad 1 din C[X], unie determinate mai

putin ordinea $i o asociere in divizibilitate a factorilor.

Demonsirafie. Rezulti din Teorema 7.2 si Exp. 4.

7.4. Consecin{d. Oriee polinem [ « R[X] de grad mai mare ca 0 se repre-
zintd ca produs finit de polinoame din R[X] de grad 1 sau de grad 2 fird ridi-
cini reale, unie determmate mai putin ordinea si o asociere in divizibilitate
a factorilor.™

Demonsirafie. Rezultd din Teorema 7.2 si Exp. 4.

Exercitii rezolvate

-
-

l R—1 \ S& se descompund in factori ireductibili peste Q, R si C poli-

nomul [ = X‘ + X* — X® 2N — 2 stiind ci admite ridicina z — — —l--l-
J5 g
o “
l bl —
o 2
Solufie. Polinomul f avind coeficientii reali, ‘admite si ridicina 7 = — oL — i V3 ,
i 7 2 2
deci [ se divide prin polinomul (X — z)(X — %) = X* + X 4+ 1 (v. Ex. R—5, § 6). Obginem :
(1) ? [=(X*—2)(X*'+ X + 1).

Cum rddicinile polinomului X? + X + 1 sint complexe rezulti ci X* + X + 1 este
ireductibil peste R si cu atit mai mult peste Q. Am observat ci X* — 2 este ireductibil peste @
(v. Exp. ,72). Asadar, (1) este descom_punerea lui f in factori ireductibili peste Q. Descom-
puncrile lui f in factori ireductibili peste R si C sint:

f= X 2K DX X 1),

respectiv

f'—(.\’Ji)(.X-P‘/é)(A“""“"J_J]( +_'HJ_3)
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, R—2 I Si se descompunid in factori ireductibili peste corpul Z; poli-
Ll =X L 2X 4+ X+ 2 = Z[X]

Solufie. Pentru a valorifica observatiile fiicute la Exp. 2, s cercetdm valorile f(x), * € Z;.
Avem :

A A A
o e L
A A
f|2 0 2

A

A
deci [ se divide prin X — 1 = X 4 2. Folosind schema lui Horner

AL A A AT
a2 1 |

A A A A A
15 i0==HE00 1

A %
obfinem f= (X — /1\)(X= 4+ 1). Cum X2 + 1 nu are rﬁdacini in Z, rezultfi ci este ireductibil
peste Z;. Descompunerea- eiutatii este f=u(X — 1)(X’ + 1) (X + 2)(X= + 1)

—3 I 1) Cite polinoame de grad cel mult 4 sint. in inelul Z,[X] ?

2) 53 se giseascd toate polinoamele de grad cel mult 4 ireductibile peste
corpul Z,.

. Selutie. 1) Daca | = Z,[X] are gradul cel mult 4, atunci

¥a

f=ay+ e, X 4+ 2, X 4 a, X0 4 a X! (a; € Z,).

Cum pentru fiecare coeficient a; avem dou# posibilititi, 6 sau ‘/1‘, din definitia egaﬁtm}'
polinoamelor rezultd ci avem 2% = 32 polincame de grad cel mult 4.

2) Singurele polinoame de grad 1 sint X, ’1\ + X si acestea sint ireductibile peste Z, \
(v. Exp. 1).

Un polinom ireductibil peste Z; de grad 2, 3 sau 4 are termenul liber egal cu fciici altfel

 admite ca ridicind pe 0 e Z, si deci ar fi reductibil peste Z,. De asemenea, numiirul coeficien-

tilor # U ai unui asemenea polinom este impar cici altfel ar admite pe 1 = Z, ca ridicind
(v. Ex. R—4,§ b) si deci ar fi reductibil peste Z,. Singurele polinoame de grad 2 sau 3 care
A A A
satisfac ambele conditii sint 1 + X 4 X2, 1 4+ X 4 X7, 1 + X® 4 X° si conform cu obser-
vatiile de la Exp. 2 ele sint ireductibile peste Z,.
A

in fine, singurele polinoame de grad 4 care satisfac cele dous conditii sint 1 + X + X¢,~
A A A
14+ X2+ X 14+ X9+ X 1+ X+ X2+ X° + X¢* si fie f unul dintre ele. Dacd f este
reductibil, descompunerea sa in factori ireductibili nu poate confine factori de gradul 1 cici

~ A A Eal

atunci f(0) = 0 sau f(1) = U, ceea ce am exclus.

Acum este clar ci descompunerea lui f nu poate contine nici factori ireductibili de grad 3
(cdci atunci ar contine si unul de grad 1). Atunci descompunerea lui f confine numai facteri

e ;

ireductibili de grad 2. Cum 1 + X + X* este singurul polinom ireductibil de grad 2, iar grad
f =4, rezultd ca 1 ,

[=0+ X+ Xp =142+ x0,

+ A
Asadar, polinoamele ireductibile de grad 4 sint 1 + X 4 X3, i\-}- X4+ XNsi 1+ X 4 X2 4
+ Xfl + Xd

Remarcd. Pulmoame]e ireductibile peste corpul Z, au aplicatii in teoria codurilor (v. § 8,
pet. 2). :

Sd presupunem ci intr-o anumitii zond agricold trebuie si compariim productivitatea
.a patru hibrizi de porumb: A, B, € si D. Pentru testarea acestora dispunem de un teren in
formdi de piétrat. Se pune problema si organizim de asa naturi e){perimentul incit s reducem
erorile care pot fi introduse de variatiile de fertilitate a terenului. Putem compensa erorile care
apar' datoritd variatiilor de fertilitate impédrtind terenul in 16 parcele egale (v. fig. 1V.1, a)
si cultivind apoi in fiecare parceld cite unul din hibrizii de porumb astfel incit in fiecare linie
si in fiecare coloané de parcele, fiecare hibrid de porumb si fie cultivat o dati si numai o

singura dati.

A 1l foa b A|Blc|p
o f w0t e p

2 |o|o]e A c
_ 1405 g

??|?? et c|D|4a|

ole|2]e b B plc|B|a

‘a b e e
Fig.IV.l.'

Este posibili o asemenea organizare a experimentului ? S& ne amintim ci in tabla ope-
rafiei unui grup orice element al grupului apare, pe ficcare linie si fiecare coloand, o dati si
numai o singurdi datd (v. Ex. R—2, Cap. 1II, § 3). Acum ridspunsul la intrebarea pusi este
evident. Considerﬂm tabla operatiei unui grup cu patru elemente, de exempiu tabla adundrii
grupului aditiv ai corpului de la, Ex. R—1, § 4, pe care am reprodus-o in fig. IV.1, b. Pe pozi-
{iile ocupate in fabla de elementele 0, 1, a si b punem A, B, C si D respectiv si obtinem organi-
zarea doritd pentru experimentul nestru (v. fig. IV.1, ¢).

S4 ridicim acum gradul de dificultate a problemei noastre. Anume, si presupunem ci
avem si patru tipuri de erbicide, «, B, v 5i 8, pe care vrem si le folosim pe cele 16 parcele astfel
incit fiecare hibrid de porumb si fie cuplat o dati si numai o singurii datii cu fiecare tip de
erbicid.

cx|ﬂl~r g Ac|BB| Cy|D3
’ v |8 |«|B| |By|as|De|ce
5|y o €5 | Dy|AB| Ba
Blw|d|y| |DB|Ca|B5|Ay

a b

Fig. IV.2.




Daci erbicidele sint folosite pe cele 16 parcele ca in figura IV.2, a, atunci cerinfa pusd este
satisfacuta (v. fig. IV.2, §). Rimine sa explicim cum am stabilit modul de folosire a erbi-
cidelor ca sa fie satisficutd conditia pusa.

S4 ddm mai intii dona definitii.

+ Fie M o multime cu n elemente. Un tablou L cu n linii si n coloane de elemente din M
se numeste pdfral lalin de ordin n peste multimea M dacd fiecare clement al lui M apare
o datd si numai o datd in fiecare linie si in fiecare coloana.

"Astfel, tabloul de la figura IV.1, ¢ este patrat latin de ordin 4 peste multimea M =
= {A,B, C, D}, tar tabloul de la figura 1V.2, a este pitrat latin de ordin 4 peste mulfimea N =
= {«, B,v, 8}. Tabla operatiei unui grup G cu n elemente este un pétrat latin de ordin n peste G.

Evident, pentru a forma un pitrat<latin de ordin n peste o mulfime M cu n elemente
avem nevoie de n ,copii* ale fiecirui element din M.

Doud pétrate latine de ordin n se numesc orlogeonale daci prin suprapunere ficcare ele-
ment al primului patrat latin se cupleazi o datd si numai o singurd datd cu fiecare element
al celui de al doilea pitrat latin. '

Piatratul latin de la figura IV.1, ¢ este ortogonal cu cel de la figura 1V.2, ¢, altfel spus,
prin suprapunere oblinem eclementele produsului cartezian M x N (v. fig. IV.2, b),

Daca avem un corp cu n eclemente, dtunci sintem asigurati cd existi n — 1 pétrate
latine ortogbénale doua cite doui. Mai precis :

Teorema. Fle X = {x,, ..+, T,_,} un corp cu n elemente, unde elementul 0

s-a notat en z, sl elementul 1 s-a notat eu . Fle u< K\ {0}, Notim cu L, tabloul
cu n linii si n coloane care la intersecfia liniei i eu coloana j conjine elementul

o def i s
oy —ux; 2, 0<i, j<n

1) L, este pitrat latin de ordin n peste. I.
2) Dacit u, v € K\ {0}, u# v, atunei L, 5t L, sint piitraje latine ortogonale,

Demonstrafie
1) Fie z}; si «f, doud elemente de linia { a lui L,, unde j# (. Dacd xf, = zf,, atunci
ux; 4 x; = ur; + x,. Rezultd cid x; = x,, deci j ={. Contradictie. R&mine adevirat ci pe

linia i a lui L, avem n elemente distincte din K. Cum | K| =N deducem cd fiecare element
al lui K apare o datd si numai o singurd datd pe linia {, 0'<*i < n*,
Fie acum xf; si z}; doud elemente de pe coloana j a lui L,, unde i # s. Daci z; =

atunci uzx; + x; = ux, + x;. Rezultd ux; = ux, si cum uz 0, avem x, = x,, deci i =s

Contradicfie. Se deduce cd pe coloana j a lui L, fiecare clement al lui K apare o dati si
numai o singurd data. .

2) Presupunem cd L, si L, nu sint ortogonale. Atunci existi doua pozitii distincte
(i, j) si (s, {) unde dupi suprapunerea lui L, si L, oblinem acelasi cuplu de elemente din K,
adicd (x;, af)) = (=%, x},). Asadar zf; = =z, si af; = x},, adicd ux, + T; = ux, + T, si va; S
+ x; = vx, + x;. Scdzind termen cu termen ultimele dou#d egalititi, obtinem (u — v)(x; —
— a,) = 0. Cum u# » si K este corp, deducem x; = x,, deci i =s. Acum din ux; 4+ x; =
= ux, + x, si i =s, deducem cd avem si j =1, deci (i, j) = (s, {). Contradiciie.

Sd considerim din nou tablele operatiilor corpului K cu patru elemente de la Ex.
R—1, § 4. i

LR 10y lsda) b & [RROF R o
(O |0 A ol 0y 00 0 O
i 1 0 b. a (F al g

b 0 1 a (O0F il
b| b a 1 0 B ale

» Se noteazd cu |M| numirul elementelor mulfimii M.
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Cum K are trel elemente diferite de 0, anume 1, a s1 b, cu construcfia de la teorema pre-
cedentd obtinem trei pitrate latine L,, L, si L, de ordin 4 peste K, ortogonale doud cite
doud, anume :

L!. ] Lb=

o R = O

1
0
b
a

LS~ R~ R =)
o o= O/
8 = O

b
0
a
1

o O 8 =
=T

1
b
a
0

- O o R
L RR = o

Cum z}; = 1.x; + x; = %, + 2, rezultd cd L, provine direct din tabla adunrii corpului K.
Si pitratele latine L, si L, pot fi completate folosind tabelele operatiilor corpului K. Astfel,
pentru a completa linia a 3-a a lul L, si observim c# z§; = az, + ¢j = a-a + zj. Din tabla
inmultirii lui K rezultd cid a.-a=0b, deci x,;= b + x;, 0 < j < 4. Asadar, linia a 3-a a
lui L, coincide cu linia lui & din tabla adundrii lui K. 3

S4 observdm acum ci finlocuind in L, elementele 0, 1, a si b cu e, B, v sid respectiy,
se obfine pétratul latin de la figura 1V.2, a care este ortogonal cu cel de la figura IV.1,¢,
carg la rindul siu se obtine din L, inlocuind pe 0, 1, a 5i b cu A4, B, G si D respectiv.

Intr-o problemi datind din 1779 L. Euler a conjecturat ci este imposibil s fie aranjati
la o paradi 36 de ofiteri de sase grade diferite si provenind din sase regimente fnir-un careu
cu 6 linii si 6 coloane, astfel incit in fiecare linie si in fiecare coloani si fie reprezentat
fiecare grad si fiecare regiment. Evident, aceasta revine la a gisl doui p#trate latine de ordin 6
ortogonale. Abia in 1899 s-a demonstrat ci nu existi doui péfrate latine de ordin 6 orto-
gonale.

2. CODIFICAREA MESAJELOR

Fie A o multime cu doui elemente, anume simbolurile 0 si 1. Mul{imea A va fi nu-

. *mit4 alfabet, iar simbolurile 0 si 1 sint numite liferele alfabetului A. Cu ajutorul literelor

alfabetului A putem forma 2" secvente diferite cu cite n termeni,
By ool gy, (@ = A)

numite: cuuinfé de lungime n peste alfabetul A. Notim cu D, mul{imea tuturor cuvintelor
de lungime n peste alfabetul A. Dacd =, y € Dy, £ = @y, 000y Qu_yy Y= boby, 000y by_y,
atunci numirdl de indici i pentru care a;# b; se numeste distanfa Hamming dintre cuvin-
tele x si y si va fi notatd cu d(x, y). Se verificd usor ci

_,d(r’: y) ‘-<- d(."ﬂ, 2) + d(z! y)! ij I'A z‘e Dn‘

Avem 2% = 8 cuvinte de lungime 3 peste alfabetul
A = {0, 1}, anume

D, = {000, 100, 010, 001, 110, 011, 101, 111}.

Dacd x = 110 si y = 101, atunci d(x, y) = 2. Cu- Jor

vintele din D, pot fi puse in corespondentd biuni-

vocd cu virfurile unui cub ca in figura IV.3, distanta [ ]

Hamming dintre dou# virfuri vecine fiind egala cu 1. 000 o ik ong
Si presupunem ci dispunem de un canal de /f &3

transmisie care consti dintr-un sistem care permite /

sd se vehiculeze secvenfe de doud semnale, mate- 00 110

rializate in doud nivele ale unui fenomen fizic (de

exemplu tensiunea unei surse electrice), nivele pe X

care le punem in corespondenti cu simbolurile 0 si 1. Fig. IV.3.

bt
aar /4

!
!
i w
1

91




Datoritd ,zgomotfului“ canalului de transmisie, cauzat de instabilitatea celor doud nivele ale
fenomenului fizic folosit, se poate recepfiona 0 in loc de 1 sau 1 in loc de 0. Dacii in transmisia
unui cuvint * € D, se fac r erori, atunci cuvintul receptionat y = D, se afli la distania
Hamming r de cuvintul x (in r pozitii s-a recepfionat 0 in loc de 1 sau 1 in loc de 0). Se pune
problema detectirii cuvintelor receptionate y care contin erori si, daci este posibil, s& corec-

tim erorile continute. O asemenea problematic# face obiectul unei discipline relativ recente,
cunoscuts sub numele de feoria codurilor. Folosindu-se vezultate din teoria corpurilor finite
au fost concepute numeroase coduri defecloare i coduri corecloare de erori.

Pentru a simplifica prezentarea, si presupuuem ci trebuie si transmitem un mesaj
dintr-o mul{ime de 2™ mesaje date prin cuvintele de lungime m peste alfabetul 4 = {0, i}.
Dacj cuvintul recepfionat y = D,, confine erori, avem x # y si deci y corespunde la un mesaj
diferit de cel pe care am dorit si-1 transmitem. O modalitate de a inldtura acest inconvenient
este descrisd mai jos.

Sa presupunem ci pentru un numir n > m se poate gisi o suhmu]tune C a lui D, astfel
incit

ICl=2ms5idlu, v)=t+1, Yu ve<C u+#v.

Cum | C| = 2™ putem alege o bijectie ¢: D, — C prin care codificim mesajele date prin cu-
vintele din D, cu cuvinte de lungime n din C. Multimea C se numeste cod, iar elementele sale
cuvinle-cod.

Fie £ = C un cuvint cod si fie y = D, cuvintul receptionat corespunzitor. Daci in
transmisia lui x s-au ficut cel mult ¢ erori, atunci d(x, y) < {. Avem y ¢ C si deci y poate fi
detectat. In adevir, daci y = C atunci { + 1 < d(x, y) < {. Contradictie.

- Mai mult, dac d(u, v) =2t 4+ 1, ¥ u, v = C, u # v, atunci y poate fi chiar corectat.
In édevér, in aceste conditii © este unicul cuvint-cod care satisface d(z, y) <{, cdci daci
pentru =’ = C, =’ # z, avem de asemenea d(z’, y) < {, atunci

2 +1<d(z, @) <d(z, y) + 4, @) <t +1=2L

Contradictie.
in cazul codurilor polinomiale codificarea mesajelor precum si recunoasterea cuvinte-
lor-cod se realizeazi prin prelucriri algebrice simple ale cuvintelor peste alfabetul A = {U;
Pentru a simplifica scrierea, vom nota elementele corpului Z, cu 0 si 1. Cu aceastd cons
ventie de notatie, operatiile corpului Z, sint

+] 0 1 sl o) A
01 [ W0 1 ol o o
] 4.0 S

Se observd cia +a =0, Ya € Z,, de unde rezultd ci f+ f=0, V f = Z,[X]. Sd notim
cu- P, mulfimea tuturor polincamelor f € Z,[X] de grad mai mic ca n.

f= @G+ o X + ... +a, X", (ai s Zy.

Evident, | P,| = 2" iar aplicatia

(+) D, — Py, a0y, ..., @y~ + ;X 4+ ... 4+ a, X"

este bijectivi. Fie m = N, 0 < m < n si fie p = Z,[X] un polinom de grad n — m.
Deoarece un polinom f € P, se divide prin p dacd si numai dacid existd un polinom
q € P, astfel incit f = pg, rezultd ci pentru mulfimea € a polinoamelor din P, care se divid
prin p avem | €| = 2™,
Submulf{imea C a lui D,, formatd cu cuvintele din D, care prin bijectia (») corespund
polinoamelor din € se numeste (n, m) — codul polinoamelor generat de p. Daci f € G, atunci f
se numeste polinom-cod, ~
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Asa cum s-a observat, capacitatea unui cod de a detecta si corecta erori este dati de
distanta minim# dintre cuvintele-cod. Prin alegerea adecvati a polinomului p pot fi obfinute
coduri polinomiale cu bune performanfe in detectarea si corectarea erorilor.

Fie, de asemenea, bijectia

(=2) Dyy— Py, bobyy ooy by = by + B, X + .., + by Xm0,
Dacd g € P, atunci g este numit polinom-mesaj.
Existd g, r = Z,[X] unic determinati astfel incit
X"y =pg+r,respP, .
st e XML, g € Zy, si fie
f=r 4+ X7y =6t eX 4+ o XU DX L 4 b, X0,
Avem f < €. In adevdr, eum r + r = 0, rezulti
f=r+ X""g=r+ pg + r = pq.

Se observd ci corespondenta P, — ©, g — f realizati mai sus este bijectivi. Agsadar,
de la mesaje la cuvintele-cod se trece astfel : mesajul b,b,, ..., b, , trece prin bijectia (*')
in polinomul-mesaj g = &, + 5, X + ... 4 b, ,X™ ciruia fi corespunde polinomul-cod
FT=ttaX ... o na X003 L 5X" L ..} bp X", unde r=c¢,+ X +...
os 4t Cpopm X"™! este restul impdrfirii loi X"~"g prin p. In fine, polinomul-cod f trece
prin inversa bijectiei (*) in cuvintul-cod epe, ... eq_pmiBshy, ..., by_;. Evident, un cuvint
* <= D, x=ay, ... a,,esteinC dacii si numai dac¥ polinomul a, + X o+ ... Fa, X"

fPresupunem eAir=c,+ e, X 4 .

- se divide prin p.

Ezercifiu. Fie C (6, 3) -- codul polinomului generat de polinomul p=14 X 4 X3 =
<= Z,[X].

1) Sd se codifice mesajul 110 ;

2) Care dintre cuvintele 111001 si 110011 sint cuvinte-cod ?

3) Aritati cii orice cuvint receptionat y care contme cel mult dou#l erori poate fi detectat
si poate fi corectat daci contine numai o eroare..

Solufie. 1) Mesajului 110 ii corespunde prin (**) polinomul-mesaj g=1+ X, deci
XrP=Mg = X931 4 X) = X* 4+ X4, Fécind impérfirea cu rest a polinomului X? + X* prin
polinomul p = 1 4 X + X3 in inelul-Z,[ X] se obtine restul r = 1 4+ X2 Asadar, polinomul-cod
corespunziitor lui g = 1 4 X este

f=r+ X% =

ciruia ii corespunde cuvintul-cod 101110.

2) Cuvintwiui 111001 din D, i corespunde prin (*) polinomul f=1+4+ X+ X2 + X5,
Se constatd ci p divide f, deci 111001 este cuvint-cod.

Cuvintuiui 110011 ii corespunde prin (*) palinomul f=1+4+ X 4 X¢ + X° care impirtit
la p di restul X. Asadar, p nu divide f, deci 110011 nu este cuvint-cod. :

3) Mesajele in (6, 3)-codul polinomial sint cuvintele din D,, deci 000, 100, 010, 001, 110,
101, 011, 111. Procedind ca la pect. 1) cuvintele-cod corespunzitoare sint 000000, 110100
011010, 111001, 101110, 001101, 100011, 010111, Cum | C| = 8 prin C! = 28 verificiri dlrecte
se constatd ci d(u, V) =23=2x14+1, vu, v=C, usor.

14 X*4 X1 4 Xa,

!.\ Pe multimea A =Z x Z definim legile de compozitie :
def
(a, b) + (¢, d)y =(a+e¢, b + d)
f
@ b) (e, d) %2 (ac + 3bd, ad + bo).

93




Ardtati cd aceste legi .de compozifie conferi mulfimii A o structurd de inel comutativ

si fard divizori ai lui zero.
2. Pe mulfimea Z a numerelor intregi definim legile de compozitic :

le f
a:J_y‘——c——xwLy+3, Ve, ysZ
def
T T y=—uay + 3x + 3y + 6, Yz, y = Z.

Aratafi ci:

1) (Z, 1) este grup abelian.

2) (Z, T) este monoid comutativ.
N T (i) = (xTy) L(xT 2,
Deduceti ca (Z, |, T ) este inel comutativ fara divizori ai lui zera Determinafi clementele

YV Cer. e 7

inversabile ale acestui inel

3. FicasZsif:2Z 2, fx) =x—a, Yz ez
1) Ardtati c4 se pot defini in mod unic doui legi de compozitie
incit :

wl“si wT“ pe Z astfel
flx + y) = (=) LI(y), Ve, yesz

fzy) = f(=)T f(y), Ve, y<sZ.

2) Ardtatl ci (Z, |, T) este inel comutativ si fard divizori ai lui zero, clementele sale

inversabile fiind 1 — a, — 1 — a.
3) Cind a = 3, comparati rezultatul cu cel d

le la Ex. 2.
4. Fie 4
G- a b
5b a

-"q,bE,Z}' d

Ardtati cd A este o parte stabili a lui M(Z) in raport cu adunarea si inmuitirgz’i matri-
celor si cd formeazd inel comutativ si firi divizori ai lui zero in raport cu operatiile

induse.
3. Pe mulfimea 4 = Z x Z definim legile de compozitie : y

(a, b) + (e, d)d——e-f (a+c, b+ d),

(@ b) (&, &) %L (ac, ba).

Aridtati cid aceste legi de compozitie conferd mulfimii A o structuri de inel comutativ
cu divizori ai lui zero. Gare sint elementele inversabile ale acestui inel ?
6. Fie A, si A, dous inele. Pe mulfimea 4 = A4, x A, definim legile de compozifie :

defl
(a1, a;) + (b, b2) -é (ay + by, a, + b,),
def
o (ay, az)_(bn by) "-E—“ (ab, a.b,).

1) Ardtati ci A are o structuri de jnel in raport cu aceste legi de compozifie (4 este

numit produsuls direct al lui A, cu A,). E

2) Aritati ei A este comutativ daci sl numai daci A4, 'si 4, sint inele eomutative.
i. Fie (R, @, @) inelul resturilor modulo 9 $i A = Q. x Z produsul direct al inelului Re

cu inelul Z (v. Ex. 6).

1) Enumerafi elementele inversabile ale inelului A,

2) Gum pob fi caracterizate elementele inversaiile ale produsului direct a doud inele?
8. Fie (.. @©. ®) inelul resturilor modulo 2 sl B = R, x R, prodasul direct al ineluluj i

cu R, .

1) Alcituiti tabla adunirii si tabla inmuitirii inelului B.

2) Deducefi ed'a + & = 0 § a2 = x, Yo = (x1, ) & B.
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14.

15,
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Fie B un inel astfel incit x? — x, Vv = B. Ardtati cii:

Y= B,
Yz, y= B.

1)z +x =0,

2) xy = yzx,
Ardtali cd intr-un ine! comutativ A avem :
gt = =o' Bl kL B Y e A
Ardtali ¢d intr-un incl comutativ A este valabili formula binomului lui Newton
I

(a4 b)"=F X a"*b* Ya, be 4.

Je==(
Fie (Rse @, &) inelo) resturilor moduio o

1) Verificali ca aDePa@aPa = . Yo e R
2) Deduceli, folosind formula binomuluj lui Newton, ci

(a® b)) = @@ b? Ya, b = §,.
Fie U = M,R),
0 a b
U=10 0 ¢
0 0 0

a, b, cs R,

1) Péntru ce numere a, b, ¢ = R avem U2 =02
2) Daci U2 = 0, atunci E — U este inversabild si (E — U) = E + U,
Fie Z,, inelul claselor de resturi modulo 12 si G muliimea elementelor inversabile ale

acestul inel.
1) Determinati elementele lui G si aratati ci G este o parte stabili in raport cu in-

multirea lui Z,,. .

2) Alcituiti tabla operafiei induse si deducefi ci (G, -} este grup izomorf cu grupul
lui Klein. : f

Rezolvati urmitorul sistem de ecuatii liniare cu cdeficienti in inelul Zy,:

a> A>

A> o>

Fie U e My(Z,) ,U =

'1) Ariitati cd matricea U este elcment-invcrsahil al inelului M,(Z,,) daci si numai dacs

¢ A A A A
det (U) este egal cu 1, 5, 7 sau 11 si
A A

A d =b
A
-—-c.

*} Urmitoarele. matrice din M(Z,,) sint inversabile si gasiti inverscle Jor :

~

4

o>
B >

5 W =

[ B

St
5
\

> >

H> )
[

A A
1 3
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3¢, Pe mulfimea K = Q x  definim legile de compozitie :
(a, ) + (¢, d) =(a + ¢, b L d),
(a, b)(c, d) = (ac — bd, ad + bc + bd).

Aratati ci aceste operatii conferd lui K o structurd de corp comutativ.

\

18. Pe mullimea K = R x R definim legile de compozitie ®

(@ b+ (e, d)=(a+e b+d),
(a, b)(e, d) = (ac — bd, ad + be).

Aridtati cd aceste operafii conferd mullimii K o structurd de corp comutativ.
19. Pe intervalul K = (0, o0) definim legile de compozitie :

Yz uyeKk,
Veo,yse Ko

x|y =y,
xTU:xmyv

Ardtati ci tripletul (K, |, T) este un corp comutativ.

¥ A A
20. Fie L—{( €.y
. —b a

i A A A AN AR A Ao A
1) Aritali ci x2 + y2 # 0, Va,yeZ, v#0 sau y # 0.

2) Ardtaji ci L este o parte stabild a lui' M,(Z,) in raport cu adunarea si inmulfirea $i
ci formeazd corp comutativ cu 9 elemente fa{i de operatiile induse.

2l. Pe multimea A = Z x Z definim legile de compozitie :

{a, b) + (¢, d) = (a + ¢, b + d),
(a, b)(e, d) = (ac — bd, ad + be).

1) Ardtati ci A are o structurd de inel comutativ in raport cu aceste legi de compozifies
2) Determinati elementele inversabile ale ineclului A.
3) Ardtati cd A =~ Z[i].

32, Ardtafi ci functia f:Q()—3) = K
[&)=(a— 0, 2b), 2=Q(Y=3), c=a + b)—3 cua, b = Q este un izomorfism de
la corpul Q) —3) la corpul K de la Ex. 17.

23. Aritati ci corpul C este izomorf cu corpul K de l1a Ex. 18.

24. Aritati ci corpul R este izomorf cu corpul K de la Ex. 19.

2
25, Fic K =f°
b a

1) Aritati ci mulfimea K este o barte stabila a lui -Mz(Q) in raport cu adunarea si inmul-
tirea si ci formeazd corp in raport cu operatiile induse.

a, bEQ}-

2) Aratatici Q (J2) ~ K.
26, Fie a, b, ¢ = R. Pe R definim legile de compoziie :
Vr, y e R,
Vo ' veE R,

T | y=ax + by — 2,
T y=xy —2x — 2y + ¢,

1) Determinati a, b, ¢ astfel incit (R, |, T) sd fic corp,

96

33.

34,

36,

37.

38.

39,

40,

41,

42,

43.

/

2) Determinafi apoi «, B = R astfel incit functia :

ffRoR, f@) =ax 4+ B, VzesR
sd stabileasei un izemorfism de la corpul (R, +, +) al numerelor reale la corpul
R, L, T).
4 A A A A A A A
Fie f, g = ZJfX], [=2X"+4X* +3X + 1 si g =3X>+2X*+ X 4 3. Calculati
I+ g sifg. '
A A A A A A

Fie [, g S Zy[X], [=3X*+3X + 3, g = 2X? 44X + 2. Calculati fa.

A A
YFie fe Z,[X], f=X* +-2X3 X | 1. Determinali toate polinoamele g =a X+

+ 0X* + ¢X + d = 2,[X] cu proprietatea: g = [.

~ A
Enumerafi rddicinile din Z; ale polinomului [ = 3X? + 3X = Zy[ X].
S& se determine douid polineame [ si g de grad 1, f, g = QI X], astfel incit

4 g = X2 + 1, f(2)g(2) = 2.
Determinafi gradul pelinomului f € H[X],
f= %4+ 3% +2)X% + (A* + 4% + 3)X® + (A* — 1)X + 1, unde

A este un parametru real.
54 se determine doui polincame [ si g de grad 1, fi ¢ = Z[X], astfel incit

(X2 +2X +2)f + (X* 4+ 3X 4 3)g = 1.

Fie K un corp comutativ si f;, f,, [, € K[X], grad fi =i, 1 <1< 3. Aritati ci egali-

tatea
dify + oafe + cyfs = 0 (ay, = K)

este posibild numai in cazul ¢, = a, = &, = 0. Generalizare.

Fie f = R[X], grad f < 2. Dacdl existd trei numere reale diferite oy, O, o astfel ineit .

f((lg) =0,i=1,2, 3,

atunci f este egal cu polinomul zero. Generalizare.

Fie f, g = Z{X], f=3X* + X + 2X + 4, ¢ = 3% 4+ 3X* + 1. Aflati citul §i restul
impdr{irii lai f prin g.

Fie f, g = Q[X], f=2X* —3X* + aX + b, g = X* — 2X 4 3. S4 se determine a si b
astfel incit g| f.

Fie f = Z[X], [=a, + ¢, X + a,X* + a, X" Deterfm’nati coeficientii polinomului [ daci

[+ +:.. +fin)=n% ¥Yn>0

Tie f = C[X], f=a 4 bX 4 X® Determinali a si b astfel incit [ sd dividd polinemul
Xt 41,

Fie f= Q[X], f= X — 5X* + 18X3 — 15X* + X + 4. Folosind schema lui Horner,
caleulati f(3).

Caleulafi cu schema lui Horner citul si restul impéirtirii polinomului

P Z[X], r=BXY L 3X4 X 4.3, prin X4 B,

Daci polinomul f € Z[X] admite doui ridicini intregi de parititi diferite, atunci f(k)
este par, v k= 7. - 1
Sd se descompuni in factori ireductibili peste R si rpeste C polinoamele X*4 4, X°¢ 4- 27.

7— Matematici—algebrs, cl. a XII-a : 97




46%,

47%,

484,

A9%,

51%,

55%,

Si se descompund in factori ireductibili peste Z; polinomul

A
P MU et e

Fie f e Q[X], = X* — 2.
1) Ariitati cit [ este ireductibil peste Q.
2) Descompuneti in factori ireductibili polinomul [ peste R si peste C.
Fie A = {0, 1, @, b} un inel cu 4 elemente. Ardatati ca:
1) Functia f: A — A, f(z) =1 4+ x, ¥V © = A este bijectivi.
2)¥fxy=1+a+bsil+1+14+1=0"

re A

3) Daci. A este corp, atunci 1 +1 =0

Fie A = {0, 1, @, b) un inel cu patru elemente. Afirmatiile urmitoare sint echivalente .

i) A este corp: :

ii) Existd x = A astfel incit 1 - x = a2, .

Fie A un inel astfel incit z® = x, Vx € A. Ariitati ¢d 22 =z, Vo € A.

Fie A multimea tuturor functiilor continue f:[0, 1] — R.

1) Aritati ci A este inel comutativ in raport cu adunarea si inmuliirea funcliilor reale
de variabili reald ; ; ;s

2) Pentru f € A, f# 0 existd g = 4, g # 0 astfel incit fg = 0, dacd si numai daci
mulfimea* {x| f(x) = 0} contiine un interval :

3) Determinati functiile din A cu proprietatea f2 = f.

Dacil f: @ — C este un morfism de corpuri, atunci f(x) = &, ¥zr € Q. Determinati apoi

automorfismele corpului Q(\/ﬁ).

Fie Tt corpul numerelor reale si f: R — IR un morfism de corpuri. Aritati ci f= 1R.

. Fie f, g € Z[X], h = fg si p> 0 un numir prim. Daca toli coeficien{ii lui h se divid

prin p atunci cel putin unul din polineamele f, ¢ are toti coeficientii divizibili prin p.
Descompuneti in predus de polinoame ireductibile peste corpul Z, polinoamele de
grad <4 din Z,[X].

. Fie L si L’ doud piitrate latine ortogonale de ordin n peste mulfimea M = Hipaleieine

.., . — 1} astfel incit suma numerelor de pe fiecare diagonaia a lui L st fiecare dia-
gonald a lui L’ este n(n — 1)/2. Fie a;; = Iyn + 1i; + 1, unde [;(I};) este numirul de
la intersectia liniei ¢ cu coloana i din L (resp. L’). Ardtati cii matricea U = (a;;) € M, {Z)
este ,magici®, adici confine numerele de la 1 la n® si suma numerelor de pe fiecare linie
(coloan#i, diagonald) este aceeasi, anume n(n® + 1)/2.

Construifi cite o matrice ,magica” (= caren magic) de ordin 3, 4 si 5, folosind corpuri

cu 3, 4 si 5 elemente respectiv.

1

Capitolul V SPATII VECTORIALE

= § 1, LEGL DE COMPOZITIE EXTERNE

Legilé de compozitie studiate in capitolele aaterioare sint ajlicatii de
tipul '

p:M XM-—>M, (z,y — o y) M,

unde /M este o multime nevidi. Ele se numesc inca legi de compozitie interne.
Notiunea de lege de compozilie interni este un caz particular al unui

-concept mai general :

1.1. Definifie. Fie Q si M doud mulfimi nevide. O aplicatie
Y: QX M->M, (o, z)—> o )M

se numeste lege de compozilie externd pe M eu operafori in Q.

Pentru cempusul Y(w, x) al elementului x € M cu operatorul o = Q
se foloseste de reguld notatia multiplicativd, {(o, z) — wz. Multimea €
poartd numele de domeniul operatorilor legii de compozitie externe ¢. O lege
de compozitic internZ pe M poate fi priviti ca o lege .de compozifie externa
cui domeniul operatorilor Q = M.

Exemple

1. fﬁmu!ﬁrea malricelor cu scalari. Fie & = R si M = M,(R). Pentru orice
o € Rsi A € My(R), A = (a;;) definim matricea aA € M,(R),

aAdzeE(ocan iz}

oy [« 24507

Se obtine astfel o lege de compozitie externi pe My(R) cu operatori in R
R X My(R) -+ My(R), (a, A) — a4,

numiti {nmulfirea matricelor cu scalari:
Operatiile de adunare si inmultire ale corpului R, adunarea matricelor
din M,(R) si inmultirea matricelor cu scalari sint legate prin:

S) (« + BA —ad + paA,
S:) a(A + B) = «A + aB,
Ss) «(B4) = (2B)4,
S)) 1-4 =4

oricare ar fi «, p € R 5i A. B € M,(R).
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Pentru exemplificare, si demonstrim S;. Avem :

Bay, 5“12) K (“(Bﬂm) a(Bay,) . ((azﬁ)au (“ﬁ)am]: (2B)A.
Bas fase “(Bam) ‘o(Bay) («B)as, (aB)az,

2. Inmulfirea polinoamelor cu scalari. Fie O — R 5i M = R[X]. Pentru orice
s ER si fFERX), f=a, FaX | .., + a4, X", definim polinomul
of < R[X],

a(BA) = «(

af 28 ady + aay X +... 4 ag,X™,
Se obtine astfel o lege de compozitie externi pe R[X] cu operatori in R,
R X R[X] - R[X], («, [) — af,

numitd inmulfirea polinoamelor cu scalari.
Inmultirea polinoamelor cu scalari are proprietitile :

S) (« + B)f = of + Bf,
So) a(f + 9) = of 4 g,
$9) a(Bf) = (ap),
S) 1-f =f

oricare ar fi «, B = R si f, 9 € R[X]. Astfel :

SN B = - Bty i a4 (o + Ban X" —

= ady + Bay + aa; X 4 By X + ... 4 @, X™ + Ba,X™ =
=aa +aqX + ... + ag, X™ 4 Bap + By X 4 ... + Ba, X" = af 1-Bf.

3. Inmullirea vectorilor de pozifie cu scalari. Fie IT un plan euclidian in care
fixdm un punct O ce va fi numit origine. Fiecarui punct P al planului TT
i se asociazi segmentul orientat x cu originea in O si extremitatea in P,
numit veclorul de pozifie al punctului P (relativ la originea 0).

S& notdm cu V mulfimea tuturor vectorilor de pozitie astfel obfi-
nuti. Dacd x, y € V, se noteazi cu x + ¥ vectorul de pozitie al celui
de-al patrulea virf al paralelogramului determinat de x si y (v. fig. V.1),
Se obtine astfel o lege de compozitie internj pe V,

VXV>V, (,p) >z +y,

numitid adunarea geometricd a vectorilor de pozitie. Procedeul descris
mai sus de aflare a sumej geometrice a doi vectori de pozitie este cu-
noscut sub. numele de ,regula paralelogramului“. Consideratii geometrice
simple arati ca (V, +) este grup abelian ; elemen-
tul neutru al acestui grup este vectorul de pozitie

al originii 0, iar opusul lui x este vectorul de po-
zitie al simetricului lui P in raport cu O
(v. fig. V.1).
o Daca « este un numair real, iar x este vecto-
V"' rul de pozifie al punctului P, atunci produsul
Iui @ cu x, notat cu ax, este prin definitie vec-
torul de pozitie al punctului P" determinat prin

ey (=]

Fig. V.1. conditiile :

1) lungimea lui Qp” este egali cu Produsul dintre]a[ i lungimea

lui OP;

2) P se giseste pe dreapta determinaty de 0 $i P de aceea
cu P fati de O dacd o > 0, in partea opusi cind o < (.
Se obtine astfel o lege de compozitie externy Pe V cu operatori in R

RXVaYV, (a x) — ax,
-numitd inmulfirea vectorilor de pozifie cu scalari.
' Aceasts lege de compozitie are proprietitile :
S) (@ + B = ax + Ba,
S)) «(z 4 y) = az + oy,
Ss) a(z) = (ap)z,
S) iz =g

oricare ar fi a, 8 € R, sixz, yeV,

§ 2. DEFINITIA SPATIULUI VECTORIAL

2.1. Definifie. Fie K un corp. Se numeste spatiu veclorial (peste corpul K)
un grup abelian (V, ) pe care este dati o lege de compozitie externd cu
operatori in K, :

KXxXVay, (x, u) > au,

care sﬁtisinec axiomele ;
: S1) (@ + Bu —an + Bu,
S:) a(u + ) = au + av,
Ss) cx(pu) = (ap)u,
S)) Low =y
orieare ar fi a PEK uveV

Se foloseste urmitoarea terminologie :

— elementele lui V se numesc wveclori, iar operatia grupului (V, +) se nu-
meste adunarea veclorilor ; 2

— elementele lui K se numesc scalari, jar legea de compozifie externi
KXxVoVse numeste inmulfirea vectorilor cy scalari ;

— elementul neutru al grupului (V, 4) se nu meste veclorul zero, notat cu 0,
ca si scalarul zero ; '

— c¢ind K = R sau K — ( se Spune ca V este spafiul vectoriql real, respectiv
complex ; ;

— spatiile vectoriale se. numesc incd spafii liniare.
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S observim ci S; si S, consemneazid faptul ci inmultirea vectorilor
cu scalari este distributivd fa{d de adunarea scalarilor, respectiv adunarea
vectorilor, iar S; descrie o lege de asociativitate care angajeazi atit inmul-
_tirea vectorilor cu scalari cit $i inmultirea scalarilor,

Nold. Initial nofiunea de veetor a apérut in mecanici si fizicd, avind ca model geome-
tric segmentul orientat si fiind folosit pentru a descrie mirimi caracterizate prin valeare nume-
ricdi, directie si sens. Ulterior, aria de aplicabilitate a notiunii de vector s-a lirgit considerabil.
Definifia datd mai sus spafiului vectorial di posibilitatea de a pune in ,postura® de vector
obiecte de naturd variati. De exemplu : matrice, functii si polinoame in matematici, secvente
finite de 0 si 1 in teoria codurilor, sisteme ordonate (1, %, ..., x,) de numere reale in eco-

nomie.

Exemple
1. Spafiul vectorial R®. Fie n > 1 un numir natural. Se noteazd cu R® mul-
timea tuturor sistemelor ordonate de n numere reale,

= (a3, Gy ~-0» G3), (a; € R),
Dacia=sRsiz; y s R,z =(ay, a3, ..., @), ¥y = (b, by, ..., b,)
atuneci :
: def

r=y<=aq=0b0;1<i<gn,
P S e bR g e g by
ax‘ﬁ(aal, (1) s e 42
O verificare directd arati ci legea de compozifie interni
RRXR' SR, (2, )= +y :

este asociativd si comutativi. Daci 0= (0, 0,..., 0), atunci oricare ar
fi x € R, 2= (a,, a..., a,) avem

O+z=(0+ay 0+ ay..., 0+ a)=(ay ..., ) =2 =z +0,

iar dacd punem

—r = (—a;, —ag, ..., —d,)

avem §i
N

x4+ (—x) = (0 + (—@), a +(—a2),...,a,,—{-( a,,))_O:('—a:)-[-a:.

Rezultd cd (R", {) este grup abelian.
De asemenea, se verificd ca legea de compoz:tle externa

R XR - R, (x, 2)—ax
satisface axiomele S, —S, din definitia spatiului vectorial. Astfel,

YvesRsiz, ye R, x2=(aq, a, , a,),
yE=i(hy, by )
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5.

avem :
a(@ +y) =alay + by, ay + by, o Gy b)) = (a(ay 4 by), a(az + by),
vty + by)) = (xay + aby, aay + abs, ..., aa, + ab,) = (aa, an;, ...
.oady) + (eehy, by, ., ab,) = ar 4+ ay,
deci axioma S,. este verificati.

Elementele lui R* se numesc vecfori (linie) n-dimensionali iar R" se
numeste spafiul aritmetic real de dimensiune n, sau spafiul vectorilor linie
n-dimensionali. Dacd z € R*, x = (a;, @, ..., a,), atunci ¢, se numeste
componenta de rang i a lui z, 1 €i <€ n,

In unele aplicatii este avantajos si dim vectorii lui R* sub forma
de coloane,

a

ay
TiE— e (a;= R).

aﬂ
In acest caz R" va fi numit spafiul vectorilor coloani n-dimensionali.

Analog, se introduce spatiul aritmetic C* si de asemenea spatiul vectorial

K", K corp oarecare.
Multimea M,(R) a matricelor patratice de ordin 2 cu coeficienti reali
formeazi spatiul vectorial peste corpul R in raport cu adunarea si inmul-

‘ tirea matricelor cu scalari. In adevir, (M,(R), +) este grup abelian, iar

inmultirea matricelor cu scalari satisface axiomele S;,—S, (v. § 1).

Multimea R[X] a polinocamelor in nedeterminata X cu coeficienti reali

formeazi spatiu vectorial peste corpul R in raport cu adunarea si inmul-

tirea polinoamelor cu scalari (v. § 1).

Multimea V a vectorilor de pozitie ai punctelor dintr-un plan cu originea

intr-un punct O a planului formeazid spatiul vectorial peste corpul R

in raport cu adunarea si inmulfirea cu scalari (v. § 1).

Spafiul vectorial 0. Fie K un corp. Pe grupul abelian zero, 0 = {0}, in-
troducem legea de compozitie externa

K x0-0, (2, 0) = a0 =0.

Se conferi astfel grupului abelian 0 o structuri de spal,:iﬁ vectorial
peste K, numit spafiul peclorial zero.

Fie V un spatiu vectorial peste corpul K. CGum (V, +) este grup
abelian, pentru adunarea vectorilor sint valabile regulile de calcul din-
tr-un grup abelian. 54 adaugim la acestea urmitoarele proprietiti spe-
cifice ale operatiilor cu vectori :

a) Fie « = K i x & V. Atunci:

or =0 <= a =0 sau x =0
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in adevar, fie « =0 si y =0.2. Atunci

| y=0x=(0 40x =0x +0x =y +y,
de unde
,: P=9+t0=p+@+(-)=G+9 +(—p =y +(-p =0,
deci Ox =0 si analog se aratd ci ax — 0.
Reciproc, presupunem ci ar —0. Daci « # 0, atunci
:1:7 =12 = (a7 = o Vaz) = oc‘l() =10.

b) Oricare ar fi « € K six sV, avem:

(—o)r =a(—2) = —az, (—a) (—1) =ax

in adevir,

0 =0 = a(z + (—2)) = ax + a(—z),
de unde rezulti ci «(—z) este opusul vectorului «x deci o —x)
Analog .se aratd ci (—a)r = —ax si'atunci-
(=) (—2) = —(a(—2)) = —(—ax) = az.

¢) Oricare ar fi «, 8 € K 5i &, y = V avem:

(¢ —B)x =ar — Pz, o(x —Y) —ar —ay

In adevir, %

(@ =Bz = (« +(—B)x =ax + (—P)xr =ax — Pz

si la fel se demonstreazi a doua reguli de distributivitate.

i K&Ejfﬁr{liiﬁNTA 31 INDEFENDENTA LINIARA,
BAZA, CHORDONATE

1. Bazd. a) Fie V spatiul vectorilor de pozitie dintr-un plan euclidian.
Fie v, si v, doi vectori de pozitie diferifi de zero si necoliniari (v. fig. V. 2).
Q Sistemul de vectori B format cu - vy si v,

B = (v, v,) are proprietatile :

; 1) vz e V, 3?\1, d; € R astfel mcnt r—
= MUy + Aty -

2) Dacd ayv; + onvy =0,
atunci ) = oy =0

|
!
/
il »

cu o, o S B.

= In adevir, paralelele duse prin extremita-
‘tea Q a vectoruluix la dreptele definite de vy Si v,
determinii pe acestea punctele @, si @, respectiv.

Existd A, A = R astfel incit QQ, = A\w, si

= —ou.

5

0, = Av,. Din constructie rezulti ci suma geometrici a vectorilor de
pozitie A\,v; si A0, este egali cu z, deci

T = MU + A0y

i 1) este astfel verificat. Dacii 2) nu este adevirat, existi a, % € R, 0 #£0
sau oy # 0, astfel incit

aly + v, = 0.
Presupunem cé o; # 0. Atunci deducem ci », = —a Ya,p,, deci v, si v, sint
coliniari, contrar ipotezei.

b) In spatiul vectorial R® si consideram vectorii Uy, Vs Uy, unde v, =
=(1L 1, 1), v, =(0, 1, 1) si v; = (0, 0, 1) Fie B sistemul format cu Uy,
Uy, Uy, B = (v, vy, vy). Vectorul zero al spatiului R® este (0, 0, 0) si va fi notat
cu O ca si scalarul zero.

Sistemul de vectori B are proprietitile :

1) ve € R% 3, X, Ay = R astfel incit

T = MU - Ay - A0y

2) Dacd oyv; + oy, + agvy =0, cu «;, o, oy = R, atunci o =dy =
=gz =0.

In adevir, fie z = R*, 7 — (a1, a3, a3). Pentru a ariita ci 1) este adevirat
trebuie si determinim A, A,, A; € R astfel incit

T = MU + AU + Mgl
Avem :

@, oy, @) — T — M LAD R, — M, 1, 1) 42,0, 1, 1) 4
+7\3(O: 0, 1) = (7\1' Ay, 7\1) ‘1*(0: 7\2: )\2) e (0» 0: )\a) o (7\1: 7\1 + Ag, 7\1 +
+ Az 4 Ay)

-

de unde

)\1 =a1.
A+ Ay = @,
Mot A = a.

Rezultd cd N =ay, Ny =ty —ay, Ny = a3 — @, si 1) este verificat.
Fie acum «;, a,, oy = R astfel incit

oyl 4 ks 4 ety =0

" Deducem ca

(o, oy + oy, oy + oy + o) = (0, 0, 0), -
deci

de unde o, = oy = oy — 0.
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Exemple ca cele de mai sus justifici introducerea urmitorului concept :

3.1. Definitie. Fie V un spatiu veetorial peste corpul K. Un sistein

B=(e1, €2, ... Cn) de veetori e; € V, 1 € i € n, se numeste bazd a Iui V
daca :
1) vxie V, 9%, R, -:., A, € K astiel Ineit -
T =M + Ny + ... + Ayl
7) - Da6H aier st f e agt =0, OO €5k g o= Ky atunei

ol — o — R s (V)
Din cele de mai sus rezulti ci orice sistem B = (v,, v,) format cu doi

vectori diferiti de zero necoliniari formeazid o bazd a spatiului V al vecto-
rului de pozitie dintr-un plan euclidian.

Sistemul B = (v,, v, v), unde v, = (1,1,1), 0, =(0,1,1), v, = (0,0,1)
formeazi o bazd a spatiului vectorial R?.

2. Dependent# si independenti liniard. Strins legate de nofiunea de
*bazd a unui spatiu vectorial V peste un corp K sint conceptele urmitoare :

i) Dacid v, v, ..., Uy = V, atunci un vector de forma

M Aty 4 ooi F A0y (A = K)

se numeste combinafie liniard (cu coeficienti in K) de vectorii vy, v;, ..

scalarii A, A5, ..., A, se numesc coeficienfii combinatiet liniare.
ii) Spunem ci un vector x = V este combinafie liniard (cu coeficienti

in K) de vectorii vy, vs, ..., U, daci existd Ay, Ay, ..., Ay € K astfel incit

» Um oy

Ms

Al

x:)\lul"l’“)\av%‘i"-. s

o 9F Amvj'.'z b

1

Spunem ¢d vectorii vy, v, ..., b, formeazd un sistem de generalori

pentru spagiul vectorial V dacéd orice vector x € V se poate reprezenta ca
o combinatie liniard de vy, vy, ...

Vo € V, 37\1, }\2, e ey }.m e K astfel iIlCﬁ., x =Z ?\11)‘.
p 3 i=1

o Tl

iii) ‘Spunem ci sistemul de vectori v, v,, ..., v, este liniar independent

(peste K) daca
“ oy gty b v U =0 = = .. =
in caz contrar spunem cid vectorii vy, v,, ..., v, sint liriar dependenti
(peste K). Asadar, vectorii vy, v, ..., U, sint liniar dependenti (peste K)
daci existd o, o, ..., o, = K, nu lofi nuli, astfel incit
y by +oly + ... +apty, =0,
O egalitate de forma :
0+t + ...+ Gy =0,
se- numeste relatie de dependenfd liniard a.vectorilor i o ooo

cel putin unul! dintre scalarii «;, &, ..., o, este diferit de zero spunem ca
avem o relatie de dependentid liniar nebanald,

o = 0.

(x; = K)

wus sudacy
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Asadar, vectorii vy, v,, ..., v, sint liniar independenti dacd si numai
daci singura relatie de dependenta liniard a lor este cea banald. De asemenea,
un sistem de vectori B este bazid a lui V dacd si numai daci B este sistem
independent. -

, €;) 0 bazid a spatiului vectorial V peste corpul K.
A, € K astfel incit

de generatori liniar
Eie B — (el e, o -
Dacid x € V, atunci existd Ay, g, ...,
) . m

T =Me + A&y + ... + Mo, :El)\iei.
A, sint unic determinati de vectorul x
A, € K avem de asemenea

Sa observam ci scalarii Ay, Ag, ...,
si baza B. In adeviar, dacd pentrusij, A, ...,

1 n
T =2Ae; + Me + ...+ Mg, =3 hey,
i=1

atunci

it n
+O\n_‘;\;)en=2?\e —Z)\;e,::xﬁx:-()
i=1 i=1

Ay — _7\i)31 + (e —Adey + ...
, e, este liniar independent, rezultd ca

—a=0,

si cum sistemul de vectori e;, e, ...
M =A==k —l=... =7

deci
Ny — g, lEsfieing

4.2. Definifie. Fie V un spatiu veetorial peste corpul K, B = (es, €s, ...
, €,) 0 bazdt a lui V si x un veetor din V. Sealarii unie determinagi Ay, As, ...
..» Ay € K astfel ineit

=276 + hep + ...

se numese coordonalele veetorului x in haza B.

+ Aaty

Exemplu

Coordonalele in baza canonicd a lui R*. In spatiul vectorial R® si consi-
deram vectorii e, = (1, 0, 0), e, =(0, 1, 0), e = (0, 0, 1).
Dacid z = R3, x = (a;, a3, ag), atunci:

x =(a, 0, 0) + (0, az, 0) + (0, O, az) = ay(1, 0, 0) 4 a,(0, 1, 0) +
+ a3(0, 0, 1) = aye; + a5 - azes,

deci B = (e;, €, e;) este un sistem de generatori pentru R2.
Daca pentru o, o, a; = R avem

o6y + osey + agey =0,
atunci
(011, ag, as) = (0, 0, O),
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de unde «; = «, = ay; = 0. Asadar sistemul de vectori B este si liniar inde-
pendent, deci bazi a spatiului vectorial R®, numiti baza canonicd a lui RS.
Cum pentru orice x € R, = = (a,, @, a;) avem :

* T = a8 + G:6; + dgey,

rezulti cid coordonatele fn baza canonici ale unui vector x = R?® coincid
cu componentele-acestuia. ‘

5S4 observidm ci coordonatele unui vector diferi de la o bazi la alta.
Astfel, daca v = (3, —2, 5) € R?, cum

v = 3e;, — 2e, + Hey

coordonatele lui v in baza canonicid a lui R? sint 3, —2, 5 (egale cu compo-
nentele lui »). Pe de alta parte, vectorii v, = (—1, 1, 1), v, = (1, —1, 1),
vy = (1,1, —1), formeaza, de asemenea, o bazi a lui R* (v. Ex. R—1) si

: 3 1
coordonatele lui v = (3, —2, 5) in baza v, v,, v, sint E—, 4,? pentru ci

n—gv + 4v. —]—lv
gl 2 T 5 D

Analog, in spatiul vectorial R® (sau chiar in K*, K corp oarecare) vec-
torii : ;

e 1,00, .. 08 e 0,0 e =0, 05 ) ormedzh o
bazi a lui R* (resp. K") numiti baza canonicd a lui R® (resp. K"), Mai mult
pentru orice x = (a;, a3, ..., a,) avem '

T =we + aey + ... 4 ayey,

“deci coordonatele lui = in baza canonici coincid cu componentele sale, anume
g, dy,

Exercitiu rezolvat

IR o] | In spatiul vectorial R® considerim vectorit v, = (a, 1, 1),

v, =(1, a, 1), v, =(1, 1, a), unde a este parametru real.

1) Aratati ca sistemul de vectori vy, »,, v, este liniar dependent daci
§i numai dacd ¢ =1 sau a = —2.

2) Dacd a # 1 si a # —2, atunci B = (v, v,, v;) este bazi a lui V.
Cind a = —1, gasiti coordonatele vectorului » = (3, 2, 5) in baza B.

Solufie. 1) Fie «,, a,, a; = R astfel incit

oyl + aa¥y + oty = 0.

Atunci

(aoy + oy + o35 o3 + acts + aa ;@ -+ & + aoy) = (0, 0, 0),
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ceea ce este echivalent cu:
aoy + o; + oy =0,
(So) § & + ao, + a3 =0,
o + @y + ao; = 0.

Sistemul omogen (S,) in necunoscutele. o, o, o, admite solutii nebanale daci si numai daci

a e %l
A=|1 a 11=0
1 1 a

deci dacd si numai dacd (@ + 2)(a — 1) = 0. Rezultii ci vectorii Uy, Uy, Uy sint liniar depen-
denti dacd si numai daci a = —-2 sau a = 1. ; :

2) Fie © & R?, « = (i,, a,, a,). Si ardtim cii se pot determina scalarii Ay Ay M ER
astfel incit 3

T = WUy + AUy + A0y
Trebuje sd avem
(@ 4+ 22 + Ay Ay ‘+ ahy + Ay M+ A + adg) = (a4, a,, aj)
ceea ce este echivalent cu:
aj, + A + Ay = ay,
(8) AL+ @k + %y =4,
Mt +ary = ay
Cum a#1sia # —2 determinantul A al sistemului (S) este diferit de zero.
A = (a + 2)a — 1) £ 0.
In acest caz sistemul (S) admite solutie (chiar unici). Conform regulii lui Cramer aceasta este

at —1 o 1—a

A= R a; + % a, + A a,,
1—a ar — 1 1—-a
7\.2 = a, + a, AF a3,
A A A
}_l—aa+1#aa+a3—-1a
{ i 2
NER R A
Cinda= —1sia =3,e,=—2,a,=>5avem A = 4 si aplicind formulele de mai sus gisim

M=23/2, A, =4, \; = 1/2, deci

3 1
Pi= (33 '“23 5) =—0 + 402+ =—U;.
2 2

Exercitii
1. Verificati proprietdtfile S,, S, si S, pentru inmulfirea matricelor cu scalari.
2. Verificali proprietitile S,, S, si Sy pentru inmultirea polinoamelor cu scalari.
3. Fie M o mullime nevidd si (M) multimea tuturor functiilor f: M — M. Pe M definim
legea de compozifie externi cu operatori in &F(M).

FIM)x M — M, ([, ¥) > fersfz) = M.
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. Fie V multimea tuturor sirurilor f de numere reale,

Ardtafi ca: _ : 2) Aridtati ci pentru orice polinom f < R[X] cu grad f < 2, existi Ay A A € R
1) fe(gex) = (fog)s, Yf, g = F(M), re M: : unic determinati astfel inecit s
1) 1yex ==, Yz = M. ! = f=Mfi + 2fi + Aofae
Fie V =R} = {z = R| x> 0}. Ariitati ci V este spatiu vectorial peste corpul R in raport 3) Determinafi A, A,y A oind f=14+2X — X, a=1, b=2 ¢c—3
! » =&y = a.

cu legile de compozifie. 14, Aritafi ci fiecare din sislemele de polinoame din R[X],

def def . ‘
x | p=— xy), o T x=x", Ve s R z= V. B =(1, X X1 X9,

B =(1+4 X% X + X*, X1, X% 4 X)

ferdipled ot e S BY = (1, X — 1, (X — )21, (X — 13 )

Daci i eV, f =(da,, S B sy e s i . sHEm
aci a = Rsif, g€V, f=(%a, » Uy b g =(bo, by ) at_unc: punet sint liniar independente peste B si reprezentati polinomul f= X% — X* — X 4 1 ca

e gf—ir- TS s il e A B ) 7 | o combinafie liniard cu coeficienti din R de polineamele din B (resp. B’, B").

15. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K si vy, v,, v, un sistem de vectori liniar indepen-

def
o f= (g, &y, « 0oy Ay 00 ) o S T i i
y s g, denfi. Ardtatl ci vectorii v, + v, v; + v, U3 + vy, sint, de asemenea, liniar independentis

Aritati ci V este spafiu vectorial peste corpul R in raport cu legile de compozifie : r 16, Fie v, v, v, un sistem de vectori dintr-un spaliu vectorial V peste corpul K. Aritati ci
Vx V=V, f, )—=f+g & - aplicatia
Rx V-V, (o Do of. f: B =V, f(®) = M0y + M0y + Moy V& = (hyy Ay Ao) S R

este injectiva (surjectivd, bijectivil) dacd si numai daci v,, v,, v, este un gistem liniar inde-

A AL
o, K =% = {0, 1} B i tofi vectorli spafiului vectorial K. g -
Fie K = Z, = {0, 1}. Enumerafi tofi vectorii spatiului vectorial K°. Care este numirul pendent (resp. sistem de generatori ai lui V, bazi a lui V). Generalizare.

vectorilor spatiului vectorial K" ?

7. Aritati ci pentru oricare doud numere naturale p, n, cu p prim, existd un spatiu vectorial y
Vcu p* vectori. . : : _ INDICATH SI RASPUNSURI
; 8. Fie V # 0 un spatiu vectorial peste corpul R. Aritali ci E are o infinitate de vectori. /
9. Fie V un spatiu vectorial peste corpul Z,, p numdr prim. Ardtati ca ; ok CAPITOLUL I
0=x+x+...+w(pori), Yz e V. ; -
10. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K. Demonstrati prin inductie ci g1 Bentiu, sorice jz Sl .. avemee: (vl =i 505 o(0)) = dorbhiaisig b

11.

12,

13.

:fuc‘ nd+b($) H 2) & =ai ﬁ ='g=1b.

a®y + 0+ o0 FU) =y +oaly + ... o, > ;
(v : ) 1 3 + aby 4. Pentru orice x € Z x Z, f,(x) are a 2-a componentd pari, deci f, nu este surjectivi ;

i : pentru orice y < Q X Q, y = (y;, y,), sistemul de ecuatii 3z, + x, = g, 4%, + 22, — g, are
i v aa',,,)v e e solutie unici, deci f, este bijectiva.

P TR N S R B s = 6. Primele egalititi prin verificare directd. Apoi se poate continua astfel :

Fie vectorii », = (1, 1, 0), v, = (0, 1, 1), v, = (1, 0, 1) din spatiul vectorial R?. 1 0 1 0
RygSs- = RpRyr : | = Rgip’ 5 : = Sp4e’ ete.

”

1) Ariitati cd sistemul de vectori B = (v, v, v,) este o bazd a lui R®.
2) Reprezentati vectorul v = (2, —3, 5) ca o combinatie liniard de vectorii bazei B.

. ‘ o 7. Puneti condifia ca A s comute cu matricele (0 5 3 L si se obfine
in spatiul vectorial V = M,(R) se considerd matricele 0 0 10
; i 2) = 1).
: 10 11 1 1 ikl —2 3
E, = ] E, = ’ E, = E E, = ]) A:[ ]’ 1 0 . —1 0
0 0 0 0 10 : 1 1 4 —2 5. A= si A= )
. 0 1 1 —1
1) Aritati ci B = (E,, E;, E, E,) este o bazd a lui V. ot X 4
2) Reprezentati matricea A ca o combinatie liniard de vectorii bazei B. : - Inductie dupd n (v. Teorema 4.2).
Fle fi fu fo = RIXL fi = (X=B)(X — 0), fi=(X — (X —a), fy= (X — O)(X —b). e i DR D R M = XTI RS
*1) Aritati ci polinoamele fy, fi, f; sint liniar independente peste K dacd si numai AL 6 divide prin 36, 3 sl
dacd (a — b)(b — c)(c — a) # 0. ‘ 16. Se aplicd regula lui Cramer.
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17. Fie ¢, = (1, 0), ¢ = (0, 1). CGum f,(e,) = fyle)) rezultd i (ay, as,) = (b, b,,) iar 6. Vezi Tabla II-8.

din 'fA_(ez) = [p(ey) rezultdd (i, @) = (byy byy), deci A = B etc. @ I (Bt bt 2l e s ®| [T B S | OF 1 5 D S
Y alag. dwe 3 00 oF S0 0 Ol [T 3 .
R ke S {c _.a] Bl Sl eloieh lliole e O T % o e 1] 1 0 ? ; :
O | Sl it e S Al ® 2 m W 27 |80 SN () R (O
. ok 7 P g | TR () R o) ol [0 Mz o Sy 1 RSy S
exemplu = ] -1 # B
B (_~1 0) l1 0 o e Adl T g )
Tabla II-1 Tabla 1I-2 Tabla 1I-3
3 b
19. Fie 4 = [“ "). Atunei AT = (“ d] si din ATA = E rezulti :
b d ¢
Llww By Tl = By o) fi bk
1 = det(l) = det(AT)det(4) = (ad — be)?, | a| o « « a|l « B ¥ | it T,
4 j
| Bl « B v B] B B B | f: £ I
b 2y pe bl 150
(1 v}iE:ATA:{ﬂ J[f; ﬂ)i[ﬂ+ . “02+dz], ey iy ¢ i i Ll n
L ¢ d d £2 . ot o : Tabla I1-4 Tabla IL5 “Tabla 11-8
deei ad — be = +1, a2+ b2 =1, ac + bd =0, ¢? 4+ d? =1, Dacdi ad — be =1, atunci
= —b, ¢« =d. Cum a?® 4+ bt = 1, existd 0 = [0, 27) astfel incit a = cos O gi b = sin 6 ete. T SO e e T ) —|—| 1 9 3 4 6 12
1 1 , i T e T ST e ] TR R
a0 ) B AR — = ) ‘ : .
) b byl ol Rh - | o) e R g b a0 e e ig.
s letlie, RSN 1l S o ) 3 BRI £ 6
21, Existi n astfel incit a = bg, + 1y, b =roqy + 71y, Ty =r1s S e e S e 4 = ’ ot 1i B jlj
=Ty afn +Tn Fasi =Ty +0, cu 0 <r, <1, ; < ... <ry<b (algoritmul lui Euclid 6 N e O S 6 6 6 6 845 6 12
pentru a si b). Atunci: ' 28|S0 g e S 128 B 108 o i o s oD 12

Fp=(ry, 0) = (Rugy To) = (Tpzs Tyt) = ... = (o, T1) = (b, 1) = (g, ). ‘ Tabla 1L6 e
22, Fie q, r.= N astfel incit a =bg +r, 0 <r < b. Avem: ) ‘

g 7. Elementul neutru este 0. Dacy, x, y = [—1, o) atunci @ + 1 = 0, y + 1 = 0, deci
% ol i ol . e oy 2',_1,“(1) ‘ r by 3 = U, = U,
2t —1=2%r 1 =@ 127 427 —1 =.(2 o+ i \ 2+y+ay 4 1= (y+ 1)z + 1) =0, de unde wsy = [ 1, co).

0= (2 blo-1)  gbla—2) L 4 2P 4 1) gi 27— 1 'q 2% — 1. Deci dacd r este restul impartirii | 8. Operatia , 1 “ admite ca element neutru pe b cind H este [a, 5] sai (g, B] iar ope-
lui a prin b, atunci 2" — 1 este restul impirtirii lui 2° — 1 prin 2° — 1. Tn particular, daci d | raia’ ,T* admite ca element neutru pe a cind H este [a, b] sau [a, b).

L ap 1 . . . . £ . {Ee = | :
este ultimul rest diferit de zero din algorltr.nul l\lll Euclid pentru a §1 b:., atunci 2 1 eite ul i ; 9, Operatia , T “ admite ca element neutru pe 1. Operatia ,, | “ nu admite element neu-
timul rest diferit de zero din algoritmul lui Euclid pentru 2* — 1 si 2° — 1, de unde (2¢ — 1, £i,yint cea {ndush pe H de 1l admiite' ca elament nentru paiih

e By G e ) : :

2 1y =2 1. 12. Dacd ¢ = Z este element neutru, punefi condifiile e+0 = 0 si exl = 1.

23. Conform Ex. 22 este suficient sa ardtim ci numerele 6¢ — 1, 6g + 1, 6q + 2, 1 ¢ 13. (1, n, p), (m, n, 1), (m, 2, 2);
6g + 3, 6g + 5, 6¢ + 7 sint relativ prime in perechi. Dacd un numir prim p divide doui din |
ele, atunci divide si diferenta lor in valoare absoluta. Diferenfele in valoare absolutd posibile | 14, a=0, b= 0, 5au a=—, b= 1.

LT | 2

sint 2, 3, 4, 6, 8, 1, 5, deci p poate fi 2, 3 san 5. Se observd c¢i 2 divide doar pe 6g + 2 iar 3
doar pe 6g 4+ 3. Singura complicatie poate apirea cind 5 divide pe 6¢ { 2 5i 6g + 7, ceea ce
- se exclude prin ipoteza o # 3 (mod 5).

15. e= 2.

16. 3) Avem AV= A, VA « M daci V= [0 “) cu ¢ =R
0 1

CAPITOLUL II ‘ . -‘ 18. Operatia ,+“ nu este asociativd si admite element neutru matricc:\—z—E, unde

E este matricea unitate.

1. Vezi Tablele TI-1 si IL2. % 2
20. Fie @, ycH, x=a + 0 )2, y= ¢ 4+ d V2, atunci xy = (ac 4 2bd) + (ad + be) ) 2

2, Vezi Tabla I1I-3. ‘ st (ac + 2bd)? — 2(ad + be)® = ad(c® — 2d?) — 2b%(c? — 2d?) = 1, deci xy. = H. Cum (a +
3. Vezi Tablele II-4 si II-5. ; X { + bY2)(a — bY3) = az — 2b* = 1, avem Tl = a — by,
4. Vezi Tablele 11-6 i II-7. - s - 2L 2) A este simetrizabil dacd si numai dacd a £ 0 si b % 0 si avem
5 Daci x, y < (2, co) atunei € —2>>0, y—2=>0, deci xy —2(x+y) + 4= ' i ‘ b [ a-t 0 J
=(x —2)u — 2) > 0. Cum sy = xy — 2(x + y) + 4 + A — 4, trebiie ca A = 6. ' —cathr  p1
8 — Matematici—algebrd, cl. a XII-a : 112
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24. =1, y = 2. y
25. Elementul neutru este (1, 0), elementele simetrizabile sint (1, D)si(—1,bcubeZ

26, Fie b = M astfel incit @ = aba. Fie e = ab si f= ba. Avem ey = abara = axa = y
si yf = azaba = ava =y, Vy € M. In particular e= ef= .

27. Luind z arbitrar, y = e, u = ¢ i v = ¢’ se obtine x=x 1 e. Luind 2= ¢, y = ¢/,
= e si » arbitrar se ob{ine v = ¢_| v, de unde e= ¢. Acum avem x | y= (x T e) L
Cl(eTy=(leT(Ly=xTy V& y<M De asemenea, * | ¥= (e T2 L
L@LlL=(lnTELy=yTe=yL= :

28, 1) 3°; 2) 3%; 3) 3. In general, pentru o muljime cu n elemente, avem : n*, nrinkn),

nt=1"+1 respectiv.

30. Orice cuvint & = M se poate scrie sub formd o = o'a’’, unde «’ este secvenia for-
matd cu primele 5 litere ale lui « ; @’ este secvenfa formati cu urmitoarele 3 litere ale lui a. .
Daci o, B,y = M, o = a'a”, B = BB”, v = Y, atunei (asfley = (@B")y'y") = «¥”
= (@'a’’) #(B'y"”) = ax(Pry). :

I

PITOLUL III

1. +1, 4i.

2. Daci z, y = (—1, 1), atunci (z + y)/(z + 2y) = (-1, 1).
Elementul neutru este 0 iar simetricul lui © este —x.

3. Vezi tabla III-i., 4. Vezi Tabla III-2. 5. Vezi Tabla III-3.

3b S g? o \ fEr fs fa ° I f1 fz iyt i i
1 1 € e? fi fi fa fa 0 fa f1 f1 f fs fg fs fs
£ g gl 1 | e fa fs Tl AR T B fiRE e [ s
ci|Sete] € fa s T f1 fa Fol fae f 2 s fo o
Tabla III-1 folld e il el Gl s s e h Slaith
i Tabla I1I-2 fs fs fo fa T i Tk
fl i fiofs OGT

Tabla III-3

10. Avem xyay = xryy. inmultind la stinga cu 7! si la dreapta cu y~, rezultd xy = yzx.
11. Avem (xy)? = e = ee = x%? si se aplici Ex. 10.

12, Pentru x arbitrar si y = e rezulid x =(xTx) Ta Decixa T x=¢,deundex | =
= x T y. Aplicind Ex. 11, deducem si & 1. y=y L . :

1 2 3 4 {2 8 4
b s e R A i g ),y:{ ]
e 342 e

I5. Gind A= 0 si k =0 demonstratie prin inductie. Daci h <0 si k<0, atunci
atbh¥ — (“--‘z)—l(b—k)vx £ (b—i’u—ﬁ)—I — (aéh b—k)—x = (bﬁk)*l(a—h)—l. — bka® ete.

16. Din ab — bl rezulti ci b* = aba~'. Atunci b? = b*b® = bib! = aba*labﬂ"l = abw,
de unde bta — ab. Atunci ab® — biab = b2bta = a, de unde b*= c. Inmullind la stinga si
dreapia cu b egalitatea b = ab? rezulti ab = ba.

17. Vezi Teoremele 4.1 si 4.2, Cap. III, §4.

19. Evident 12Z < 3Z (N 4Z. Daci ¢ = 3Z () 4Z, atunci 3| a si 4| a si cum (3, 4) =
— 1 rezulfd ci 3 x 4 = 12 divide «, deci a = 12Z.

20. a) H=(Z, +); b) H= (Q, +).

24. Se observd ci f(x) € (—1, 1), Vx = (0, c0) si [(xy) = [(x)«f(y).

25. Functia f: G — R, f(z) = tg(z), ¥z = G este un izomorfism dela (G, ) la (R, +).

26. 1) Vezi Tabla III-4, 2) Definiti f: 8% — G prin f(¢) = E, fluy= A, ()= B si
f(w) = E.

Al Ve e A: | @ loifey B b

Bl e R @ @ fa} {0} {a, B}

AlA- B G B {e} {a} @ {a, b} {b}

Bl B Gl VR {b} {8} {a, b} @ {a}

Glic B A H {a, b} | {a, b} {B} {a}. @
Tabla I11I-4 ‘ Tabla II1-5

38, Vezi Tabla 1IL5; 2) f(e) = @, f(u) = {a}, f(v) = {b}, f(w) = {a, b}.

31. 1) = 2), Fie @ € H. Cum H este mullime finitd, aplicatia [: H — H, f(x) = ax, este
bijectivd. Existd deci b € H astfel incit ab= a. Atunci b= e, deci e = H. Existd ad e H
astfel incit aa’ = e, Dar a™' = a’ € H si deci H este subgrup.

32, 2) = 1), Existi e = G astfel incit ae= a. Pentru b = G avem be= yae= ya = b.
Analog existi ¢ < G astfel incit e'b= b,'V b = G. Evident, e= ¢'. Dacii a¢ = G, existd a,
a’’ € G astfel incit a’'a = e= aa” si cum o’ = a’e = a’(aa”) = (a'a)a” = ea” = a” se deduce
ci a! existd.

33. 1) = 2),Daci H= 0= {0} se ia n= 0. Daci H #0 fie x = H, z # 0. Cum si
—.x = H rezultd ci H confine numere intregi strict pozitive si fie n > 0 cel mai mic numér
strict pozitiv din H. Avem nZ < H si folosind teorema impér{irii (prin n) cu rest se arati si
H < nZ.

34. Fie z= cos ¢ + ising. Atunci 1= z" = cosne + isinng deci np=2kn cu
h =Z. Rezultii ¢t z = cos 2rr + isin2rm, unde r = h/n = Q. Reciproc, dacd r = @, atunci
existi b, n = Z, n > 0, astlel incit r = h/n si atunci z* = 1 dacd z= cos2rm + isin2rm.

35. Notam elementele 1, z;, z,, ..., z,_ ale lui H astfel incit argumentele lor si satisfaci
0 < <@y < ... <Py < 2w Cum argumentul Iui zz;? € H este @, — ¢, > 0, rezulta
ci @, — ¢1 = ;. Exploatind aceastd idee se aratd ¢i @, = ip; pentru 0 < i < nsing, = 2mw.

7 2 2
Rezultd ¢i H = H{ = U,, unde E:cos—ﬂ- + isin =4 (v. Ex. R—2, § 4. Cap. III),
n n

36. Fie f:Z — Z un automorfism al grupului (Z, +) si fle ¢ = f(1). Atunci f(2) =
= f(1 + 1= f(1) + f(1) = a + a = 2a, f(—2) = —f(2) = —2a etc., deci f(h) = ha, VI = Z.
Cum [ este surjectiv, existd{ b = Z astfel incit 1 = f(b) = ba. Deducem ci a= +£1. Dacé
a = 1, atunci f = 1z iar dacd'a = —1, atunci = —1z.

CAPITOLUL: IV

1. Elementul zero al lui A este (0, 0), elementul unitate este (1, 0). Daci (a, b}z, y) =
5 3b)
a

115

= (0, 0), atunci ax + 3by = 0 si bx + ay = 0. Cind (a, b) # (0, 0) avem det( :

—a* — 3b? £ 0, de unde * =0, y = 0, deci A nu are divizori ai lui zero. |




3. Dacd ,, 1 “si , T " satisfac condiliile din enunt, atunei pentru orice x, y € Z avem
tt+y—a=(z—a)l (y—a)sizy—a= (xt — a) T (y — a). Observind ci [ este bijectiv
si notind *x —a=u, y—a=yuv avem ulv=u+v+asi aTrv=u+au+ av —
—at—a, ¥Yu, v=2Z Elementul zero este —a, elementul unitate este 1 — a.

5. Elementul zero este (0, 0) iar (1, 1) este elementul unitate al lui A. Elementele inver-
sabile sint (1, 1), (1, —1), (=1, 1) si (—1,-1).

7. 1) (1) 1)1 (11 *1)1 (2) 1)1 (2, '_1)! (4s 1)’ (4r 1), (5, 1): (53 “‘1), (7» 1)9 (7: “"1)1 (8’ 1)1
(8) =

8. Vezi Tablele IV.1 si IV.2.

+ 00 o @D 1D oo 0,0 0n @

©, 0|00 1,0 © 1D 1, 1) ©,0) | (0,0 (0,0 (0,0) (0,0)
1, 0| a0 ©o @1 O1 (1,0 | (0,0 (1,0 (0,0 (1,0
o, D011 @, 1) 1(0,:0) @, 0) © 1| ©0 (00 ©1 (1)
anlan @b 1o (© 0 O 1@ 0 (1L,0 (©1) 1,1

Tabla IV. 1. Tabla IV. 2

9. as+a::(:c+m)=:(x+x)(x+m):xi+-x!+x2+a:*:-.:r:+:c+.1:+:r, de unde
x4+ x= 0 si deci = —=z, ¥ 2 = B. De asemenea,
sty=@+pr=@EC+pE+p=2+ytwty=c+yzt+y -+ de unde yx
+ ay = 0, deci yx= —xy = Y.

10, 1) 16 ; 3) Existd 6 elemente inversabile.

12 ) ae@ade®ae@ae=(1010101d1NQae=0Qa=0.
2) Se observad ci 5| Gk 0 <k <5 si se aplicd 1) sl Ex. 1.

13. 1) Oricare ar fi a, b, c = R cu ac=0; 2) (E — UNE + U)=

14, Vezi tabla IV.3.

A N
15. 1= 2, y= 11.

A A A N

| TS A Pl D |

A A A A N

1 1 5 =1

A A A -~ A

5 L5 e Ll [ LESER 7

~ A Fas A A

7 IRl L

s N\ A A A
20 e e

Tabla IV. 3

21. 2) (1, 0), (—1, 0), (0, 1), (0, —1); 2) Aplicatia f: Z[l]-+ A f(z) = (a, b), ¥z =Z[i],
z= a + ib, este izomorfism.

23, Aplicatia f:C— K, f(z)=(a, D), V2 <€ z=0a + ib este izomorfism.

24, Aplicatia f: K> R, f(z) = Inz,'V = = ¥, este un izomorlism.

— a
25. Aplicatia f: Q(4/2) — K, [(z) = (b
morfism.

2. Da=b=1,c=6;2) =1 =2

116

20 = ;
a] Yz 0(W2), z=a + byf2 este izo-

5 A- A i A A A A
27. [+ g =X*+4X + 4, fy= X° + X* } 4X* | 4X° 4 23X } 3,
28, fg = 0.

A A A
29, 2X9 4 2X2 4 1, X9 +2X* + X +1, 2X* 4+ 32X + 1.

A

AA AA
30. 0, 1, 2, 3, 4,

wo>

31. Fie f= ax + b, g = ¢X + d. Punind conditia f2 + g? = X2 4 1 rezulti a® + ¢2 = 1
b4+d*=1, ab + ¢d = 0. De asemenea, (2a 4 b)* 4 (2¢ + d) = 5, (2a + b)(2c + d) =
3

Deci 2a + b si 2¢ + d sint rddécinile ecuatiei {2 — 5f 4 2 = 0. Se giseste = iX +
5 5

3
gz—X—ietc.
5 5

32. grad f este 0 dacd A= 1; 2 dacd A= 2; 3 dacid A # 2 si A # 1.

AB)y [ S AT, = 2 3T i

A A S A A
ATk Gl JBROL FEe L Bl e R Lol
97 a— 14, b= =3
~

38. f= —1 + 4X - 6X? 4 4X%

3. 0= +i, b=0;a=1, b= £V2; a= —1, b= i)2.
40, f(3) = 196.
A Ea A A A
4. g=5X" 43Xt 42X 45, r=5.
42. Fie a, b € Z, a= 25, b= 2t + 1, astfel incit f(a) = f(b) = 0. Cum a % b, poli-
nomul (X — a)(X — b) dividepe [, deci existd ¢ = Z[X] astfel ineit f= (X — 2s)(X — 2 —

— 1)g. Se obsetvi ci pentru orice k = Z unul din numerelek — 25, k — 2f — 1 este par.

43.X'4+4—(X2+2X'+2) (3 = 2xo) = (X ) (X 1) (L)
(X —1—1), X°427=(X"+3) (X*+3X +3) (X*— 38X +3)= (X + iy (X — iy3)
(X +2) (X +2) (X — 2) (X — z2), unde z= (3+i 4/3)/2.

M f= (X + DX + DX + X+ 1),

45. i) v. Ex.2,§7;2) f= (X — \3/2-)(3@ it \‘r‘y2—X e ,\:'3/4—)= (x> \:’72_)(X > '\%l_s)
(X — ¥/2e%), unde € = (— 1 +1i} 3)/2.

46. Cum A este mulfime finitd este suficient sd aritim ci f este functie injectivi. ﬁacﬁ

'f(x,)= f(x,), atunci 1 + ;=1 + x,, de unde x, = x,, cici (A4, ) este grup. Asadar

A= {f(0), f(1}, f(@), f(B)}, deci f(0) + f(1) + f(aj - f(b)=0 + 1 +a + b, ceea ce in grupul
(A, +) atrage 14+ 1 41 4+ 1= 0. Dacii A este corp si 1 4 1 # 0, atunci 0 # (1 + 1)53 =
=141+ 1+ 1= 0. Contradictie.

48, Cum 1= (—-1)= — 1, avem 14+ 1=0, deci a+t+a=a(l +1)=a-0=0,
b
Va = A. Avem: 1+:c:(1+x)°=k}]C§:c"=:c+:c‘+9:ﬂ—|-1,deunde o= —ar= x%
0 .

in fine, z = 2% = xt.x? = 2% .2% = x! = 8,
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B0. Avem f(1)=1, f@)=f(l + V= fA) + f)=1+1=2, {(-2)= —f@) = -2,
fn general, f(n)= n, ¥ n = Z. Dacii r € @, atunci r = mn™%, cu m, n €%, de unde f(r) =
= (fmn) = f(m)f(n~*) = f(m)(f(n))~ = mn™* = r. Fie ¢ un automorfism al Iui Q(42). Evi-
dent g(r)=r, Vr = Q. Daci c = a + bJZ cua, b =Q, atunci g(x) = g(a) + g(b)g(\/.‘«.._"i::
— a + by(y3. Dar 2 = g(2) = 942+ D = YDy = (G(2)y; deducem ci g(y2)=
— :}:J:‘f. Daci g(JE}: 'Ji,‘ atunci g este autogmrfismul identic, iar dacd g(@: ——\/2_,
atunci g este automorfismul cu actiune a + b2 —a — baf2.

51. Se observi ¢ f(F)=r, V r = Q (v. Ex. 50). Daci < R, z>> 0, atunci’ f(z) > 0,
in adevidr, fie y = R, y > 0 astfel incit y? = x. Atunci f(x) = f(¥*) = (f({¥))* > 0.

Tie t€R, ¢>0sir, n=s0Q z2—e<r,<z<r, <2+ e Atunci flx — €) <
< f(ry) < f(x) < f(ry) < f(x + €), deel ry < f(x) <r, de unde | f(z) — =] < e. Rezultd ci
flx)==2 ¥V ¢ =R.

CAPITOLUL V

. Avem fu(gsx) = falg(x) = F(9(2) = (fog)@) = (foghsa; Ly +8= 1y (¥)= .

6. K" are 2" vectori.

1)

7. K", unde K = Z,.

8. Fie v € V, v # 0. Atunci aplicatia R — V, o —» av este injectiva.

9. a:-{—lx-i- A — ;m+?m+ +’ia:= (Al-i-’\1+ +,i):c=?a::6;:: 0.

11, » = (—3)v, + 0-v, + bv,.

12. A= —5E, — E, + 6E,— 2E,.

13, f= 3fi — 9 + 5fs

W =14+ (DX 4 (—DX + =1L X) + (=X + X = (—2)X* +-1:
(X 4 X0) = 01 + O(X — 1)/1! + 4(X — 1)?/21 4 6(X —- 1)2/31.

EXercitil oo i i W s e w A e s

Cap. II. LEGL DE COMPOZITIE

1. Notiunea de lege de compozitie. Exemple

2. Parte stabili. Lége de compozitie indusi

3. Tabla unei legi de compozilie . . . . .
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3
4
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4. Subgrup. Exemple
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. Polinoame ireductibile. Descompunerea polinoamelor.
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Cap. V. SPATII VECTORIALE
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