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Capitolul I

Polinoame

1.0. Introducere

In primele patru capitole ale acestui manual se trateazd eccuatiile
algebrice, adicd ecuafiile de forma P(x) = 0, unde P(z) este un poli-
nom. De aceea esle necesar sii reluim notiunea de polinom, cunoscuta
din clasele anterioare, pentru a aduce unele precizari gi completdri.

1.1. Preciziri si completdri

1.1.1. Notiunea de polinom. Dupd cum se stie, expresii ca
P(z) = 22 4 523 — Tz + 10,
Pz, y) = 2* + y* — 32y + =z — 2y - 6,
P(z,y,z) =222+ 3y2 + 22 —xy + 2yz + 2 + y — 10

se numesc polinoame. Primul este un polinom cu o singurd variabild,
al doilea — cu doui, iar al treilea — cu trei variabile.

In acest manual vor interveni numai polinoame cu o singurd varia-
bild, pe care le vom numi, scurt, polinoame. Deci, un polinom este
o expresie de forma

Plz) = ap2™ - aya* 1+ .. a0+ 8,

in care coeficientii @i = 0,1,2, ..., ») sint numere intregi, rafionale,
reale san complexe, n este un numdr natural, iar 2 este o variabila
care parcurge o multime numericd determinatd, Z, ¢, R sau C.

Un polinom este un simbol care indicd un sir de operafii (ridicéri
la putere, inmultiri si adundri) ce se fac cu o valoare a variabilei (neeu-
noscutei) gi cu coeficientii. Astfel, polinomul 32* — bz 4 8 indicd ur-
matoarele operatii: numarul  (rational, real sau complex) se ridica
la pdtrat si se inmulteste cu 3; acelasi numdr se inmulteste cu (—5),
si produsul se adund cu primul; rezultatul se adund cu 8. :
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1.4.2. Exemple, a) Plz) = 32% — — 2t 4 =z — |/ B& 4+ & esle un polinom

o

cu coeficienti reali, a,—3, @, = — =, =0, a,==m, ¢ = — /3, a; =5
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(Termenii cu cocficientul zero nu se seriu.)

b) Qo) = ias — Jar + (1 — i/ 8) 2+ &
este un polinom cu coeficienti complecsi, a, = i, a, = — 7, a, = 1 — 1|/ 3, ay = 4.
(Numerele — 7 si & sint privite ca numere complexe: — 7 = — 7 4 0§, & = & - (1))

1.1.3. Multimea cdreia fi apartin eoeficien{ii unui polinem si vayia-
bila. Spre deosebire de felul cum se procedeazd de cele mai multe ori
in clasele mai mici, eind coeficientit sint literali, trebuie sa se precizeze
totdeauna cdrei multimi numerice ii apartin (Z, @, R, €). Acest lucru
este necesar din motivul urmitor.

Polinoamele cu coeficienti dintr-o multime mai restringd au unele
proprietdti pe care nu le au polinoamele ai cdror coeiicienti apartin
unel multimi mai cuprinzitoare. Astlel, polinoamele cu ecoelicienti
reali au unele proprietdti pe care nu le au polinoamele cu coeficienti
complecgi, dupd cum polinoamele cu coeficienti rationali au unele pro-
prietiti pe care nu le au polinoamele cu coeficienti reali s.a.m.d.

Cit despre multimea pe care o parcurge variabila, ea este de ohicei
aceeasi ca multimea cidreia i1 aparlin coeficientil sau mai cuprinzi-
toare. Deoarece Zc Q@ c Rc C, se poate considera totdeauna ci
coelicientii ecuatiei aparfin multimii in care variabila ia valori.

In primele dou# capitole ale acestei cirti vom trata polinoame cu
coeficienti complecsi, in care variabila ia valori complexe. Pentru a
tine prezenl in minte acest lueru, vom folosi pentru variabild litera z.
Dat fiind ed Z cQ c R c ', tot ce vom spune rdmine valabhil §i pen-
tru polinoame cu coeficientii in oricare din aceste multimi, cu condiiia
ca variabila s ia valori complexe.

1.1.4. Gradul unui polinom. Polinomul
@z + 2"+ 4y 2 F gy
este de gradul n, dacd a, = 0. :
Polinoamele de la 1.1.2 au, respectiv, gradele 5 si 3.
Conditia @,=~ 0 éeste esenliali. De exemplu, polinomul

0z% |- 022 L 5z — 3z |- &

este de gradul 2, nu 4.

Coeficientul @, = @,2° se numeste (lermenul liber al polinomului.
Un polinom poate {i format numai din termenul sdu liber. De exemplu
polinomul 3, care esle acelagi polinom ca

(s (0l e sl BE e Sl L S L L e it

Gradual unui asemaenea pn]inr)m este zero.
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Vom considera gi polinomul special, notat cu P*,
P* = 0z" + 0z + ... + 0z - 0,

cum ar fi: 0z + 0 sau 0z2 | 0z 0 gs.am.d., in care toti coeficientii
sint nuli. Acest polinom se numesgte polinomul nul. Kl nu are grad.

Gradul unui polinom joacd uneori rolul pe care-l joacd ,mirimea®
unui numdr real (v. problema -30). i

1.1.5. Operatii eu polinoame. Regulile dupd care se lac acesie opera-
tii sint cunoscute din clasele anterioare. Motivul pentru care s-au format
tocmai acesbe reguli, nu altele, va [i ardtat mai departe (1.1.8.). Aici
ne mirginim si mentiondm cd ele sint valabile gi in cazul polinoamelor
cu coeficienti compleesi.

1.1.6. Gradul smmei si al produsului. Fie P un polinom de gradul m
g1 ¢ un polinom de gradul n,

gr. P =m, gr.Q = n.

a) Dacd m > n, gradul sumei P 4 Q esle m, cdcl primul termen
al sumei este primul termen din P. Dacd insi m = n, gradul sumei
este egal cu gradul lor sau mai miec, cdci se poate ca primul termen,
sau primii doi termeni ete. sd se reducd. ¥

Acelagi lueru se poate spune despre gradul diferentei P — Q. In
adevir, P —Q = P -+ (—0), cdci pentru a sciddea  din P se adunid
P cu polinomul care se obfine schimbind semnele tuturor coeficienti-
lor polinomului Q, iar gr. (—Q) = gr. Q.

Asadar, -

or. (P Q) < max. (gr. P, gr. )%

b) Gradul produsului lor este m -~ n. In adevilr, daci P = qz™
I 5 ? 0
+ ..., Q0 = byz" + ..., atunci PO = a b,z 4 ...

1.1.7. Funetia-poiinom. Considerdim, de exemplu, polinomul
2z% — 5z + 7.

El indicd un gir de operatii care duc, pentru fiecare valoare a lui z,
la un numir bine determinat, dar in algebra elementari nu se arata
. s . X o i . .
precis care sint toate valorile pe care le poate Ina z. Daca se precizeaza
care este multimea E a valorilor pe care le poate lua z, de exemplu
E = {1, 2, 3}, se poate delini o functie P : £ — R datd de relatia
§ Sy ¥ b

P(z) = 22> — bz + 7.
* @ gl b fiind doudl numere reale, prin max. (a, b) se infelege cel mai mare dintre
numerele @ si b. Dacid « = b, max. (a, b) = a = b.
De exemplo: max. (3, 4) = 4, max. (2, 2) = 2. Un sens analog are simbolul
min. (a, &).




Caleulul da:
P(1) = 4, P(2) =5, P(3) =10.

In acest exemplu, s-a dat un polinom (cu coeficienli intregi) si cu
ajutorul lui am definit o functie. Acelagi lucru se poate face in cazul
oricarui polinom, dar multimea de definitie nu se ia la intimplare. Pre-
zintd interes cazul in care se ia ca multime de delinitie una dintre mul-
timile Z,Q, R sau €. Functiile astlel definite se numesec funcfii-poli-
nom sau functit polinomiale.

Exemple. 1) Cu ajutorul polinomului z2 -- 8iz — 4, cu coeficienti complecsi,
se poate defini functia

P:C — C, dald de relatia P(z) = 22 + 3iz — 4

2) Cu ajutorul polinomului cu coeficienti reali «? — 5x + |/ 2 se pot defini
functiile
P :R—s R cuPa)=a?— 52+ |2 (x = R)
si
P,:C—»C, cu Pyfs) =20— 5z /2 (zeC).

3) Cu ajutorul polinomului cu coeficienti intregi a* — 3z + 4 se pol defini
functiile:
PiZsZ, P:Q—-0Q, P,:R—>Rsi P :C—C,

prin relatia Pj(z) = a* — 3z + 4, =1, 2,3, 4, unde a parcurge respectiv una
dintre multimile Z,Q, R sau C.

Cazul cel mai important pentru teoria ecuafiilor algebrice este cel
al polinoamelor cu coeficienti reali in care variabila ia valori com-
plexe.

O functie-polinom este o functie P: M — M, unde M este una
dintre multimile Z, Q, R sau C, dati de o relatie de forma

P(z) = g™ + a2 +.... + ay, @ gy ..y 0y € M.

Exemplele de mai sus se incadreazd in aceastd delinitie, desi acolo
multimea in care functia ia valori a fost uneori mai cuprinzitoare de-
cit multimea céreia ii apartin coelicientii, ciici se poate considera cd
coeficienfii apartin multimii mai cuprinzdtoare. Astfel, in cazul in
care polinomul are coeficienti reali, iar variabila ia valori complexe,
putem considera coeficientii ca numere complexe (12 CC).

Deosebirea dintre functia polinomiald si polinom este urmétoarea:
o functie P este definitd cind se dau multimea de definitie £, multi-
mea I' in care functia ia valori si un proceden prin care se asociazd fie-
carui element = din £ un element unic P(z) din F. Polinomul, ca expre-
sie algebricd, este numai al treilea dintre aceste elemente: el ne di nu-
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mai procedeul prin care se afli pentru fiecare element z & F elementul
corespunzitor P(z) din F. ‘

Pentru prescurtare, se spune polinom in loc de funclie-polinom,
deci valoarea polinomului in loc de valoarea funcliei-polinom.

1.1.8. Operatii cu polinoame, operatii cu funefii-polinom. Acum
putem arita care este sensul regulilor de calcul cu polinoame (v. 1.1.5.).

Dupé cum se gtie, doud functii [ si g sint egale cind sint definite
pe aceeasi mulfime M si valorile lor pentru aceleasi valori ale variabilel
sint aceleasi:

[f = gl Vo, & € M i f(2) = g(a)}*

Cu alte cuvinte, doud funclii egale sint una si aceeasi funclie.
Regulile de calcul cu polinoame sint astfel intocmite incit sd dea funciii
egale®*,
De exemplu:

2z + 1) (x — 3) = 222 — 5z — 3.

Se spune cd expresiile care figureazd de o parte gi de alta a semnului
»='" au aceeasl ,,valoare numerici® oricare ar {i valoarea lul z.
Sensul precis al acestel relatii este urmitorul:

Se dau polinoamele 2z + 1 si  — 3. Apoi se considerd functiile:
A:R—+ R, A(z) =2x+1, B: R+ R, B(z) = z—3,
P:R - R, Plx) = 2z>— 5z — 3.

Regula de inmuliire a polinoamelor ne garanteazi ci, oricare ar
fi e R,

A(z)B(z) = P(x).

* Simbolul ¥ se citeste: ,joricare ar fi sau: ,pentru orice®. De exemplu, Vaz,
z = M... se citeste: ,oricare ar fi x, x apartinind lui M...* sau: ,,pentru orice z, «
apartinind lui M...“. Penfru prescurtare, se poate citi: ,oricare ar fi = din M., *

Simbolul 3 se citeste: ,existd (cel putin) un“. De exemplu, I¢, ¢ = Z, astfel
incit s3 avem a = be se citeste: ,,exist@ un ¢ apartinind lui Z astfel incit...*

Simbolul V se numeste cuantificator universal, iar simbolul 3 se numeste cuan-
tificator ewxistential.

*# Acest lucru nu este adevdirat pentru orice caleul algebric. De exemplu

=1 1
B2—1 ozt

Aceste doud fraclii nu au aceeasi valoare pentru ,orice valoare® a lui z. Pentru

% = 1, prima n-are sens, iar a doua are o valoare bine determinati =

2
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Situalia este analoagd in cazul celorlalle operatii cu polinoame.

Pentru a exprima cd procedeele indicate de doud expresii algebrice
definesc aceeagi functie (dacd se ia aceeasi multime de definitie) vom
folosi cuantificatorul universal V sl vom preciza care este multimea de
delinitie. Vom scrie, de exemplu,

Ve, € R(2x + 1) (x — 3) = 22% — ba — 3.
Aceastd afirmatie este echivalentd cu warmétoarea: funcliile

f:B-R, fla)y =2z +1)(x—3) si g: R R, glz) = 22> — bow — 3
sint egale.

Pentru prescurtare, vom renunta de multe ori la cuantificatorul ¥
dar vom mentiona ci este vorba de o identitate® ; multimea in care
variabila ia valori va fi subinteleasi.

1.1.9. Observare despre simbolul P(x). Pentru a ne conforma unui obicei inri-
dicinat, vom folosi simbolul P(z) sau P(s) cu doud semnificatii.i Pe de o parte
P(z) reprezinli polinomul insusi, ca expresie algebricd, care indicd un sir de operafii.
De exemplu,

P(z) = 2z — 5z — 8.
Aici P(z) esle un simbol care reprezintd unul si acelasi lucru cu expresia 2z% — 5z —

Pe de alla parle, P(z) reprezintd valoarea functiei corespunziitoare P : ¢ — C
pentru o valoare oarecare z a argumentului. In acest sens se scrie ,,ecualia P(z) = 0.

Un polinom, ca sir de operatii, nu poate fi egal cu zero sau cu un alt numér;
valoarea functici respective poate fi egald cu zero. De exemplu, forma gencrald
a unei ecualii in care ambele pirti sint polinoame (de exemplu: 2z% 4 z = z* —

— 5 — 3) este
P(z) = Qla).

Ajci nu polinoamele sint egale — douél polinoame egale sint unul si acelasi
polinom — ci valorile celor doud funetii — polinom pentru o valoare a argumentului
carc urmeazid si fie determinatii sint egale.

1.2. Polinoame identice

1.2.1. Polinoame egale, polinoame identice. a) Orice expresie al-
gebricd indicd un sir de operatii. Atunci doudl expresii algchrice, in
special doud poimoame sint egale dacd indicd aceleagi operal,n ele
sint una si aceeasi expresie scrisi de doud ori. De exemplu, polino-

# n unele cirti se foloseste semnul ,,=% Acest semn trebuie evilal din deud
motive. Primul: el nu este deslul de precis, prin faptul cd nu se arati ce se infe-
lege prin ,,orice valoare®; al doilea: el nu se foloseste in mod consecvent; el ar trebui
folosit la cele mai multe calcule algebrice si in lrigonometrie. De exemplu, ar trebui
scris sinfaz - cos?z = 1, ceea ce de obicei nu se face.
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mul 3z — bz + 2 indicd operatiile: ridicarea lui z la pditrat, inmul-
tirea lui z2 cu 3 s.am.d. Polinomul az% 4+ bz + ¢ ne indicd aceleasi
operafii dacd gi numai dacd @ = 3, b = — 5, ¢ = 2, gi numai in acest
caz cele doud polinoame sint egale.

In general, polinoamele

aps™ + aZ™ 4 L oay §i bt - b2 - L D,

gint egale dacd g1 numai dacd m = n, ay = by, @y = by, ..., Gy = by,
b) Pe de altd parte orice polinom ne d& un procedeu care poate
intra in definitia unei functii. De exemplu, cu ajutorul po]inomului
Bzt — ')7+2 se poate defini functia P : € — C data de relatia P(z) =
= 3z — bz -} 2. Doud polinoame care definesc aceeasi functie se nu-
mesc polinoame identice.
Sensul precis al acestei afirmatii este urmitorul. Fie

ﬁ’-UEm Jr a,}zm—l + __1_ i Sl bozn + b],.awl + + ‘bn

doud 'pUhD{ ame cu coeficientii complecsi gi z o variabili complexa.
Aceste polinoame sint identice daci gi numai dacd funciia P:C-C
dati de relatia

P(z) = apd™ 4018 4 .. - ay,
este egali cu functia Q :C— C datd de relalia
Qz) = bpz" + by + . by

Este evident ci doud polimoame egale sint identice. Se pune pro-
blema dacd si reciproca acestei propozifii este adevdratd, adica: fiind data,
de exemplu, functia:

P:oC—>C, Plz)= 2 — bz 4+ 2

existd sl un polinom " + a2t 4 ... + @, diferit de 23 — bz 2
astfel ineit functia

@:C—C, 0z = ag?™ + a2 4 ... 4 a®

sd lie egali cu functia P? In cazul expresiilor algebrice sau trigono-
melrice oarecare, raspnn%ul este negativ. De L\iemplu, functiile

f:R— R, fley=a+ /2 +1 s
s B R, 1/22+1+2x]/x2,'+1

sint egale, (lupa cum se poat-e verifica ridicind ambele expresii la patrat

(ele sint pozitive pentru orice valoare a lui a).

De asemenea, [unetiile

f:R—R, flx)y =sin2z 8i g: R— R, g(x) = 2 sin z cos z sint egale,
degi es pmsnlo sin 22 §i 2 sin 2 cos % sint diferite.
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In cele ce urmeazd, vom trata aceastd problemd, care este funda-
mentali pentru teoria operatiilor cu polinoame. Vom trata intii cazul
particular cind functia definitd de un polinom este funclia constantd
ZeT0.

1.2.2. Polinom identic nul. a) Definifie. Fie
P(z) = a2 + a2t 4+ ... + a,
un polinom cu coeficienti complecsi.

Polinomul P(z) este identic nul dacd §i numai daci valoarea
sa este zero pentru orice valoare complexd a lui z.

Cu alte cuvinte, polinomul P(z) este identic nul dacd gi numai dacé
functia P : ¢ — C definita prin relatia
P(z) = az" -+ az®t + ... + a,

este funclia constantd P(z) = 0*.

b) Punem problema: ce conditie trebuie si indeplineasci coeficien-
tii unui polinom ca polinomul si fie identic nul?

Este evident cd polinomul nul, adici

P — 07" + 0z71 - ... -+ 0z + 0,

ai cdrui coelicienti sint toti nuli, ia valoarea zero pentru ovice valoare
a lui z
(@ =@ = . = gy=0]=[¥5 2 C Pl =10] (1)

Vom demonstra implicatia inversd: dacil polinomul P(z) este iden-

tie nul, toti coeficientii sdi sint nuli. Pentru a lixa ideile, vom lna cazul

unui polinom de gradul III,
P(z) = a,z® + a.2* + a5 + as.

Presupunem ci polinomul se anuleazd pentru mai multe valori
diferite ale lui z, z = z,, z = 7, s.a.m.d. (prin ipotezi, astfel de valori
existd cite vrem) si ciutdm si afldim coeficientii a,, @y, @5, @ Fiinded
avem patru necunoscute, ludm patru valori diferite ale lui z gi formidm
patru ecuatii:

3 2 A

(23) = @p23 + @975 + ao25 + a3 = 0,

(22) = @22 + ai7f + ag2 + a3 = 0.

*{n agest enunt, simbolul P(z) apare cu doud semnificatii diferite, Prima

oarii P(z) reprezintd polinomul, iar a doua oard, valoarea polinomului (v. 1.1.9}.
Aceastdi ambiguitate va apérea deseori.
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Am format astfel un sistem de patru ecuatii liniare si omogene cu
cele pabtru necunoscute @, a,, @,, @3. Determinantul acestul sistem este

)

1
ZoRNE 72 S S
LA L
c T R T |
Este determinantul lui Vandermonde (au apdrut liniile in locul
coloanelor gi invers cu unele intervertiri). Se stie cd
A = (2, — 25) (2, — 23) (21 — 24) (22 — 23) (22 — 2) (35 — 2y).

Deoarece z 5 25, 2y 5= %3, vy %3 F 2y, acest produs este cliferit de
zero, deci A == 0. Rezultd cdl sistemul nostru admite o singurd solutie,
g1 anume soluiia banald

gy =0 a5, =0, ds =1, g5—=10;

ceea ce inseamni cd, dacd polinomul P(z) este identic nul, tofi coefi-
cientii sai sint nuli.

Aceeagi demonstratic se poate face pentru un polinom de orice
grad. Deci, in general, in cazul polinomului P(z), de gradul n,

[Vz,zE€ € Pl =0]=[ag=a, = ...= ay = 0]. (2)
Pe baza implicatiilor (1) gi (2) putem enunta:

Un polinom P(z) = azg® + a7 4+ az"* + ... + a,42 + a, este
identiec nul daed si numai daedi toti coeficientii siii sint nuli (adicd
Plz) = P*);

[Vz,z€ C, Pla) =0]<[ay = = .. =a, =0(P(z) = P¥)].

1.2.3. Observiiri. 1) Tn demonstratia teoremei de mai sus nu am folosit loatd
ipoteza, Se presupune ci polinomul se anuleazd pentru orice valoare a lui z, iar noi
am folosif, in cazul polinomului de gradul ITT, numai patru valori (cici avem patru
coeficienti, deci ne-au trebuit patru ecuatii). Putem enunta teorema mai tare:

Daci un polinom P(z) de gradul n se anuleazd pentru n -+ 1 valori ale
lui z, polinemul este identic nul.

Cu alte cuvinte: o ecuatie algebrica de gradul n are cel mult n radacini.

2) in cursul demonstratiei s-a folosit si faptul urmitor: daci un polinom de
gradul n se anuleazd pentru orice valoare a lui z putem giisi » 4 1 valori ale lui z
care-1 anuleazii. Acest lucru se poate face citd vreme multimea de definitie a functiei
corespunziitoare este infinitd, cum este multinfea C. Demonstratia nu mai este
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valabild, si leorema nu mai este adeviratd, dacii acea multime esle finild. Daca,
insd, multimea de definilie este finild, formati din » elemente si operatiile au
aceleasi proprietdti ca in cazul numerelor, leorema rdmine adeviratd pentru
polincame de grad < n — 1.

De asemenea, s-a folosit faptul cd dacd toti factorii unui produs sint diferiti
de zero, produsul este diferit de zero. Dacd variabila z ia valori intr-o mullime
in care aceastd propozitie nu este adeviratdi, demonstrajia nu mai este valabild
si teorema nu mai este adevirati.

3) Notiunile de polinom nul, P#*, si polinom identic nul nu trebuie confundate,
dar ullima teoremd arati cii singurul polinom identic nul este polinomul nul, adici
singurul polinom care ia valoarea zero penfru orice valoare a varviabilei esle poli-
nomul in care Lot coeficientii sint nuli.

1.2.4. Condifia ca doui polinoame si fie identice. Acum putem rezolva
problema pusa la inceputul acestui paragraf (1.2.1): cind sint doud
polincame identice?

Considerim polinoamele
‘p(z) == (I()Zn _'_ ':.":rzn—1 + —l_ ap §l
O(z) = bz 4 bzt + ... + b,

Este evident ed daci coelicientii aceloragi puteri ale lui z (pe scurt:
coelicienlii corespunzdtori) sint aceiagi in ambele polincame, cele doud
polinoame sint identice, ciici sint unul si acelasi polinom

[ty = by, @1 = by, vy @y = byl = [Vz, 26 C P(z) = Q(2)] 3)

Penlru a demonstra implicatia inversd, congiderdm polinoamele de
mai sus si judecdm astfel:

Daca cele doud polinoame ian aceeasi valoare pentru orice valoare
complexd a lui z, diferenta lor esle efrala cu zero penlru orice valoare
complexd a lui z, adicd pohnomul

Rlz)— Q(z) = (@p— bp)a" + (@ — )" '+ oo (@ — by )2+ @y
este identic nul. Aplicind teorema precedentd, rezultd cé
aﬂ. bﬂ—-o a]_""'b]_-—-o .,ﬂ]‘_‘b t:-O,a«n‘_‘bn:O

sau
ay = ]}0? a4y = bl? vy Ay = bnflv Ay = bm

ceea ce inseamnd cii coeficientii corespunzdtori sint egali. Deci
[Vz, z € C Pz) = Q(Z)] = [a, = bm @y = by, oy = bn] (4)

Pe baza implicatiilor (3) si (4) putem enunta:
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Doud polinoame

P(z) = a,7" + a;zv! _,!ﬁ e =y o B[ Uy
Qz) = bgz" + bz Pl B = Oy

sint identice daci si numai daci coeficientii lor corespunzitori sint
egali

[Vz, 2 € C Plz) = ka)] S [G‘O - bD) a4 = bl: ey Oy = bn]

1.2.5. Observari, 1) Faptul ci in cele doud polinoame primul termen confine
z la aceeasi putere ar putea da impresia ca trebuie pusd conditia ca cele doud
polinoame si fie de acelagi grad., Dar acest lucru nu este necesar, cdei in demon-
stratie nu intervine niciieri faptul ci a, =0 sau by==0. Totul este ca in ambele
polinoame si figureze aceleagi puteri ale lui =, ca fiecdrui coeficient dintr-un
polinom si-i corespundi un coelicient al celuilalt polinom. Dacd polinoamele nu
sint de acelasi grad, se adaugd la polinomul de grad mai mic unul sau mai mulfi
termeni cu coeficientul zero. De exemplu, in cazul cind polinoamele sint

Plz) = az? 4 bz" + cs® | dz 4 e, O(z) = mz*+ nz + p,
polinomul al doilea se scrie:
Qz) = 0z* + 0z + mz® |- nz+ p
si condifia ca P(z) si fie identic cu Q(z) este:
a=0, b=0,c=m, d=n, e=p.

2) Din cele ariitate la 1.2.3., obs. 2 rezultd cii pentru ca douii polinoame de
gradul n si fic idenlice este suficient ca ele si ia valori egale pentru n - 1 valori
ale variabilei (nu pentru toate). Acesl lucru se intimpli numai la functii-polinom.
O functie oarccare este definitd cind se dau valorile ei pentru Loate valorile varia-
bilei din mullimea ei de definitie, nu numai pentru unele din ele.

3) In algebra elementard, regulile de calcul cu polinoame se juslificd prin
faptul ci ele duc la functii egale, adicél la identititi (v. 1.1.8). De exemplu, suma
polinoamelor

Plz) =222 — 73+ 3 si Qz) =22+ 52— 8
este polinomul
S(z) =322 — 22 — 5

penlru cd, oricare ar fi z (z € C, z € R elc.), numirul S(z) este suma numerelor
Plz) si Qfz).

Algebra elementard ne invatd cum se afli un polinom care sd indeplineascé
aceastd condilie, dar ea nu ne garanteazi ci S(z) este singurul polinom care si
aibd accastd insusire. Numai ultima leoremi ne di aceastid garantie.

1.2.6. Metoda coeficientilor nedeterminati. Teorema de la 1.2.4. sti

la baza metodei coeficientilor nedeterminati, pe care o vom pune in
evidentd prin exemplele urmétoare:
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1) Sa se pund polinomul
P(z) = 228 — 522 — 8z + 7
sub forma

E(z)=a(z— 2+ bz —2)2 4+ c(z—2) 4 d.
Efectuind calculele, se obtine
Q(z) = az®+ (—6a + b)z* 4 (12¢ — 4b 4 c)z -+ (—8a + 4b — 2¢ | d).

Acum ]udecam astfel:

Polinomul Q(z) s-a obtinut efectuind operafiile indicate in FE(z),
deci expresiile £(z) si Q(z) definesc acceagi functie (1.1.5.). Atunci E(z)
va fi identic cu P(z) rlaezi gl numai dacd Q(z) va fi identic eu P(.,). Apli-
cdm teorema de la 1.2.4.

Egalind coeficientii corespunzilori ai polinoamelor P(z) si Q(z)
obtine

a=2 —6a4+b=—H120c —4b+{+c=—8 —8Bat+4b—2c{d=7.
Acest sistem de ecuatii da: a =2, =7, ¢ = — 4, d = — 13. Deci,
228 — 522 — 8z 4+ 7 =20z —2)* + 7z — 2)2 — 4(z — 2) — 13.
Se spune ¢i am dezvoltat polinomul P(z) dupd puterile descrescitoare
ale Tui (z — 2). ‘
2) S se determine constantele reale A, B, C astfel incit sd aibd loc
tdentitateq

o n : 22 4 1 e, ; (
Vi, e it b 2}(3:+1)(.C7-'I)(3:—2) x -1 z—1 z —

Scdpdm de numitori: _
2z+1=4@x—1) (z —2)+ Blz+1) (x—2) 4+ Clz + 1) (z — 1).

Efectuiim inmultirile si ordondm dupd puterile descresciitoare ale
lui z. Obtinem

22 +1=(A+B+C)2*+ (—34 — B)r { 24 — 2B — C.
Egalim coeficientil corespunzitori:
A+B+C=0, —34—B=224—-2B—(C=1,
de unde

IREL i S EE O
6 2 3
Deci,
ks Lt i
92 1 : :J__i_ 9 _§..
(@4 1) (2 —1) (z—2) x4 1 z— 1 z— 2

2:1: + 1
(@4 1) "t-—-fl:l (x—2)
simple. Asemenea descompuneri sint necesare in calculul integral.

a fost descompusd in fractii

Se spune cé [fractia
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1.3. Impirtirea polinoamelor

1.3.1. Recapitulare. Fiind date douil polinoame, D(z) si 7(z) cu coefi-
cienli din @, R san C, I(z) liind diferit de polinomul nul, a impérti primul
dintre aceste polinoame prin cel de-al doilea inseamnd a gdsi doud
polinoame ((z) si £(z), astlel incit sd4 aibd loc identitatea:

Yz, 2E€ C D(z) = I(z) - C(z) + R(z)

si gradul lui R(z) sd lie mai mic decit gradul lui I(z) sau R(z) si [lie
polinomul nul.

Polinoamele D(z), I(z), C(z) §1 R(z) se numesc, respectiv, deimpdrfitul,
tmpdriitorul, ciiul si restul.

In clasele anterioare s-a inviitat un algoritm (procedeu) prin care
se pob afla citul gi restul. De exemplu pentru

D(z) = 3z — 728 + 1222 L 33 — 6, I(z) = 22 — 2z -} 4,
se 01)'1!'--111 eitul gi restul :
Cz) =322 —z— 2, R(z) =32+ 2
Are loc identitatea
(*)3zt — 722 + 1222 4+ 32 — 6 = (2* — 22 4+ 4) (322 — 2 — 2) + 33 2

Algoritmul se poate aplica gi in cazul polinoamelor cu coeficienti
complecsi.

De vreme ce cunoagtem un procedeu dupd care putem afla citul si
restul, problema existentei nu se mai pune; ele existd totdeauna (oricare
ar fi polinoamele D(z) si I(z)), Mai mult, citul i restul sint untce (v. 1.3.3.).

Mentiondm cd, dacd ddm lui z o valoare z = q, relatia dintre deim-
pértit, impartitor, cit si rest devine relatia numericd D(a) = I(a)C(a)+
+ R(a), dar aceasta nu inseamnd cd C(a) si R(a) sint, respectiv, citul
gi restul tmpartirii numdrului D(a) prin numirul I(a). Astfel, in exem-
plul polinoamelor cu coeficienti numerici de mai sus, D(3) = 165,
I(3) =17, C(3) = 22, R(3) = 11. Relatia (*) devine 165 = 7 - 22 4 11;
ea este adeviratd, dar 22 si 11 nu sint citul si restul impartirii lui 165
prin 7.

1.3.2. Folosirea metodei coeficienfilor nedeterminati. Impirtirea se
poate face i prin aceastd metodd. Reluim exemplul precedent.

Deoarece gr. D(z) = 4 si gr. I(z) = 2, citul va fi de gradul 4 — 2 = 2
iar gradul restului va fi cel mult 1. Trebuie deci si allim un polinoy'!!

ul
de gradul II, C(z) = az® 4 bz -}- ¢, §i un polinom de gradul I, R(z )Jerl'

=dz -+ e, astfel incit s& alba loc identitatea .d.

32 — 728 + 1222 4 32 — 6 = (22 — 2z + 4) (az® + bz +¢) + d
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Efectuam operatiile din partea dreaptd si oblinem:
az* + (—2a + b)2® + (ha — 20 + ¢)z® + (4b — 2¢ 4~ d)z + 4c + e
Egalam coelicientii corespunzitori:

a=3, —2a+b=—7, ba— 20 +¢c=12, 4b — 2¢ |- d = 3,

be 4- e = —6.
Acest sistem de 5 ecuatii cu b necunoscute di:
a=3 b=—1,e=—-2,d=3,c=2.

Deci citul si restul sint
ag® +bzt-ec=3822—z—2, dz-fe=3z2+42

1.3.3. Unicitatea eitului si a restului. Fiind date doud polinoame D(z) si I{z),
procedeul uzual de impér{ire ne dd un polinom C(z) si un polinomw R({z), astfel incit
si aibd loc identitalea:

D =1IC+ R, gr.R < gr. I (1)

(pentru a simplifica scrisul, n-am mai scris litera z). Aceasta nu Inscamnd ca poli-
noamele C(z) 5i R(z) gisite astlel sint singurele care satistac aceasta condilie, S-ar
pulea ca printr-un alt procedeu si se oblind un alt cit siun ait rest ? Vom demonstra
ci acest lucrn nu este posibil.

Demonstratia se face prin reducere la absurd.

Presupunem efi ar exista alle doud polinoame, G’ si /¥, care safisfac de ase-

menea conditia ~
D — IG%1 R gr, RO or: I (2)
Secizind (2) din (1), se obline identilatea
IfC — €)= R — R, (3)

Comparim gradele celor doud polinoame scrise de o parte gi de alla a semnului
L= Dacit C = (', diferenta C — €’ nu este polinomul nul, deci ea este un poli-
nom constant sau un polinom de grad > 0. inmultind 7 eu un polinom de grad > 0,
se obtine un produs de grad cel pufin egal cu gradul lui Z, deci

gr. I(C — C’) > gr. L. (%)
Cil despre polinomul din partea dreaptd, avem (1.1.6)
gr. (R" — R) < max. (gr. R’, gr. R).
Dar R si R’ sinl de grad mai mic decit 7, deci max. (gr. R, gr. It) < gr. I.

Qezulld cd
3 gr. (R — R) < gr. L. (5)
. Rezultatele (&) si (5) sint contradictorii, cici ar insemna ci in identitatea (3)
mul din stinga si fie de grad mai mave decit cel din dreapta. Rezulta ca
Se merea € == €7 este falsd, deci € = €7, Alunci € — C” este polingmul nul,
o * “nomul din dreapta este polinomul nul, deci R = R’
sumple. ..
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Asadar, ¢’ = C si R" = R, ceea c¢ a fost de demonstrat. = : i

Fiind date polinoamele D(z) si I(z), existd un singur polinem C(z) si un
singur polinom R{z) astfel incit si aibd loc identitatea

D(z) = I(z)C(z) + R(s) si gr. R(z) < gr. I(3).
1.3.4. Sehemsa lui Horner. In cazul eind impirtitorul este un binom
de forma 5 — p, impArtirea se poate face printr-un proceden rapid.
Fie de fdcut impéirfirea
(2 + a,2* + 0:72° + ag2® + a4z + ) (z — p).
Citul va fi un polinom de gradul TV de forma coz! + ;2% -+ e,2%

& ¢4z + ¢y, iar restul va 1i un polinom constant R. Trebuie sd.aflim
coeficientii cg, ¢y, €2y Cs €4 51 R. Lucrarea incepe astfel:

@y2® - g7t - a2 + ... + a5 . z—p =
—ay2® 4 appz’ a2 + (@op + a)2® + ...
(agp + @)zt + ax2* + ... + a5 ‘—E_’
e’ 1
€1

Se constatd cd primul coeficient al citului este egal en primul coefi-
cient al deimpértitului, ¢, = @, iar coeficientul urmélor al citulul este

1 = P + Gy = P + &;

el se obtine inmultind primul coeficient al citului cu p gi adiugind la
produs pe ;. i .

Acum primul rest parfial se scrie ¢;2! + ¢e7® + ... + a5 §i lucrarea
continud ca si cum am avea de impértit acesi resi partial prin (z — p).

ezt + ay3® 4 o 4 @ z—p s
16124 'T_clp_z? 2 + (ep + @)2® + .
T (ed + )2 A o 4 =i
—— 2
s

Se constatd ci coeficientul urmitor al citulul este

€y = 1P + Ga;
¢, se obtine din ¢; la fel cum s-a obtinut ¢, din ¢y, si anume: coeficientul
precedent al citului se inmuleste cu p, si produsul se adund eu coefi-
cientul urmitor al detmpartitului. In acelasi fel se obtine ¢y din ¢, g.a.m.d.
In general,

¢ = ¢aP + &
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Ultimul coeficient al citului este ¢, = cap -+ @y, §i ultimul pas al
impdrtirii se prezintd astfel:

€4% + 05 z2—Pp
— 47 - eyp ey
S+ a

~ Restul este iH(Z) =¢p + a;. El se obtine prin acelasi procedeu ca
gi coeficientii citului.

In practici se procedeazi precum urmeazd. Fie de efectuat impir-
tirea (2z* — 723 4+ 8z — b) : (z — 3).

Coelicientii deimpirtitului se scriu in rindul intii (avind griji s&
se scrie gi coelicientul lui 22, care este 0), in rindul al doilea, la dreapta,
se serie numdirul 3 (din z — 3), apoi se procedeazd astfel:

I, R N
Bl % =t =B

Sub coeficientul 2, se scrie acelagi numidr 2; 2-3 4 (—7) = — 1,
sub (—7) se serie (—1); (—1)-3 4+ 0 = — 3, sub 0 se scrie —3; —3-
+3+4 8= —1, sub 8 se scrie (—1); in sfirgit, (—1) 3 — 5= —38,

sub —b5 se scrie —8. Citul i restul acestei impér{iri sint:
Clz) = 223 — 22 — 3z — 1, R(z) = — 8.

1.3.5. Exemple. 1. Daci impirtitorul este de forma z 4+ p, el se pune sub

forma z + p = z — (— p). in schema de mai jos s-a ficut impartirea (z* — 8iz% 4-
+ 4z + 1 — 2i) : (54 2).

1 = A = 2

1 —2—31 8460 —15—14i | —2
Citul si restul sint: C(z) = 22 — (2 + 3i)z - 8 | 61, R(z) = — 15 — 14i,

2) Numirul p poale fi imaginar, adici un numir complex « - bi in care
b = 0, ca in cazul

[iz® — (2 + )22 + 4z — 3 — i] : [z — 1 + ).
fmpiartitorul este z — (1 — i),

i sy LI T
i = S g B}

(in acest caz, inmultirile nu se mai fac in gind.) Citul si restul sint:
Clz) = iz — 2+ 8 + i, R(z) = 1 — 3i.
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Exerc

Operatii cu polinoame

1. S se calculeze:
a) [(1 + i)22 — 3z 4+ (2— 1/ 3) i] + [{t —i)22 — iz + i /3]
b)[22— 2+ i)2—iz+ 1 —1]—[{3 —i)z® + (4 — 2i)z — 2 4 3i].
2, Se di polinomul
923+ |/ 322 — 5z 4 1
si se cere si se giseascd un polinom care, adunat cu el, si dea polinomul nul,
3. 84 se efectucze inmultirile:
a) (a4 1 —i) (5 — 3+ 2i);
b) [+ (1 —i/B)zs—3 (2+i)3)] G—24i/3);
e) [22 — (1 2i)zs — 1 4+ 1] [5® — (& -+ 1) 2 + &+ 2i];
d) [z — (& —i)z+ 3 —i] [ — (7 + 1) 2+ 4(3 + 1]].
4., S# se rezolve ecuatiile: '
a) 1 +i)z1—2i=0; b)z>— (24 3i)z—14 3i=0;

z

c)zt —ba—+ 74+1=0; d)

5. Si se dea un exemplu de doud polinoame P(z) si Q(z) de acelasi grad, asf-
fel ca gradul sumei lor si fie: a) cu 1 mai mic decit gradul lor; ) cu 2 mai mic
decit gradul lor.

6. Si se demonstreze cid dacd produsul a doud polincame este de gradul zero
{un polinom conslant), fiecare dintre ele este de gradul zero. .

7. Se dau: polinomul P(z) de gradul m si polinomul nul P*. Gare este: a) gradul
sumei lor ?; b) gradul produsului lor?

8. Presupunem ci propozifia [a¢b = 0] =[a = 0 sau b = 0] n-ar [i adevirati.
Atunei propozitia- cu privire la gradul produsului a doud polinoame (1.1.6) mai
rimine adevirata ?

9. Se considerd numerele complexe u = a -} bi, v = ¢~ di. B3 se giseasci
conditia necesard si suflicientd pe care frebuie si o indeplineascd numerele reale
a, b, ¢, d, ca produsul (z 4+ u) (z + @) sd fie un polinom cu coeficienti reali.

Polinoame identice >

10. S5 se demonslreze ci [Vz, z=C az2 - bz 4 e=0]=[a =0 =c = 0]
dind lui z valorile z=0, z2=1 si z= — 1.

84 se giseascd pe o cale asemdnitoare conditia ca polinomul ¢z® + bz 4 ¢z -+ d
si fie identic nul.
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11, Ee considerda un polinom de gradul n. Examinind indeaproape in ce masura
s-a folosil ipoleza iecremei de la 1.2.2, sd se spund pentru cite valori ale varia-
bilei trebuie si se anuleze un polinom ca sit putem conchide ¢ el este polinomul nul ?

2. 8i se aplice procedeul de la 1.2.2, pentru a defermina un polinom de
gradul IT, P(z), care si se anuleze pentru s = 1, 5= 2 51 z = 3. Ce leorema cu
privire la sistemele de ecualii liniare se aplicd aici?

18. Si se refaci demonstratia teoremel de la 1.2.4. penlru cazul a doud poli-
noame de gradul IV.

14. Consideram polinoamele A(z) = 2% -+ 2z — 5, B(z) = 3z* 4 5z — 11.

Produsul lor este P(z) = 3z* + 112> — 163 — 475 | 55.

S se giseascd loate polinoamele care iau pentru orice valoarve a lui z(z e C
sau z  R) acceagi valoare ca produsul A(z) B(z). Ce teoremd se aplici aici ?

15. Si se determine un polinom de gradul IT, P(s), care sil indeplineascd con-
ditiile: P(1) = 9, P(2) = 17, P(— 1) = 11. Cite solulii exista?

16. Si se demonstreze ci: a) daci un polinom de gradul » ia valori reale pentru
1+ 1 valori reale ale lui =, toti coeficientii polinomului sint reali; b) daci un
polinom de gradul » ia valori rationale pentru » 4 1 valori rationale ale lui a, toti
coeficientii polinomului sint rationali.

17. a) Sase determine un polinom P(z) de grad < 2 care si salisfacii identitatea:

Vs, z€ C Pz) = Pl — z).

B4 se demonstreze ca, daca P(z) si Q(z) sint doud polinoame care indeplinesc
accastd conditie, suma lor indeplineste de asemenea conditia.

b) Aceeasi problemd in cazul unui polinom P(z) de grad <C 8. ¢) Generalizare.

18, in vorbirea obisnuiti cuvintul identic are sensul urmittor: douf lucruri
sint idenlice daci sinl unul gi acelagi lucru. De exemplu, aulorul poeziei Luceafi-
rul este identic cu poetul Mihai Eminescu. Acest cuvint are acelagi sens si in
expresia polinoame identice? (SA se revadi si definitia egalitdtii a doud polinoame
— 1.2.1.) In cazul cind raspunsul este afirmativ, de ce mai este necesard teorema
de la 1.2.47

19. Tie & muliimea expresiilor algebrice inlregi care contin o singuri varia-
bila z, si @ mullimea functiilor polinomiale. Fie f:8 — & functia care asociazi
fieciirei expresii I € & functia P € @ datil de polinomul care se obtine efectuind
toale operatiile din . a) I'ste functia [ surjeclivi? injectivd?; b) Acceasi inlre-
bare dacd & esle multimea polinoamelor cu cocficienti reali.

Metoda coeficientilor nedeterminati

20, Sa se delermine «, b, ¢, astfel c.a sf aiba loc identitatea: .
224 22— T=alz —1) (2 — 2)+ bz — 2) (x— 3) 4 ¢z — 1) (x — 3).

21. Presupunem ci nu cunoastem formula de rezolvare a ecuatiei de gradul II.
va fi rezolvald dacii vom reusi si o punem sub forma (x — p) (@ — ¢) = 0, cici
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—y =

atunci riiddcinile ei vor fi p si g. S sc foloseasc metoda coeficientilor nedeterminati
pentru a determina p si ¢. De ce este aceastd metodd ineficienta?

22, Pentru a dezvolla (@ + «)* dupd puterile crescitoare ale lui z, se poate
proceda astfel:

Se serie (a - ) = cpa + et la 4 et 4 L b eqoaaTt -l cpant coeli-
cientii ¢y, ¢;,... fiind necunoscuti. Apoi se pune in ambii membri z = 0 sise afla
cg; se deriveazi ambii membri ai identitdtii, se pune 2 = 0 si se obtine ¢;
s.a.m.d. Si se demonstreze in acest fel formula binomului.

Impirtirea polinoamelor

23. 54 se efectueze:
a) 228 4 (7 — )24+ 72+ 3+ 1] : {24 2 — i);
b) [43® 4 122% 4+ (3 — i)z — 9 + 6i)] : (4=® — 8iz — 15 + 22i);
c) [2z% - (1 — 2i)88 + (& — 20)z2 4+ (1 + i) 5z — 2i] : (5* — iz + 2).
24, Existd un polinom Q(z) astfel ca si aibd loc identitatea
Vi, 2 C z*— 222+ 624 3 = (22 + z + 1)0Q(z)?
Se poate rispunde la aceastdi intrebare fird teorema de la 1.3.37
25. 8 se efectucze impé#rtivea (2a* — 5a° 4+ 32 — 8) : (22% — 3z | 5)

a) direct; b) prin metoda coeficientilor nedelerminati.

26, 84 se determine a si b, astfel ca polinomul 2z* — 2z% + az + b sé [ie divi-
zibil prin polinomul z2 — 2z -} 3.

27. Si# se determine restul imp&rtirii unui polinom P(z) prin (2 — a) (z — b).

Aplicatie numericd: P(z) = a* — 3a®+ 52z — 2, a =2, b= 3.

28, a) Polinoamele A(z), B(z), C(z), D(z) salislac identitalea

A(z) = B(z)C(z) 4+ D(z).

Avem dreplul si deducem de aici cii D(z) este restul impérgirii lui 4(z) prin
B(z)7; b) Intrebare analoagd in cazul unor numere naturale 4, B, C, D.

29. a) Se poate impdr{i polinomul A(z) prin polinomul E(z) daci gr. A(z) <
< gr. B(z)?; b) Dar dacid B(z) esle polinomul nul, P*?; c) Este sitnatia analoagi la
impartirea numerelor naturale?

80. a) Si se compare definitia fmpéartirii polinoamelor cu definitia impértirii
numerelor naturale. In ce constii deosebirea:

b) Fie C(z) si R(z) citul si restul impdrtirii polinomului D(z) prin polinomul
I(z), amindoud cu coeficienti reali. Dacil in idenlitatea prin care se defineste im-
pirtirea dim lui z o valoare oarecare s = @, obfinem relatia numericd D(a) =
= [(a)C(a) + R(a). Se poale spune c¢i R{e) este restul impartivii lui D{a) prin {{a)?

¢) Se consideril polinoamele

A(x) = a® — bz 4+ 10, Blz) = » — 2.
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Fie €(x) si R(x) citul si vestul fmpar{ivii lui A(z) prin B(z). Intre ce limite
poale varia @ pentru ca numirul R(z) s fie restul impértirii numarului  A(x) prin
numarul B(x)?

31, a) P(x) si Q(x) fiind polinoame cu coeficienli intregi, care dintre afirma-
{iile urmitoare este adeviratd?

1) Suma lor, 2) diferenta lor, 3) produsul lor, este un polinom cu coeficienti
tntregi, 4) citul si restul impértirii lui P(x) prin Q(x) sint polinoame cu coelicienti
intregi.

b) Aceeasi intrebare cind P(z) si Q() sint polinoame cu coeficien{i rationali,
iar fn afirmatiile (1 — &) cuvintele coeficienti intregi se inlocuiesc prin cuvintele coefi-
elenti rajionall.

¢) Aceeasi intrebare cind P(z) si Q(«) sint polinoame cu coeficienti complecsi,
iar in afirmatiile 1( — &) cuvintele coeficienti intregi se inlocuiesc prin cuvintele
coeficienti eomplecst.

in cazurile in care afirmatia este falsi, se va da cite un exemplu.

392, Si se demonstreze ci, la impiirtirea polinoamelor, citul si restul sint unice,
ficind impirtirea prin metoda coeficientilor nedeterminali. (Se poate lua cazul
(@gs® + @z + oo+ ag) ¢ (0o + 032+ byz + by).

88, S4 se efectucze prin schema lui Horner impértirile:

a) (22° — 78 + 623 — 822 4 954 10) : (z — 2);

1

b) (4z* -+ 5z° — 12z — 40) :(z -+ —];

9
2

) (25 4+ |/ 3zt — 528 + 21/ 35 — bz L B) e — 1 B)s
d) (42° — 3zt + 52° + 22 + 8z — 2) : (5 — 1);
e) [28 4+ (14 )28+ iz + (— 94 7i)s — 14 3i]: (s — 2 + i).

Polinoame cu coeficienti din Z,™*

84. S se efeclueze caleulele urmitoare in clasele de resturi indicafe.
Prin a : b, unde a, b  Z,, sc intelege aici multimea elementelor din Z, care,
tnmuitile cu b, dau a, adici mul{imea solufiilor ecuatiei az = b. Exemple: In

A

A A A A A A A A A A
Zy 3:6=10; InZy, 2:7 =06, 8ok = [2, 0,42 498 3 05 =,

. = A A:\ A A A A AA A A A A A A A
apin Zy 3k 935 —21 3 —i652 —d; 476 3 doagd ol
A A A A A A A A A A A A A Al\/\
b)in Z; 3+ 5; 1 —2;2—3; 2—4;3-5; 83:5,5:3; &:2;
A

A A A A A A A A A A A

o) dn Zygy B 8y 8233, 258 & o4y 20585 80 h; Doy B

* Pentru a rezolva aceste probleme, trebuie studiat 5.1.12. care se poale infe-

lege fird o pregitire prealabila. Se vor alcitui tahelele de adunare si de inmultire

pentru clasele de resturi modulo 2, 8, &, 5, 6, 10 si 12. Notdm cu Z, mulfimea
claselor de resturi modulo n.
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85. a) Sciderea a — y este posibild oricare ar fi elementele = si y din Z,7;
b) Din Z,?; ¢) lmpiriirea = : y este posibild oricare ar fi = g1 y din Z;7; d) Dar
daci « si y apartin lui Z,?; e) Lui Z, ?

86, Un element @ =~ 0 se numeste divizor al lui zero, daci existd un element
y = 0, astfel incit 2y = 0.

L s ALA - . . - A A A A LA
Fxemple: In Z,_, 3 si b sint divizori ai Ini zero; in Z,, 2, 3, 4, 6 sl 8.
a) Si se ghseasci toti divizorii lui zero din Zy, Zy, Zs, Zg, Z;, Ziy; b) in care

dintre aceste mulfimi este adeviratd propozitia: un produs de doi factori este cgal
cu zero numai_dacil miécar unul din factori cste zero?
37. Si se efectueze inmaultirile:
N A ~

5 A A A re B . 3 A A A
a) (2a? — 3z - 4) (8x + 2) ... coeficientii din Zg; b) (52 + 3z - 1) (2a® +
A . .
- 3) ... coeficientii din Z,.
De ce nu se adevereste propozitia cu privire la gradul produsului a doud poli-
noame (1.1.6)?
. - . A .. . .
88, a) Se considerd polinomul Pa) = 2 - 22 cu coeficientii din Z; fin
AA A
care @ ={0, 1, 2}. S se verilice cd P(z) este idenlic nul. De ce nu se verificil
. s i A . . N
teorema de la 1.2.27; b) Aceeasi chestiune in cazul polinomului P(x) = 3af
I ‘A o A L . N AA A A A z
4+ a5 + 222 - 4a cu coeficienti din Z;, a = {0, 1, 2, 3, &}; c) Aceeasi chestiune
N A A i S A b A A
fn cazul polinoamelor P(z) = 423 + 2z gi Qo) = 42" + «% + 52 L 2z, cu coefi-

4 = A A A A A A
cienfi in Zg, x. = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.




Capitolul II

Ecuatii algebrice cu coeficienti complecsi

2.0. Introducere

O ceoualin aleebried en o sineurd necunoscutbd este o ecnatie de forma
¥ o} é 4
_P(i’.) =] 0)

unde P(z) este un polinom. Dacé nu se face mentiunea contrara, se inte-
lege ca P(z) =& P*.

Exemple: 25 — 222 — Mz L 12 =0, |/324+ 552 —nzt+ 2 =0,
2l /
25+ 3+ i)t — (V2 —i)s3+ —22— 2+ 1 —1=0
i

sint ecuatii algebrice. in schimb,
2=ua2—1, logr=1—2 22— 2sina=10

nu sinl ecualii algebrice, sint ecuatii transcendente.

Gradul polinomului din partea stingd a unei ecuatlii algebrice se
numegte gradul ecuatiei.

Daca Pla) == 0, numarul ¢ ge numeste solulie sau rdddecind a ecuatiei
P(z) = 0; se mai spune cd este o radicind a polinomului P(z).

In acest capitol vom trata ecualii algebrice cu coelicienti complecsi,
in care necunoscuta ia valori complexe.

In algebra elementarid se invald cum se rezolvd ecuatiile algebrice
de gradul 1 &1 II, de forma az - b = 0, respectiv ax®* 4 ba -} ¢ = 0,
gi unele ecuatii particulare de grad superior (ecuafii bipitrate, binome
ete.).

Rezolvarea ecuatiilor algebrice de grad superior este una din cele
mai importante i mai fecunde probleme ale matematicii i, intr-o anu-
mitd perioadd, a fost obiectul principal al algebrei.

Incd din antichitate, matematiciennn stiau sad rezolve ecuatii de
gradul [I, printr-o metodd apropiatd de cea care se folosegte astazi.
In secolul al XVI-lea, matematicicnii italient (Ferro, Tartaglia, Cardano,
Ferrari) an gisit formule de rezolvare pentru ecuatiile de gradul I1I s1
IV. De atunci si pind la mijlocul secolului al XIX-lea, cel mai de seamd
matematicieni ai lumii au fdcut eforturi mari sd giseascd formule de
rezolvare pentru ecuatii de grad mai mare decit patru, dar aceste efor-

24

turi au fost zadarnice. Problema a fost rezolvatd, in sens negativ, abia
in prima jumétate a secolului al XI1X-lea, printr-o lucrare a mate-
maticianului norvegian H. Abel, care a murit la virsta de numai 27
de ani. Kl a demonstrat cd, in general, o ecuafie algebricd de grad mai
mare decit palri nu poate fi rezoleatd prin radicali. Gu alte cuvinte, nu
existd nici o expresie cu radicali formatd cu coeficientii ccuatici — si
cu atit mai pulin va exista o expresie ralionali — care 8 lie o radéicind
a ecuatiei.

Cercetdrile care s-au ficut in legdturd cu tcoria ecuafiilor algebrice
an impus un studiu adincit al polinoamelor, care a dus la rezultate
importante cu privire la rédédcinile ecuatiilor algebrice de orice grad.
Astfel, fard a putea rezolva ecuatia P(z) = 0, unde P(x) este un poli-
nom oarecare, s-a. putut stabili cite rdddcini are ecuatia, unele relatii
intre coelicientii polinomului P(x) si radacinile ecuatiei P(x) = 0 s.a.m.d.

In acest capitol se trateazd unele dintre aceste proprietiti. In mate-
matica modernd ele se studiazdl inlr-un cadru foarte general. Aici vom
considera cazul polinoamelor cu coeflicienti complecsi, in care variabila
ia valori complexe.

Un rezultat fundamental care stabileste o legaturd intre teoria poli-
noamelor gi rdddcinile ecuatiilor algebrice este legat de divizibilitalea
polinoamelor si constd in teorema lui Bézout. De aceea incepem cu
aceasld teorema.

2.1. Teorema lui Bézout

2.1.1. Divizibilitatea pelincamelor. Considerim, de exemplu, poli-
noamele

Alg) =22 — 22—z — 2 81 Blzg) =z — 2.

Impértirea A(z) : B(z) di citul C(z) =224z 41 si ca rest poli-
nomul nul; are loc identitatea

A(z) = B{z) C(2)

care aratd ecd existd un polinom, €(z) = z* + z -+ 1, care, inmultit cu
B(z), dd A{z). Se spune cd polinomul A(z) = z* — 22— 3 — 2 este
divizebil prin polinomul B(z) =z — 2,

Se spune ci polinomul A(z) este divizibil prin polinomul B(z), daci
existd un polinom C(z), astfel incit si aibd loc identitatea

Vs, ze C, A(z) = B{(z) C(a).
Pentru a decide dacd un polinom A(z) este divizibil printr-un poli-

nom B(z), se face impartirea A(z): B(z). Daci se obtine ca rest polino-
mul nul, rdspunsul este afirmativ; dar dacd se obline un alt rest, de
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exemplu 3z - 57 Atunci rispunsul este pegatilv, céci, daca ar \exzsta
un polinom C(z) astfel incit sd aibd loc 1dentitatea A(z) = B(('Z.L C(z),
adicd A(z) = B(z) C(z) 4+ P*, restul impdrtirii {iind unic (1.2.3), ar
urma ci P* — 3z - 5 — ceea ce nu este adevdrat. Asadar:

Un polinom A(z) este divizibil printr-un polinom B(z) dacd si numal
daci impirgirea A(z) : B(z) di ca rest polinomul nul.

2.1.2. Observare. Relalia de divizibilitate este o relalie inlre polinoame, nu
intre functiile-polinom corespunziitoare. Aici, simbolurile A(z), B(z) ete. repre-
zintd polinoamele, ca expresii algebrice, nu valorile functiilor corespunzitoare
(v. 1.1.9). Daci 4(z), B(s) si C(z) ar reprezenta numere, relatia

Alz) = B(z) C(3)
care apare in definifia divizibilititii polinoamelor n-ar avea de multe ori nici un
sens. Astfel, in cazul-exemplului de mai sus relafia este
B —z2—z—2=(s—2)(z2+ 2+ 1).
Al TG st B

Pentru z = 3 » ea devine ar == 2 . -~ si arati ci — este , divizibil® prin—.

2 2 A& 8 2
Aceasta n-are nici un sens, ciici ovice fracfie este divizibild prin orice fractie (diferita
de zero).

2.1.3. Teorema lui Bézout. a). Fie P(z) un polinom si R restul impdr-
tirii lui Pfz) printr-un polinom de forma z — a. Impértitorul fiind de
gradul I, restul R va fi de gradul zero (o constantd, eventual zero).

Valoarea polinomului P(z) pentru z = a este egald cu restul Tmpér-
tirii polinomului P(z) prin z —a.
Pla) = R. ,
Pentru a demonstra* aceasti teoremid, pornim de la idenfitatea
vz, 2€ C P(z) = (z — a) C(2) + R.
Daci inlocuim in partea dreaptd a acestei identitdli z prin a, obfi-
nem (¢ —a)Cla) + R=0-Cla) + R=10+ R = R. Decy,
P(a) = R,

ceea ce a lost de demonstrat.
# Qe recomandi si se facd intii rationamentul pe un caz particular. De exem-
plu, impirfirea (s — 8z* + 5z + 19) : (3 — 2) di citul 22 — 65 — 7 si restul 5.
Folosind identitatea
Pla) =2 — 822 L 55+ 19=(3—2) (22— 62— 7) + 5
ne propunem si calculim P(2). Rezultatul se obtine imediat dacd inlocuirea se
face in partea dreapti. :
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b) De aici rezultd imediat cd daca R =0, P(a) =0 si reciproc.

Un polinom P(z) este divizibil prin z —a dacid si numai dacd
numirul g este o ridicinid a ecuatiei P(z) = 0.
[P(z) divizibil prin (z — a)] = [P(a) = 0].

Aceste doud propozitii, dintre care a doua este o econsecintd a pri-
mei, dar cu mult mai importanti, formeazi teorema lui Bézout.

® Aplicatii

2.1.4. Legitnra dintre divizibilitatea polinoamelor si riddicinile ecu-
afiilor algebrice. Teorema lui Bézcut (partea a doua) arald cd propo-
zitiile:

Polinomul P(z) este divizibil
prin z — a.

Numdirul a este o radicind a
ecuatici algebrice P(z) = 0.

sint echivalente: daci una din ele este adeviratd, cealalti este de ase-
menea adeviratd. Datoritd acestui fapt, din studiul divizorilor de forma
z — a ai polinoamelor se pot trage K concluzii eu privire la radécinile
unei ecuafii algebrice (v. 2.2.4.) si, invers, cunoscind rddécinile unei
ecuatii algebrice P(z) = 0 se cunosc divizorii de forma z — @ ai polino-
mului P(z). In special dacd se cunoagte o rddécind a unei ecuatil alge-
brice, se poate cobori gradul ecuatiei.

Exemplu. Sd se rezolve ecuatia
Pz) =32 — 1122+ 82— 6 =0

stiind cd admile raddcing z = 3. X
Stim cd polinomul P(z) este divizibil prin z — 3. Impartirea dd citul
3zt — 2z 4 2, deci ecuatia se poate scrie sub forma

(z—3) (322 — 2z 4+ 2) =0
sl ge descompune in
"z2—3=0 s 322 —2z 14 2= 0.

Prima ecuatie d& rdd&cina cunoscutd z = 3; a ramas s rezolvim
ecuatia 332 — 2z + 2 = 0, al cirei grad este cu 1 mai mie decit al ecuatiei

e e SR o .} ?
propuse. Réddeinile ei sint —il,;l/ » Rédécinile ecuatliei propuse sint:
g6 1EIV5 |
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9.1.5. Dacit a este o ridicind a ecuatiei P(z) == 0, polinomul P(z) ezte divi-

zibil prin z — a. Fie C(z) citul impirtirii lui P(z) prin 2 — a. Atunci
Vz, ze= C Pz) = (3 — a) C(s).

Tic b o altd ridicind a aceleiasi ecuatii. Intocuind in ultima identitate z prin b

obtinem
Pb) = (b — a) C(b).

Deoarcce P(h) = 0, expresia din dreapta este egald cu zero. Dar b — o ;;':‘ﬂ,
deci C(b) = 0, b este o radicind a ecuatiei C(z) = 0, deci C (z) csle divizibil prin
z— b, = . ' .

Dacét a si b sint doud radicing ale ecuatici algebrice Pz) = 0 si Plz) : (3 — ) =
= C(z), atunci C(z) este divizibil prin z — b. _r

Dacii ¢ esle o a lreia rddidcind a ecuatiei P(s) = 0 si C(s) :
atunci D(z) este divizibil prin (z — ¢) s.am.d.

Exemplu. Sd se rezolpe ecuafia

Plz) = 324+ 4% 4 32 — 10 =0
stiind cd admite rdddcinile 1 §i —2. . i >
P(z) csle divizibil prin z — 1, iar citul esle divizibil z + 2. Lucrdrile se agazi

astfel:
2 A 0 3 — 10
3 7 7 10 0 1
g 1 6 0 —

Se imparte polinomul dat prin z — 1. In rindul al doilea apar coeficientii cilului
Plz) : (5 — 1). Conlinuiim lucrarea imediat, folosind rindul al doilea ca deimpiir-
tit si impirtind prin z 4- 2. in rindul al treilea apar coeficientii noului cit [P(s) :
(zj— D] : (54 2) = Plz) :[(z — 1) (z+ 2)]. Acest cit este 32* + z 4 5. Acum
ecuatia se scrie

PE)=(z—1)(z+2)(8z* + s+ 5) =0
i se descompune in

z2—1=0,2+2=0, 3224+ 3+ 5=0.

Primele doui ecuatii dau rdddcinile 1 si — 2, cunoscute dinainte, i.a!'r ecuatia

- — 1 4+ i/59
almmdn::.iﬁ 2R

Ridicinile ecuatiei propuse sint: 14, —2 si — S

Cind se cunoaste o riadicind a unei ecnafii sau doud, sau frei... rezolvarea .ei
se reduce la rezolvarea unei alte ecuatii, al ciirei grad este cu 1, 2, 3, ... .mal mie
decit gradul ecuatiei inifiale, ceea ce ne permife uneori sd rezolvam ecuatia.

2.1.6. Divizibilitatea prin (z — «) si (z — b). Fie a si b doud riddcin
ale ecuatiei algebrice P(z) = 0. Atunci P(z) este divizibil prin (z — a)
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$1 (z — b). P(z) fiind divizibil prin z — a, existd un polinom C(z), astfel
incit sd aibd loc identitatea

P(z) = (z — a) C(2).

Am aritat (2.1.5.) e& C(3) este divizibil prin z — b, deci existd un poli-
nom /f{z}, astlel incit sa aibd loc identitatea

C(z) = (z — b) D(z).
Inlocuind in ultima identitate C(z) prin (z — b)D(z)
P(z) =[(z — a) (z — b)] D(z),

ceea ce inseamnd cd P(z) este divizibil prin (z — a) (z — b).

obfinem

?

Dacd un polinom P(z) este divizibil prin z — a si z — b, el este
divizibil prin (z — @) (2 — b).

Teorema se extinde usor pentru cazul cind polinomul este divizibil
prin 3, 4, ... factori de aceastd formi.

Exemplu. Tcuatia
"P(z) = 2% — 8a%-- 175 — 40 — 0

admite ca radicini numerele 1 §i 2, deci P(z) este divizibil prin s —1 8i z — 2,
Rezultd cid P(z) este divizibil prin (z — 1) (z — 2), adicil prin 22 — 9z = 2 — ceea

ce se poate verifica, fiacind impirtirea.

2.1.7. Aflarea valorii unui polinom prin schema lui Horner. Tot
teorema lui Bézout (partea intii) ne aratd cd, pentru a afla valoarea
P(a) a unul polinom P(z) pentru o valoare z = a a variabilei, putem
calcula restul R al impértirii P(z) : (z — a), cdci Pla) = R. Restul se
afld foarte ugor dacd se foloseste schema lui Horner. :

Astfel, in primul exemplu de la 1.3.5. am aflat, printr-o imp&rtire,
valoarea polinomului P(z) = 22 — 3iz> + 4z -~ 1 — 2i pentru

Plnd) =— 15 —Adi;

In exemplul al doilea am aflat pe aceeasi cale valoarea polinomului
Pz) =122 — (241i) 22+ 42 — 3 — i pentru z = 1 — i:

P odfee =3,

:
e

2.2. Descompunerea polincamelor in factori liniari.
Numdrul rddacinilor unei ecuatii algebrice

2.2.1. Solutiile ecuafiilor algebrice in diferite sisteme numerice.
1. In multimea numerelor naturale, ecuatia

a-+ x=h, a, be N (1)
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admite o solutie numai daci a < b. Exemplu: 2 3 =5, contraexemplu:
@ + 3 = 1. Numai dupd ce au fost introduse numerele intregi negative
si s-au definit operatiile in Z, orice ecuatie de forma (1) in care a, beZ
are o solulie, z =0 — a.

9. In multimea numerelor intregi, ecualia

ax = b, a, be Z (2)

au admite totdeauna o solutie. Exemplu: 3z = 12, contraexemplu:
3 — 11. Numai dupi ce s-au introdus numerele rationale si s-au definit
operatiile cu aceste numere, orice ecuatie de forma (2) in care a, be,

a =~ 0 admite o solutie, & = Ly

al .
3. Cind se trece la ecuatia de gradul II, apare necesitatea unor nol
largiri ale notiunii de numar, cicl ecuafla '

2 =u, a0 (3)
nu are totdeauna o solutie in Q. Exemplu: 2? = 9, contraexemplu:
22 =2 z? = — 9. Numai in urma introducerii numerelor irationale

de forma |/ a, a > 0 si, mai general, dupd ce s-a construit multimea R
a numerelor reale, orice ecuatie de forma (3) in care a > 0 are o solutie,
chiar doud: o= | a si z = — Va.

Aceasta citd vreme a > 0. Cind ¢ < 0 apare o noud imposibili-
tate. Aceastd imposibilitate se inldturd prin introducerea numerelor
complexe, de forma a + pi. In multimea C a numerelor complexe, orice
ecuatie de forma (3) cu ¢ € C are o soluie. De exemplu, #* = — 9,
z = - 3i. Mai mult, dupd cum s-a aritat in algebra elementard, in C
orice ecuatie de gradul II, az®+ bz +¢= 0, a, b, c€ C, a0, are
doudl solutii date de formula cunosciti.

4. Cind se trece la ecuatii de grad > 2, cum ar fi:

»—3x+5=0, 24— 322+ 3z +i=0,

se pune problema urmétoare: sintem siguri ci aceste ecuafii au milcar
cite o solutie? Trecerea de la ecuatia de gradul I la cea de gradul 11
a impus o lirgive a notiunii de numir, chiar doud: nu cumva frecerea
la ecuatia de gradul TTT va impune o altd ldrgire a notiunii de numar,

W

trecerea la ecuatia de gradul IV ined una, g.am.d.?
Rigpunsul il dd teorema urmatoare:

2.9.2. Teorema fundamentald a algebrei.
Orice ecuatie algebricd
P(z) = ap2® + a8 + oo+ Cna? 4+ a; =0,
oy Tyt sy O i, b =0

are cel putin o ridicini in C.
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Simbolic,
Y P(z), 3z, 7, € C, astfel incit P(z,) = 0.

A ) afio 3 = & A
teoremcgals::.s} &Jememd se numeste feorema fundamentald a algebrei sau
. XIX”' auss, unul dlln‘Ere cel mal marl matematicieni germani din
i~ sau teorema (ui d’Alembert. Nu vom da demonstratia ei
notiu?l?ireg(laanflti]?g[?mefflft?la adﬁlggbriei aratd cd procesul de largive a
{ astfel ca diferitele ecuatii algebri 4 aiba i
de & [ 0 t rice 8d aibd soluf
se termind odatd cu int i : ; ol
roducerea numerelor complex a
1 B exe. Se spune
corpul numerelor complexe este algebric inchis. A < i

i 'Y ar 1 3
P 9}2;021113(].3(11»}301“;}0: AT {”'B_SUPUS‘GEK B.Cual:{a are coeflicienti compleesi. Aceasla
el 70 Caﬂcne(;meni,:u s fie reah,yra’glonah, intregi sau chiar numere naturale,
B o = I?B yasemen.ea, r?dacma p_oate fi reald, rationald s.a.m.d., dar
Fial BELG As1gT ald numai daci se admit ca solufii si numere complexe.

o y ;

ni]eziﬁié'. Desei(qmpuuerqd polinoamelor fn factori liniari. Intre ridici-
e D1 ]B;;%&ll EUlalgj%;ebréc.e 1;’(:2) = Od§1 descompunerea polinomului P(z)

aturd foarte strinsd, de aceea, pentr i
studiul ecuatiilor algebri uie si e Bl L

6 ebrice, trebuie a

( : gebrice, sd ne ocupam de descompunere

polinoamelor in factori liniari, adici in factori de forma z — ap .

Ecuatia de gr i

{ adul — rd ridécing

. ; gradul I, @,z + @, = 0 are o singurd ridédcing, z, = — &
si are loc identitatea =

Yz, z€ Cag+w = a, [z -+ GJJ = a4(z — z).
@y

Ecuatia de gradul TII,
2
ay2® + a3 + a, = 0,
are doud rdddcini z; §i z, §1, dupd cum se stie,
vz, z € C ayz? =
. > 03" oz + ay = ay(z — 2z,) (2 — z,).
gslagg aunaloage existd oricare ar fi gradul ecuatiei.
nsiderdm, de exemplu, un polinom de gradul V
Pi(2) = uz> A : '
5(28) = a?® + a;2* 4 ay2® + a52® + a2 + a.

Teorema fundamentali a i |
: algebrei ne spune c# ecuati
ndamentals ' ) 1a Py(z) =
;tﬁtgummgf(i)r Il;l;iiglr}ig(.z?i st“)t, D.l(;lllllll.l[-lbz-_i, % € C. Pe haza 'Lebremesi( Izli Bgzggi
, este divizibil prin (z — z,). Citul i i
de gradul TV, P,(z) si va avea loc identitateal) iy Al

Vz,26€ C Pylz) = (z — z) Py(z).

. "
tial Dt(};)e bhaza t‘ie()}emel fundamenta]e a algebrei, putem spune cd ecu-
ay .Fq = 0 admite cel pu‘gln (0] 1‘ad§01né, $-0 notam cu Zy diferitd de
?
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Z sau egald cu z. Fie Py(z) citul impdrtirii lni Pyz) prin z — z,.
Py(z) va fi de gradul T11 si vom avea

Vz, 2 € C Pyz) = (z — z,) Py(a).

Repetind rationamentul, se ajunge la coneluzia ¢i existd un numir
complex z; gi un polinom Pyz) de gradul II, astfel incit si aibi loc
identitatea

V¥z,2 € C Pyz) = (2 — z3) Po(z);

existd un numir complex z, si un polinom P,(z) de gradul I, astfel ineit

sl aihd loc idenlitatea .
Vz; 2 € C Pylz) = (z — z,) Py(2);

in sfirgil existd un numér complex z; si un polinom Py(z), care se reduce
la o constantd, s-o notdm cu 4, astfel incit si aibi loc identitatea

Vz, 2 € C Pyz) = (z — z,) 4.

Pentru a determina factorul 4 ohservim ci, daci impartim un poli-
nom @gz" + @2t + ... + @, prin (z — z;), primul termen al citului
este agz"; deci primul coeficient al citului este acelasi ca al deimpér-
titului. Rezultd cd primul coeficient al polinomului P,(z) este acelasi
cu al lui Py(z), adied a,. Din acelasi motiv, primul coeficient al Iui Py(z)
este acelagi cu al lui Py(z), adici a, s.a.m.d. Primul coeficient se piis-
treazd de-a lungul tuturor impértirilor. Deci, 4 = ity

Inmuifim aceste identitili (si inlocuim A prin ag). Obtinem:

PPy PPy P, = (2 —2) (z — %) (2 — 23) (2 — 24) (2 — 2;) P, P3P, P, Pa,
san, simplificind* cu P,P,P,P,,

Vz, 2 € C Py(z) = qy(z — 2) (2—25) (23— 25) (z— zy) (5 — z3).

Acelagi rationament se poate face oricare ar fi gradul polinomului.

In cazul general, al polinomului de gradul n, ngz" + az0 1 L ...+ s
se obtine identitatea:

Vz, 2€ Cayd™ + a4 ... + a, = ay(z — z;) (2 —

[

) (5 )

Orice polinom de gradul n se poate descompune in n factori liniari,
diferiti sau egali.

S

* Avem dreptul de a face aceastd simplificare, in adevir, fie 4, B, € trei poli-
noame, inlre care existi relafia 4B = AC, A4 fiind diferit de polinomul nul. Impirtind
ambii membri prin A (ceea ce este posibil, cici AB este divizibil prin A si citul
este unic de asemenea gi AC), obtinem 4 = C. Asadar AR — AC = B — C, ceea
ce inscamnd cd avem dreptul si simplificim identitatea 4B = AC prin 4.
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Se face abstractie de factorul constant ¢, Unii dintre factorii z — zy,
Z2 — 5y ... pot i egali, cdci se poate intimpla ca unele dintre numerele
Z;, Z3,.-- dintre care primul este o rdddcind a ecuatiei P,(z) = 0, al doi-
lea, a ecuatiel P,(z) : (z —z) = 0 s.a.m.d. 54 fie egali.
' Aceastd descompunere este unied (v. 2.2.7.).

2.2.5. Faetori egali. Cind existd factori egali, apar in descompunerea
polinomului puteri ale unor binoame, ca (z — 2,)?, (z — 2,)° ete.

In general, descompunerea unui polinom in factori liniari este de

forma:
apz® + a2 4w, = (s — 5 (2 — )2 L (2 — ) Ky, K, ..
ey Ky € N, unde numerele z;, 25, ..., 2, sint diferite unul de altul si
T T
De exemplu: :
D(z) = 28 — 1275 - 5724 — 138z% - 18022 — 120z - 32 =
=z — 4) (z—1)2 (g — ),
dupd cum se poate verifica efectuind calculele ‘din partea dreapti.
‘In acest ez, gy =1, 5 =d.Jo = Lis =1k =2, 2, =2, k,=3.

2.2.6. Observare. Descompunerea polinoamelor in factori liniari este analoagi
cu descompunerea numerelor naturale in factori primi. Rolul factorilor primi il
joaci aici factorii liniari, de forma z — a. Trebuie insd mentionat ci aceastd analogie
existd numai daci se admit si factori liniari z — a, in care a este un numir complex
si descompunerea nu este totdeauna posibild daci se cere ca a si fie real. De
exemplu, polinomul 2% 4 1 nu se poate descompune in factori liniari reali, dar
acest lucru este posibil in complex: 22 + 1 = (z+ i) (z — i).

2.2.7. Unicitatea descompunerii., Vom demonstra acum ci descompunerea
unui polinom in factori liniari se poate face numai intr-un singur fel. Vom {face
demonsfratia pe un caz numeric.

Am vazut mai sus ci descompunerea polinomului

P(z) = 25— 12° 4 57z¢ — 13823 + 18022 — 120z + 32
este ;
Plz) = (2 — 2)3(z — 1)2 (z — 4).
Sa presupunem cd ar exista o alti descompunere a aceluiasi polinom in factori
liniari,
Pla) = k(z—a) (s —B) (s — ¢) (s — d) (s — ¢) (s — ).
Ar urma si aibi loc identitatea
Kz—a)z—b)(z—c) s—d) (5 —e) (s — f) = (s — 2)° (z— 1)* (z— 4). (1)

Pentru z = 2, partea dreaptd se anuleazd, cici factorul z — 2 se anuleazi.
Rezultd ca si partea stingd a identitatii se anuleazii, ceea ce este posibil numai daci
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miicar unul dintre binoamele z — a, 5 — b ele. se anuleazi pentru z = 2 (ciei k == 0).
Putem admite cé factorul z — @ se anuleazi. Cu aceasla generalitatea demonsiraliei
nu se restringe, cici, de vreme ce unul dintre factorii din stinga se anuleazii
pentru z = 2, n-avem decit sd notim cu « termenul al doilea al acelui binom. Din
2 — a = 0 rezulti ci

=2

Inlocuim in (1) @ prin 2, simplificim* prin z — 2 si obtinem identitatea

Ha—b)(s—ec)s—d)(s—e) (s —f)= -2 (s — 12 (s —4). (2)
Repetim rationamentul, conchidem ci
hi—0,
iul.ocuim b prin 2, simplificim prin z — 2 si oblinem identitatea
kz—c) (s —d)(z—¢e) (s —f) ="(z— 2) (s — 1)? (z — &). (3)

Facem acelasi rafionament, ajungem la concluzia ci
c= 2,
inlocuim in (3) ¢ prin 2, simplificim cu z — 2 i ob{inem identilatea
k(s —d) (5~ e) (2 — f) = (s — 1)? (s — &). ()

Acum observim ci partea dreaptd se anuleazi pentru z = 1. Rationind ca in
cazul identitatii (2), ajungem la concluzia ci

d=1, e=1.
Inlocuim in (&) d si e prin 1, simplificim prin (z — 1)? si obtinem ideﬁtitatea
Iz — ) =z — &, adicd kz — kf = z — 4, '
care ne dd, pe baza conditiei ca doud polinoame si fie identice,
ke=d, f=k '

Am demonstrat ci a =b=c =2, d=e=1, f=4% k=1. Deci descom-
punerea a doua este aceeasi cu prima.

Faclorii liniari care au apdrut sint de forma z — p (coeficientul lui z este 1).
Astfel de factori se numesc factori liniari normalizazi, spre deosebire de factorii

liniari obignuiti. De exemplu, 25 — 3 nu este normalizat, z — — esle normalizat.

Putem deci enunta:

Descompunerea unui polinom fin factori liniari normalizati este unici.

Numai pe baza acestei teoreme se poale vorhi dp descompunerea (articulat),
nu de o descompunere a unui polinom in factori liniari.

*v. nota de la 2.2.4.
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Subliniem ci, daci nu se cere ca factorii liniari s fie normalizali, descompune-
vea nu este unicd. De excmplu
1 1

652—5z+1=6(z——;—)(z—.—3—]:3(‘22—4[) [z—EJ-_-

‘

=2[z-—%](3z—1)=(22—'1) (Sz——l}=f—0(105H,5)(Gz—2)z...

2.2.8. Numirul ridicinilor unei ecuafii algebrice. Din descompune-
rea polincamelor in factori liniari, vom deduce o teoremd importantd
cu privire la numérul riddicinilor unei ecuatii algebrice.

! A = . o "

Considerim o ecuatie algebricd de gradul n

Bl2) =10,
Stim ci polinomul poate fi descompus in n factori liniari,
P(z) = ayz — 21) (2 — 25) oo (3 — 2y),

unde a,, coeficientul lui z", este diferit de zero, iar unele dintre
numerele z, zg, ..., 2, pot i egale intre cle. . R

a) Vom presupune intii cd factorii liniari sint diferifi. .

Daci inlocuim aici z prin z;, factorul z — z se anuleazd, deci
P(z,) = 0. La fel se aratd cd P(z) =0, ..., P(z;) =0, deci ecuaiia
P(z) = 0 are ridécinile zj, Zy, ., Zn. o _

Dacd punem in locul lui z un numdr « diferit de z;, 25, ..., 2z,, toli
factorii o — 2;, & — Zp, -y & — %, vOr fi diferiti de zero, g, este diferit
de zero, deci produsul din dreapta este diferit de zero, dec& P(e) = 0,
deci « nu este riddcind a ecuatiei P(z) = 0. Aceasta inseamnd cd ecuatia
P,(z) = 0 nu admite ca rddicind nici un numdr diferit de zy, z,, ... z,".

Am obtinut un prim rezultat: o ecuatie algebricd de gradul n are cel
mult n rdddeint (v. 1.2.3., obs. 1). i g :

b) Acest rezultat nu este destul de precis, din cauzd cd unele dintre
numerele z;, %, .., 2, pot fi egale intre ele.

Dacd in descompunerea

P(z) = ag(z — 21) (5

Zg) oo (2 — 2p)

# Aceastd demonstratie n-ar fi corectdi dacil n-am gti ci descompunerca unui
polinom in factori liniari este unicd. In adeviir, dacit ar exista o altii descompunere
a aceluiagi polinom

P(z) = aglz — =1) (8 — 23) ... (8 — zp),
unde in partea dreaptd ar apirea micar un singur facter care nu apare si in prima
descompunere, de exemplu factorul z — z1, ecualia P(z) = 0 ar admile, pe lingd

ridicinile 5, 2y, ..., 2y, §l riddcina z1.
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a unui polinom apar doi factori egali, in care al doilea termen este ace-
lagi numdr g, adicd apare factorul (z — @)% se spune c¢d numdirul a este
o rdd&cind dubld a ecuatiel P(z) = 0, dacd apar trei factori egali, adici
apare (z — @)%, se spune cd numirul a este o riddcind iripld a ecuafiei

P(z) = 0; s.am.d.

o oeneral dacd in descompunerea unui polinom in faclort liniari
apare factm ul (z — a)t st nu apare o puiere mai mare a lui (z — @), se
spune cd numdrul o esle o raddcind multipld de ordinul &k a ecualiel
P(z) = 0. :

O raddcind care nu este multipld se numeste rddicind simpli.

Evident, o ecuatfie algebricd poate avea mai multe raddcini multi--

ple, fiecare dintre ele avind ordinul ei de multiplicitate. De exemplu,
dacd efectuim operatiile indicate de expresia

Plz) = (z—5P3(z—1)*(z— 7)%(z — 2)

gl egaldm rezultatul cu zero, oblinem o ecuatie algebrici care are: rada-
cina tripld 5, rdd&cina cuadrupla 1, ridicina dubli 7 gl rddécina sim-
pla 2. In acest exemplu, ecuatia este de gradu] 3+ 4 +2+1=10
gl existd numai 4 numere care o satisfac: 5,1, 7 gi 2. Dar dacd conside-
ram rdddcina tripld ca trei rddédcini confundate, cea cuadrupli ca patru
riddcini confundate, iar cea dubld ca doud réddcini confundate, putem
spune cd ecuatia are 10 rddacini:
In general, daci descompunerea unui polinom este de forma

D(z) = ay(z — z,)" (z — zx)"2 ... (2 — 2,)tr,

ecuatia P(z) = 0 are rddicinile z;, 2, ...,
tate &y, ks, k. respectiv.
Acum avem un rezultat precis:

Zp, cu ordinele de multiplici-

O ecuatie algebrici de gradul n are n r3dicini, fiecare ridicini
multipl3 fiind socotitd ca atitea rdddcini confundate cit arati ordinul
ei de multiplicitate,

2.2.9. Observare. Accastdi teoremd ne aratd cite rddicini are o ecuafie alge-
brica, dar nu ne di si mijlocul de ale afla. Este o teoremd de existertd. Acelagi caracter
il are si teorema fundamentald a algebrei. De asemenea si teorema cu privire la
descompunerea unui polinom in factori liniari; ea spune cd un polinom de gradul
n se poate descompune in n factori liniari, dar ea nu ne di si mijlocsl de a-i afla.

® Aplicatii

2.2.10. Descompunerea in factori liniari gi rezolvarea ecuatiilor. Faptul ci
riddicinile vnui polinom se citesc din descompunerea lui in facteri liniari, stabileste
o legiturd intre ridicinile ecuatiei algebrice 2(z) = 0 si descompunerea in factori
a polinomului P(z). A rezolva ecuatia si a descompune polinomul in factori liniari
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gint douii probleme echivalente: dacd slim sd rezolvim una din ele, slim s-0
rezolvam si pe cealaltd.
Exemple, 1) Ecuatia bipitrati
Gat — 1322+ 3 =0

. 1 1 . : y
are ridicinile 2, = o Ty = — 5 a2y =|/3, , = — /3. Deci:

ot — 1327 + 3;4[m—3](m+

&

1 — =
=)@ = V) @+ /5)

sau, daci descompunem 4 in 2 -2 si inmultim unul dintre acesti factori cu primul
binom, iar celdlalt cu al doilea,

hat — 132% + 3 = 1) (z —1/3) (e + 1/3).

Pentru ci am putul rezolva ecuatlia am puLuL descompune polinomul in factori

= (22 — 1) (

liniari.
2) Considerdm ecuatia
Plo) = #5-1- 222 — 27— 2 = 0.
Scoatem in primii doi termeni a? in fata parantezei, apoi « 4 2
Pla) = a?(az+ 2) — (@4 2) = (x4 2) (2 — 1) = (& + 2) (x — 1) (2 + 1).

Ri#dicinile ecuatiei sint: — 2, 1 si —1. Pentru cd am reusit si descompunem
polinomul P(x) in factori, am pulut rezolva ecualia.

2.2.11. Formarea unei ecuafii cind se cunose ridicinile ei. Pe baza aceleiagi
legituri putem construi o ecualie algebrici care si aibd ca raddcini nigte numere
date dinainte.

Exemple. 1) Sd se formeze o ecualie algebricd care si aibd rdddeina dubla 3 si
rdddeina tripld 1 st sd nu aitbd alle rdddcini.

Kecuatia este

(z — 8)2 (x — 1)3 = 2% — 9a* - -302% — 462® + 33z — 9 = 0.

2) Si se formeze o ecuatie algebricd care sd aibd rdddcinile 2 + /'3, 2 — /3,
5+ 2isi 5 — 205t sd nu aibd alte rdddeini.

Ecuatia este
Pla)=(—2—13) (s

Primii doi factori sint de forma (e —b)(a+b) cu a=2z—2, b=}3 gl
ultimii doi factori sint de aceeasi formi. Deci:

Plz) =[(z — 2)2 — 3][(z — 5)2 + &] = (&® — &z + 1) (s> — 10z - 29) = 0

el e 8 0d) l— 5 Jugi) = 0.

sau
4 — 1423 - 7032 — 126z + 29 = 0.

Se putea proceda si astfel: Se formeazd cu ajutorul sumei gi produsului rada-

cinilor trinomului care are ridicinile 2 4- /3 si 2 — |/ 3, el este 52 — 4z -+ 4, apoi
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trinomul care are ridicinile 5 + 2i g 5 — 2i, el este z2 — 10z + 29, si se inmultesc
intre ele.
2.2.12, Conditia ca doudl ecuatii si aibd aceleagi ridicini. Fie

I Plz) =0 si Q(z) =0

douit ecualii algebrice care au aceleasi ridécini, de aceleasi ordine de multiplicitate:
z, de ordinul ky, 7, de ordinul k,, ..., 2 de ordinul &,. Atunci au loc identitétile:

(z — z) dg =L
Qlz) = bolz — z)P1 (5 — Zge ... (53— 2)"r By =0,

unde @, si b, sint coeficientii primului termen din P(z) si Q(z). Dacd inmultim

P(z) = aylz — z)k1 (3 — zy)he ...

b . . .

expresia din dreapta a primei identifafi cu -2 obtinem expresia din dreapta a
p

identitiitii a doua, deci

Q) = 2 P(a)

4y

by
ceea ce inseamnil ¢ polinomul Q(z) diferd de P(z) prin factorul constant — |san
ty

,
P(z) diferd de Q(z) prin factorul constant b—” .
0
Reciproe, presupunem ci polinomul Q(z) diferd de P(s) printr-un factor con-

stant &, k=0
Qlz) = kP(z),
si P(z) are rid#cinile multiple z;, 2, ..., 2 cu ordinele &y, &y, ..., k.
Atunci

Pz) = aylz — z))h1 (32— z)he .. (5 —_z,.)hr
iar
Q(z) = kP(z) = kaglz — s)k1 (5 — zp)ke .. (3 — 2,)Pr, 7
ceea ce inseamnd ci Q(z) are tot ridécinile z,, 2, ..., 3, cu ordinele &y, ks, ..., Iy
Asadar:

Doui ecuatii algebrice au aceleasi ridicini, cu aceleasi ordine de
multiplicitate, dacd si numai dacd diferd printr-un factor constant
diferit de zero.

2.2.13. Observiri. Pe baza acestei propozitii se poate spune ci un polinom
este determinat de ridicinile sale pini la un factor constant.

Aceasta inseamni ci dacd printr-un procedeu oarecare, de exemplu prin cel
de la 2.2.11., am construit o ecuatie care si aibd ca rddécini niste numere date,
orice altd ecuatie care are aceleasi rddicini, ridicinile multiple fiind de acelasi
ordin, se obtine inmultind ecuatia giisitd cu un factor constant arbitrar, diferit de
ZEero.
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2) Dacd scriem polinoamele P(z) si Q(z) desfigurat, conditia ca ele s difere
printr-un factor constant se scrie:

@z + @ vt 4 L+ ay = k(b + bant |- L

+ ba) kF0,
de unde egalind coeficientii corespunzitori:
Tpe="Rbr iy —=akhy S8, i,
de unde:
g 4 Oy

== . == k=0,
by by by

ceea ce inseamnd ca coeficientii sint proportionali.

Doud ecuatri algebrice aw aceleast rdddacini, ew aceleasi ordine de muliiplicitate,
dacd gt numai dacd coeficientii lor sint proporfionalt.

s o - a; oy 5
Mentiondm ci trecerea de la a; = kbj la - = k se poate face numaiin relatiile
i

in care b;'== 0. Dacd b; = 0, se obfine a¢; = 0. Cind doud siruri de numere sint
proportionale si un termen al unui sir este zero, termenul corespunzitor din celilalk
sir este de asemenea zero.

3) Conditia k== 0 este esentiald, dupd cum arald exemplul urmitor: Sd se
determine p st q, astfel incit ecuatiile

Piz)=pz2+ (p+qzs+2p—38¢=0 si Qz) =22+ 75+ 3 =0
sd aibd aceleagi rdddcini.
Sistemul de ecuafii

P _-PTa

— 3¢ ..
——did p=g¢=0.
2 -7 3 St

Ar urma ca prima ecuatie si fie P(z) = 0z2 4 0z -+ 0 = 0, ceea ce este gresite
cici aceastd ecuatfie are o infinitate de radécini, iar ecuafia Q(z) = 0 are numai
doud. Greseala provine de la faptul ci, pentru p = q = 0, toate raporturile sint
egale cu zero — contrar conditiei & == 0. Problema nu are solutie.

2.3. Relatii intre coeficienti si rddécini

2.3.1. Introducere. Se stie cil intre coeflicientii ecuatiei de gradul II
az® + a3+ a;, =0

gl rddicinile ei, z; §i z, existd relatiile

a. a.
21+32:_-l! z1z2=_2'
) Uy
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Acesta este numai un caz particular. Relatii asemanitoare existd
intre coelicientii gi rdddcinile oricdrei ecuatii algebrice. De exempluy,
in cazul ecualiei de gradul III

ags + a;z2% 4 axz 4 a; = 0,
rdddcinile fiind z, 2, z;, relatiile sint:

a e a.
it tam=— 2 Gt 5t o= 222 — — 2,
Gy 0 y
relatil asemindtoare existd in cazul ecuatiei de gradul 1V, s.a.m.d.
Pentru a putea deduce aceste formule, trebuie si stabilim in prea-
labil o propozitie ajutitoare.
2.3.2. Calcularea unui produs de mai mulﬁ factori liniari. Este vorba de
fnmulfirea '

(2 —2) (2 — 25) (5 — 35) .. (3 — 2p).

in cazul unui produs de ‘doi factori, se obfine

(83— 2) (2 — 2) = 22 — (5y + 2z)z + 22,

inmultind cu z — z,, se obtine

(2 —21) (2 — 2) (5 — 23) = 2% — (5 + 5+ 25) 22+ (233, + 243y + Ba%3) 2 — 225745
finmultind cu z — z,, se obtine
(2 — z1) (2 — 25) (2 — 2) (5 — Z) =z — (3 + 2 + 23+ 5)8% + (55 + 77 +
T B8 %Ey A 58yt 23530 — (81508 + 21203, + 51505, + 52545,)5 + 515055345
s.a.m.d.
Se constatdl cf, in toate cazurile, primul coeficient al produsului este 1;
coeficientul al doilea este suma numerelor z;, 2, ... luatd cu semnul "
coeficientul urmitor este suma tuturor produselor de cite doi factori care
se pot forma din numerele z;, z,, ... (in cazul produsului de doi factori, aceasti
»sumi® se reduce la un singur lermen);
coeficientul urmitor este suma tuturor produselor de cite trei factori care
se pot forma din numerele z, z, ..., lnatd cu semnul ,,—* (in cazul produsalui de
trei factori, aceastd sumd se reduce la un singur termen) g.a.m.d.
Sirul acestor coeficienti se termini totdeauna cu produsul + z,3, ... z,.
Ca sd pulem exprima acest fapt sub forma generald, introducem notatiile
urmiitoare:

Si=2+ %+ ..+ 3,
Sy = 218 + 225+ ... 4+ Fnog 3,
Sg= Zi252; + oo+ Zneo Zney B,

Cu aceste notatii, produsul de n factori se scrie:
(2 —2) (2 — 2) .. (5 = 2,) = 87 — San-14- Span-2 L .,
b (= )R Spanch o (— 1 SRl (— )0 Sy ()

Vom demonstra aceastd formuld prin inductie completa®.
Formula este adevirati pentru » = 2, In adevir,

(z—z)(z—2)=22— (5 + &)+ 55 =32 — S5+ 5.

Presupunem acum ci formula (S) esle adevidratd pentru n si vom demonslra
cd ea este adeviratd pentru n + 1.
inmultim in (8) ambele pirti cu (z — zp4,). Obtinem

(2 — 1) (52 — 2g) o (2 — 2n) (B8 — Bpyy) = (% — Sz + S22 4
o (= 1) Spank e = 1) M18p gt Rt o A (o~ 1)0150) (& — Znid)s
Efectuim inmulfirea din partea dreaptd si oblinem

gt — (8 4 zngy) 2%+ (Sp + Signag) 20 4
e (= 1) (Spyy + Skongy) R L (= Sy

Examiniim expresia Sp4 -+ Skons, care figureazdi in  termenul general.

Speq este suma tuturor produselor de cite (& - 1) factori ce se pot forma cu
numerele z,, Zs, ..., Zn Sau, ceea ce este acelagi lucru, suma tuturor produsclor de
cite (k- 1) factori ce se pot forma din numerele z;, zZs, ..., 3n, Znyy excluzindu-l pe
Znet; Sk este suma tuturor produselor de % factori ce se pot forma cu numerele
Zy, Bay vy By dCL Spznyg este suma tuturor produselor de (& + 1) factori ce se pot
forma din numerele %, Zs, ..., n, Zn4y §i care contin factorul zn4;. Rezultd ca
expresia Spyy - Spzns este suma tuturor produselor de (k- 1) factori ce se
pol forma din numerele z,, %, ..., %p, ns1. Afirmatia analoagi se poate face despre
toate parantezele din (S”), deci (S”) se poate scrie

(8

e 1)h+1 Tk+1z”'k 4 A Ty ({75

(am pus §; -+ zpg = Ty, Sy + Sizpq = Ty, gam.d.), unde 7y este suma nume-

o Tygh 4 Tyant 4 .,

* [iste util ca in prealabil s se calculeze efectiv produsul de patru factori
pornind de la produsul de trei factori:

(58— 2) (5 — 23) (5 — ) (53— 5) = [ — (5 + 2+ 2)28 + (52 + 53 = 2433)8 —
— 555] (2 — 7)) = 22 — (3 + 5+ 25+ 7) 2+ (517, + H% + 5 T
2% 258, + 842,)5% — (512283 + 51598y & 21537, 1 Bu837%,)3 - 350357,
154 224 354
Aici se vid direct cele doud feluri de produse care apar in fiecare coeficient.
De exemplu, in coeficientul lui z%, primii trei termeni sint toate produsele de cite
doi factori care se pot forma din numerele z, 2y, 55, 34 §i care nu conlin z,, iar

termenii urmitori sint toate produsele de cite doi factori care se pot forma din
acelcasi numere si contin z,. Acelasi lucru se constati si la ceilalti coeficienti.
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relor 2y, Zs, .., 50, nrs Ts 0sbe suma produselor de cite doi factori ce se pot forma
cu aceleagi numere g.a.m.d., adica

=z~ 5+ ..+ 2+ 251
Ty = 23, + 75 + ... + 2nZns

Rezultd cd expresia (7') esle de aceeasi formd ca partea dreaptd din (5), ceca
ce a fost de demonstral.

2.3.3. Formulele Ini Vieta. Pe baza formulei (§), putem demonsira
3 vie : i
ugor relatiile anuntate la inceput.

Intre coeficienfii unei ecuatii algebrice

(E) P(z) = agz® + aa"* + apg® 2 4 ... + @p2® & ol - @y, 0y 50
gi rdddeinile ei z,, z,, ..., z, existi relatiile
22

SI =2+ %t e B+ 2= ==y

Ly

[
Sy = 218 + #1835 + oo + ZpaZy = a—z’
0

83 = 2157 <& 21258 & e & Bues By By = ui ’
0
(V) S T A SV e W W S¢
RO *
Sp = 212585« B + oo = (— 1) ==
[t}

© 5 s 4 & 4+ 8 8 4 8 s s 8 8 s s s s e e s e 0a

Sy = 2,25 o By = (— )22,

Reciproe, fiind dati ecuatia P(z) = 0, dacii numerele z, 2, ..., 3,
satisfac relatiile (7), ele sint ridicinile ecuatiei.

Simbolie,

Pz =10 0 =1 0 nl = (V)

Pentru a demonsfra aceastd teoremé#, descompunem polinomul

P(z) in facteri.
a7 + a7t + 4z e F @ - 0, =
= ag(z — %) (2 — 23) ... (2 — 22) . (58— 2p)

#1n partea dreaptd figureazi semnul ,,--“ (nici un semn) sau ,,—*, dupi cum

termenii din partea stingd sint formafi dintr-un numir par sau impar de factori,

Acest lucrn se exprimi pria factorul (— 1)%, céci (— 1)® este egal cu - 1 sau cu
— 1, dupd cum k& este par sau impar.
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gau impértind prin ag
(14 e (2] = an N an i
O B T L S
g @, ay dy
=(z—2) {5 2) ... (2—2) ... (27— 2)
si, inlocuind produsul din dreapta cu expresia dati de relatia (5) de
la 2.3.2.

) y €.
2 1 a—'z"‘l 53 92 -2 A Ak 9k n—h e an __
ay a5 a, a,

g — Bt b 8 e £ (— AP S i (— 17 S

Egalind coeficientii corespunzitori, se obline:

Si=—, §,=2, ., S=(—1p=E, ., 85=(—1r

g &y ty g

adici formulele (V). N - -
Reciproc, si presupunem ci intre coelicientii ecuatiei (E) gi nume-
vele 2, Zg, ..., 2, existd relatiile (V), pe care le punem sub forma:

a; = — @gS1, @y = ¢Sy, ey O = (— 1V aySps s @y = (— 1P a84:

inlocuind in partea stingd a ecuatiei (E) ay, @, ..., @, prin aceste
expresii si scotind factorul comun a,, obfinem:

Pla) = agla — Sy + S8 4 oo A (— DE K + s + (— S,
iar pe baza relatiei (5):
Pz) = a4z — 1) (2 — 25) ... (2 — 2,)

Acum se vede e P(z) =0, P(z) =0, ..., P(z,) =0, clici pentru
Z = Z;, &= Zg, -y 2= %, unul dintre factorii din dreapta se anuleazi,
deci 2, Zy, «r 5 2y sint riidécinile ecuatiei (E) — ceea ce a fost de demon-
strat. -

Dacé introducem notatiile

H(Z T zi) = (Z — Zl) (Z T '32) o (Z o Zn),
Siz) = g% — 83201 Sag® 2 - o - (— 1S,
si notim cu (V) relatiile care fac obiec@ul acestei teoreme, demonstratia
teoremel directe se poate rezuma prin schema
[P(z;) = 0] = [P(z) = a,ll(z — -i)]} = P(z) = a,8(z) = (V)
W He—z)=35a)]@E (3
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unde cifrele dintre paranteze aratd pe ce se bazeazdl relatia respectivi,
81 anume:

(1) teorema cu privire la descompunerea unui polinom in factori
liniari;

(2) formula dupd care se exprimd un produs de forma:
(z —2)) (2 — 25) ... (5 — 2,), adicd formula (S) de la 2.3.2.;

(3) tranzitivitatea relatiei de cgalitate;

(4) conditia ca doud polinoame si fie identice.

Schema demonstratiei reciprocei’ este:

(V) = [P(2) = a,S(a)]] = [Pl(2) = a,TI(z — 2)] = [P(z;) = O]
(x) [S(2) et z)1] @) (1)

Relatiile (V) dintre coeficientii gi rdddcinile unei ecuatii algebrice se
numese §1 formulele lui Vieta, dupd numele matematicianului francez
Francgois Viete (Vieta), unul din fondatorii algebrei.

2.3.5. Observiiri, 1) Se constatii cfl expresiile din stinga sint simetrice® in raport
cu riddcinile ecuatiei. De exemplu, daci in éxpresia

3125 1 5133 T 2984

punem z, in loc de z, si invers, oblinem o expresie egald cu ea. Acelasi lucru se
constald si dacd se schimbi z; cu 55 sau z, cu z,; de asemenea si oricare ar fi relatia
considerata.

Este firesc si fie asa, cfci ridicinile unei ecualii date sint anumite numere,
care riamin aceleasi oricum le-am nota sau numerota.

2) Tn cazul ecuatici de gradul IV, relatiile se obtin astfel:

Prima relatie nu prezintd nici o dificultate; primul membru esto z, - Zy +
-+ 23+ =zy; pentru relatia a doua, se inmulteste fiecare rddicind, pe rind, cu toate
ridécinile urmitoare: z; cu z, z; cu 5, s.am.d.; pentru a scrie relatia a treia, par-
curgem sirul z,, z,, 2,5, 7, de la dreapta la stinga si suprimim pe rind cite o ridi-
cind; suprimim z, si obiinem z5,z,;, suprimim z, si oblinem zz,z, g.a.m.d.

3) Pentru unele probleme, este util ca, in cazul ecuatici de gradul 1V, relatia
a doua si a treia sd fie puse sub forma:

a
(21 + 32) (33 + 5y) + 245, + 292, = 2,
Qg

a
%8385+ 7)) + Bazslay + m) = — =2,
o

* Cuvintul simetric are aici aproape acelasi sens ca in geometrie. Cind o figura
admite o axi de simefrie, ea riimine neschimbati atunci cind schimbim intre cle
cele doud pér{i situate de o parte si de alta a axei — o expresie simetrici in raport
cu doud litere rAmine neschimbati daci schimbidm intre ele cele doui litere.
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Formulele lui Vieta joacd un rol important in teoria ecuaglllor? rol
care apare intr-un studin mai adincit al algebrei. Aici se vor da nurmai
citeva aplicatii imediate.

9.3.5. Cazul cind ecuafia are coeficienfii mumeriei. S& se rezolve
ecnajla

® Aplicatii

473 — 2472 4 65z — 87 =0

cind se di cd intre rdddeinile el existd relaia zy + 25 = Zs.
Scriem formulele Iui Vieta:

z + 2 + 2, =6, ) (1)
. o5
2122 “[“ 2123 —P‘ 2935 — ‘—{;)' » . (2)
Z = g 3)
212973 4 (
gi relatia data:
2 + Zp = %3 (%)

A rezolya ecuatia propusdi revine la rezolvarea sistemului format
din ecuatiile (1) — (3). Se dé, in plus, relatia (4), avem deci un sistem
de 4 ecuatili cu 3 necunoscute.

Din (1) si (4) rezultd cd

Z+2=3 2=3 (©)

Punem (2) sub forma
: 65 ]
2125 + 2521 + 29) = “,f (2%

si, inlocuind ‘aici z §i 7; + 2, prin valorile date de (5), obfinem

%429 = 2; . (6)

Din (5) si (6) rezultd cd z, §1 3, sint rédicinile ecuatiei
3+ 2i|/5
by? —1224+-29=0; go=——5"
Se constatd ci si ecuatia (3), pe care n-am folosit-o, este satisfacutd,.

e 29 87
cécl (220)%3 = i A= 5

B

3+ 2

Riddcinile ecuafiei sint: z12 = ——"—" %= 3.
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2.3.6. Observiiriz 1) Dupi ce am allat ei z; = 3, putem impéarti partea stingd
a ecuatiei date prin z — 3. CGitul este 4z% — 12z 4 29 gi di rdddcinile z; §i z..

2) Dupid co am obtinut relatiile (5), putem folosi relatia (3). inlocuind aici
3, prin 3, se obtine (6) si se poate continua ca mai inainte,

2.3.7. Cazul eind unul dinfre coeficientii ecuatiei este variabil. Daci
adoptdm solutia datd la inceput, relatia (3) rimine nefolositi. Aceasta
inseamnd cd am rezolvat ecuatia fird sd cunoastem termenul liber
(stiind in schimb cd z; + 2z, = 7). Am rezolvat deci problema wrmi-
toare:

Sd se rezolve ecualia
473 — 24z* |- 56z - a =

cind se di ci 7 - 2, = 24 SU 54 se determine valoarea lut a.
In adevédr, dupd ce am aflat rddicinile, relatia (3), care se scrie
acum
a o e o
— (dar a ramas nefolositd) ne da

ZIZZZS S
— 2i1/5 L oy el 87
"—%= 2 211/5' e 211/0?_322; a= —87.
Sistemul format de ecuatiile (1), (2), 2,22 = — & si (4) are o
a
solutie dacd gi numai dacd ¢ = — 87.

Dacd mergem pe calea indicat# in observarea 2) de mai sus, relatia
(2) ramine nefolositd. Deci, pe aceastd cale se poate rezolva problema:
Sd se rezolve ecuatia:
4z® — 24z 1 az — 87 = 0,
stiind ¢ 2z, - 2o = 2y §L SG& se determine valoarea lui a.

2.3.8. Cazul cind tofi coeficientii ecuafiei sint variabili. Sd se deter-
mine condifia necesard §t suﬁcwnm pe care irebuie s-o indeplineascd coefi-
cLerMu ecuanez

a2 ez d=0

pentru ca intre rdddcinile ei sd exisle relafia z, 4 z, = z3 + 2,
Aplicalie numericd. Sd se verifice ¢d ecuajia

— 1228 1 5372 — 1022 4- 70 = 0

satisface condifia gdsitd gt sd se rezolpe.
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Seriem relatiile lui Vieta, precum gi relatia datd

1+ atata=—a U}
(3, + 25) (23 + 29) + 2122 + 232, = b, (2)
2125(23 + 2g) + 2a24((21 + %) = —¢6, (3)

21253554 = (4)
ZI —E' Zg = Zg _I_ 24- (5)
Avem aici un sistem de 5 ecuafil cu 4 necunoscute, 2z, Zs, 23 Zu
Pentru ca intre ridicinile ecuatiei sd existe relatia (9), este necesar sl
suficient ca acest sistem si fie compatlbll .
Rezolvidm sistemul format din ecuatiile (1), (2), (4) si' (5).
Din (1) si (b) rezultd
tzg =2 2= — = (6)

By By = B3 T Ay 9

Inlocuind in (2), obtinem

- @
Zy8s & FaBy = b — Z.
Eeuatiile (4) si (7) ne dau suma i produsul numerelor ¢ = 5%,
a
7 = 252, Cunoseind ¢ = 22, 1, din (6), z; + 2, = = putem afla
. - 1 & . 5 a =
2, $i zp; analog, cunoseind z3zy =71 §1 23 - 23 = — £) putem afla z,

gi z,. Deci ridicinile ecuatiei se pot afla Idrd a folosi ecuatia (3).

Solutiile sistemului format din ecuatiile (1), (2), (4) i (b) fiind aflate,
cotul cleplnde de rezultatul care se ohtme inlocuind in (3) 2, gy T3 5l
x, prin valorile lor. Pentru a face tnlocuirea, nu este necesar si aflim

alacliv rdddcinile. Pe baza relatiilor (6), ecuatla (3) se scrie

=93]

iar pe baza ecuatiei (7), ca devine

- (2425 + Z574) = €

w\::

sau

(R) a® — hab + 8¢ = 0.

Intre r¥ddcinile ecuatiei existd relatia z, + 2, = 23 + 7, dacd i
numai acad intre coeflclentll ecualtiel existd aceastd relatie,

[Zl + 25 — Zg + Z4] <= [(53 — had ‘i- 86’ - 0].
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tibil, iar relatia (R) exprim# faptul ci orice solutie a acestui sistem

satisface gi ecuatia (3). Dacd sistemul complet este compatibil, acea

solutie satisface si ecuatia (3), deci are loc relatia (R), ceea ce inseamna

cd (R) este o conditie necesard. Reciproc, dacd relatia (R) are loc, orice

solutie.a ecuatiilor (1), (2), (4) s1 () satisface si ecuatia (3), deci sistemul

este compatibil — ceea ce inseamni cd (R) este o conditie suficientd.
In aplicatia numeric, ¢ = — 12, b = 53, ¢ = — 102, d = 70.

(— 12)* — 4(— 12) 53—8 - 102 = 0,
deci ecuatia satisface conditia (R). Ecuatiile (7) si (4) sint in acest caz

7% & 82, = 17, (7")

(2125) (3354) = 70 (4 .

2%y §1 %47, sint ridicinile ecuatiei

22— 17t 70 =0, care dd ¢, =7, 1, = 10,
deci

Z1Zg, — 7, 23Z4 - 1.0. (8)

Ecuatia (6) se scrie
Zy - 23 = 23 -+ 53 = 6. (9)

Relatiile (8) si (9) aratd cd z, 2, §i 75 2z, sint, respectiv, rddicinile
ecuatiilor

BB T 0 8 P — G- 100

care dau:

Z 3= 9% 142, Zsg =341

2.3.9. ‘Obgervare. Se constatd cid in conditia aflatd nu figureazid coeficientul d.
Aces( lueru nu are nimic surprinzédtor. El araté cl, dacd intre riiddcinile unei ecuatii
de gradul IV exista relatia z, -+ 2z, = 7, + 2, gi schimbdm ultimul coeficient (de
exemplu, dacd in ecuafia din enuntul problemei punem in loc de 70 orice alt
numir) ridicinile se schimbd, dar intre ele va exista aceeasi relatie.

Relafia aflatd nu trebuie sd cuprindd neapirat toti coeficientii. Ba poale si
cuprindi chiar numai un singur coeficient. De exemplu, conditia necesari si sufi-
cienti ca suma ridicinilor ecuatiei 23+ pz>+4 gz 4 r =0 58 lie 2, + 2z, + 2z, =
=1 este p = — 1; ¢ si r sint arbitrari.

2.3.10. Procedeul prin identificare. Reluim problema precedent3
(2.3.8.) si fie z,, 2,, 75, z, rdddcinile ecuatiei propuse. z, 8i z, sint ridi-
cinile unei ecuatii de forma z% - pz - ¢ =0, 2z §i 2, sint rddidcinile
unei ecuatit 22+ p'z4+r =20, z + 2, = z; + 2z, dacd ¢ numai dacid
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In adevir, sistemul format de ecuatiile (1), (2), (4) gi (b) esle compa- -

p' = p. Deci ecuatia indeplineste conditia z;, + 2, = z; + z, dacd si
numai dacd poate fi pusd sub forma

(+pz+g(@+pztr)=0
san, dupd efectuarea inmultirii,
2+ 2p2 + (PP +q+ 1) 2+ plg + r)z 4 gr = 0.

Egalind coeficientii acestei ecuatii cu coeficientii ecuatiei propuse,
obtinem  sisternul

2p = a, (1"
Pyt r=, , (2')
g+ =cq (3)
qr =d. (4)

Urmeazd sd gésim conditia necesard gi suficientd ca acest sistem si
fie compatibil. Rezolvim sistemul format .din ecuatiile (1), (2') si (4").

Ecuatia (1) di p = 12‘_ Introducind in (2'), se obtine ¢ 4 r = b —

a? v < s v v . . .
St aceastd ecuatie impreund cu (4") ne di g sir. Decip, ¢ 37 se pot

afla din ecuatiile (1), (2') s (4'). Necesar si suficienl ca sistemul si [ie
compatibil este ca valorile aflate pentru p, ¢ si r si satisfacd si (3').

Inlocuind in (3’) p prin %gi ¢+ rprin b — f;l, se obtine conditia (R)

de mai inainte. 3
In cazul ecuatiel cu coeficienti numerici, ecuatiile (1), (3") si (4)
devin

2p = — 12, p(¢g + r) = — 102, gr = 70.

Prima dintre aceste ecuatii dd p = — 6, a doua devine acum ¢ 4 r =
= 17, Aceastd ecuafie, impreund cu ultima dau ¢ =7, r = 10 (sau
q =10, r =7, ceea ce revine la acelasi lucru). Ecuatiile care dau z,,
Z, 8l zg, z, sint, respectiv,

t?—6t4+7=0s 2—6+10=0
aceleagi care au aparut mai inainte.

2.3.11. Observare. Analogia dintre acest procedeu si cel precedent este izbi-
toare. Ecuatiile (1) — (4') se obtin din ecuatiile (1) — (&) inlocuind z, + z, si
Zz -+ 2, prin — p, 3,5, prin q si 2,3, prin r. Aceasta se explicd prin faptul ¢i atunci
cind aplicim formulele lui Vieta, proceddm, in fond, tot prin identificare; cici
aceste formule se obtin prin identificare. Se identificd, in cazul de fald, polinomul
dat cu polinomul care se obtine efectuind inmultirea (z — z,) (s — 5,) (z — z4) (3—2,).

In procedeul ai doilea se porneste, in mod tacit, tot de la produsul (z — z)
(8 — 22) (5 — 23) (5 — 2,), dar factorii se grupeazd astfel: primii doi factori dau
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un predus z* 4+ pz -+ ¢, ultimii doi — un pmdus z2 4 p’z+ r, deci polinomul se
identificd cu produsul (z2 + pz + ¢) (s® + pz -+ r) si, datoritd conditici z; + z, =
= z3 + z,, se inlocuieste in prealabil p’ p11n p. Deeci, procedeul al doilea ocoleste
formulele Iui Vieta: se merge direct la sursi care este identificarea. Avantajul consta
in faptul ci notatia este mai simpld (in primul procedeu, ¢ = 5,3, 51 r = 2,3, se
infroduc ca necunoscute ajutitoare, pe cind in procedeul al doilea aceste necunos-
cute apar de la inceput) si conditia z, + 2z, = 2z, + 2z, se introduce de la inceput.

2.3.12. Recomandiiri. 1) Rezolvarea problemelor de acest tip constd in elimi-
narea necunoscutelor z,, z,, ..., 3, din sistemul de » - 1 ecuatii format din cele n
relatii ale lui Vieta si relatia datd. Aceastd eliminare se poale face in mai mulfe
moduri. Daci nu se procedeazd cu suficientd grija, se deduce din ecualiile date o
relatie intre coeficienti, dar din calcule rezultd numai implicatia intr-un singur
sens; in cazul de fati:

[5 + 2, = 55+ 2,] = [a® — 4ab + 8¢ = O],

Cu alte cuvinte, se obtine numai conditia necesard. Demonstratia implicatiei in
celdlalt sens (condilia aflatd este si suficientd) cere de multe ori calcule foarte
Iaborioase, iar fird accasti demonstratie problema nu este complet rezolvata.
n lipsa unei teorii generale a eliminirii, care nu se face in scoald, se poate
folosi regula urmitoare — pe care am aplicat-o in problema precedenti.
Fiind dat un sistem de n -+ 1 ecuafit cu n necunoscule cu parameirii a, b, ...,
pentru a gdsi condilia necesard st suficientd ca sistemul sd fie compatibil, se aleg n

cl
ccuafil st se rezered una. Sistemul format din cele n ecualii se rezoled, tar valorile aflate
pehiru necunoscule se inirodue in ccuajia rezervatd. Relatia (R) inire parametri care
s¢ obiine asifel este condifia cdulatd.

in exemplul nostru, am ales sistemul format din ecuatiile (1), (2), (&) si (5)
i am rezervat ecuatia (3).

2) in unele probleme, cind se di o relatie (8) [intre ridécini, se afli usor o
ridécind a ecuatiei. Atunci se obiine foarte usor o relatie (R) intre coeficienti punind
conditia ca valoarea aflald s satisfacd ecuatia, dar acest procedeu nu este corect.

In adevir, se demonstreazi numai implicatia (S) = (R); rimine gi se demon-
streze gi implicatia inversid (R) = (5); cu alte cuvinle, se gaseste numai condifia
necesard, nu si cea suficienté,

2.4, Rdddcini multiple

2.4.1. Obiectul acestui paragraf. Notiurea de ridicind multipld

este cunoscutd (2.2.8.) De exemplu, dacd descompunerea unui polinom
P(2) este

Pz =(z— 3)*(z— 532 (z —

ecnatia P(z) = 0 are rddicina dubld 3, ridicina tripléi 5 gi ridicina
simpld 7.

In cele ce urmeazd, vom ardta cd existd o legdturd intre rdddcinile
multiple ale unei ecuatii algebrice P(z) = 0 si rddacinile derivatelor®
lor P'(z) =0, P"(z) =0 g.am.d. ‘

Pentru a ardta in linii mari despre ce este vorba, considerdm, de
exemplu, ecuatia

Pa) = (s — a)* = 0,
care are rddicina cuadrupli z = a.
Derivatele consecutive sint

P'(z) = 4(z — a)?, P'(z) = 12(z — a)?, P'"(2) = 24(z — a), PIV(z) = 24.

Se constatd ¢ numdrul ¢ anuleazd primele trei derivate, dar nu anu-

leazi derivata a patra si, pe misurd ce ludm derivatele consecutive,

ordinul de multiplicitate al rdddcinii scade cu cite o unitate.
Ecuatia | Pz)=0 P(z=0 Pz=0 Pz)=0 Py =0

Ordinul
radacinii

& 3 2 4 0

Deoarece intervin functii (polinomiale) de o wvariabild complexd,
trebuie si extindem notiunea de derivatd; la analizd s-au tratat numa
functii reale de wvariabild reala.

2.4.2. Derivata unei funetii intregi de o variabili complexi
Derivata unui pelinom cu coeficienti complecsi
P(a) = ga® ;@@ b o b ttgar b 2 € €
este polinomul
Plz) = naa"t + (n — ez + ... + apa.
De exemplu, derivata polinomului

P(z) = 2* + (1 — 2i)2® — (/2 + 3i) 22 - Biz — (1 - )

esie
P'(z) = 428 + 3(1 — 2i) 22 — 2(]/2 + 3i) z + 5.

In analizd, aceastdl propozitie se demonstreazi, pe baza definifiei
cunoscute a derivatei unei functii; pentru cazul polinoamelor cu coefi-
cienti complecgi, ea este rleﬁmr:m derivatei.

Pornind de la aceastd definitie, formald, a derivatei, avem dreptul
sid aplicdm regulile cunoscute penLru a calcula derivata oricirei expresii
intregi.

* ste o oxprimare prescurtatil; existii derivata unei furctii, nu a unei ecuatii.
Sensul acestei expresii rezultd din modul in care o folosim.
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In adevir, fie A(2) si B(x) doudl polinoame cu coeficienti reali i Clz) =
= A(z) B(z) produsul lor. in analizd se demonstreazi ci

(*) C'{z) = A'(z) Ble) 4 A(2)B'(2).

Deoarece produsul C(z) este tot un polinem, ca si A(») si B(z), derivata sa
poate -fi calculatd si fard aceastd formulii: se efectucazd inmulfirea A(x) B(x)
gi se deriveazd produsul obfinut. Rezultatele trebuie si concorde; relatia (*) este
o identitate. De exemplu, daci

Alz) = a® — 5z 4 2, B(z) = a2+ 32+ 1.
Avem:
Clz) = A(z)B(z) = ot — 2a% — 1222 L 2| 2.

Dach caleuldm derivata polinomului C(z), obtinem

C'(z) = 4a® — 622 — 242 4 1;

dacd apliciim formula (*), avem
A'(x) = 2% — 5, B(z)= 224 3
deci
C'(a) = (22 — 5)(a% + 3z + 1) + (2= + 3)(a? — 5z 2).
Are loc identilatea:
at — 228 — 1932 - g4 2= (9 — 5) (a2 32 L 1) 4 22+ 3) (2 — Sz + 2),

ceea ce se poate verifica, efectuind calculele din partea dreapti.

Asadar, relatia (*) este o identitate. Ka are un caracter pur algebric, cici
intervin numai aduniri gi inmultiri de polinoame.

5 presupunem acum cd A(z) si B(z) sint polinoame cu coeficienti complecsi,
deci C(z) este de asemenea un polinom cu coeficienti complecsi.

Tot ce s-a spus aici despre derivata unui produs rimine adevirat. in adevir,
conform definitiei derivatei unui polinom cu coeficienti complecsi, derivata A’(x),
B'(x) g1 C'(x) se calculeazd dupi aceleagi formule ca in cazul polinoamelor cu coefi-
cienti reali si operatiile cu polinoame se fac dupd aceleasi reguli indiferent daci
coeficientii lor sint reali sau complecsi. Rezultd ci formula (*) este valabili si in
cazul polinoamelor cu coeficienli complecsi.

2:4.3. Deﬂni;it}

Un numir @ este ridicini multlpla de ordinul & (k € V) a ecuatiei
algebrice P(z) = 0 daci si numal dacd P(z) este divizibil prin
(z— @)% iar citul C(z) = P(z):(z — a)* nu se anuleazi pentru
z = a.

Simbolic: [¢ r¥d. mult. k, P(z) = 0] <
[3C(z) astlel incit Vz, z € C P(z) = (2 — a)* C(3) si Cla) == 0).
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(,a riad. mult. £ trebuie eitit ,,a este raddcind multipld de ordinul % a
ecuatiei”). ‘
De exemplu, dupd cum am véazut (2.4.1.), ecuatia

P(a) = (2 — 1)t (s — 5)* (s — 7)
are rddicina dubld 4, raddcina tripld b gi rddicina simpla 7. Polinomul
P(z) este divizibil prin (z — 1)? si citul
Pz) i (z— 1) =(z—5)(z —7)
nu se anuleazd pentru z = 1; P(z) este divizibil prin (z — 5)? &i citul
Plz) iz =)= (z—1PEz—17)
nu se anuleazd pentru z = 5; P(z2) este divizihil prin (z — 7) s citul
PiE) i (z— 7) = (g —1)2(z — b)?
nu se anuleazd pentru z =77

2.4.%, Observare. Se poate demonstra ci aceasldl definitie a ridacinii multiple
este echivalentd cu cea datd fnainte (2.2.8).

De asemenea, conditia C{a) =0 este echivalenti cu conditia ca polinomul
si nu fie divizibil prinfr-o pulere mai mare a lui z — a decit &. Deci:

Un numiir ¢ este ridicind multipli de ordinul /4 a ecnatiei algebrice
P(z) = 0 daci si numai daed polinomul P(z) este divizibil prin (z — a)®,
(k & N), si nu este divizibil prin (z — a)**L.

Bineinteles, daci polinomul P(z) nu este divizibil prin (z — a)F*1, el nu va
fi divizibil prin nici o putere a lui (z — &) mai mare decit k.

2.4.5. Propozifie auxiliari. O ridiecind z = o a ecuafiei algebrice
P(z) = 0 este ridicind multipli de ordinul % daecd si numai dacd este
ridicind multipli de ordinul £ — 1 a derivatei P'(z) = 0.

Simbolie,

[a rdd. mult. k& P(z) = 0] < [a vdd. mult. (k — 1) P'(z) = 0].

In adevir, fie P(z) = 0 o ecuatie algebricd si fie ¢ o raddcind mul-
tipla a ei de ordmul k. Conform def1n1t1e1 existd un pohnom C(z) astfel
ca sd aiba loe identitatea

P(z) = (z — ) C(2), Cla) £ 0.

Aceastd relatie exprimd faptul c¢d dacd efectuim calculele din partea
dreaptd obtinem polinomul P(z). Rezultd cd dacd vom deriva expre-
sia din dreapta, vom obfline o expresie care, efectuatd, va da un
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polinom identic en polinomul P’(z). Cu alte cuvinte, avem dreptul de
,a deriva® identitatea. Obtinem identitatea

P(s) = k(z — @ Ca) + (a — )t C'(2)

(am aplicat regula dupa care se deriveazi un produs).
Scoatem in partea dreaptd factorul comun (z — a)*':

P'(z) = (z — @) '[kC(2) + (z — a) C'(3)].

Factorul (z — a)*! arati ci numirul e este rdddcind multipld cel
putin de ordinul £ — 1; rdmine si examinim expresia din paranteza
mare. Pentru z = @, termenul al doilea, (z — a) C'(z), se anuleaza, lar
primul termen di k C(a), care este diferit de zero, cdci, prin ipoteza,
C(a) =~ 0. Rezultd ci expresia dintre paranteze nu se anuleaza pentru
z = a, deci @ este ridicind multipld de ordinul & — 1 a ecuatiei P'(z) =
— (). :

Reciproc, presupunem ci o ridicind @ a ecuatiei algebrice P(z) =0
este rddicind multipli de ordinul & — 1 a derivatei P'(z) = 0. Ce ordin
de multiplicitate are ea pentru ecuatia initiald P(z) = 0? Fie s ordinul
de multiplicitate. Atunci, dupid cum am demonstrat, numirul « este
ridicingd multipld de ordinul s — 1 a derivatei, deci

s—1=*%k—1, de unde s =k,

ceea ce a fost de demonstrat.
Pe baza acestei propozifii putem demonstra teorema anun{atd.

2.4.6. Teorema.

Un numir @ este ridicind multipld de ordinul & a unei ecuatii alge-
brice P(z) = 0 daci si numai daci anuleazd polinomul P(z) si pri-
mele sale & — 1 derivate, si nu anuleazi derivata de ordinul £.

[¢ rid. mult. k& P(z) = 0]« [P(a) =0, P'(a) =0, P"(a) =0..
Pl (g) = 0, P (a) = 0. ‘

Vom face demonstratia pe cazul k = 4. Va trebui si demonstram
i numiirul @ este ridicind cuadrupld a ecuatiei P(z) = 0 dacd si numai
daci P(a) =0, P'(a) =0, P"(a) =0, P"(a) =0, PV(a) 5 0.

Considerdm ecuatiile

Pz) = 0, P'(z) =0, P"(z) =0, P"(z) =0, PIV(z) = 0.

Fiecare dintre ele este derivata celei precedente.

Privim primele doud ecuaiii. Deoarece numérul @ este rédécini
cuadrupld a primei ecualii, el este, conform propozitiei auxiliare, rada-
cind tripli a ecuatiei P'(z) = 0. Acum considerdm ecuafia a douna 8t a
treia, P'(z) = 0, P"(z) = 0, si privim P’(z) ca polinomul dat, deci FEklic)

ca derivata sa. Tot propozitia auxiliard ne aratd c& numarul « este rada-
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cind dubld a ecuatiei P’(z) = 0. Repetdm raticnamentul, conchidem
cd numirul @ este rddicind simpli a ecuatici P"'(z) = 0. In sfirsit
considerdm ultimele doud ecuatii gi privim P"'(z) = 0 ca ecuatia dati,
deci PIV(z) = 0 ca derivata ei. Deoarece numirul « este ridicind sim-
pla a ecuatiei P"(z) =0, rezulti eid PIV(a) =~ 0.

Pentru a demonstra implicatia inversd, parcurgem acelagi sir de
ecualii de la dreapta spre stinga. s

Considerdm ecuatiile P"(z) = 0, PIV(z) = 0, dintre care a doua
este derivata primei. Deoarece P2"(a) =0, PIV(a) =0, numirul «
este, conform definitiei, riddcind simpld a ecuatiei P”’(z),: 0; a fiind
riddcind simpli a ecuatiei P"'(z) =0 si anulind P”(z) (cdci 's-a pre-
supus P"(a) = 0), este, conform propozifiei auxiliare, rdddcind dubli
a ecuatiei P"(z) = 0. Continuind in acest fel, se ajunge la concluzia ci
@ este rdddcind cuadrupld a ecuatiei P(z) = 0, ceea ce a fost de de-
monstrat.

In particular, @ este o ridicind dubld a ecuatiei algebrice P(z) = 0
dacd, gi numai dacd P(e) =0, P'(a) =0, P"(a) = 0; a este rédfmina“;
gjpéd, dac:—id $i numai daci Pla) =0, P'(a) =0, P"(a) =0, P'"(a) ==

s.a.m.a.

© Aplicatii
_ 2.47. Rezolvarea unei ecuatii care are o riiddeind multipli. Se con-
siderd ecuajia
Piz) =z — 1122+ 422 - mz 4+ n=0.
Sd se determine m §i n astfel ca ecuafia sé aibd o rdddcind iripld si si se
rezolve ecuatia. )
jwﬁidécma tripld trebuie si anuleze P’(z) si P"(z) si si nu anuleze
D"(2). i
DY o 7 53 2
P'(z) = 4z° — 322° 4 84z + m, P"(z) = 12z% — 66z | 84,
P2y = 247 — 66.

T A SO A - 7 * vorw s 0
Ecualia P"(z) = 0 are raddcinile 2 gi 5’ deci riiddcina tripld nu

o

Niei unul din ele nu anuleaz:

poate i decit unul din aceste numere.
P"(z), dect rdddcina va fi strict tripld.
a) Inlocuim z prin 2 in P'(z) gi P(z). Sistemul
P2 =684+ m=0, P2)=96+2m-+nrn=0,di
m= — 68, n=40.
Ecuatia este

P(z) = z* — 1158 + 4222 — 68z - 40 = 0.
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P(z) este divizibil prin (z — 2)°. Facem impdrtirea cu ajutorul schemei
I Horner; impirtim P(z) prin 5 — 2, citul prin z — 2 §i noulcil 1ardsi
prin z — 2:

1+ —11 42 —68 40

{ —8 9% -9 T
i —7 1 0 2
1 —5 0 2

Citul este z — 5, deci raddcina a patra este z = 5.
7

44

b) Repetim procedeul punind condifia ca rddicina tripld sd fie

& . 343 .
: P(l] =0 did apoi n= % Deci ecu-
1

P (i) = U e 2

2 & 2

atia este

sau, dacd scdpidm de numitori,
16z* — 176z% + 672z — 980z + 343 = 0.
Impirtirile se fac ca mai inainte, prin schema lul Horner g1 se obtine
1

2
e

a
Ly — L]

2.4.8. Observare. Problema se poate rezolva cu ajutorul formulelor Ini Vieta.
Ri#dicinile se noteazid cu «, @, «, B. Primele doudl dintre relatiile Iui Vieta dau

o

ecuatiile 80+ B = 11, ofz+ B) = 14, cu solufiille o, =2, B =5, w=—)

/
2
1 = G s s :

B, = —. Urmitoarcle doui dintre relatiile lui Vieta dau m si n.
Se poate proceda gi prin identificare: polinomul dat se identilicd cu (x — «)?
{z — B).

2.4.9. Conditia ea ecuafia z° + pz 4+ ¢ = 0 si aibd o ridicinid du-
bli. Sd se determine condifia necesard si suficientd pe care {rebuie sd o
salisfaci numerele complexe p gt ¢ peniru ca ecuafia

Pl =2 +pstg=0

sit aibd o rdddeind dubld.
Tuédm derivatele:

Plig) = 325 -+ p, P z2) = bz.

Numiirul z este rdddcina dubld a ecuatiei propuse dacd $i numai dacd

satisface ecuatiile
Piz) =22 +pz+qg=0 (1)
P(z2) =321+ p=0 (2)
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iar
P"(z) = Bz £ 0. (3)

Presupunem p =~ 0. Atunci ecuafia (2) nu admite rddicina z = 0.
Cum P"(z) se anuleazii numai pentru z = 0, conditia (3) este indepli-
nitd si rdmine si gisim conditia ca ecuatiile (1) si (2) sd aibd o rdddcind
comuna. '

Inmultim* ecuatia (1) cu 3, ecuatia (2) cu (— z) si le adundm. Obti-
nem ecuatia :

Q(z) = 3P(z) — zP'(z) = 2pz + 3¢ = 0. (%)

Conditia ca ecuatiile (1) si (2) si aibi o ridd#cind comund este echi-
valentd cu conditia ca ecuatiile (2) si (4) s& aibd o rddicind comuna.
In adevir, fie « o rddicind comuna a ecuatiilor (1) si (2), adicd P(a) =0
§i P'(2) = 0. Inlocuind in (4) z prin o, obtinem

Q(a) = 3P(a) — o« P'(a).

Deoarece ambii termeni, 3P(«) si aP’(e) sint nuli, Q(«) = 0, adicd =«
satisface §i ecuatia (4). Reciproc, si presupunem c¢id « ar fi o vddacind
comund ecuatiilor (2) si (4), adied

Pla) =0 si 3P(a) — aP'(a) = 0.

Dacd tinem seama de prima dintre aceste relatii, a doua se reduce
la 3P(x) =0, adicd P(«) =0, deci satisface si ecuatia (1).
Acum ftrebuie gdsitd conditia ca ecunafiile (2) si (4) sd aibd o rdda-
cind comund, ceea ce este foarte ugor. Ecualia (4) are o singurd radi-
3¢

eind, z= — - (am presupus c¢d p == 0). Deci, ecuatiile (2) si (4) admit
-p * >

o riiddcind comung dac# si numai daci aceastd valoare a lui z satisface
ecuatia (1). Inlocuirea d&

4p® + 2792 = 0.

Aceasta este conditia cidutati.
Rédmine si examinidm cazul p = 0. In acest caz, ecuatiile gi deri-
vatele sint:

Plg) =2 +¢=0, Pla) =382 =0, P"(z) =6z=0
P”'(z) .8 7{' 0.

Ecuatiile P'(z) =0, P"(z) =0 au riddicina z=0, gi P(0)=q.
Daci g = 0, ecuatia admite rdddcina tripld z = 0 (ceea ce se vede si

I

: 52 : p
* Recurgem la acest artificiu penlru a evita calculul cu Vﬁ i 9 Ccare repre=

zinld doud numere complexe.
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direct, cdci in acest caz ecualia este z® = 0), iar dacd ¢ == 0, ecualia
are numai riididcini simple — in niei un caz ea nu are o radicind dubla.

Asadar ecuatia z® -} pz 4+ ¢ = 0 are o rdddcind dubld dacd si nu-
mai dacd

4p? 4 27¢%2 =0, D=0,
2.4.10 Bxemplu, fn cazul ecuatiei
Plz) =224 35— 2i=0

avem p = 3, ¢ = — 2i,

hp® 4 27¢% = &+ 33 4 27 + (— 2i)? = 108 — 108 = 0.

Il

Derivata,
322 4 3 = 0.
are ridicinile 5 = i, z, = — i, Unul din aceste doud numere este ridicina dubli.
Calculiam P(i):
Pi)=1PB+8—21=—i4+8—21=0.

Deci i este rddécina dubld (nu mai calculim P{— i), ciei ecuafia fiind de gradul
ITI, nu poate avea doud rddécini duble). Radécina a treia se afld prin schema lui
Horner:

1 0 3 — 2i
1 i 2 0fi
1 21 0 i
Ecualia rdmasd este z 4 21 = 0 si dd z = — 2i. Riiddcinile ecuafiei initiale

sint 1, i, — 2i.

Rezumat

@ Valoarea unui polinom P(z) pentru z = a este egald
cu restul impértirii polinomului prin z — a.

P(a) = R.

® Un polinom P(z) este divizibil prin z — @ dacd si
numai dacd numérul ¢ este o ridicind a ecuatiei

Plz).= 0.
[P(z) divizibil prin z — a] < [P(a) = 0].

@ Orice ecuatie algebricd P(z) = 0 de gradul » >0 are
cel putin o rdddcind in C.

VP(z), 3z, ;. € C astfel incit Blz)i= 0,
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@ Orice polinom de gradul » se poate descompune in »
factori liniari. Aceastd descompunere este unici.

® O ccuatie algebricd de gradul n are n rdddcini, fiecare
radicind multipld fiind socotitd ca atitea raddcini cit
aratd ordinul .ei de multiplicitate.

® Intre coeficientii ecuatiei

P(z) = ap? + a2t + gz 2 4 ...+ @, =0

gi rdddcinile ei zy, 25, ..., 5, existd relaliile

a.
ZI+Z2+"'+Z":'*--L
g
(V)
s
ZIZg + ZIZE + ses + 21171 ZTL — =2 ;
ty

Reciproe, fiind datd ecuatia P(z) = 0, dacd numerele
24,89, -, 2y, Satisfac relatiile (1), ele sint rddédcinile ecuatiei.
® Un numdr a este rddécind multipld de ordinul £ a
ecuatiei algebrice P(z) = 0 daci si numai dacid P(z) este
divizibil prin (z — @), iar cltul P(z) : (z — @)* nu se anu-
leazd pentru z = a.

Un numdir a este rdddcind multipla de ordinul k a
ecuatiei algebrice P(z)=0 daci si numai daci el anuleazi
polinomul P(z) si primele sale & — 1 derivate, si nu anu-
leazi derivata de ordinul k.

[a rdd. mult. k& P(z) =0]«=[Pla) =0, P(a) =0, ...
wslBE i) = 0, DPlhifay=0]

Exercitii

Teorema lui Bézout
1. Si se rezolve ecuatiile urmitoare cunoscind cite o ridicini:
a) 32+ 452+ 62— 6 =0, z =

b) 2 — 3z* — 32°+ 922 — 4z 4 12 = 0,z = 3.

2. Si se rezolve ecuatiile urmiloare, cunosecind cite doud radacini:
91 3 3 2 £) {Ed Lt O. —_— 2 —— 1 .

a) 2z' — 328 — 22 — 53+ 2 = 0; B 5=

b) st 4 228  4z% } 23+ 8 = O 5 =1, 7, = —1
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Sd se demonstreze, pe haza feoremei lui Bézout (2.1.8), ca: a) Oricare ar
fi numérul natural n, 20 — a” este divizibil prin z — @. b) Dacd n esle un numiar
natural impar, z? 4+ a" esle divizibil prin z + a. ¢) Dacl n este un numar natu-
ral par, z% — a este divizibil prin z -+ « si prin 2 — a.

4. 5a se demonstreze cd, dacid m este divizibil prin n (m, n, € N), 2 — 1 esle
divizibil prin z7 — 1. :
5. 98 se demonslreze teorema lui Bézout folosind schema lui Horner. (Se
poate lua cazul unui polinom de gradul IV, a,z* + ;2% 4+ 522 4+ a45 -+ ay.)
6. a) Sa se verifice, efectuind inmullirea, cd binomul de forma a" — b7,
n = N, se descompune dupa formula
L — = (g — b) (a1 + a2 b4 an® B2 .. | abn? - pnl),
34 se' scrie aceastd identitate pentru cazurile n = 3 5i » = 4. Binomul a? — b»
este divizibil prin @ — 5? b) Fie un polinom oarecare
Plz) = agg™ 4 a2+ .+ an
si ¢ o valoare oarecare a lui z. Atunci
Ple) = ape + a4 ...+ oy,
84 se calculeze diferenta P(z) — Ple); sl se grupeze termenii in perechi, si
se scoald factorii comuni «,, a, etc. si sd se demonstreze aslfel partea a doua a (co-
remei lui Bézout.

7. Sa se demonstreze ca restul impartirii unui polinom 2(z) prin az + b este

P [— i} . Bi se facd proba pe un exemplu numeric.
a

8. Fie C(z) si R(z), respectiv, citul si restul impértirii polinomului A(z) prin
polinomul B(z). 84 se demonstreze ci dacd a este o ridacind a polinomului B(z),
atunci A(a) = R(a).

9. Propozitia: ,,P(z) fiind un polinom, dacd P(a)==0, atunci P(z) nu este
divizibil prin z — «* este adevarata?

10. a) Existd in cazul numerelor naturale o teorema analoagid cu cea de la
2.1.67; b) Si se demonstreze cd, dacd un polinom P(z) esle divizibil prin z — a,
z — b siz —e, el este divizibil prin (z — a)(z — b)(z — ¢).

11. 84 se demonstreze pe baza teoremei lui Bézout (partea intii) unicitatea
citului gi a restului pentru cazul cind impar{itorul este de forma z — a.

Descompunerea polinoamelor in factori liniari,
numarul radicinilor unei ecuatii algebrice
12, a) Be considerd mulfimea A formatd din toate numerele intregi si ifrac-

tiile cu numitorul 107, n = V. Ce conditie trebuie si satisfacd numerele intregi
a si b pentru ca ecuatia ax = b si aibi o solutie in M?; b) Se considerii multimea
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Q()/2) formata din toate numerele de forma a |- b|/2 unde a, b = Q. Ce conditie
trebuie si indeplineascd numerele ralionale @, b, ¢ pentru ca ecuatia az? -+ bz

+ ¢ = 0 si admiti cel putin o solutie in Q(/2)?

13. Sd se rezolve ecuatia |z|+ |z - 1| = 0. Este rezultatul in contradictie
cu teorema fundamentald a algebrei?

14. Teorema fundamentald a algebrei rimine valabild siin cazul ecuatiei P* —
= 0 unde P¥* este polinomul nul?

54 se refacd demonsfratia teoremei cu privire la descompunerea unui
polinom in factori liniari (2.2.4) pe cazul polinomului de gradul TV,

16. Dacdl inmultim n factori liniari, obtinem un polinom de gradul n. Reci-
proca acestei propozitii este adevirata? Pe baza cirei teoreme?

17. Un polinom P(z) este divizibil prin z — e. Sintem siguri ci in descom-
punerea polinomului in factori liniari apare factorul z — a?

18, Si se demonstreze ci dacd b — Lac << 0, frinomul aa? + ba - ¢, a,b,c = R
nu poate fi descompus in factori reali.

In general, dacd o ecuatic algebrici P(x} = 0 are micar o singurd ridicini
imaginard, polinomul P(z) nu poate fi descompus in factori liniari reali.

19, 53 se rezolve ecuatia|a? — 4| = 2. Se obfin patru solutii. Este acest

o oaw

fapt in contradictie cu teorema cu privire la numirul radicinilor unei ccuatii algebrice?

20. In demonstratia teoremei cu privire la numirul rddécinilor unei ecuatii
algebrice intervine propozifia: Un produs de doud numere este egal cu zero numai
dacid mécar unul din factori este egal cu zero? Daci aceasld propozilie n-ar fi adevii-
rald, s-ar putea ca o ecuatie de gradul n sd aibi mai mult ca n ridicini?

21. a) De ce se pune in enunful teoremei fundamentale a algebrei (2.2.2) con-
ditia n > 07

b) Aceastd mentfiune mai este necesard in cazul teoremei cu privire la numirul
riddcinilor unei ecuatii algebrice (2.2.8)7

22, Pentru cite valori ale lui z ia un polinom de gradul », P(z), aceeasi valoare a?

23. a) Se dau doud polinoame: Pgz), de gradul 1II, si P,(z), de gradul IV.
Pentru cite valori ale'lui z jau aceste polinoame aceeasi valoare? h) Aceeasi intre-
bare dacd gradele celor douil polinoame sint m si n, m > n. ¢) Acceasi intrchare
dacd polinocamele sint de acelagi grad n.

24. Se dau polinoamele: P(z) de gradul m, Q(z) de gradul n, amindoui cu coeli-
cienti reali, si se consideri functiile defmlLF de ele pentru 2 = R. Clte puncie comune
au graficele lor?

25. Be considerd polinoamele cu coeficien{i reali A(z) si B(z) si produsul lor
Plx) = A(z)B(z). Fiecare dintre aceste polinoame defineste o functie pentru z = R.
Fie, respectiv, S4, Sp si Sp multimea punctelor de intersectie a gPaficelor acestor
funelii cu axa Oz. Ce relatie exisld intre aceste multimi?

26. Care este ordinul de multiplicilate maxim pe care il poate avea o ridicind
a unei ecuatii algebrice de gradul 2? Sd se dea exemple.
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27, 84 se descompund in faclori liniari polinoamele

a) 222 — 3z 4 1; b) 822 — 2az + 5a;

c) z? — 8izs — 23 d) 22 — (3 + 2i)z 4 14 1;

e) 4zt — 5z2 4 1; f) = —1,

28, Qi se demonstreze ci fractiile urmitoare sint ireductibile. Se poate face
demonstratia fird teorema cu privire la unicitatea descompunerii unui polinom in
factori liniari?

it e Ve 2 — 8

a b)Y o

) 22 — & & ) 2% — bz -+ 3

99, 94 se formeze ecuatiile de grad minim care au rddicinile urmitoare
2 . Sl

ay = 181 E; b).4, i si 2i;

c) 24 3)/5; 2—38)/b5s 1. djy 1,8 1+igi1—i;

e) riidicina dubld 2 si ridacinile simple —3 si 1;

f) radacina tripld 1, rddicina dubld i si rddécina simpld —i.

30. a) S se formeze o ecuatie de gradul 100, care si aibd rdddcinile 2, = 2
4 2, = —2. b) S# se formeze o ecuatie de gradul I1I care s aiba radacinile: 1, —1;
0 si 3.

81, a) O ecuatie algehricd cu coeficienti complecsi P(z) = 0 poate avea numai
ridicini reale? S4 se dea exemple. Care este condifia necesard si suficientd? b) Invers,
se poate ca o ecuatie algebricd cu coeficienti reali sd aibi numai radicini complexe?
i se dea exemple.

32, Se considerd ecuafiile:

a) z—i)(z+13(—21/3)2=0; b) (z4+ 12z —1)?2(z—6)?*=0.

Care sint rddicinile lor? Ce ordin de multiplicitate are fiecare dintre ele?

83. a) S& se indice un polinom P(z) de gradul X care si se anuleze pentru
aceleasi valori ale lui z ca polinomul Q(z) = 22+ z — 2. b) Se poate gisi un poli-
nom de gradul VIT care si indeplineasci aceeasi conditie? Cite astfel de polinoame
existi? ¢) Generalizare pentru cazul cind se cere un polinom P(z) de gradul p.

24, Sc considerdi ecuatiile P(z) =0 si Q(z) = 0. Fie z;, 2, ..., 2m ridiicinile
primei ecuatii, care se presupun distincte, si Zm(, Zntes -0 Zman ridacinile ecuafiei

. a doua, de asemenea distincte si diferite de ridicinile primei ecualii. a) Care sint

ridacinile ecuatiel P(z) * Q(z) = 07 b) Ce se intimpld dacd cele doud ecuatii au radi-
cini comune? c) Care este situafia daci un numir z; este riddcini multipld de ordi-
nul p a uneia dintre ecuatiile date si de ordinul ¢ pentru cealaltd?

25. i se determine p si ¢ astfel ca ecualiile urmatoare si aibi aceleasi raddcini:

a) et + (2p — gl + (p+ @)+ (p— e+ 2p+ g+ 1 =0 s

: at 4 5xd L ha?4 224 8 =0,
b) pe*+ (p+ g+ e+ (p—g—rlatg—r=0 s
323 4} 4z? — Bz -+ 6 = 0.
S se explice de ce in cazul b) nu se obtine rezultatul agteptat.
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36. Doud ecuatii algebrice au aceleasi ridicini si una dintre puterile lui x are
in ambele ecualii acelasi cocticient. Ce se poale spune despre ceilalti coeflicien{i?

37. Se poate ca doud polinoame de grade diferite sd se anuleze pentru aceleasi
valori ale necunoscutelor? S4 se dea exemple. Este acest lucru in contradictie cu
teorema de la 2.2.127

88. a) Este posibil ca produsul a doud polinoame si fie o constantd (un poli-
nom constant)? Demonstratie,

b) P(z) si Q(z) fiind doud polinoame, sé se demonstreze ci, daci P(z) este divi-
zibil prin Q(z) si Q(z) este divizibil prin P(z), cele doud polincame diferd printr-un
factor constant.

¢) Exista ceva analog in cazul numerelor naturale?

Formulele lui Vieta

89. Si se scrie relatiile dintre coeficientii gi rddicinile ecuatiei de gradul V,
@,3 + a5 + aye® 4 agz® + a5+ a; = 0.

40, a) Citi termeni contine partea stingfl a fiecireia dintre relatiile lui Vieta
fn cazul ecuatiei de gradul VI? in cazul ecuatiei de gradul »?

b) Citi termeni conline partea stingd a relatiei lui Viela de rang p in cazul
ecuatiei de gradul n?

41, Si se verifice formulele Iui Vieta in cazul ecuatiilor a) 22 — 1 = 0;
b) 22+ 1=0;¢) 22 —1=0

42, 84 se formeze pe haza formulelor lui Vieta ecuatiile care au ridicinile
urméitoare si si se facil proba cu ajutorul schemei lui Horner:

a) —2,1,3s8i4;b)i, 1+ 1,151 —2.

Se aplicd teorema lui Vieta sau reciproca? Ecuatiile se pot forma si pe haza
teoremei cu privire la descompunerea unui polinom in factori liniari (2.2.11). Care
din aceste procedee este mai practic? Care din ele este anterior si care este derivat?

43, tg o, tg B si tg v sint rddécinile ecuatiei a3 + aa? + ba + ¢ = 0. Sd se
calculeze tg («+ B+ 7).
44, Suma dimensiunilor unui paralelipiped dreptunghic este @, aria sa totald

este s iar volumul sfu este ». Sa se scrie ecuatia de gradul IIT care are ca rada-
cini dimensiunile paralelipipedului.

45, 5S4 se rezolve ecuatiile urmitoare gtiind cd intre rddicinile lor exista rela-
{ia indicatd. Se va verifica cd intre rddécinile aflate existd acea relatie.
a) 328 + 722 — 182+ 8 =0, 7 + 7, = —3;
b) 28— (5—1/3) 22+ (6 —5,/3)z+6/3=0, 5,4 2, = 5;

c) 528 — 2728 4" Tz 4 15 =0, 2,3, = 5;
d) 223 — 3(1 + 2i)a® — (4 — i)z 6 = 0, 23, = 3i;
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e) 28 — 722+ 43 112 = 0, 3; = 33,3
f) 23 — 10iz® — 27z + 18i = 0, 5, = 2z,;
g) 958 — 18az? 4+ 1la?zs — 20 = 0, 7, + %, = 53}
h) 28 — (1 -+ 4i)z2 — (5 — Bi)a+ 20 + 1) = 0; 8 — 5, = 15
i) 28 — 13az + 12a3 = 0, z; — 2, = 2a;
i) —al@®+ a+ 1)+ adle? +a+ 1)z —a® = 0, 7y = %%}
k) 2% — 10z% + 273 — 18 = 0, z; = 22,3
46. Aceeasi problemi in legiturd cu ecuafiile urmatoare:

a) st — 488 — 224 1024 & =0, 75, = —1;

) 2t — (54 i)s® + B(1 + i)z% 4 (8 — 5i)z — 3i=0, 72, = 31;
24123 — 5 =0, 5, + 2, = 2;

d) 2z* —.12az% 4+ 15a%® + 9a% — 20e* = 0, 3 + 2, = 3a;

e) zt — 22+ 125 — 36 = 0, 23, = —2y3y;

f) 28 — (& + 5i)2® — &(3 — 5i)z% 4- 6(% + Si)z 4 36 = 0, 23 = 235,

47, Si se determine in ecualiile urmiitoare parametrul m astfel incit intre
ridicini si existe relatia indicatd in dreplul fieciireia si s se rezolve.

a) 4z8 + 202+ mz — 15 =0, 5 + F = 33 .
b) 22 — 2(1/2_—5- L/’aT)zz—k (5 + 3V§)z+ m=0, z; + 2, = 3;;
c) 2z% — 322 — (m + 1024+ m-+5=0, 5+ 5=1;

d) 328 — (3m 4+ 1)z22 + (bm — 2)z — 6 =0, 52, = g |

e) zt — 228 — 628 4+ mz — 3 =0, 5,5, = 3;

f) 2* — 82% 4 mz® — 19z -+ 6 =0, z; -+ 3 = 53

g) B — 7224 75+ m=0, z(fﬁ— = 10;

h) 2% — 1222 4 mz — 60 =10, z? = zﬁ—t— z‘g-

48. Si se rezolve ecuatiile urmittoare si sii se determine parametrul real a,
stiind ci intre riddcinile lor existd relalia 5, + 5, = 23 + 2.
4 L gzt 824 3=0;
4 — 2(3 + 1)z 4 az? — 2(1 + 7i)z — 3(1 — 2i) =0,

a)
D)

]

ta

49, 83 se rezolve ecuafia
a) 4zt — 823 - mz® A bz + n = 0;
b) zt — 2(1 + i) 28+ hiz2 - mz + n = 0.
stiind ca are dou# riidicini duble si si se determine m si n.

50. Se considerd ecualia

B4 (m—n)z2+ (2m—3n)z+ m+3n=0.

S# ge determine m si n §i sii se rezolve, stiind ci una dintre rddicinile ei este

2, iar suma celorlalte doud radacini este zero.

51. Se considerd ecuatia

4 se rozolve si si se determine m si », stiind ci ca admite ridicina 2 gi suma
a doud dintre celelalte riiddcini este zero.

52, Se considerd ecuatia

284+ az2 - bz+c= 0.

a4 se determine conditia necesari si suficientd pe care trebuie si o indepli-
neascit coeficientii a, b, ¢ si d, pentru ca intre riidicinile ei si existe relatia de mai
jos. Se va construi in fiecare caz cite un exemplu numeric, adici o ccuatie cu
cocficienti numerici care si satisfaci conditia gisitd, ecuafia se va rezolva i se va
verifica ¢4 intre rddicini existd relatia dati:
a) 5+ 5, =10; b) 52, =13
c) 5 =z + 23 d) z; + &5 = 22,

e) 7, = 23, 53 = 3%
53. Aceeasi problemi in legiituri cu ecuatia
24 azd |- bt ez d=0,

relatia dintre riiddcini fiind
a) 2y -3, =10;
C) 7y = By, 33 = B4} d) 7, + 2, = 33, &+ 5= 5%

54, Se slie ci ridicinile ecuafiei bipilrate

azt }-bz2 e =0

sint opuse douil cite doud. S se demonstreze cii, reciproc, daci riiddcinile unei
ccuatii de gradul IV sint opuse doud cite doud, acca ecuatic este bipiitrali.

53. Ce relatie trebuie si existe intre numercle complexe a, b, ¢ pentru ca sis-
temul

2+yta=a, ayt+aztys=>b, ays=c¢
si fie compaltibil?

56. Se considerii sistemele

z+y+z2=p, 2y + @zt ys=4¢q, TYs=r
i |

et+y+z+u=a, my+xz+xu-|—yz-i—yu+zu=b

zyz + ayu 4+ st ysu = e, aysu = d.

Se di eit intre solutiile lor existit legitura urmitoare: dacd (wy, yi, z;) este o solutie

a primului sistem, atunci existd un numitr u, astiel ca (z,, ¥y, 7, #,) si fie o solu-
tie a sistemului al doilea. Ce relatie existd in acest caz inlre numerele p, ¢, 7;

a, b, e,d?
57. Se considerd ecuatia

a3 - b2t ezt d=0,az£0 (1)
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si rddacinile ei, , B, v, pe care le presupunem simple. Problema de a rezolva aceasti
ecuatie este echivalentd cu problema de a rezolva sistemul

: aay=—~‘§- (2)

b
atBty=—=1 ad+oy+py=

ale

Or, ecuatia (1) are 8 solutii, 2 = &, z = B §i 2 = v, pe cind sistemul (2) are 6 solu-
tii, ciici gradele celor trei ecuatii sint, respectiv1, 2 §i 3 (1 +2+3 = 6). Tste aceasta
o contradictie reald? Pentru orientare, se poate examina in prealabil cazul ecua-
tiei de gradul II, de exemplu 22 — 4z-}- 3 = 0. Bd se trateze aceecasi chestiune
pentru ecuatia de gradul IV.

68, B3 se incerce si se rezolve ecuatia de gradul II, az® + bx 4+ ¢ = 0, rezol-

vind sistemul @, 4 2, = — =, @@ = . Cose constata? (v. cap. I, probl. 24).
a a

Pentru a aridta ci si incercarea analoagi in cazul ecuatiei de gradul ITI, az2® 4
+ a,2® + a,x -+ a, = 0, duce la un cerc vicios, se poate proceda astfel: se scriu
cele trei relatii ale lui Vieta si, pentru a elimina z, §i z;, se inmulfeste prima cu
zZ, a doua cu (—azy), iar a treia cu 1 gi se adund. Ce se constatd? Dar ‘daci
se elimind printr-un procedeu asemindtor x; si x,? x, si «,? S& se demonstreze
cd si in cazul ecuatiei de gradul IV acest procedeu duce la un cerc vicios.

Ridicini multiple*

59. S se verifice ci ecuafiile urmitoare au cite o ridicind dublid si si se re-
zolve.
a) 2728 — 36z 4 16 = 0;
b) 2 — 95+ 61/3 = 0; ma B
c) z2® — 3(3 + 4i)z 4 2(2 4 11i) = 0; ) 5A
d) z8 — 6iz — &4 4i = 0.
60. Si se verifice cd ecuafiile urmditoare au cite o ridicind tripld si si se
rezolve.
a) 3z% — 17az® -} 80a?:% — 124% — 8a* = 0;
b) 2 — 2iz® — 2iz — 1 = 0,
¢) 22— (7T+31/5)z2+ 3(11 + 51/5) 22 — (65 + 29|/5)z+ 38 + 17 /5 =0.
61. 84 se determine in fiecare dintre ecuatiile urméatoare parametrul e astfel
incit ecuatia si admitd ca rddicinid dubld numirul indicat in dreplul ei si sa
se rezolve.
a) 24 g2 + bz 18 =0, 3, =z, = 3;

b) 42° — &1 —i)z2 + bzt ¢ =0, 5 = 7, =

ro | =

c) 2+ mad4 1722 — 1724+ n=0, z, = 3, = 1.

* Problemele 59—67 se pot rezolva si prin identificare (2.4.8) sau eu ajutorul
formulelor lui Vieta.
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62. Sd se determine in fiecare dintre ecuatiile urmitoare parametrul « astfel
incit ecuatia respectivil si aiba cite o ridicind dubld si sd se rezolve. La exerci-
tiile a) si b) se va folosi si rezultatul de la 2.4.9.

a) 4z — 3z 4+ a=0;b) 22+ 32+ a=0; ¢) 422+ 822 — 11z} a = 0.

463, 5S4 se defermine in ficcare dintre ecuatiile urmitoare coeficientii necu-
noscuti astiel incif ecuatia respectivil s& aibd o rédécind ripld si sd se rezolve.

a) 24 — 638+ 1222 - az+ b= 0;
b) z2*-} 33+ az+4 b = 0;
c) z* — 6224 az+ b= 0.

64. 34 se determine coeficientii p, ¢ 'si » astfel incit ecualia
Piz)=35—585+ pa f gz r=0
sd aibd rdddcina tripld z = 2 si si se rezolve.
65. 84 se determine coeficientii a, b si ¢ astfel ineit ecuatia
Plz) = 42" + azt — 2728 | 022 - 692+ ¢ =0

i (e . 3 e
sa aibd rddécinile duble z; = 5, = —3 §i 23 = 2, = — gi sl se rezolve.
2

66. Ce conditie trebuie si satisfacd coeficientii ecuatiei
B pEtgpt+r=0
pentru ca ecuatia si admiti o rddicind tripld? Si se afle radicina.
67. 53 se defermine p si ¢ astlel incit ecuatia z3 4~ pz 4 ¢ = 0 sd admiti ridi-
cina dubld z = p.
68. S se refacd demonsfratia teoremei de la 2.4.6 pentru cazul unei ridicini
triple.
69. Ce este gresit in enuntul urmitor: numirul « este o ridicind tripld a ecua-
tiei algebrice P(z) = 0 dacd anuleaza P’(z) si P”(z).
70. Numiarul x = 0 satisface ecuafia f(z) = sin®zcosz = 0 si derivata
f'(z) = 0. Se poate spune ci x = 0 este o radidcind dubld a ecuafiei f(z) = 0?
91. Fie z;, 2, ..., sn riddcinile ecuatiei algebrice P(z) = 0, toate ridicinile
fiind simple. Care sint ridicinile ecuatiei
[P =0, [PEI=0,keN?

. Generalizare

: ; S a4 b
% = Z, =@, %3=2,=>b, derivata admite riddicina z = i
2

pentru cazul unei ecuatii de gradul 2n care admite doud riddcini multiple de or-
dinul »..
73. Care este conditia ca ecuatia cu coeficienti reali
at -} pxtqg=0 '
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si admitd o ridédcini dubli reald. Ce relatie existd intre semnul lui ¢ si semnul radi-
cinii duble?

74, Un polinom poate fi divizibil prin derivata sa? Si se examineze in spe-
cial cazul polinomului de gradul II.

75. S& se regiscascd pe baza teoremei de la 2.4.6 condilia ca ecuatia aa® +
+ ba - ¢ = 0 sil aiba o rddicind dubla,

76, Se consideri o ecuatic algebrici cu coeficienti reali P{a) = 0 si curba
y = P(z). Fie = a o rddicind multipld de ordinul & a ecuafiei. Ce pozitie are
curba fatd de axa Oz in veciniitatea punctului de abscisi 2 = a?

77. Care dinlre teoremele din acest capitol se bazeazi, direct sau indirect,
pe teorema lui Bézout?

Ecuatii cu coeficienti in Z*

78, 1) Sa se efectueze impirfirile urmitoare (coeficientii apartin claselor de
resturi indicate). 2) Si se examineze daci demonstratia de la 1.3.3. este valabila
in cazurile a) si b}, in care impirtitorul este de forma 2 — @, precum si in cazurile
¢) si d), avind in vedere ci in Zg si Z,, existii divizori ai lui zero.

A A A A A A A A A
a) (22 -+ a2 32 4 1) ¢ (z &) . Zy; €) (2224 2z 1) o (224 1) ... Zy;

A A A A A A A
b) (2% + &a® - 32+ 1) i (24 2) .. Zy; d) (622 + Tz &) : Bz + 2) ... 2,

79, Teorema lui Bézout este valabild in cazul polincamelor cu coeficienli din
Z,? Verificare pe primele douii exemple din problema precedenti,

80. Se considerd ecuatiile urmitoare:

A A A = A A
a) 222+ 1=0..2,; d) 2+ 22 =0.,.. Zg;
~ A ~ 3 A A
b) 223+ 24+ 2=0..2;; e) #2 8z = 0.2,
A A A

c) at+ :z::f)\...Zﬁ; f) 2* 4+ 724 6 =0..Z,.

1) B4 se rezolve, incercind toate clementele din multimea de definitie.

2) Teorema de la 2.2.8 se poale aplica la ecuatii algebrice cu coeficienti din Z,?

3) Faptul ¢i numirul rddicinilor unei ecuaii algebrice nu poate si intreaci
gradul ecualiei se demonstreazi si la 1.2.3. De ce nu se adevereste aceastd pro-
pozitie in cazul ecuatiilor ¢) — f)? :

&) 84 se descompunii fiecare dintre aceste doud polinoame in factori liniari
folosind teorema Iui Bézout. Teorema de la 2.2.7 mai este valabili in toate cazu-
rile? De ce?

5) In ecuatiile c¢), d) si e), dupid ce s-a ficut descompuncrea 22 - i —
= p(a 4 c’z.\), de ce nu se poate trage concluzia cii ecuatia are numai ridicinile

A A
g=0 85 2= — a?

* Acesle exercitii se pot face numai daci s-a ficut in prealabil ultima grupi
de exercitii (34—38) de la capitolul T,
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Capitolul III

Ecuatii cu coeficienti reali, rationali, intregi

3.0. Introducere

In primele doud capitole am tratat polinoame si ecuatii algebrice

foarte generale, cu coeficienti complecsi. Deoarece R cC, Q cC, ZC C,
tot ce s-a spus pind acum rdmine adevirat gi in cazul polinoamelor si
ecuatiilor cu coeficien{i reali, rationali, sau chiar intregi, daci necu-
noscuta (variabila) ia valori complexe.

In acest capitol vom restringe treptat multimea cdreia ii apartin
coeflicientii ecuatiilor: vom da intii o proprietate a ecuatiilor cu coeli-
cienti reali, apoi o proprietate a ecuatiilor cu coeficienti rationali si,
in sfirgit, ne vom ocupa de eeuatiile cu coeficienti intregi. Propozitiile
pe care le vom stabili nu mai sint adevirate in cazul ecuatiilor ai ciiror
coeficienti apartin unei multimi mai cuprinzitoare. Astfel, teorema pe
care o vom demonstra pentru ecuatiile cu coeficienti reali nu mai este
adevératd daci coeficien{ii ecuatiei sint complecsi, teorema pe care o
vom demonstra pentru ecuatiile cu coeficienti rationali nu mai este
adeviratd pentru ecuatii cu coeficienti reali g.a.m.d.

3.1. Réddcinile imaginare ale unel ecuatii algebrice
cu coeficienti reali

3.1.1. Cazul ecuafiei de gradul II. Se stie cii daci ecuafia de gradul
IT, az® + bx - ¢ =0, cu coeficienti reali admite rdddcina m - ni,
unde m, n€R, ea admite si ridicina m—ni; de asemenea, dacd o ecua-
tie de gradul II cu coeficienti rationali admite ridicina m +nl/p
unde mi/nﬁe Q si p € N nu este pdtrat perfect, ea admite si ridicina
m— nl/p.

Exemple. a) 2* — 62 4 13 = 0, 2, — 3 - 2i, Gy =
b) x2+8x—29:0,371:—4-;—3[/5,3:2:—4—3[/5_.
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Aceasta se explici elementar prin formula de rezolvare, pe care o
scriem. sub forma

= b |/ b2 — hac :
= 2a 2a

Dacd toti coeficientii ecuatiei sint reali si b2 — 4ae < 0; ecuatia are
doud rdddcini imaginare. Dar ambele rddicini au aceeasi parte reali,
|/ hae — 0% . . I/ hae — b2 .

—— 1§l — — 1

2a J 2a

In mod analog se aratd ci, daci tofi coeficientii ecuatiei sint rafio-

b e = ) )
—g3;,’ lar pdrtile imaginare sint

; e ; W b . e R
nali, ambele rddicini au aceeagi parte rationald, — o pértile ira-
a

tionale au aceeasi valoare absolutd, dar semne contrare.

Acest lucru este adeviirat oricare ar fi gradul ecuatici, dar demon-
stratia se face prin alte consideratii, ciici nu mai dispunem de o formuld
de rezolvare.

Mentionim c& cele arditate sint adevirate numai daci coeficientii
ecualiel sint reali, respectiv rafionali.

3.1.2. Numere imaginar conjugate. a) Fiind dat numirul complex
z=a -+ bi, a, b e R
numarul
z2=a—bi
se numesgte conjugatul lui z §i se noteazd cu z (z supraliniat).
Exemple: 4 + 31 = 4 — 3i; 5 — 16i =5 — (—11i) =5 4 11i; 3—3.

Conjugatul numirului z = a + bi este 2 = a — bi, s&-1 notdm cu u;

atunel & = a — bi = a — (—bi) = a + bi = z. Aceasta inseamni ci,
daci u este conjugatul lui z, atunci z este conjugatul lui u. De aceea
se poate spune cd numerele z=a + bi §i 2= a — bi sint imaginar
conjugate, in sensul cd fiecare din ele este conjugatul celuilalt. Relatia
»este conjugat cu® este simetricd.

Exemplu: Conjugatul lui 3 + 7i este 3 — 7i, si conjugatul lui 3 — 7i
este 3 + 7i; numerele 3 - 7i si 3 — 7i sint imaginar conjugate.

b) Conjugatul sumei. Considerim, de exemplu, numerele complexe
z2=23 - bi 5 w=2—"T.
Conjugatele lor sint:

2=3—5I g B=24T
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Suma numerelor considerate este
z-+u=>5—2i,
iar suma conjugatelor lor este

Z4a=5+ 2.

S-a obtinut tocmai conjugatul sumei: z -+ & = z + .
Acest fapt este general. Dacd
z=a -} bi, u=c- di,
atunei

Z = a — bi, i =c¢— di.
Suma numerelor date este
24 o= (a+bi) + (c+ di) = (a + ¢) + (b + )i,
lar suma conjugatelor lor este
Z4+a=(a—0bi)+(c—di)=a-Lc— (b+ di.
S-a obtinut toemai conjugatul lui z 4 u, adici z 4+ u.

Conjugatul sumei a doud numere complexe este suma con-
Jugatelor lor.

Simbolie,

Yz, u, zuwe€lC z-4+u=3-}a. (A)
Teorema se extinde ugor asupra unei sume de mai multi termeni.
¢) Conjugatul produsului. Notatille fiind cele de mai sus, si cal-
culim zuw si Z-@.
zi = (ac — bd) + (ad -+ be)i,
Z- 0 = (ac — bd) — (ad 4 be)i;

se constatd cd produsul al doilea este conjugatul primului.
Conjugatul produsului a doud numere complexe este pro-
dusul conjugdtelor lor:

Yz u zucel zu=3-Qi. (I)
Exemplu: Fie
2=3—05, uw=—742i; deci 2=3+5i, a=—7 — 2.
Avem:
an = — 11 - 41i; 2.0 =—11 — 4li.

Rezultatele sint conjugate.
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d) Conjugatul puterii. Dat fiind cd ridicarea la o putere cu exponent
natural este o inmullire repetatd, rezultd imediat cd:

Duterile naturale a doud numere imaginar conjugale sint
imaginar conjugate.

Vz,zEC,Vn,nEN?‘:Z“. (P)

Aceste propozitii rimin adevédrate daci unul dintre numere este real,

cici, daci z = a = a + 0i, conjugatul sdu este Z2=a—0l=a =2z

3.1.3. Funetia z. Asociind fiecdrui numir complex conjugatul siu,

am definit o functie f:C — C, carc face ca fiecirui numir complex
8i-1 corespundd conjugatul sdu:

fla + bi) = a + bi = a — bi.
Exemple: f(2 + 31) =2 —3i, f(l —i) =141, f(i) = —i, f(3) = 3.

Folosind simbolul f, cele trei propozitii demonstrate mai sus se
seriu:

flz + u) = f(2) 1+ f(u),
f(zu) = f(2)f(w),
fz) =f(=)]"

Se spune cii aceastd funciie pdstreazd adunarea numerelor complexe,
inmulfirea numerelor complexe §i ridicarea unui numdr complex la o
pulere cu exponent natural. ' .

3.1.4. Valorile unui polinom pentru douit valori conjugate ale varia-
bilei. Fie P(z) un polinom cu coeficienti reali. Dacd ddm variabilei o
valoare complexii, polinomul ia, in general, o valoare complexd. De
exemplu, in cazul —

P(z) = bz* — 3z 4 4,

pentru z = 2 + 3i si z =2 — 3i, se obline

P(2 + 3i) = 5(2 4 3i)2 — 3(2 + 3i) + 4 = — 27 4 21i,

P2 —3i) =52 —31)2—3(2—3i) +4=— 27 — 21
Rezultatele sint conjugate.

Pentru a afla valoarea unui polinom pentru o valoare datd a varia-

bilei trebuie si facem numai ridiciri la putere, inmultiri gi aduniri.
Teoremele de la 3.1.2. ne permit s3 demonstram ci ceea ce am constatat

pe acest exemplu este totdeauna adevérat.
Fie polinomul

Plz) = agz® + 02" oo F @y + o @y € ‘R.
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Dacé ddm variabilei z doud valori conjugate, z = u si z = &, obti-
nem ’ ;

P(u) = agu™ 4 a,u™ + ... + @t + ... + a,
P(7) = agfi™ + a,73" ! + ... + a, 18" + ... + a,.

Trebuie s comparim aceste doud expresii. Am pus in evidentd
termenul general a,_;z" El di in rindul de sus i in cel de jos respectiv

Qppt® 81 a,_put.

Teorema cu privire la ridicarea la putere (P) ne arati cd factorii u® si
@* sint conjugati. Fiecare din acesti factori se inmulteste cu numirul
real a, . Deoarece coeficientii polinomului sint reali, m = a,_p. Putem
deci considera coeficientul a, , din produsul al doilea ca fiind conju-
gatul lui @, p din primul produs. Teorema cu privire la inmultire (I)
aratd ci a, ,#" este conjugatul lui' @, zu*. Termenul considerat fiind
oarecare, rezultd cd fiecare termen din rindul al doilea care contine u
este conjugat cu termenul seris deasupra lui. Si acest lucru este valabil
pentru tot1 termenii care contin z. Cit despre a,, el este conjugat cu el
fnsugi. N-a rdmas decit si adundm in fiecare rind termenii. Fiecirui
termen din rindul de sus ii corespunde in rindul de jos un termen conju-
gat cu el. Teorema cu privire la adunare (A) ne aratd ci sumele vor i
conjugate. Dacd in rindul intii se obtine rezultatul m - ni, in rindul

al doilea se obtine m + ni = m — ni.

Valorile unui polinom cu coeficienti reali pentru doud valori
imaginar conjugate ale variabilei sint imaginar conjugate.

Simbolie,
[P(u - vi) = m 4 ni] = [P(u — vi) = m — ni]
sau, mal scurt:
P(z) = P(z).

2.3.1.5. Riddeinile imaginare ale unei ecuafii algebrice eu coeficienti
reali, Gu aceastd pregitire putem demonstra teorema anuntati la ince-
putul acestui paragraf. 3

Fie
P(z) =0
o ecualie algebricd cu coeficienti reali §i @ + b1 o rddicind a ei,
Pla 4 bi) = 0.
Atunci P(a — bi) va fi conjugatul lui zero, care este tot zero, deci
Pla — bi) =0,
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ceea ce inseamn# ci a — bi este de asemenea o rddicind a ecuabiei
Pz} =0,

Daci o ecuatie algebrici cu coeficienti reali admite ridacina
u - vi, ea admite ridicina u — vi,

[P(u + vi) = 0] = [P(u — vi) = 0].
Cu alte cuvinte, rdddcinile imaginare ale unei ecuafii algebrice cu
coeficienti reali sint conjugate doud cite doud.

3.1.6. Rezumat. Am introdus functia Z pentru a putea demonstra
aceasti teoremd. Demonstratia se poate rezuma in schema urmétoare:
[28 = 28] = [ap 02" = apa?®] =
®)y (A)
= [P(z) = P(z)] = [P{z) = 0 = P(z) = 0]."

(0)

Semnele de sub simboli aratid pe ce se bazeazd fiecare relatie, si anume

. (P), (I) si (A) inseamni, respectiv, ci trecerea la numirul conjugat pistreazd ridi-

carea unui numir complex la o putere naturald, Inmulfirea gi adunarea nume-
relor complexe, iar (0) — faptul cd conjugatul lui 0 este 0.

Aplicatii.
3.1.7. Ecuatii cu coeficienti numeriei. Sd se rezolve ecuafia
P(z) = 28 — 728 + 24z% — 41z + 35 =0

stiind cd admite rdddcina 2 4-1|/3.

Ecuatia datd avind coeficienti reali, admite si rdddcina 2 — il/3
deci polinomul dat P(z) este divizibil prin produsul (z—2—d]/ 3}z —
—92+41]/3), care este egal cu z2— 4z -+ 7. Impértind polinomul
P(z) prin acest trinom, se obfine citul z* — 3z + 5, cu ridécinile

i)/11 ; o S T A s B
3—:—1:;—'/—1—1” Deci, ridicinile ecuatiei sint: 2 =1i]/3 si ~i—;l/——

9.1.8. Observiiri, 1) Problema se mai poate rezolva identificind polinomul
P(z) cu polinomul care se obtine efectuind (s* — 4z + 7) (z2 + pz -+ q); se obline
un sistem de ecuafii compatibil, care di p = —3, ¢ = 5.

2) Se poate proceda si astfel: Polinomul dat se imparte prin z — (2 +i1/3),
far citul prin z — (2 —i,/3).

%) n aceastd schems, ca si in cea de la 2.3.3, siigeata (=) trebuie censide-

rati ea semn de relafie, nu ca in logici matematicd; numai astfel lantul de sdgeti
are sens.
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3.1.9. Cazul cind ecuatia confine parametri. De fapt nu trebuie sd
cunocastem toli coeficientii ecuafiei P(z) = 0. De exemplu, cind se:
foloseste metoda identificirii, indicatd mai sus, se obfine sistemul

p—h=—7, —hpt qg=17, Tp — by'= —41, Tqg = 35,

Pentru a afla p si ¢, ajung doud oarecare dintre aceste ecuatii (faptul
cil valorile aflate pentru p si ¢ satisfac gi celelalte doud conflirmi ci
ecuafia propusi are radicina datd), iar cu ajutorul celorlalte doui
ecualii se pot determina doi parametri care ar figura eventual in ecuatie.
De aceea se pot rezolva pe aceeasi cale problemele de tipul urmétor:

Se da ecuatia:

24 ezt 4 2422+ bz 135 =0, sau 22 — 7@+ az2 4+ bz4+ 35 =0
s.a.m.d. Sd se determine coeficienjii reali a $i b astfel incit ecuagia si admitd
raddcina 2 4-1)/3 si sd se rezolve ecuatia.

In cazul primului exemplu, se obtine sistemul

p—t=a —4p 4 q=17, Tp — bg = b, Tqg = 35.

Ecunatia a doua si a patra dau p si ¢, iar prima si a doua dau coefi-
clentii a gi 6.

3.2. Ridicinile irationale pdtratice ale unei ecuatii algebrice
cu coeficienti rationali /

3.2.1. Irationale patratice. Numere reale ca
3—|—]/§, %—%Vﬁ, %—I—%Vﬁ ete.

se numesc iralionele pdiratice.
Un numdr irafional pdtratic (mai scurt, un irational patratic) este
un numdr real de forma

m+nl/ p,
unde m € Q, n€ O\ {0}, p € N st p nu conjine nici un factor care si
fie pdirat perfect.
In exemplele de mai sus m, n §i p sint respectiv:

m=3, n=1, p=2>5; m=-§~, n=-—-%, p = 13;




Multimea tuturor irationalelor piitratice care contin sub radical ace-
lasi numir p fac parte dintr-un corp pdiratic, care se noteazi cu Q(|/p).

O/ p) ={m+nl/p|m neQ, pe N sipnu contine nici un factor
care sd fie pitrat perfect}. ,

De exemplu, toate numerele de forma m + n]/2, m, n € Q, cum
ar {i:

S

1
A28 g
T g 2000 940

formeaza corpul pitratic Q(|/2); numerele

Q fl —_ P —
g§~-2g|/29, 1—4)/29,3 + 17)/29,
formeazi corpul pitratic Q(]/29).

Vom considera si cazul in care sub radical apare un numdir rational
oarecare, dar le vom transforma astfel incit sub radical si rimind un
numir natural care si nu contind nici un patrat perfect ca factor.

Exemple: 2 + /45 = 2 + 3]/5, 3+4V%=3+§Vﬁ

3.2.2. Radieinile irationale pitratice ale unei ecuatii algebrice en
coeficienti rationali. Fiind dat irationalul patratic =z =m + n |/p,
numirul Z=m — n |/ p se numeste conjugatul lui z. Aceasti relatie
este simetrici: fiecare dintre numerele x =m + n]/p i T =m —
— n]/p este conjugatul celuilalt.

Exemple: ng—i— 33 .T=;——3]/§;

z=2—/7 2=2+ /7.

Toate cele ardtate la 3.1.2. — 3.1.6. despre numerele imaginar conju-
gate se pot repeta pentru irationalele pitratice. Se ajunge astfel la
teorema:

Daci o ecuatie algebrici cu coeficienti rationali P(z) =0 admite
ca rdddcind un irational pitratic m -+ n [/ﬁ, ea admite si conjugatul
siu, m — n]/p, ca ridicini. '

[P(m +n]/p)=0]= [P(m—n]/p)=0].

Cu alte cuvinte rdddcinile de forma m -+ n)/p ale unei ecuatii cu coefi-
cienfi rafionali sint conjugate doud cite doud.
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3.2.3. Aplientie. Si se rezolve ecualia
Pla) = a* — 528 — Ja? + 7o+ 52 =0

stiind ci admite ridicina 4 4 /3.

Ecuatia admite si ridicina & —}/3. Trinomul cu ridicinile &4 1-)/3 si 4 — /3
este 22 — 8z - 13. Impirtim P(z) prin acest trinom si obtinem citul #* + 3z + &
—3 4 iy/T —3+i)/7 ,

2 9

3.2.%4. Observare. Sc¢ poate demonstra ci daci o ecuatie algebricid cu coefi-

cu raddcinile - Rid#cinile ecuafiei sint: & 4 |/ 3 si

“cienli rationali admite o ridicind de forma m 4+ n)/p + ¢/ r, unde m, n, g =Q

p, r = N si nici p, nici r nu contin ca factori nici un pétrat perfect, ea admile

si ridscinile m —n )/ p+ g/ r, m+ wWp—gq/ v, m—n/p—q,/r care se
obtin schimbind semncle in toate modurile posibile. Analog, in cazul unei ridi-

cini de forma m -+ n})/p+ gV r+ s}/ t samd.

3.3. Ridicinile irationale ale unei ecuatii algebrice
cu coeficienti intregi

3.3.1. Limitele riiddcinilor. Dacd o ecualtie algebrici are coelicienti
intregi, riddcinile ei rationale, dacd existd, se pot giisi prin incercéri.
Pentru ca numirul acestor 1ncercar1 sil fie Glt mal mic, este util sa gasim
in prealabil un interval, c¢it mai mie, in care se gisesc toate radicinile
reale ale ecuatiei.

Fie P(z) = 0 o ecuatie algebricd cu coeficienti reali. Dacd ea nu are
nici o rid#icind reali mai mare decit un numir L, se spune ci L este
o Limitd superioard a rdddcinilor ecuafier; dacd ecuatia nu admite nici
o ridicing mai micd deeit- numirul L, se spune ca L’ este o limild
infertoard a rdddcinilor ecuafiei.

Dacd am gisit limitele 154 gi L gtim cd riidicinile reale ale ecuatiei,
dacil existd, se afla in intervalul (L', L); ecuatia nu are nici o ridicind
in afara acestui interval (fig. 1)

Numerele L gi L' nu sint unic determinate. De exemplu, daci prin-

tr-o metodd gisim L' = —15, L = 24, inseamnd cd rddécinile reale
ale ecuatiei se gasesc in intervalul (-—15 24); daca prmtr—o altd metodd
giisim L' = — 10, L = 18, inseamni ci ridicinile se gisesc in inter-

valul (—10, 18). Aceste rezultate nu sint contradictorii, dar al doilea
este mai util.

Xy X2 X
L O : O

L L




3.3.2. Propozitie ajutatoare. Fie, de exemplu, ecuatia
P(z) = 428 + 25 4 22* } ba® — 822 — 6z — 7 = 0,

care prezintd particularitatea urméitoare: semnele coeficientilor polino-
mului P(z) sint: -4+ ———; primii coeficienti sint pozitivi, iar
indatd ce apare un coeficient negativ, toti coeficientii urmitori sint
negativi. Se spune ci polinomul are o singurd variatie. Polinoamele in
care coeficientii au semnele -4+ ———— sau 4+ ———— etc. au
de asemenea o singurd variatie.

Punem polinomul P(x) sub forma

P(z) :x3[4x3—|—932—{—29;—{—5—[%+%+£;)].

(Am scos in fata parantezei cea mai mici putere a lui z care are un
coeficient pozitiv.)
Expresia dintre paranteze este de forma

E(2) = f(2) — g(a)
unde '

- 8 6 7
f(z) = 42° + 2 + 22 + 5, gla) =~ + — + =
T &£ €T
Consideram functiile f, g si E definite de aceste relatii pentru
xz € (0, co). Functia f este crescitoare, iar functia ¢ este descrescitoare
pe acest interval. In adevdr, derivata

f'(z) = 1222 + 2z + 2

este pozitiva pentru orice z din intervalul (0, oo), iar

este negativd pentru orice z din acest interval. Rezultd cid functia E
este cresciitoare in intervalul (0, oo), cdeci dacd descdzutul f(z) creste
si scézdtorul g(z) descregte, diferenta E(z) creste.

Fie acum ¢ un numéir pozitiv pentru care valoarea expresiei E(x)
este pozitivd: a >0, E(a) > 0. Deoarece functia E este crescitoare
in intervalul (0, co), E(x) va fi pozitiv pentru orice valoare a lui z mai
mare decit a. Revenim la polinomul P(z),

P(z) = 2*E(z).

Dat fiind ¢d 2°® >0 cind z >0, rezultd P(z) >0 pentru orice
x >a.
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. Acest rationament se poate face in cazul oricirui polinom cu coefi-
cienfl reali care are o singurd variatie. Rezultd cd:

Daci un polinom P(z) eu coeficienii reali care are o singurd varialie
esie ‘poziliy penirw o valoare pozitivd a lui &, x = a, el rdmine pozitiy
penire orice valoare a lui & mai mare decit a.

[ea >0, P(a) >0]=[z >a= P(z) >0].

 3.3.3. Metoda grupirii termenilor. Numirul ¢ din aceastd propo-
zifie este o limitd superioard a rid&cinilor ecuatiei Bla) =0, a=1T
cdci pentru orice # >a, P(x) >0, deci P(z) = 0.

. Deci, dacd polinomul P(z) cu coeficienti reali are o singurd variafie,
orice: numar care face polinomul P(z) pozitiv este o limitd superiaar& a
radacinilor ecuagiei P(x) = 0.

Dacd polinomul P(x) are mai multe variatii, se procedeazi prin
gruparea termenilor, ca in exemplul urmitor.
Fie ecuatia

]

P(z) = 2% — 325 4 22 - 322 — 31z — 96 = 0.

Grupidm termenii astfel incit:

a) coeficientul primului termen din fiecare grupi si fie pozitiv;
b) fiecare grupd si aibd o singurd variatie sau nici una.

Deci scriem:

P(z) = (a0 — 32%) + (20 — 312) + (322 — 96)
sau

P(x) = a%(z — 3) + 2(22® — 31) - (3 — 96).

4 3 6

Cutdm cel mai mic numir intreg, pentru care fiecare grupd este
pozitivd. Gisim pentru prima grupi 4, pentru a doua 3 gi pentru a
treia 6. Coriform propozitiei auxiliare (3.3.2), prima grupd este pozitivi
penfru. & >4, a doua pentru z >3, iar a treia pentru z > 6. Pentru
& >0, toate grupele vor fi pozitive, deci polinomul va fi pozitiv, deci
L = 6 este. o limitX superioard a ridicinilor ecuatiei propuse.

Gruparea se poate face si astfel:

P(z) = x(x — 3) 4 (22* — 96) 4 x(3z — 31).
4 3 11

Am obtinut 7, =11 > 6. Prima grupare di un rezultat mai bun.

3.3.4. Transformata in (—z). Considerim, de exemplu, o ecuatie
de gradul IV: -

P(z) = aga® 4 ;2% + 4502 + azz + a, = 0. ()
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Introducem o altd necunoscuti y = — x. Ecuatia devine
P(—2z) = Qy) = ay* — a1y® + &y® — a5y + a, = 0. (2)

Ce legiturd existd intre ridicinile acestor ecuatii?
Fie r o rddicind a ecuatiei (1), deci

P(r) = agr* + ayr® + ay? -+ agr + a, = 0.
Dacé inlocuim in ecuatia a doua y prin —r, obtinem

Q(—r) = ag* + ay® + ay® 4 ayr + a,.

Relatia precedentdi aratd cd aceastdi expresie este egali cu zero,
deci —r este ridicind a ecuatiei (2). Asadar, daci r este o riddcind a
ecuatiei (1), atunci —r este o rddicind a ecuatiei (2).

Dacd in (2) notdm necunoscuta cu z, ea se scrie:

P(—2) = a2t — ;2% - @22 — a1+ ay =0

si se numeste {ransformata in (—=x) a ecuatiei (1),
- Din cele ardtate rezultd ci, in general:

Dacd o ecuatie algebricd P(z) = 0 are rdddcinile x,, z,, ..., &,, irans-
formata ei in (—z), P(—z) = 0 are raddcinile —zy, —2g, vuoy — .

Transformata in (—x) a transformatei in (—2) a unei ecuatii P(z) =
= 0 este chiar ecuatia P(z) = 0. Rezulti ci, dac# transformata in
(—x) a unei ecuatii P(z) = 0, adici ecuatia P(—2) = 0 are rddicinile
&y, Ty ooy Ty, ecuatia P(x) = 0 are rdddcinile —z,, — x5, w00, — 2,

3.3.5. Limita inferioari a ridicinilor. Aceastd limitd se afli cu aju-
torul transformatei in (—z).

Considerdm ecuatia P(z) = 0 gi transformata ei in (—2z), P(—z) =
= (. Fie L o limitd superioard a riddicinilor ecuatiei P(—z) = 0. Aceasta
injseanlmi cd, dacil x;, xy, ..., x, sint rdddcinile acestei ecuafii, au loc
relatiile

331<L, $2<L, AR wn<L°

Conform propozitiei de la 3.3.4, ecuatia initiald P(z) = 0 va avea
riddcinile —z;, —x,, ..., —a, 8i vor avea loc relatiile '

-z, >— L, —z, >—L, ..., —x, >—L,

ceea ce inseamnil cd toate riddicinile ecuatiei P(x) = 0 sint mai mari
decit —L; numérul L' = — L este o limitd inferioari a rddacinilor
ecuatiei P(z) = 0. :

Rezultd cd, pentru a afla limita inferioard a rddécinilor unei ecuatii
P(z) =0, se poate proceda astfel: se formeazi transformata in (—x)
sl se cautd o limitd superioari a rdddeinilor ei, L. Numirul L' = — L
va fi o limitd inferioard a rdddcinilor ecuatiei P(z) = 0.
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3.3.6. Excmplu. in cazul ecuatiei (3.3.3)
Plz) = af — 3a° 4 22 + 3a? — 31z — 96 = 0.
transformata in (—a) este

P(—2) = a® + 32% + 22 + 32® + 20 — 96 =0

Grupdm termenii astfel:

(af — 96) + (32" ++ 2at - 322 4 3lz).
S e -

3 1

Am obtinut L = 3, deci L' = —3 este o limitd inferioard a riidicinilor ecua-
tiei propuse.

Am aflat mai fnainte (3.3.3) c& pentru ccuatia dati L = 6 si am aflat acum
¢i L’ = —3. Rezultd cd ecuatia nu poale avea radicini reale decit in interva-
lul (—3,6).

3.3.7. Aflarea ridicinilor intregi. Fie
a2 4 a @+ o+ @+, =0
o ecuatie algebricd cu coeficienti intregi, e, € Z, i fie £ = p o riidicind
intreagi a ei, p € Z. Atunci
ap" + al.pn_l + e + @pqp + 2, =0,
de unde
Plagp™™ + a;p" P + .+ any) = —a,
sau

an

@ " g = — 2

Expresia din partea stingd a acestei relatii este un numér intreg,
cici toate literele pe care le contine reprezintd numere intregi. Rezulta
cd gi in partea dreaptd trebuie s figureze un numdr intreg, deci a,, este
divizibil prin p.

Daci o ecuatle algebricd P(z) = a2 + ... + @, = 0 cu coeficienti
intregi admite ca rdddcind numirul intreg p, atunci a, este divizi-
bil prin p.

[p €2, P(p)=0]=[a, divizibil prin p].

De aici rezultd cd, pentru a afla rddédcinile intregi ale unei ecuatii
cu coeficienti intregi se poate proceda astfel: se face o listd a tuturor
divizorilor termenului liber din intervalul (L', L) i, prin incerciri, se

stabileste care dintre ei satisfac ecuatia. Ecuatia nu are alte rddicini
intregi decit cele gisite pe aceastd cale.
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3.3.8. Exemplu. Reludm ecuatia
a8 — 3ad - 224 L 322 — 31z — 96 = 0.
Am stabilit ci riddcinile ei se pot gisi numai in intervalul (—3, 6). Divizorii
lui 96 care se giisesc in acest interval sint —2, —1, 1, 2, 3 si &.

Numai aceste numere intregi vin in consideratie. Le incercim pe rind, folosind
schema lui Horner:

1 —3 2 0 3 —g1 =85 |
1 —5 12 —24 51 —133 & =
1 —& 6 B 9 — 40 * eof
1 —2 0 0 3 — 198 * 1
1 —1 0 0 3 = * 2
1 0 2 6 21 gotil - 3

Polinomul se imparte prin «z + 2 si se constatd ci impértirea nuj se face exact
— in locul restului se pune o stelutd. Apoi se imparte prin 2 + 1, x — 181 = — 2,
si se constatd i mici —1, nici 1, nici 2 nu sint radicini. impérfirea prin 2 — 3 se
face exact. Ar trebui sd fmpartim citul (2°® + 22° + 62® + 212 4- 32) din nou
prin = — 3, pentru a vedea dacid = nu este riddcind dubld, apoi prin 2 — &, dar
in cazul de fatd aceste incerciiri nu sint necesare, deoarece toti coeficientii citului
sint pozitivi, deci el nu poate avea o ridacina pozitivi.

3.3.9. Aflarea ridicinilor fractionare. Admitem ca adevirate urmi-
joarele propozitii:

1) Fie a si b doud numere iniregi. Dacd a este prim cu b, atunci st
a*(n & N) este prim cu b.

De exemplu, 14 este prim cu 15, ecdeci 14 =2-715 =3 -5 (aceste
numere nu au nici un divizor comun); 142 = 22-72; 143 = 23783,
gint de asemenea prime cu 15.

2) I'ie a, b, ¢ trei numere iniregi. Dacd produsul ab este divizibil prin
¢ §i a este prim cu ¢, atunci b este divizibil prin c.

De exemplu, 35 - 12, adicd 420 este divizibil prin 6; 35 este prim
cu 6, dar 12 este divizibil cu 6.

Conditia ca a si fie prim cu ¢ este esentiald. De exemplu 42 - 18, adicd
756 este divizibil prin 12, dar nici 42, niei 18 nu este divizibil prin 12;
deoarece unul din factori, in cazul de fa{d 42, nu este prim cu 12, nu
sintem in drept sd conchidem cd celdlalt factor este divizibil prin 12,

Fie acum

P(z) = agz™ 4+ a;2" + oo + @@ + a4, =0
o ecualie algebrici cu coeficienyi intregi. S& presupunem cd fractia iredue-

tibili £ este o rdddcind a ei:
q

Bl s ot e p
P[:E] = aoﬁ + a qn—l —I— vto + ﬂn_lzl-—f- a, = 0.
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Scipidm de numitori:

() aop" 4 ap"Yg oo+ Gt A+ ang” = 0.
a) Aceasti relatie se poate pune sub forma
P(agp™™t + e p" %+ e & @pgg™) = — ang"
.sau
@p™™ 4+ ap* it et G = — %1'

Expresia din partea stingd reprezintd un numir intreg, deci si expre-
sia din dreapta trebuie s§ reprezinte un numér intreg, ceea ce se intimpld
numai dac a,q" este divizibil prin p. Or, a,¢" este un produs de doi

factori; fractia L fiind ireductibili, ¢ este prim cu p; pe baza primei

propozitii, deducgm cd si ¢" este prim cu p. Deci unul dintre factorii
produsului a,q" este prim cu p; pe baza propozitiel a doua deducem
ci celilalt factor, a,, este divizibil prin p. ‘

b) Reluim relatia (). Printr-un procedeu simetric cu cel de mai sus,
o punem sub forma
Pt
: q
gi, prin acelasi rafionament ca cel de mai sus, ajungem la concluzia
¢d @, este divizibil prin g¢. Asadar:

@™t & v G pg T et = —

Daci o ecuatie algebricd P(z) = @yz" - ... 4+ a, cu coeficienti

intregi admite ca rddicind fractia ireductibild L, atunci a, este
: q
divizibil prin p si @, este divizibil prin g.

[£ €0, P [!i) i 0] = [a, divizibil prin p, a, divizibil prin g].
q q :
Pentru a tine minte care dintre termenii fraciel L este un divizor

g o w G
al lui @, gi care al lui a,, este bine s& observim cd, dacd ¢ = 1, réddcina
este numirul intreg p — care trebuie si fie un divizor al lul a,. Sau,
cu ajutorul schitei

a2 + ... - ap.
/

o

7

De aici rezultd procedeul urmitor pentru a afla rddicinile fractionare
ale unei ecuatii cu coeficienti intregi: se formeazi toate fractiile ireduc-
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tibile care au ca numirdtor un divizor al termenului liber si ca numitor
un divizor al primului coeficient, apoi se stabilegte prin incerciri care
dintre ele satisfac ecualia.

3.3.10. Exemplu. Si se afle rddicinile fractionare ale ecuatiei .
hat 4 8a% — 11a® — 182z — 3 = 0.
Divizorii pozitivi ai 1ui 3 sint 4, 8, divizorii pozitivi ai lui & sint 1, 2, 4. {i
agezdm intr-un tabel (lisind la o parte pe 1 de la divizorii lui 4)
1 3
2 &

Acum formim toale fractiile care au numiiritorul 1 si numitorul 2 sau &, apoi
cele care au numdirilorul 3 si numitorul 2 sau & — lisind la o parte fractiile reduc-
tibile. Obtinem

1 1 3 3
2 & 2 4

la care se adaugi

Acestea sint singurele fractii care vin in considerare. Le incerciim:.

& 18 —11 —13 =]
1
& 10 — 6 —16 » —
2
& 9 ® L
3
3
& 14 10 2 0 =
2
3
4 20 40 * =
2
‘ 1
& 12 & 0 T
2

: A e et e e o
Primele doud rinduri ‘aratd ca - gi - nu sint rddicini. Dacé la ¢it apare un
coeficient fractionar, lucrarea nu mai trebuie continuati — este sigur ci numi-

rul respectiv nu este rddicind (v. problema 38). Rindul al treilea arati ci 3
j 2

este ridicind. Citul obtinut l-am imp#rtit din nou prin & — & , pentru a vedea
2
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dacé 8. nu este ridicind multipli — am constatat c¢d nu. Deoarece toti coeficientii
citului din rindul al treilea sint pozitivi, el nu admite nici o ridicind pozitiva,
. = ) i % G 1
de aceea n-am mai fncercat fractia = . Imp#rfirea urmitoare arati ci — £ este
4

ridécini si a rimas de rezolvat ecuatia &2® + 12z + 4 = 0, adicd 2% + 3z 4- 1 = 0.
Riadicinile ecuatiei sint:

—3+V5

3 1
xzi_—ismﬂxflz 2

w1=31

3.3.11. Excluderea unor fractii. Daci numirul fractiilor care trebuie incercate
esle mare, unele dintre ele pot {i eliminate pe baza observatiei urmitoare.
Presupunem cd ecualia cu coeficienti intregi P(z) = 0 admile ca rddicini

fractia ireductibila i;—. Atunci polinomul P{z) este divizibil prin z — %, sau
prin bz — a, si are loc identitatea
Vz, ze R Pla) = (bx — a)C(z),

unde C(«) este un polinom: cu coeficienti intregi (v. problema 38).
inlocuim in accastd identitate z prin 1; obtinem

P(1) = (b — a)C(1).
Deoarece P(1) si C(1) sint numere infregi, aceastii relatie aratii c¢i P(1) oste
divizibil prin b — a. Rezultd ci, dacd P(1) nu este divizibil prin b — a, fractia —:—
nu esle ridicind. inlocuind in identitatea de mai sus » prin —1, se aratii in mod

analog cdi, dacd P(—1) nu este divizibil prin a 4 b, fractia % nu este radicind.

in cazul ecuatiei de mai sus (3.3.10); P(1) = —15, P{(—1) = —5. Lucririle
sc pol ageza astfel:

I o T R B RS T R B |

‘ 2 4 2 A 2 & 2 4
E—al i g 4 3 5 7 ‘ Bl =18
e+ b 3 5 5 7 1 3 —1 P(—1) = —5
P(l) = —15 este divizibil prin toate numerele din rindul al doilea afard
de 7, ceea ce duce la eliminarea fractiel — -i—; P(—1) = —5 este divizibil prin

toate numerele din rindul al treilea afarii de 3 si 7, ceea ce duce la eliminarea frac-

tiilor - si i. in felul acesta am eliminat trei fractii — au rimas de incercat

celelalle,

85




emaorn il B Sl R .

3.3.12. Reguld. Pentru a afla ridicinile rationale ale unei ecuatii
algebrice cu coefwlentl intregi, se fac Iucrdrile urmitoare:

1. Se determin limitele ridicinilor L s L

2. Se cautd rddicinile intregi.

3. Se cautd rddicinile fracfionare.

In pnnelpm, g-ar putea cauta intii rddicinile fractionare, dar este
mai practic s se caute intii rilddcinile intregi, care cer calcule mai
ugoare. Dacd ecuafia admite una sau mai multe riddcini intregi, rimin
de cdutat rddicinile fractionare ale unei ecuatii de grad mai mic, unde
calculele sint mai simple.

3.4. Dascompunerea polinoamelor cu coeficienti reali

3.4.1. In ee constd problema. Se stie ci orice polinom de gradul n
se poate descompune in n factori liniari — daci se admite ca termenii
liberi ai factorilor si fie numere complexe. Aceasti descompunere nu
mai este totdeauna posibild in cazul unui pohnom cu coeficienti reali
dacd se cere ca termenii liberi ai factorilor si fie reali. De exemplu,
ecuafia 2% — 4x 5 = 0 are rddicinile 2 4 i, deci

22— b+ 5=[z— (2—1D][z—(2F+1)]

Descompunerea in factori liniari fiind uniecd (2.2.7.), sintem siguri
ci nu existd factori liniari reali al cdror produs s& fie tot 22 — &x - 5.
Urmeazd sd vedem cum se poate descompune un polinom cu coeficienti
reali in factori cu coeficienti reali.

3.4.2. Polinoame ireductibile

Un polinom P(z) cu coeficienti reali se numeste reductibil intr-o
multime numerici datd (Z, ¢/, R sau () daci existi dou3 poli-
noame, A(z) si B(x) cu coeficientt din acea multime astfel fncit -s3
aibi loc identitatea

P(z) = A(z)B(x).

Un polinom care nu este reductibil intr-o mulfime numerici datd
‘se numeste ireductibil in acea mulfime.

Subliniem ci o afirmatie ca: pohnomul P(x) este reductibil (sau
ireductibil) nn are nici un sens dacd nu se precizeazdi cirei mulfimi {i
apartin coeficientii factorilor. Astfel, pohnomul 2® — 4z + 5 de mai
sus este reductibil in C, dar nu este reductibil in R. Tot aga

Pa) =2 —dx+1=[2—(2—-13)[z — 2+ /3)]

este reductibil in R, dar nu este reductibil in @, ¢i cu atit mai putin
in Z.
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3.4.3. Descompunerea polinoamelor cu coeficienfi reali

Orice polinom cu coeficienti reali se poate descompune fin factori
ireductibili de gradul I si I cu coeficienti reali,

In adevir, fie P(x) =0 o ecuatie algebricd cu coelicienti reali.
Fiecdrei rdddcini reale r, ii corespunde un factor real (z — r). Dacd
ecuafia aré o riddcind imaginara a -+ bi, ea are gi radicina ¢ — bi 8i in
descompunerca polmomulm in factori liniari apar factorii z — (a £ bi)
gl  — (@ — bi). Dacd grupdm acesti factori la un loc gi efectuiim inmul-
tirea, obtinem:

[z — (a + bi)][z — (e — B))] =[{z — a) + Bi][(x — @) — bi] =

= (x — @)% + 0% = 2® — 2ax + a® + b3,
adicd un factor de forma a® + pz + ¢, unde p, ¢ € R.

Dac# ecuatia are o riddcind imaginard multipld ¢ - bi de ordinul
k, in descompunelea lui P(z) apar factorii

[z — (a + bi)I* si [z — (2 — BI)T,
produsul lor este (z® — 2ax -} a® + b2)", adici de formi (z* + px + )"

3.4.4. Exemple, 1) Ecuatia
Plz) = a% — 5a° 4 82t — 10a% 4 132 — Sz + 6 =10
are ridicinile simple 2 si 3, si ridicinile duble i si —i. Descompunerea polino-
mului P(z) in factori reali ireductibili este
Pla) = (& — 2) (= — 3) (a® + 1)2
2) Ecualia
Plz) = a° — 32 + 32+ 522 - 82 — 16 =0

are ridicinile 1, 2 - 1)/3, —1 4 i. Descompunerea polinomului P(z) in factori
reali ireductibili este

Plz) =(z— 1) (2 — bzt 7) (22 + 22 4 2).

3.4.5. Studiul semnului unui polinom. Se stie din algebra elementara
cum ge studiazd semnul unui produs sau al unui cit de polinoame, folo-
sind descompunersa polinoamelor in factori liniari si teoremele despre
semnul trinomului, Acum cind gtim sd rezolvim unele ecuatii de grad
superior, putem folosi aceeagi metodd pentru a studia semnul unui
polinom de grad mai mare.

Fie, de exemplu, de studiat semnul polinomului

P(x) = 228 — 2925 4+ 1362* — 2302° 4 982 — 61z -+ 84.
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Ecuafia P(z) = 0 are riddcinile 1, 3, 4, 7 si —= 7.

punerea polinomului in factori reali ireductibili este
P(z) = (z — 1)(z — 3)(x — 4)(z — T)(222 4+ z + 1).

Trinomul 222 4 2z 4 1 este pozitiv* pentru orice valoare reali a
lui x, deci acest factor nu influenteazi semnul Iui P(z). Rimine de
studiat semnul produsului format din primii patru factori. Acest lucru
se face cu ajutorul unui tabel ca cel de mai jos.

7 | 1 3 4 7
z—1.| — 0 4+ 4+ + + +  + +
z—3 | — — - 0 4+ + 4+ + +
s M R
e e i R B gy )
Py e Bt ia Y, o s = 0 R

Se studiazd semnul fiecdrui factor in parte, apoi se completeaza ulti-
mul rind pe baza rindurilor precedente Se constatd cd polinomul isi
péstreazd semnul cind x variazd intre doud rddécini consecutive si 151
schimba semnul ori de cite ori z trece printr-o riadicini.

Rezumat

@® Dacd o ecuatie algebricd cu coeficienti realt P(z)=0
are radicina u - vi, ea are gi rddicina u — vi.

[P(u + vi) = 0] = [Pz — vi) = 0].

@ Daci o ecuatie algebricd cu coeficienti rafionali
P(x) = 0 are ca riaddcind irationalul patratlc m -

-+ n]/p, ea are si ridiicina m — n |/ p.

[P(m 4+ n]/p)=0] = [P(m —n]/p) = 0]

* Teorema cu privire la semnul trinomului f(z) = a2® -+ bx 4 ¢ in cazul
riddcinilor imaginare este o consecintd a unei teoreme de analizi dupi care o
functie continud intr-un interval inchis nu poate si-si schimbe semnul firi si se
anuleze (4.2.2).

in adevir, dacii ar exista doud valori a; si @, astfel incit fla)) si fz,) sd fie
de semne contrare, ar- exista z; € (x;, %,) penfru care trinomul se anuleazi, ceea
ce este contrar ipotezei. Deci trinomul are semn constant. Deoarece f(0) = ¢, f(x)
are acelasi semn cu ¢ oricare ar fi « = R. Pentru a obfine regula uzuald (trinomul
are-acelasi semn ca a oricare ar fi a), se observd ¢i a si ¢ au acelasi semn, cici
in cazul contrar am avea ac < 0, deci % — &ac > 0.
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® Daci numiirul intreg p este o ridicind a ecuatiei cu
coeficienti iniregt P(r) =ays” + ... + @, =0, atunci
a, este le]Zlbﬂ prin p.

[p € Z, P(p) =0]=[a, divizibil prin p].

® Daci fractia ireductibili £ este o ridicin a ecuatiei
cu coeficienti intreg: Pqixj = @™ -+ ... + a,
atunei a, este divizibil prin p si a, este divizibil 1)1111 g
[feer (£) = 0] = L4, divieibil prin p, a,
: ¢ divizibil prin ¢].
.@ Orice polinom cu coeficienti reali se poate descom-

pune in factori ireductibili de gradul I si IT cu coefi-
cienti reali.

Exercitii

Riddcini imaginare

1. B& se rezolve ecuatiile urmitoare stiind ci ficcare din ele are rddicina scrisd
in dreptul ei,

a) g% — 1229 + 5032 — 76z 4 17 =0, z, = & — i;

b) a* — 31/ 5284 122—3)/ 524 10=0, 2 =1i;
€) 5+ 25 — 820 — 029 4 112® 4 205 4 20 — 0, 2, =:1i21V3 .

2. Se dau ecuatiile urmitoare. Si se determine pentru fiecare din ele coefi-
clentii reali a si b astfel incit si admitd ridicina serisa in dreptul ei.

a) 2t — 228 — 14z? 4 az 4 b =0, Z!=—1+i|/§?
b) 4z% 4 az® + bz? — 136z 4 29 = 0, zl=5~_; 21-

Calculul dé de la sine pentru a si b valori reale. Atunci de ce s-a pus in mod
expres conditia ca a si b i fie reali? (v. problema urmiitoare).

3. Se di ecuatia
Plz) = z*+ az® + (8 4 8i)z — & — 2i = 0.

a) 84 se determine o gi sii se rezolve ecuatia, sliind ci ave rddicina 2 L i,

b) Aceeasi problemd, daci se cere ca a si fie real.
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4. 83 se rezolve ecuafia
2 — (5 —1)224 (B—4i)z—1+i=0
stiind cd admite radécina 1 — i.

5. Unde intervine in demonstratia teoremei de la 3.1.5 (radécinile imaginare

ale uneij ecuatii cu coeficienti reali) faptul ci coeficientii ecuatiei sint reali? De ce

nu mai este teorema adevirati daci ecuatia are coeficienti complecsi?

6. S se formuleze si s# se demonstreze o reciprocil a teoremei de la 3.1.5,

Ridicini irationale pitratice

7. 84 se pund sub forma de irationale pitratice numerele:

e s 3]/ 7
&—51/33, 1 B e
74 +V8 41/

8. 5i se rezolve ecuatia urmitoare stiind ci admite ridécina indicati:

a) 2z* — 41z — a®? — a4 2 =0, 2 =3 — 7,

b) af — 102 4+ 812% — 30 = 0, x =2

9. S se determine parametrii rationali m si n astfel incit ecuatia urmitoare
s& admitd riddicina indicatd si si se rezolve:

a) a* +mx® — a2 — 22+ n=0,

7 -
10

=2+ /2
b) 28 — 22% 4+ ma? + nw 4 1 =0, m1=3__2—V_5-
Aceeasi problemd, daci nu se pune conditia ca parametrii s# fie rationali.
10. Se considerd ecuatia
ad — 322 4 gz — /2 = 0.
84 se determine a gi si se rezolve ecuatia, stiind cé admite ridicina 1 - /2.
11. a) 84 se determine numerele rationale m gi e astfel incit ecuafia
a) a® — 922+ 252+ m=0; b) 2% —4a® — bz + m=0
84 aibd o riddicind egald cu a + |/ 2 si si se rezolve apoi ecuatia.
12. S# se determine coeficientii rationali m, n, p si ¢ astfel incit ecualia
8 4+ ma’® 4 nar -+ had 4 23224 px 4+ g =10
s4 admitd ridicinile 8 + /11 si 2 — |/5 si si se rezolve.
13. *Se considerd ecuatia
228 4 gz’ - bat - eax® — 22+ de+ 8 = 0.
83 se determine parametrii rationali a, b, ¢, d, astfel incit ecuatia s admitd
radacinile 5+ i)/3 si 1 — |/ 2 gi sd se rezolve.

% in problemele 13—15 nu se vor face calculele; se va arita numai calea de
rezolvare.
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14. *Se dau ecuatiile urméatoare

a) a® + 4ot — 62 4 aa® - bz + e = 0;

b) 2+ aat — 823 4 5224 ba 4 ¢ =0;

c) @® 4+ 22t + ax® 4 ba® — 6z - ¢ = 0.

84 se determine pentru fiecare din ele parametrii reali a, b, ¢ astfel incit ecua-
{ia sé admitd radicina 1 4 i]/3 siintre doud dintre ridicinile ei « si B, deosehite
de cea dati si de conjugata ei, si existe relatia § = 2« si s& se rezolve.

15. *Se dau ecuatiile

a) 22° + axt — 628 4 322 — x4 o = 0;

b) 4a® — 32t + aa® 4 ba? — bz 1= 0.

84 se determine pentru fiecare din ele parametrii reali a si b astfel incit ecua-
tia s# admitd rdddcina 8 +4- 2i si o rddicind dubld deosebitd de cea datd gi de
conjugata ei. ‘

16, S# se enunfe si sii se demonstreze in legiturd cu rddicinile de forma m +-
+ n !/E ale unei ecuatii algebrice cu coeficienti rationali teoremele analoage cu cele
de la 3.1.2—3.1.5. Se vor trata si chestiunile analoage cu cele de la problema 5 de

la acest capitol.
Sec va face o schemd analoagi cu cea de la 3.1.6.

17. 84 se demonstreze teorema de la 3.1.4 despre valorile unui polinem cu
coeficien{i reali pentru dou# valori imaginar conjugate ale variabilei in cazul ecua-
tiei de gradul IV.

Pla) =gzt + b2*+ ez L ds+ ¢ a, b, ¢, d € R,

caleulind efectiv P(u + vi) si Pu — vi).
Se poate face demonstratia analoagi in cazul general, al unui polinom de gradul n?

18. O ecuatie algebricd cu coeficienti reali admite numérul ¢ + bi ca rddicinid
multipli. Sd se demeonstreze ¢é ea admite si @ — bi ca riddcind multipld de acelasi
ordin,

S% se enunte si si se demonstreze o prepozitie analoagi cu privire la ridécinile
multiple irationale pitratice ale unei ecuatii algebrice cu coeficienti rationali.

19. a) 84 se demonstreze ¢ numirul rddicinilor imaginare ale unei ecuafii
algebrice cu coeficienti reali este par, oricare ar fi gradul ecuafiei. b) Ce se poate
spune: despre gradul unei ecuatii algebrice cu coeficienti reali care are numai rddi-
cini imaginare? ¢) S4 se formuleze §i sil se demonstreze propozitiile analoage cu
privire:1a ridicinile irationale pitratice ale unei ecuatii algebrice cu coeficienti
rationalis

20, a) Afirmatia: , Dacd realizantul unei ecuatii de gradul IT este pozitiv,
b2 — hae> 0, ecuafia are ridicini reale” este justd? Si se verifice pe ecuafia 2* —
— 2iz —2 = 0.

# in problemele 13—15 nu se vor face calculele; se va arita numai calea de
rezolvare. -
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b) Dar afirmatia: ,Dacil b2 — hac < 0 ecuatia are doud riidicini imaginare”?
Exemplu: z2 — 2(1 4 i)z 1 - 2i = 0.

¢) Aceeasi infrebare cu privire la afirmatia: ,,Dacd realizantul unci ecuatii
de gradul IT este un pilrat perfect, ridicinile ecuatiei sint rationale. Si se dea
un contracxemplu.

Ridicinile rationale ale unei ecuagii cu coeficienti intregi

21. Reciproca propozitiei de la 8.3.7 (cu privire la ridicinile inlregi ale unei
ecuatii cu coeficienti intregi) este adeviirald?
22, S se refacii demonstratia propozifiei de la 5.3.7 pe cazul ecualiei
234 222+ 8z — 12 = 0.

23. Se dau ccuatiile urmiitoare. 34 se afle rddicinile lor inlregi si, cind este
posibil, sd se afle si celelalte riddécini.

a) at 4+ 223 — 32 — b — 12 = 0;
b) a® — 322% + 3228 + 31a? — 92z | 60 = 0;
¢) 2a° 4 112t + 7a3 — 202 — 36z — 144 = 0;
d) at — 33a’2? — 28a%z - 60a* = 0; e = R;
e) ot — |/ 3a% — 126a? + 258 |/ 32 — 756 = 0;
f) % — 13a* 4 652% — 16122 4 200z — 100 = 0.
24, Sid se afle ridécinile intregi ale ecuatiei
23 |/ 222 — 2|/ 22 — 8 =0.
25. a) 8i se determine numiirul intreg o astfel incit ecuafia
2at 4 2 ax 4+ 1 =0
sd admitd o ridicind intreagi. b) Aceeasi chestiune dacd se cere ca « si fie rational
sau real, nu neapirat intreg.
26. Ce relatie trebuie sii existe intre numerele intregi p si ¢ pentru ca ecuatia
2+ paffqr—1=0
si admitd o rddicina intreagi?

27, Si se demonstreze cd dacil foti coeficientil unei ecuatii algebrice afard de

unul sint rationali, ecuatia nu poate admite o rdadicind rationald. (Se poate con-

sidera cazul ecuatiei ax® + ba® + oz + e=0unde a, b, c = Q, a & Q.)
28. 54 se refacd demonstratia propozitiei de la 3.3.9 pe cazul ecuatiei
fad — 522+ T2 — 9 = 0.

29. Reciproca propozitiei de la 3.3.9 (cu privire la rddicinile fractionare ale
unei ccualii algebrice cu coeficienti intregi) este adeviirata?
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80. Cum se poate deduce propozitia de la 8.3.7 din propozitia de la 3.3.9?
31. S84 se afle rdddcinile fractionare ale ecuatiilor urmiltoare. Cind este posi-
bil, se vor afla si celelalte rddécini.
a) 8at 4 262% — 1542 — 22 4+ 1 = 0;
b) 9at - 923 4 2022 — 322+ 8 = 0;
¢) 2425 + 106 mat 4+ 57m2a3 — 20mPa® — 15mlz — 2mP = 0; m e R;
d) 202° — 7aat + 17a%2® + 13a%2? — 10a*z — 3a° = 0; a € R;
e) 1845 — 51a* — 11827 + 2492% — 1322 + 20 = 0.
82. 54 se rezolve ecuatiile urméatoare:
a) 22t — 1923 + 5922 — 109z + 42 = 0;
b) 4a® — 4at + 529 — 44a® + 41z — 10 = 0;
¢) 6a% - Saat — 18a2® + 470z* — hha'x 4 124° = 0,
d) 824 — 19223 — 142? 4+ 87z — 18 = 0;
e) 6a’ — 172 — 2223 — 2407 — 2+ &= 0.
83. Sil se afle riidicinile fractionare ale ecuatiei
78 — 19692® + 1576522 + 144653 = 0.
84. Si se rezolve sistemele urmitoare:
a) a®+ y3 =133, 224+ y=9;
b) 224 2y + 5 = 0, &y? -} 152 — 51 = 0 (inlerpretarc geomelrici);
e) -+ y+3=23, 2y + yz+ zz = —18, ayz = —40;

d) z4+y+s+u=0 ay+ a4 au+t+ yz+ yu+ 2u = —2,
zyz + ayu + xzu 4+ ysu = 11, aysu = —30;

e) 2 + 4y?* — & =0, 2?4 y? 4 2z — y = 0 (interpretare geomelrici);

{) 422 + 82z — 3y — 3 =0, 8a®4 9y® — 162 — 73 = 0 (interpretare geo-
metrici);

g) 8z% -} 8y® = 35, 22? — 92 — 2y + 11 = 0 (inferprelare geometrici).

85, O ecuatie algebricd cu coeficienti inlregi in care primul coeficient este %

" poale avea radécini fractionare?

86. a) Si se determine numirul rational m astfel incit ecuafia
223 —at+ max+1=0
sd aib# o riddidcind fractionard; b) Aceeagi problemil dacid se cere ca m sl fie real,
nu neapirat rational.
87. 84 se demonstreze cu ajutorul formulei de rezolvare a ecuatici de gradul IT
ci, dacd p si ¢ sint numere intregi, ecuatia 22 4 pa 4+ ¢ = 0 nu poate avea radi-
cini fractionare,
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88. a) Se constati pe toate exemplele c¥, daci B Q este o rildécind a ecua-
) q
tiei algebrice cu coeficienti intregi P(z) = 0, citul P(z) : [:c - ﬁJ este un poli-
q

nom cu coeficienti intregi. Sd se demonstreze cil acest lucru se intimpld toldea-
una. b) Se constati, de asemenea, ¢i toti coeficientii citului sint divizibili prin gq.
Sé se demonstreze ci si acest lucru se infimpld totdeauna.

39. Suma pitratelor primelor r» numere naturale consecutive este 385, S&
se afle n.

40, Primul termen al unei progresii geometrice este 5; suma primilor pafru
termeni este 425, 34 se determine progresia.

41, Primul termen al unei progresii aritmetice este 3. Sd se determine ratia
ei astfel incit produsul primilor patru termeni si fie 3465,

42, Dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic (exprimate in cm) formeazi
o progresie aritmeticd cu ratia 2; volumul paralelipipedului este de 315 cm?. Sa
se afle dimensiunile lui.

48. Intr-un triunghi dreptunghic, proiectia pe ipotenuzi a uneia dintre catete
este cu 9 cm mai mare decit a celeilalte, Aria triunghiului este de 45 cm? Si se afle
proiectia caletei mai mici.

44, intr-un paralelipiped dreptunghic, una dintre laturile bazei este cu 1 em
mai lunga decit cealaltd, indltimea paralelipipedului este egald cu diagonala bazei,
iar volumul de 60 cm? Se cer dimensiunile paralelipipedului.

45, Volumul unui cilindru circular drept este de 45z cm?, aria sa totald este
de 48 = cm?. Se cer raza si indltimea cilindrului.

46, Un corp are forma unui cilindru la care una din baze este inlocuitd cu o
emisferi de aceeasi razi cu cilindrul situati in exterior. iniltimea cilindrului este
de 10 em, iar volumul corpului este de 5047 em?. Se cere raza cilindrului.

Descompunerea in factori reali

47, Descompunerea unui polinom cu coeficientireali in faclori reali ireduc-
tibili este unici?

48. Si se scrie sub formii de produs de factori liniari si de gradul IT cu coefi-
cienti reali polinoamele care au ridicinile urmitoare:

a) 5, = 3, 3, = 2 4 bi, z; = 2 — 5i;
b) 5y =2,=1+1], 33234:1—is355:§“
) 5 =243, 2=2 %=2=24+i/3 z—=2=2—i 3.
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49, 84 se descompuni in factori reali ireductibili polinoamele de la exereitiile:
23 a, 23 ¢, 23 d, 23 £, 31 a, 31 b, 81 ¢, 32 a—32 c.

50. Si sc simplifice fractiile urmétoare:

a) 948 1L a2 1 g —1 b) 8at | 6a® 1"3&'2#:775_1:'7_ 2
@ — 22 — 2z — 3 2%ad — 9222+ x4+ 2 "
0) hab — gt — 323 — b2+ x4+ 3 a) 23 — 5a? + 3z + 1

325 — 52h + 28 — 328 | B — 2 983 — 1322 + 262 — 10

bi. Se poate formula o teoremi analoagd cu cea de la 3.4.3 cu privire la un
polinom cu coeficienti rationali — folosind faptul c¢d rddécinile sale irationale pétra-
tice sint conjugate doud cite doud?

52. 84 se studieze semnele polinoamelor de la exercitiile 32 a — 32 c.

53. 84 se studieze semnele fractiilor urmétoare. Réspunsul se va da sub forma
de tabel ca la 3.4.5.
(@ — 8)% (x+ &) (z — 1) (& — 5)2’
23 — 4?1 1 6 2zt - Bad a4 7x 1 3
28 — 32 — 6z + 8’ bt -+ 522 — Ja + 2 i
54. 83 se studieze semnul polinomului
Plz) =38 — (2 + i)s® + 2(1 + i)z — 2i.

Rédicinile sint: 1 4+ 1, 1 — i si i

c)

bb. Ce se poate spune despre semnul unui pelinom P(z) cu coeficienfi reali
care are numai radicini imaginare?

56. Pe exemplul de la 3.4.5. se constati cd: a) un polinom P(z) cu coeficienti
reali pistreazii acelasi semn cind z variazd intre doud réddcini consecutive; b) el
isi schimbi semnul ¢ind « {rece printr-o rddécind. Aceste fapte sint totdeauna ade-
varate?
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Capitolul IV

Rezolvarea numericd a ecuatiilor

4.0. Introducere

Am aritat (2.0) ci nu existd formule de rezolvare a ecuatiilor alge-
brice de grad mai mare decit patru. Pentru ecuatiile de gradul ITI si
IV existd astfel de formule, dar ele prezintd unele inconveniente care
fac ca ele si fie putin utile in practicd.

in aceastd situatie, nu rimine decit si se giseascii metode de a
rezolva fiecare ecuatie in parte.

In cele ce urmeazd vom trata aceste metode.

in acest capitol ne vom ocupa numai de ecuatii cu coeficientii reali
si vom ciuta numai ridicinile lor reale. Dat fiind ci vom face apel
numai la faptul ci functiile care intervin sint derivabile pe toatd mul-
timea lor de definitie, eventual cu exceptia unui numdr finit de puncte,
metodele pe care le vom expune sint valabile pentru orice ecuatie f(x) =
= 0 in care f este o functie reald de o variabild reald, derivabild.

4.1. Separarea radicinilor prin metoda grafica

4.1.1. Ce inseamnii a separa ridicinile unei ecuafii. Un prim pas in

rezolvarea unei ecuatii se face dacd se afli cite riddcini are si se indicd
pentru fiecare rid&cind un interval in care se afli. Aceastd lucrare. se
numeste separarea rddicinilor ecuajiei. De exemplu, fiind datd o ecua-
tie, daci stabilim c¢i are trei rddicini, una in intervalul (—4, —3),
alta in intervalul (1, 2) si a treia in intervalul (5, 6), am separat rida-
cinile ecuatiei.

4.1.2. Feuatii de forma f(z) = 0. Fiind datd o ecuatie f(z) = 0, se
{raseazd curba a ciirei ecuatie este y = f(x). Abscisele punctelor in care
curba taie axa Oz sint riddicinile ecuatiel. Ele se citesc intr-o primd
aproximare pe gralic, iar intervalul se restringe prin incerciiri, precum
aratid exemplele urmétoare.

4.1.3. Exemplu. Si se separe ridicinile ecuatiei
flx) =2 —322— 92+ 10=0, z € R.
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i cazd a2, =—1 g z,=3
Derivata, 32% — 6z — 9, se anuleazd pentru @ i @
Tabloul variatiei este cel de mai jos, iar ugraﬁcﬁul se vede in figura 2
(s-a luat pe Oy o unitate de 3 ori mai mica decit pe Ox).

n —_—00 —i 3 —}—DO‘

£'(2) ke 0 — 0 4+

flz) | =0 2 15 N —17 A oo

Po o schitd cit de sumard se vede cd ecuatia are trei rédécini reale
= : O

date de abscisele punctelor A, B i C. e o |
; (ia ¢i gisim un interval mai mic pentru rddieina duata de punctul
A, ntrod ucem in polinomul dat valorile —2, —3, ... pina cind ob’gizptim_
pentru f(z) o valoare negativil. Galculele ge fac cu ajutorul s(clhe_melv dEil
pents g rul :
Torner. Se giseste P(—2) =8 >0, P(—3)=—171< (Oi, 80(1)‘ r?‘ a1
cina se afli in intervalul (—3, —2). Pentru ridécina a doua, graiicil
L2l o i & B =
arati of ea se afli intre O gi 3. Caleulul di P(0) = 10 >0, P(i) -
— — 4 < 0, deci aceastil rid#cind se afld in intervatul (0, 4). Ti)éup.rm
incerciri se afld o P(4) = —10< 0, P(5) = 15 >0, deci radacina
a Lreia se gisegbe in intervalul (4, 5).1 _ L

Am separat rédicinile ecuafiel. Fouatia are frei réddcini reale Ly,
T, §1 T3

ml E (_'_ 31 T 2)1
mg e (01 1): ‘,'EB E (4’ 5)'

4.4, Eeunatii de Torma f_(ac) = 1%
— g(x). Considerdm o0 ecuatie de
forma \
f(z) = gla),
de exemplu
’ EM 0 8 G X
28 =+ 2, c“'zwz—w.—2 ete. u }

unde f(z) gi g(«) sint doud expresil ;
care contin variabila reald z i pre-
supunem cil functiile definite de
cle pe It sau pe o submuliime a l
lai B sint derivabile pe toatd multi-

mea de definifie afard, eventual, de Fig. 2.
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Fig. 3. Fig. 4.

un numir finit de puncte. Considerdm curbele f gi g (fig. 3) ale ciror
ecuatii sint y = f(a) sl ¥y = g(x).

Cum putem gasi cu ajutorul acestor curbe rddicinile ecuatiei?

Numirul ¢ nu este riddcind a ecuatiei, ciici f(a) < g(e), ordonata
punctului 4 este mai micd decit ordonata punctului A’; nici b nu este
ridd&cind a ecuatici cdci f(b) > g(b). In schimb 2, este ridicini a ecua-
tiei, cici paralela la Oy prin punctul (z;, 0) taie ambele curbe in acelagi
punctM; f(x,) = g(x;), = ordonata punctului M. Abscisele punctelor
N g P sint de asemenea rddicini ale ecuatiei considerate.

Rdddcinile ecuatier f(z) = g(x) sint abscisele punctelor de interseciie
ale curbelor y = f(x) st vy = g(x).

4.1.5. Exemplu. Fiind dat un cerc cu centrul O, sd se giseased un arc
al siu AB astfel incit coarda AB sd impartd sectorul AODB in doud pdrii
echivalente®, ;

Conditia din enunful problemei este echivalentd cu aceea ca aria
triunghiului AORB sd fie jumitate din aria sectorului OA B (fig. 4.) Fie
R raza cercului gi 2 misura in radiani a arcului ciutat AB.

OA*BC _R-Rsinz__ RPsine

aria triunghiului AOB =

2 z
arkra erote T AR = (lungimea arcului AB).raza Rz R Rz
2 2 2

Conditia este

Rsin & 4 R2a
2 2 2
gau
: x
SN & = — =
2

# Aceastd problem# a fost tratatéi chiar de Euler.
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Sintem in cazul consi- ¥
derat, ecuatia este de forma
f(z) = g(z) cu f(z) =sin ,

H A
glw) = %"

In figura 5 se viid gra-
ficele functiilor sin x gi

F‘g—, 2 & R. Ele se taie in-

tr-un singur punct M, a
cirui abscisa este cuprinsi -

G 3 a %
2

o singurd solutie situatd in Fig. 5.

intre -g- gi m. Ecuatia are

intervalul (3 : 'r:) .
2

Ecuatia din acest exemplu nu este algebrici pentru c¢i sinz — =
2

nu este un polinom; este o ecuatie iranscendentd.

4.1.6. Observitri. 1) Forma f(z) = 0, este un caz particular al formei f(z) =
= g(x), si anume cazul in care g(x) este functia constantd zero. Graficul acestei
functii este axa Ox; ea joacd acum rolul curbei y = g(z).

2) Metoda expusé aici se poate aplica uneori cu folos gi atunci cind ecuatia
datd are forma f(z) = 0. Aslfel, ecuatia 2% — 3% — 92+ 10 =0 (de Ia 4.1.3)
se poate pune sub forma

2% — 82% = 9z — 10,
Atunci riidécinile ei sint abscisele punctelor de intersectie ale curbei y = 2% —

— 322 cu dreapta y = 92 — 10.
Lcuatia poate fi pusd si sub forma

a® = 3% 4 9a — 10.
Dacil avem curba y = 2% gata trasati (ceea ce ar fi util atunci cind avem de

rezolval multe ecuatii de gradul III), ciiutim punctele ei de intersectie cu parabola
y = 32% 9z — 10, care se construieste ugor,

4.1.7. Discufia unei ecuafii care depinde de un parametru. Consi-
derdm, de exemplu, ecualia

P(z) = 2 — ax® + a = 0, (1)
in care ¢ reprezintd un numdr real variabil. De fapt, avem aici o infi-
nitate de ecuatii. Pentru ¢ =1, 2, 3, ... avem, respectiv, ecuatiile

22— 2?4+ 1=0, 2°—2224+2=0, 2° — 322 +-3 =0,... A discuta
ecuatia propusd in raport cu parametrul ¢ inseamn# a gisi cite rada-
cini reale are fiecare dintre aceste ecuatii.
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Rezolvim ecuatia in raport cu a:

i3
a:'“’a— 1 a @)

Ecuatia (2) este echivalentd cu (1). In adevilr, ecuatia (2) se obfine
din (1) impirfind ambele pirti din (1) prin 22—1 (gi trecind « in par-
tea dreaptd). Or, P(1) =10, P(—1) = — 150, deci 1 5i — 1 nu
gint riddcini ale ecuatiei (1), deci a* — 1 =~ 0.

Urmeazd s3 studiem ecuatia (2). Ea are forma f(z

G
f@) ===, 8&) = a, s€ R\ {—1, 1}
(g este functia constantd g : R — R, cu g(2) = a pentru orice x = R).

Construim curbele y = f(z) si y = g(=).
Pentru prima curba, avem:

f'(z) =

) = g(a), unde

a?(2? — 3)
(a2 — 1)2

Tabloul de variafie este cel de mai jos, iar curba se vede in figura 6.
Ea are prima Dbisectoare eca asimptotd, un maxim in punctul

A[—‘ /3, — 3|2/§] gi un minim in punctul B{]/g, SZE).

x —00 —[/§ —A1 1 V—3 ey
flz) ok 0 '——| = 0 -—[ SRS
fa) | —ged _EV—S\ = 00‘+00‘x0\a~00| +ooy [/§ A oo

Curba y = g(«) = a este o dreaptd paraleld cu axa Oz, de exemplu
cea notatd cu (1) in figura 6. Ridicinile reale ale ecuatiei propuse sint
abhgcisele punctelor de intersectie a acestei drepte cu eurba. Daci
dreapta are pozitia (1), ecuafia are trei rdddcini reale, gi anume absci-
sele punctelor M, N gi P. Cit despre intervalele in care se glisesc aceste
riiddcini, una, datd de abscisa punctului M, este undeva la stinga pune-
tului — |/3, adici la intervalul (—oa , —1/3), o alti ridicing,
abscisa punctului IV, se afld in 1ntervalul (—1/3, —1), iar a treia
ridddcind, abscisa punctului P, se afli in intervalul (0,1).

Rimine acum si studiem cum variazd numdrul punctelor de inter-
sectie a dreptei cu curba atunci cind dreapta se deplaseazd rdminind
paraleld cu axa Ox.
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Fig. 6.
Dreapta (2) corespunde cazului cind g=— - I")/ Citd vreme a <<

< — Eﬂ/— , adici dreapla mobild se afld sub dreapta (2), ca de exemplu
dreapta ('l) ecuatia are trei riddcini reale, cite una in fiecare dintre
mtervalele (ﬁoo, H]/S), (—1/3, —1), (0, 1). Cind dreapta mobil¥
313
a9

coincide cu dreapta (2), adicd a = , ea are doud punclte comune

cu curba: punctul 4, de abscisi —]/3 si punctul @ a cirui abscisi
se afld in intervalul (0, 1), deci ecuatia are o réddcini egald cu —|/3
si alta situatd in intervalul (0, 1).

Ridicina —]/3, care corespunde punctului 4 in care dreapta este
tangentd la curbd, este o raddcind dubld.
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Cind dreapta ajunge in pozilia (3), adicd ea este mai sus de punctul

A, dar mai jos de O, adicd — ;1?3

dicind, datd de abscisa punctului R, situatd in intervalul (0,1) s.a.m.d.
Discufia se rezumi in tabloul urmdtor:

<a<<0, ecuatia are o singurd ré-

Numdrul rdddcinilor reale ale ecuaiel

Valorile lui a ;s 5 o
st intergalele in care se gdsesc

@y | oa =22 (—o0, —1/3), (=13, —1) (0, 1)
(2) 5 s e _g_s 2, = 1, = — /3, (0, 1)

3) —3{§<a<0 ©, 1)

@ | a=0 gy U

(5) 6<a<553 (—1, 0)

@) | w= 2 ST = 1155

TR (—1, 0), (1,1/3), (13, o)

In cazul (2) ecualia poate fi rezolvatd pind la capit. Polinomul

P(x):x3+:°’¥x2—i’g—_3—

(aln inlocuit @ prin — —31;—3] se imparte prin x4-]/3, folosind schema

*Nu am mai mentionat care este numirul rddicinilor. Dacd se indicd, de
exemplu, trei intervale, se intelege de la sine cd ecuatia are trei rddécini reale, cile
una in fiecare dintre intervalele indicate.

*% Cu privire la forma curbei in vecindtatea unui punct in care ecuatia are
o raddcind tripld, vezi capitolul IT, problema nr. 76.
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lui Horner, citul se imparte din nou prin z 4|/3 gi rimine ecuatia

/3

9
o

ot 0, care di z = “5— - Aceastd rddicind se giseste in adevir
! A " —3)1/3
n intervalul (0, 1) — cum s-a previzut. Asadar, dacd g
ecuafia are ritd&cinile-
; 3 V'3
wlz%:“]/d: dg =5
In wiod ar v & 3|/§ vy s T s oo
n mod analog se afld cd, dacd a= —5—, rdddcinile ecuatiel sint
T e i
x1=$z~]/0: g = — =3

4.1.8. Alt exemplu. Sd se discute in raport cu parameirul a ecuajia
transcendenid

e* = qux.

Metoda I. Construim curbele y = €* i y = ax. Prima este curba
exponentiald (fig. 7), iar a doua este o dreaptd de pantd @ care trece
prin origine. Cind e variazd, dreapta se rotegte in jurul originii. Se
vede pe grafic cd sint posibile patru cazuri: 1) dreapta nu taie curba,
2) dreapta este tangenti la curbd, 3) dreapta taie curba in doud
puncte, 4) dreapta taie curba intr-un -
singur punct. Trebuie s§ aflim pentru _ ‘
ce valoare a lui ¢ dreapta este tan- o4
gentd la curbd. Fie (u, ¢¥) un punct
oarecare al curbei. Panta tangentei
la curbd in acest punct este deri-
vata functiei in punctul u, adicd &%,
deci ecuatia tangentei este

y — e = ¥z — u);

¢z —y+ el —u)=0.

Condifia ca tangenta s treaci prin
origine este ¢“(1 — u) = 0 (am anulat
termenul liber), adicd u = 1.
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Deci panta tangentei din origine la curbd este e! = e; dreapta y =
= ax este tangentd la curbd dacd a = e. Coordonatele punctului de

contact M sint z =1, y=e
Acum avem toate elementele pentru a face discufia.
!

Numdrul rdddcinilor si iniervalele
in care se gdsesc

Valorile lui a
(1) 0La<e nici o raddcind
(2) a=ce x = 1 (abscisa punctulni M%)
3) aisie (0, 1), (1, co) (abscisele punctelor
N g
(%) a<0 (—oo, 0) (abscisa punctului Q)
Metoda IT. Punem ecuatia sub forma
y Ei = T,
: &
\N P / () Construim curba
- -
) y = f(z) = %
M
gi 0 tdiem cu dreapta variahild
y =a
(1) Functia f este defin@ta‘i pe
R _{0}. Derivata, f'(s)— S8 =4
ge anileazd pentru x=1. T abloul
0 %  de variatie este cel de mai jos
gi curba se vede in figura 8.
q g x —oco ' 0 1 oo
f@| - —0+
fl) | 0 -ool+oo\‘e}( oo

Fig. 8.

# 2 = 1 nu este o ridicind dubld. Notfiunea de ridacind multipld se defineste

numai pentru ecualii algebrice.
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Trebuie s& deosebim 4 cazuri indicate in figurd. Rezultatul discutiei

concordd cu cel precedent. Dreptele au fost numerotate la fel ca in solu-
tia precedentd, de asemenca gi punctele M, N, P, Q care indicd ridi-

cinile ecuatiei.
4£.1.9. Cazul cind ridicinile trebuie si fie intr-un inferval dat. Sd se

discuie ecuatia
sind o - 3 cos?ax L a = 0

in raport cu paramcirul real a.

o — 322 +a+3=0

Inlocuim cos®« prin 1 — sin« §i punem sin « = z. Ecuafia devine

Pentru ca o rddicind a acestel ecuatii si satisfacd ecuatia propusd,

nu este suficient ca ea s fie reald: ea trebuie si fie cuprinsd in inter-
valul fnehis [— 1, 1], decarece sin « ia numai valori din acest interval,

De aceea ecuatia trebuie consideratd pe intervalul [— 1, 1].
Proceddm la inceput ca in exemplul precedent. Punem ecuatia sub

forma

' 2 — 32t = —a—3
gi construim graficul functiei f(z) = 28
= 3z* — Bz se anuleazd pentru . =0 gi

cel de mai jos iar curba se vede
(w) 9
(1)

(0)

¢ € R. Derivata f'{2) =
2. Tabloul variatiei este

in figura 9.
x —co 0 2 oo
0

9
8
g
—
&
]

§

B o o0
—4 M oo (o)

N

(3)
(4)

f(z) |—c0 A 0 N

Ne intereseazd restrictia aces-

i
]
-4
i
i
[}
y
‘A
T
g
(]
g
i
I
It
]

! tei funetii pe intervalul [—1, 1].
Graficul ei este arcul de curbd A B

cuprins intre dreptele (D) gi (D'),
i 1.

(5)
f

r=—1 351 =
= 1) = —4 fil) = —2.

Deci coordonatele punctului A ‘
()

gint x = — 1, y = — 4, coordo-

B natele punctului B sint z=1,
§e s @
Urmeazi sd tdiem curba cu il

dreapta mobild y = — a — 3.
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Figura aratd c# trebuie si deosebim cazurile urmétoare:

1) dreapta mobild este deasupra axei Oz; 2) ea coincide cu axa Ox;
3) ea se atld sub axa Ox dar mai sus decit punctul B; 4) dreapta trece
prin punctul B; 5) ea se gisegte sub punctul B, dar mai sus decit punc-
tul A; 6)ea trece prin punctul A; 7) dreapta se afld sub punctul A.

Cazul 1) este caracterizat prin y = —a—3 >0, deci a < — 3;
cazul 2) este caracterizat prin y = —a—3 =0, deci a = — 3; cazul 3)

prin —2 < —a—3<0,deci —3 <a<—1; samd

Riddcinile ecuatiei sint abscisele punctelor de intersectie ale arcu-
lui de curbd AB cu dreapta y = —a — 1.

Rezultatul discutiei este redat in tabloul de mai jos:

L W .

Fig. 10.

Un caz particular important este cel in care f(a) =

enunta (simplificat) astfel:

Intre doud ridicini consecutive ale ecuatiei
dicini a ecuatiei f'(x) = 0. Simbolic:

Fig. 11.

f(b) = 0 (fig. 11) i funclia
nu se anuleazd infre a si b, Atunci « gi b sint doud rddécini consecutive ale ecuafiei
flz) = 0 si ¢ este o ridicini a derivatei, {(c) = 0. In acest caz teorema se poate

[fla) =0, f(b) = 0] =[3 ¢, c = (a, D) astfel incit [(c) = 0].

f(x) = 0 existd cel putin o ri=

Valorile i Numfiml‘ riddcinilor :si intervalele
in care se gdsese
(1) a<< — 3 nici o radicind
(2) a=—3 By =it —"0,
(3) —3<a< —1 (—1, 0),(0, 1)
(4) a=—1 =1, x,€(—1, 0)
(5) —l<a<i (= 1,0
(6) a=1 = —1
(7) a>1 nici o ridicini -

4.2.2. O proprietate a functiilor continue. Fie f o functie continui pe un
interval inchis [y, 5], 11 = f(zy) §i ¥p = f(xy) valorile functiei £ la capetele
acestui interval si y; un numir cuprins intre y, si ¥, (J1 < Y3 < Yag)-
in intervalul (z;, @) existi cel putin un punct @ astfel incit si avem

4.2. Separarea ridicinilor pe baza teoremei lui Rolle

4.2.1, Teorema lui Rolle. Amintim teorema lui Rolle cunoscutd de la ana-
lizi. ,Fie f o funcgie definitd pe un interval [ si @, b doud puncte din | cu
a < b.

Daci:

1) f este continuid pe intervalul inchis [a, 5];

2) f este derivabild pe intervalul deschis (a, &);

3) { are valori egale in a si b, f(z) = f(); atunci existd (cel putin) un punct ¢
intre a §l b, @ < ¢ < b, in care derivata se anuleazd, f'(c) = 0",

Interpretarea geometricd a acestei teoreme este dald de figura 10. 4 si B
fiind puncte ale graficului funcfiei f cu aceeasi ordonatd, existd intre ¢ si b cel
putin un punct ¢ in care funciia are un maxim sau un minim (in cazul figurii existd
trei puncte de extrem ¢, ¢, 5i ¢,).
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Ys = [(2y).

In figura 12 se di o justificare intuitivi a acestei teoreme.
Fie arcul AB graficul functiei f in intervalul [z, ,] si y; un punct oarecare
situat intre y, §i y,. Ducem prin y, o paraleld la Oz, Arcul AB fiind neintrerupt,

aceastd paraleld trebuie sd-1 intilneasci in-
tr-un punct (sau in mai multe). Fie M acest
punct. Ducem prin M o paraleli la Oy; ea
va tdia Oz intr-un punct =, situat intre x; si
x,. Deci, existd un punct z, = (&, «,) astfel
fncit f(zg) = ys.

Un enunt simplificat al acestei teoreme
este: o funciie continud nu trece de la o
valoare la alta fdrd sd treacd prin toate valorile
intermediare.

Un caz particular important este cind
flay) si f(x,) sint de semne conirare si
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se ia y, = 0 (fig. 13). in intervalul (a, z,)
existd cel pufin un punct ax; astfel incit f(a,)
| sd fie egal cu zero.

: _‘ Dacd functia f este continud pe un interval
1 inchis [z, %3] st [(2) f(2) < 0% existd intre
!I @y §t &y cel pulin un punct g astfel incit sd

5 , 2 avem flzs) = 0.
4. s % Simholic,
]
i [flzy) f() < 0] = [T @5, 23 & (2, @)
71 astfel incit f(z;) = 0].
Fig. 13. Enunt simplificat: o functie eontinnd nu

poate sd-si schimbe semnul [drd si se anuleze.
£2.3. Strul lui Rolle. Considerim o ecuatie

flz) =0

unde [ este o func{ie derivabili (deci si continui) intr-un interval (a, b). Tie o si
B (fig. 14) doud ridicini consecutive ale derivatei f'(z) = 0, , p = (a, b). Cite riidicini
poate avea ecuatia f(z) = 0 intre o gi g7

Dactl intre « si B ar exista doudl rildécini, @ si @, ale ecuafiei f(a) = 0, atunci,
conform teoremei lui Rolle, infre z; gi «, ar exista cel putin un punct, sd-1 numim
v, in care derivata se anuleazd, f(y) = 0. Dar atunci o si § n-ar mai fi rddacini
consecutive ale derivatei. Rezulti ci, intre o 5i B exisid cel mult o rdddcing a ecuafiet.

Sint doud posibilititi: 1) intre o gi B existd o singuré riidicind a ecuatiei, 2) in-
tre ¢ i @ nu existd nici o ridicind a ecuatiei. Totul depinde de valorile funcliei f
in punctele e gi B. Va trebui sd deosebim ftrei cazuri.

a) f(«) () < 0. Functia f {iind continud pe intervalul [«, §], ultima propo-
zitie 4.2.2. arati cd ecuafia f(z) = 0 are in intervalul (x, B) cel pufin o rédécind,
Dar doud sau mai multe rid4cini nu pot exista, Rezultd ci in acest caz ecuajia
are in interoalul («, B) o singurd raddecindg.

b) fle) f(B) > 0. Considerim, de exemplu (fig. 15), cazul cind f(x) > 0, f(B) > 0,
fle) < f(B). B4 presupunem ci ecuatia ar avea in intervalul (e, B) o radicind =;.
in punctul z; functia f ia valoarea zero, f(z;) = 0, in punctul § functia ia valoa-
rea f(B) > 0, si am presupus ci f(a) < f(P), deci f(«) este cuprins inire f(a) si £(B).
Functia f fiind continud pe intervalul [«, ], este confinui si pe [=,, B], deci putem
sd-1 aplicim prima propozitie de la 4.2.2.: in intervalul (z;, B) existd cel putin un

o 5

! £ 3 ! ¥ J— —}

a o g A b
Fig. 14.

* Pentru a exprima ci doull numere reale z si y sint de semne contrare, se
scrie ¢ xy << 0, pentru a exprima ci ele sint de acelasi semn, se scrie cd zy > 0,
iar pentru a exprima ci unul din ele este egal cu zero, se scrie ¢ zy = 0.
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punct x; astfel incit sd avem f{a])=f(c). .
Teorema lui Rolle aplicati intervalului ; P
[o, 27] aratd ci in acest interval existi ' /
cel putin un punct y in care derivata /
O e e

se anuleazd, f’(y) = 0. Atunci o si § nu )} pr
mai sint ridicini consecutive ale deri-
vatei — ceea ce este contrar ipotezei. &y x;
Contradictia provine de la faptul c¢i am Fig. 15.
admis c# ecuatia are in intervalul (, 8) :
o radicind . Rezultd cd ecuafia nu are in intervalul («, B) nici o ridicini.

Dacd f(a) > f(B) rationamentul se poate repeta intocmai, cu singura deosebire
ci f(p) este cuprins intre (=), cave este egal cu zero, si f(«) si se foloseste faptul cd
tunctia f este continud in intervalul [, 2;], apoi se aplici teorema lui Rolle in inter-
valul [27, B

Cazul f(a) = f(8) este exclus, cici, in acest caz, conform fteoremei lui Rolle,
intre « gi B s-ar gdsi o riddcind a derivalei, deci « 5i @ n-ar mai fi ridicini conge-
cutive ale derivatei. La acelagi rezultat se ajunge daci se presupune ci fla) < 0
si[(R) < 0. Agadar, dacd f«) si f(B) au acelusi semn, ecuatio nu are in interoalul
{oty B) nicti e raddcind.

¢) f(«) = 0san f(B) = 0. Considerim, de exemplu, cazul cind f(«) = 0, f(8)<> 0.
Presupunem cd ecuafia f(z) =0 ar avea in intervalul (e, B) e ridicind =
Teorema lui Rolle, aplicatd in intervalul («,z;) aratd ci in acest interval existi
cel pufin un punct y in care derivata se anuleazii, deci o« si B n-ar mai fi riiddcini
conseculive ale derivatei. Rezultd ci, in acest caz, ecuatia nu are in intervalul (e, B)
nici o rdddeing.

Agadar, o i B fiind doud rdddicini consecutive ale deripatei, dacd fla) si f(B) sint
de semne contrare, ecuafia are in intergalul («, B) o singurd rdddcing; daed fle) 52 f(B)
sint de acelagt semn, sau f(a) = 0 saw f(B) = 0, ecuatia nu are in intervalul (a, B) nici
o rdddcind.

Rimine s8 vedem cite rddécini are ecuatia maimici decit cea mai mici ridicini
si cite mai mari ca cea mai mare rddicind a derivatei.

F'ie «; cea mai micd ridicini a derivatel. Daci ecuatia ar admite doui ridicini,
@, §i @,, mal mici decit o, (fig. 16), conform teoremei lui Rolle, derivata s-ar anula
pentru o valoare y cuprinsi intre x; si z,, deci y < a, gi, prin urmare oy n-ar mai fi
cea mai micd ridécind a derivatei. Rezulti ci ecuafia are cel mult o rdddcing mai
micd decit cea mat micd rdddcing a derivatei, .

Pentru a decide care din cele doudl cazuri posibile se produce, se fac asupra
comportirii functiei f in intervalul (a, «,) consideratiile pe care le-am ficut mai
inainte referitor la intervalul («, B) determinat de dou# rddicini consecutive ale
derivatei (a joacd rolul lui e si o, al lui B) si se ajunge la aceeasi concluzie ca mai

~

[, S

i, AT
[A) Y )

a 1 ol
Fig. 16.
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fnainte. Se poate spune cd, in problema de care ne ocupim, eatremitalea siingd a
interoalului (a, b) in care studiem funciia joacd acelasi rol ca ridédcinile derivatet.

Dar acum intervine f(a) in loc de f(e) §i se poate intimpla ca functia f si nu
fie definitd pentru z — a sau a si fie — co. Atunci, in loc de fla), se ia xlgg fla);

cici, pentru valori ale lui z suficient de apropiate de a, f(z) are acelasi semn cu
aceasti limitd. Pentrn uniformitate, vom spune ¢d lim f(z) este valoarea funcliei
x—a

pentru z = a.
Se aratd in mod analog i extremitatea dreapti b a intervalului in care se studiazd
gcualia joacd acelagi rol ca rdddcinile derivatet.
De aici rezulti urmétorul procedeu de separare a rdicinilor unei ecuafii f(z) = 0.
Se scriu in ordine cresciiloare rddicinile derivatei, z,, ®g, ..., %, proecum si

extremilifile @ gi b ale intervalului de definitie a functiei f, iar dedesubt valorile

corespunzitoare ale funciiei.

@ | a N Ly aue T b

f(a) ‘ i fle) fle)  fle) - flon)

lim f(z)
x—b

Dac# la capetele unuia dintre intervalele (a, @), (2, @), ..., (#n, b) functia f
fa valori de semne contrare (prezintd o variatie), ecuafia are in acel interval o singura
ridicing; dacd, ins#, valorile funciiei sint de acelagi semn sau una din ele este
egali cu zero, ecuatia nu are in acel interval nici o rAdacind,

Deoarece aceste intervale acoperii toati multimea de definifie a functiei f,
am geparat ridicinile ecuafiei f(z) = 0. \

Rindul al doilea din tabelul de mai sus se numeste girul lui Rolle.

Exemple.

£.2.4, Feustie algebried cu ceeficien{i determimafi. Sd@ se separe rdaddcinile

ecuatiel
flz) = 3a* — &a® — 122% - 10 = 0.

Derivata, f/(z) = 12z(a2® — 2 — 2), se anuleazd pentru 2 =0, 2= —1 gi
@ = 2. Formidm sgirul lui Rolle.
o ‘ — o0 —1 0 2 + o
flal | L .y &5 & o) sedR . cheo

La extremititile intervalului (—oo, — 1) functia [ are acelasi semn, deci in
acest interval ecuafia nu are nici o riddicind; in intervalul (— 1, 0), situatia este
acecagi; la extremitiifile intervalului (0, 2) functia are valori de semne contrare,
-+ 10 5i — 22, deci in acest interval ecuafia are o singurd rddicind; in intervalul
(2,00) situatia este aceeagi ca in intervalul precedent. Agadar, ecuatia propusé
are doud ridiicini reale, a; §i @,

& = (Os 2)

Prin incerciri (v. 4.1.3), aceste intervale ge reduc la (1, 2) i (2, 3). Celelalte
doufi radéacini sint imaginare,

x, € (2, co).
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0 § SR
Fig. 17.

4.2.5. Heuatie en un parametru. S¢ se discute in raport cu parametrul real a
raddcinile reale ale ecualiei (v. 4.2.4%)

flz) = 3at — &a? — 122% 4- ¢ = 0.
Sirul lui Rolle este:

@ | —oco —1 0 2 + co

f(z) |+oo a—35 a a— 32 + o0

Ne intereseazii semnele expresiilor din rindul al doilea. Ele sint date de tabelele:

a | —o0 5 -+ oo a , — 0 0 + 0
a—5| — 0 + a l — 0 L
a | —oo 32 + o0
a—r32l —_ 0 -

Valorile remarcabile ale parametrului a sint : 5, 0 5i 32, Pentru a sti cite cazuri
trebuis s deosebim, le scriem in ordine crescitoare (fig. 17). Trebuie si deosebim
cazurile urmiitoare:a < 0, e =0, 0 <a <5, a=5, 5 <a <32, a=232a > 32

Discutia se face intocmind tabloul urmitor,

—c0 =1 0 9 + oo
a -+ o0 a—35 a a— 32 “+ oo concluzii
a<0 & gl Sl (— o0, —1), (2 o)
a= + =0 - + @y =y =10,
(— o0, — 1), (2, o0)
a<a<5 + — + - + (— o0y — 1); {(— & 0)
(0, 2), (2, o0)
a=>5 |- 0 B — |- =y = —1
(0, 2), (2, o)
a = 32 - + - 0 —+ T = Xy = 2
a> 32 + + -+ -} -+ nici o ridicind reald
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Iatd cum se procedeazi.

La stinga liniei verticale ge trec toate cazurile considerate, tabloul va avea
fn cazul de fatd 7 rinduri, iar deasupra liniel verticale se serie girul lui Rolle. Apoi
se completeazd partea de mijloc a tabloului,

in prima coloani se scrie peste tot ,,-}-%, clei f{—oo) = 4o oricare ar fi
valoarea lui a.

in coloana a doua, care corespunde Iui a — 5, se pune zero in linia care cores-
punde lui ¢ = 5, in rindurile de deasupra se pune sernnul ,,—*, iar in cele de dedesubt
semnul ,,--“ pentrn a exprima ci fl— 1), adicd a — 5, este egal cu zero cind o = 5,
negativ cind @ < 5, si pozitiv cind a > 5.

In mod analog se completeazi celelalte coloane ale pirtii de la mijloc.

fn parlea a treia a tabloului se scriu concluziile. Fiecare rind contine semnele
girului Iui Rolle pentru cazul respectiv. in rindul intfi, care corespunde cazului
a < 0, apar doui variafii, c¢ind x trece de la —oola —1 gi dela 2 1a co, la concluzii
ge scrie® cil ecuafia are cite o riidacind reald in intervalele (—oo, —1) §i (2, oo). In
rindul al doilea apare un zero in linia care corespunde cazului @ = 0. Aceasta inseami
¢d, dacd a = 0, valoarea @ = 0, care este o ridacind a derivatei, anuleazd gi functia,
deci 0 este rdddcind multipld de ordin > 2. Afard de aceasta, apare cite o variatie
cind z trece de la —oo la — 1 gi de la 2 la 4 co, ceea ce inseamnid cd ecuatia are
cite o riidiicini reald in intervalele (—oo, — 1), (2, co). Aceste Iucruri se inscriu
la concluzii g.a.m.d.

In cazul @ = 0, ecuafia este 32 — &a% — 1222 = 0, Ba are in adeviir ridi-

cina dubld a = 0. Celelalte rdddcini sint z, = &-—Q—I{E—) = — 1,4k .., @ =

= M = 2,84 ..., ele se gisesc in adevdr in intervalele previzute.

in cazul @ = 5, ecuatia este 3a' — &ad— 1227 + 5 = 0. Se imparte (Horner)
prin (z + 1)* gi rdmine de rezolvat ecnatia 3a* — 102 4+ 5 = 0. La fel se proce-
deazi pentru e = 32.

4£.2.6. Cazul cind se cere c¢a ritdiicinile git fie intr-un interval dat, Reludm exem-
plul precedent,

flz) = 8a* — 4a® — 1222 + a4 = 0,

dar punem conditia ca rdd#cinile s& fie cuprinse in intervalul [— 2, 31.
in locul functiei f definitd pe R, ne intereseazii acum restrictia ei pe interva-
lul [— 2, 8]. Sirul Iui Rolle este acum,

x I —2 —1 0 2 3

f(z) | a+ 82 a—35 a a— 32 a- 27
* vy, nota de la 4.1.7.
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Rezultatul discutiei este redat in tabloul urmitor:

— 2 —1 0 2 3
a concluzii
a+ 382 a—5 a a— 32 a-+ 27
a < — 32 - — — — - nici o riddécing
a = — 32 0 — — — — x=—2
—32<a<—127 sl —= — — = (—2, —1)
a= — 27 -+ == — -— 0 @ = 3.(—2, =1
— 27 <a<0 “+ e - =1 —+ ("‘ 2: = 3 {2, 3)
a—4 -+ — 0 — + =" — 9;
(—2, —1), (2, 8)
0<a<h + = =t _ - ('_' 2, '71): (__ 1, 0);
(0; 2); (2;.8)
&= b -+ 0 + —_ -+ Ty =1y = — 1,
{0, 2), (2, 3)
5<CE<32 + ‘!‘ '1|” fa. + (0, 2)9 (2: 3)
oi— 52 + =l A 0 =l &y = &y = 2
a>32 -+ -+ . - -+ nici o radicini

4.3. Aproximarea ridicinilor reale ale unei ecuatii

4.3.1. Introducere. Dacd avem de rezolvat o ecuatie f(z) = 0 — vom
presupune functia f derivabild pe intervalul considerat, desi aceasti
condifie nu este totdeauna necesari — gi am separal rdddcinile ei, se
pune problema de a le afla efectiv. De cele mai multe ori ele sint irati-
onale, gi trebuie aflati cite o valoare aproximativd a fiecdreia, sub
forma de fractie zecimald.

Fie z; o riddcind a unei ecuafii si ; o valoare aproximativd a el
Daci #y << x;, se spune cd z; este o valoare aproximativd prin lipsd,
iar dacd #; >, se spune cil x; este o valoare aproximativ prin adaos
sau prin exces. Hste important si ghim gi cit de mult diferd valoarea
aflata de cea adevaratd, adicd sd cunoagtem o limitd superioard a erorii.
Daci ghim ci un numilr z este cupring intre doud numere @ gi b, ¢ < 2 <

A . i a-t+b .
< b, se ia pentru x valoarea aproximalivd z, = 25 Atunci ercarea

este sigur mai micd decit x; — a si decit b — 2;. De exemplu, daci se
stie e¢d 5,473 < » < b,479, se ia 2~ x; = 5,476; atunci eroarea este
sigar mai micd decit 5,476 — 5,743 = 5,479 — 5,476 = 0,003 gi
se scrie: 1

& = 5,476 (- 0,003).
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Dacd media are o zecimali mai mult decit numerele @ gi b, ea se rotun-
jeste. De exemplu, dacd se gtie ci x este cuprins intre @ = 2,34 i b =

= 2,39, deci a:b = 2,365 se ia x; = 2,37. In acest caz avem: 2,37 —

— 2,34 = 0,03; 2,39 — 2,37 = 0,02; pentru sigurantd, se considerd
cd eroarea esfe mai micd decit 0,03 ¢i se scrie
x = 2,37 (4 0,03).

4.3.2. Fractionarea intervalelor. S¥ presupunem ci am gisit doud

nuamere mtreo‘l consecutive, @ §i @ 4 1 intre care se gdseste o singurd
riddcind a eouatlel flz) =0 si

fla) <0, fla+1) >0

de exemplu f(2) < 0, f(3) >0. Aceste numere reprezintd deja cite o
valoare ap10x1mat1va a rédécinil. Pentru a avea o aproximare mai
buni, se incearci

91 9% 23 ..29

pind ce se obtin doud valori consecutive ale lui # din acest gir pentru
care [unctla f are valori de semne contrare, de exemplu

f(2, 3) <0, f(2,4) >0.

Bineinteles nu este necesar si se meargd din zecime in zecime. Se
poate incepe cu 2,5 dacd f(2, 5) >0, inseamnd cd ridicina se giseste
intre 2 gi 2,5. Acum se incearcd 2 ;3 s.a.m.d.

Dupd ce s-a gisit prima zemmala de exemplu g-a aflat cd radédcina
se afli intre 2,3 si 2,4, procedeul se poa‘te repeta: se calculeazd valo-
rile funetiei pentru

2,31 232 233 .. 239

g.a.m.d.
Acest procedeu se numeste fracfionarea intervalelor.

4.3.3. Exempla. Considerdm ecuatia
fle) =a® — 2z — 9 = 0.

Trasind curba y = 2® — 22 — 9, sau prin girul lui Rolle, se stabi-
legte cd ecuatia are o singurd rdddcind reald, in intervalul (%i ; DoJ'
Apoi,

fl) = —10, f2)= -5, f(@38) =12
Deoarece f(2) si f(3) sint de semne contrare, ridicina se afli in inter-

valul (2, 3). Urmeazi sd fractionim acest interval. Caleuliim intii f(2,5),
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obtinem f(2,5) = 1,625 >0, deci
riidicina se gdsegle in intervalul
(2; 2,5). Acum calculim pe rind:

f(2,4) = 0,024,  f(2,3) = — 1,433.

Deoarece aceste doud rezultate
sint de semne contrare, ridicina se
giseste In intervalul (2,3; 2,4).

Am putea eontinua, fractionind
intervalul (2,30, 2,40) g.a.m.d.

Fractionarea intervalelor este un
procedeu foarte gimplu, dar foarte
greol. Existd mai mulfe metode prin Fig. 18.
care se pot afla rapid si cu mare
precizie ridicinile unei ecuafil, din care vom expune doud,

4.3.4. Metoda coardei. Considerdm o ecuafie

f(z) =0,

_unde f esie 6 functie derivabils tntr-un interval I.

Presupunem cd am stabilit printr-un mijloc oarecare ci ea are o
gingurd rdddcind in intervalul (o, b) unde a, b € I gi ¢i f(a)<<0, f(0) >0.
Gralicul functiei f va avea in intervalul (a, b) forma din figura 18,
in sensul ¢d punctul M(a, f(a)), se giseste sub axa Oz, iar punctul
N(b, f(b)) deasupra ei. Riddcina pe care o cdutdm este abscisa punctului
P in care graficul taie axa Oz, abscisi pe care nu o cunoagtem.

Metoda coardei constd in f 'zptul urmitor: se ia ca valoare aproxima-
tivd a rdddeinit abscisa punciului O in eare eoarda MN taie axza Ox. Se
poate spune ¢d arcul de curbd M PN se inlocuieste cu coarda MN.

Pentru a ealcula abscisa punctului Q nu avem decit si scriem ecua-
fia dreptei care trece prin punctele M gi N, si s determindm abscisa
punctului el de intersectic cu axa Oz.

Ecuatia dreptei este

—flo) =T =H (5 _ g @
Punem y = 0 gi rdmine sd aflim 2 din ecualia

— flay =T =Mlah g,

b—a
Este, insd, mai simplu si aflim numdirul x — @, care este mdisura
—
algebrici a wvectorului AQ:

_ (b —a) fla) (9
(&) — fla) @

h=z—a=
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Valoarea rddicinii va fi
x = g -+ h. Numirul A, care
se adund cu « pentru a ob{ine
0o aproximare mai buni se
numeste corecturd.

Sensul erorii se poate de-
termina cu ajutorul graficu-
lni functiei. Intervalul (a, b)
se ia destul de mie, astfel incit
derivata a doua f“(z) s pés-
treze acelagi semn cind x vari-
azd de la @ la b, deci curba s
fie in intervalul (e, b) sau tot
timpul convexd, sau tot timpul
concavi. Figurile 19—22 arati
toate cazurile posibile. In
fiecare figurd, abscisa punc-
tului P este valoarea exactd
a rdddcinii, iar abscisa punec-
tului Q este valoarea datd de
metoda coardei. In cazul figu-
rilor 19 gi 21 (f'(z)>0, f"(2)>0
respectiv f'(x) < 0, f"(z) < 0)
punctul Q este la stinga punc-
tului P, deci metoda coardei
dd o valoare aproximativi prin
lipsd, in cazul figurilor 20 g 22
(f'(z) >0, f(z) < 0 respectiv
() <0, f(z) >0) se obtine
o valoare faproximativd prin
adaos.

4.3.5. Exemplu. Reluim
ecuatia (4.3.3).

fle) =2® — 22 — 9 =0.
Stim cd ea are o raddcind in
intervalul (2,3; 2,4). Aplicim
formula (2). Avem:
a=23, b=24%,
b—a=0,1,
f(b) = f(2,4) = 0,024.

Deci,
_04-(—1,433) _ 0,1488
0,024 — (— 1,433) 1,457

0,0983...

O valoare aproximativd a rdddcinii este
z=a-+ k=234 0,0983... = 2,3983...
Penfru a cunoagte sensul erorii, calculim derivatele:
fila) =3% — 2, {'(z) =6z

In intervalul (2,3; 2,4) ambele derivate sint pozitive, graficul ave
forma din figura 19. Valoarea aflatd este aproximativid prin lipsi. Nu
B ¥ P
putem evalua limita erorii.

4.3.6. Observiiri, 1) Relatia (1) se mai scrie

v =hie) = flay - L1 5 g (t)
—a

sau, dacid expresia din dreapta se ordoneazd in raport cu =z,

O i I 1 L LS

b—a h—a

y = f(2)

Deci f;(2) este un polinom de gradul T (liniar). rnlocuind in (1”)z prin a gi prin

b, se obiine
fila) = f(a), f1(b) = 7(b)

adicd polinomul f; ia in « si & aceleasi valori ca functia f. Se spune ci fi(x) este
un polinom de interpolare liniar, iar metoda coardei se mai numegte metoda inter-
polirii liniare. In loc de a rezolva ecuatia f(z) = 0, se rezolvi ecualia filz) =0
(in practicd se calculeazd # — @ = Rk, nu ).

In cazul ecuatiei precedente (4£.8.5), polinomul de interpolare este

fulz) = — 1,633 + 14,57 (z — 2,3).

Pentru aflarea ridicinii, polinomul f(a) = a® — 22 — 9 a fost inlocuit cu
acest polinom.

2} Polinomul de gradul I f(z) se poate determina independent de considera-
tiile geometrice. Fiind datd o ecualie oarecare f(z) = 0, se considerid un polinom
de gradul I cu coeficienti nedeterminati,

filz) = mz 4+ n
si se pun conditiile f,(a) = fla), f,(b) = f(b), adick
ma + n = f(a), mb 4 n = f(b).

Rerzolvind acest sistem in raport cu m si n (determinantul sistemului este
a — b == 0) se obtine pentru fi(z) expresia din (1°).
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Tot prin acceasi mefodi, a coelicientilor nedeterminaii, se poate construi un
polinom de.interpolare de gradul II, al unei functii date f, adici un polinom f,(a) =
= ma* - nz 4 p care ia in trei puncte date aceeasi valoare ca funciia f. in mod
asemiindtor se definegte polinomul de interpolare de gradul III, IV, ... Aceste poli-
noame aproximeazd din ce in ce mai bine functia f.

3) Interpolarea care se face cind se folosesc table, de exemplu tablele de loga-
ritmi, este tot liniard. Acolo se procedeazii astfel:

Iie a gi b doud numere ai ciror logaritmi se giisesc in tabld, iar 2 un numir
cuprins intre @ si b al cirui logaritm se cauti. Se aplicd procedeul numit ,regula
de trei®.

B i et S s s st logb — log e
o R R h
bﬁaglogb—logcﬁz, dx Tds h=10gb_19gﬁ(x~a)
&z —a h b—a
si se ia
logh — log a

logae=loga+ h=1log a-+ (z — a) (1”)

b—a

Judecata® este urmitoarea:
»

Dacii numéirul cregte de la « la b, logaritmul creste de la log @ la log b daci

numéirul creste de la @ la z, logaritmul va creste cu un numidr necunoscut h.
Numirul 2 se afld considerind cregierile functiei logaritmice proportionale cu cres-
terile argumentului. Aceasta revine la a inlocui log # prin polinomul din (1’). In
adevir, in cazul cind f(z) = log «, relatia (1’) devine (17).

4.3.7. Metoda tangentei. Fie
flz) =0

0 ecuatie care admite o singurd riidécind in intervalul (a, b). Presupunem
cd functia f este derivabild in intervalul [e, ). Ducem in punctul M
(fig. 23) tangenta la curba y = f(z). Punctul T' in care tangenta taie
i axa Ox ne di o valoare

¥ y/ aproximativil a ridicinii.
Ng Pentru a calcula abscisa
/- punctului 7, scriem ecuatia
! tangentei la curbd in pune-
e tul M (a, f(a)). Coeficientul
i © el unghiular este ['(a), deci

ecuatia este

. y —f(a) =f'(a) (x — a).
Punem aici y=0 gi obtinem
fla)

h=s—a=—"1"4
Fig. 23 1{a}

Sy
N
N,
1
-
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Numérul %2 = 2 — a este m#sura algebrici a vectorului A7, el
reprezintd corectura care trebuie adiugatd la ¢ pentru a obiine o valoare
aproximativi a rdddcinii.
Se poate duce tangenta in punctul N (b, f(0)). Ecuatia ei este

y —f(0) =1'(0) (x — b).
Pentru y = 0 ea ne di corectura

f(b)

B D

f'{b) 4

care trebuie adunatd cu b pentru a obtine abscisa punctului 7". Valoarea
astfel obfinutd este de asemenea o valoare aproximativii a ridicinii,
Peuntru a gti care din cele doudl tangente di un rezultat mai bun, se
poate folosi graficul funcfiei: se duc tangentele in M si IV la grafic si se
alege tangenta care taie axa Oz intr-un punct mai apropiat de P.

Ca si la metoda coardei, sensul erorii este dat de forma curbei (v.
fig. 19—22). In cazul figurii 23, ambele valori sint aproximative prin
adaoes.

Aceastd metodd se numeste si metoda lui Newion.

4,3.8. Exemplu. Reluim ecualia
fla)=2—22—9=0

==

care are o singurd réddcing in intervalul (2, 3; 2, 4). Avem:

e=23 fla) = — 1,433, '(#) = 3a® — 2, (2,3) = 13,87,
_ flo) __ — 1,433 0,103...
(a) 13,87

deci
2 = 2,3 + 0,103 = 2,403.
Pentru tangenta in punctul &V, avem:
b'= 24, f(b) = 0,024, f'(b) = 15,28,
_ I _ _ o0 '

= — 0,0015...
£/(8) 15,28

deci
Zy = 2,4 — 0,0015 = 2,3985.
Aceastd valoare este mai buni.
4.3.9. Folosirea simultani a ambelor metode. Figurile 19—22 arats

ci punctele Q gi T se gisesc de o parte gi de alta a punctului P.
Aceasta ingeamnd cd dacil una dintre cele douil metode di o valoare
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aproximativd a riddeinii prin
lipsd, cealaltd dd o valoare apro-
ximativd prin adaos. Acest fapt
ne permite 88 ne ddm seama de
precizia rezultatului.

Agtlel, in cazul ecuafiei din
exemplul tratat aici, meloda
coardei g metoda tangentel au
dat rezultatele

© = 2,3983... §i » = 2,3985,

S ——

primul prin lipsd, iar al doilea
prin  adaos. Deeci, vaddicina se
7 gaseste intre aceste doud numere.
Rezultatul este
Fig. 24

z = 2,3984 (- 0,0001).

Subliniem cd aproximirile date de metoda coardei gi metoda lui
Newton sint de sens contrar numai citd vreme derivata a doua isi pis-
treazd semnul in intervalul (e, b). Situatia nu mai este aceeasi daci
curba are un punct de inflexiune in intervalul (a, ). Astfel, in cazul
figurii 24 punctele @ si T sint de aceeasi parte a punctului P. Ambele
metode dau vealori aproximative prin adaos. .

4.3.10. Aplicarea repetati a celor douii metode. Cele doud walori
aproximative, una prin lipsi si cealalld prin adaos, ne aratd cd riiddcina
se afld intr-un interval mai mic (a’, §’). Putem aplica din nou cele doui
metode g1 sd gisim un nou interval (z”, #”) s.a.m.d. Procedeul se poate
repeta de cite ori vrem, obtinindu-se o precizie din ce in ce mai mare.

Vom face acest lucru in cazul ecuatiel

flz) = 3 — 22 — 9 = 0.

Am aflat cd rddidcina el este cuprinsi intre 2,3983 si 2,3985. Zeci-
mala a patra se determind printr-un singur sondaj, calculind valoarea
polinomului pentru z = 2,3984. Se objine

[(2,3984) = — 0,000429572096 < 0,

deci radécina se giseste in intervalul (2,3984; 2,3985).
Aplicim metoda coardei.

a=2398,  fla) = —0,000429572096,
b =2,3985,  f(b) = 0,001096196625,

corectura este

J — _ 0,0001 - (—0,000429572096)
0,001525768721

= 0,00002815446...,
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decl
z, = 2,39842815446 (prin lipsd).

Aplicim metoda tangentei, gi anume lu¥m tangenta in punctul de abscisi
b = 2,3985, cdci s-a vizut (4.3.10) cd di un rezultat mai bun.

f'(z) = 3a* — 2, f'(b) = 15,25840675.
Corectura este
oo QO0LOGBIVEOES . 10600748491. .,
15,25840675
deci
2, = 2,3985 — 0,0000718421 = 2,3984281579 (prin adaos).

Cele doud rezultate au 8 zecimale comune. Rotunjindu-le la 9 cifre,
cifra a 9-a din 2, si a; este, respectiv 4 §1 7, deci Iuind media,
« = 2,398428156 ( s fo—)

Exerciiii

Separarea ri#dicinilor

1. Se considerd ecuatia
23 — 322 — 92+ m=20

in care m este variabil. 84 se separe riidicinile reale ale ecuatiilor care se obfin dind
Ini m pe rind valorile urmétoare:

a) m=8; b) m= —6; ¢) m=230; d) m=27.

5]

. 84 se separe riiddcinile reale ale ecualiilor:

a) a® — 4z? - 72 — 12 = 0; b) 3a2* — 1623 — 30a? |- 15 = 0;
¢) #® — Bad — B0x + 120 = 0; d) =% — 5a® — 502 4 10 = 0y
e) ol — 228 — 1122 - 122 + 20 = 0;

f) 8a% — i5ar — 36a% | 2552% — 360x + 160 = 0;

g) 3at - 823 — 78a% 4 120x — 53 = 0;

h) 223 — 632% — 774z — 120 = 0.

3. B4 se separe rdadicinile reale ale ecuatiilor:
T O e ) x e g
a) | ot — 2o = 9 — a?; b) |/a® — 327+ = + 1;¢) Vaf — 322 & =3 — a¥;

d) |2 —1] =2+ 2.
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4, Si se separe prin metoda grafici réddcinile ecuatiilor urmitoare:
a) 28 = 382%: D) 2* =2t ¢) * =co3x;d)sinz =2% e)sinz — -+ 41 = 0;
f) loge++ 2=0; g)logez=sinz; h) fgat+ 2—1=0
5. 54 se separe solutiile reale ale sistemelor:
b) a*y + y — & =0, &% 4 y? =1;
c) ety 2=0, ay + yz+ zx = —12, ayz = —7,
6. 84 se discute in raport cu parametrul ¢ rddécinile reale ale ecuatiilor urmi-
toare®:
a) a° — 622 — 152+ a=10; b) a* — 2224 a=0; ¢) a:—]/fff:—l— a = 0.

7. 84 se discute in raport cu parametrul a ridicinile reale ale ecuatiilor urma-
toare:

a) aa®+ (e —3) (e + 1) =0; D) ea® — & — a = 0;
¢) a® —aw+ 1=0; d) az® — 8{a+ 1)z + 2(a-+ 1) = 0.

8. 94 se discufe in raport cu parametrul m ridicinile reale ale ecuafiilor urmi-
toare:

a) e =a-+m;b)lne=2+ m; c)sine=a4+ m; d) sinz =2z + m;
e) 8% = ma* ) lg 2 = ma; g) In x = ma; h) arc tg # = ma; i) arcsin 2 = 2 + m.

9. Se dd ecuatia
(@ —1)a? — 2(8¢ — 1)z -+ 8a — 1 = 0.

54 se discute in raport cu parametrul ¢ numérul réddédcinilor sale reale gituate
fn intervalul:

a) I_i: 1].1 b) [Op 2]; C’) [33 5]‘

10. Aceeasi problemd in cazul ecuatiei

I

sin ¢ - cos ¢ = a,
intervalele fiind: ]
a) |0, E]; b) [E: ’r:]; c) [1‘;, 'E’ir]; d) [Bit, 211;].
2 2 2 2
11. Aceeasi problemi in cazul ecuatiei
5a% — a(ba® — 22 — 3) = 0,
intervalele fiind:
1

a) (— oo, 0]; b)] [~1, 1]; ¢) [;, oo]-

12. 83 se discute cu ajutorul girului lui Rolle ridicinile reale ale ecuatiei
@+ pz+¢=0, (p, ¢ = R).

* La problemele care contin parametri se va folosi de preferintd metoda graficd.
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18*. a) S se inscrie intr-o sferd cu raza de R cm un con al ciirui volum si fie
de wF cm? Discutie in raport cu V.

b) Aceeasi problema dacd se pune conditia ca centrul sferei sii fie In intericrul
conului,
25 R *

¢) Si se rezolve efectiv ecuatia in cazul ¥V =
64

14. a) S8i se inscrie intr-un cerc cu raza de R cm un triunghi isoscel a cérui arie
sd fie de § cm? Discutie.
b) B4 se rezolve efectiv ecuatfia problemei in cazul § = R2

15. intr-o elipsi b?a? 4+ a2y® — a®® = 0 se duce o coardd MIM’ paraleli la
axa Oz si capelele ei, M gi M’ se unesc cu punctul B(0, b). B4 se determine pozitia
aceslel corzi astfel incit aria triunghiului BM A’ s fie egald cu un numir dat S.
Discutie. Ce legdturd existd infre aceastd problemi gi cea precedentd.

16. a) 84 se inscrie intr-un con cu raza de R cm gi indltimea de 2 cm un cilin-
dru al c¢irui volum sd fie de =¥ cm?® Discutie.
= : : 2R
b) 94 se rezolve efectiv ecuafia in cazul ¥V =-—.
y 27
17. a) Generatoarea unui con circular drept este de @ cm, volumul sfu esle
de =¥ cm?. Si se alle raza gi indl{imea conului. Discutie.

3
b) Caz particular: ¥ = %

18. Aria laterald a unui cort conic este de n8 m2, volumul siu este de =7 m?.
54 se determine raza si gencratoarea conului. Discutie.

© 19. a) 84 se determine dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic cu baza
pitrati stiind cd aria sa totald este de S cm?, iar volumul de ¥ em? Disculie.
e
b) 84 se rezolve problema pini la capdt in cazul cind § = ELQ/Y— .
20. a) Aria totald si volumul unui clindru circular drept sint, respectiv, de
S em? si ¥ cm®. 54 se afle raza si indltimea cilindrului. Discufie. :
b) 54 se rezolve problema pind la capiit in cazul cind V = —75—5{—-5: &

Aproximarea rddicinilor

21, 54 se separe rddicinile ecuatiilor urmitoare si si se calculeze cea care se
afli in intervalul indicat. Prima zecimald se va determina prin {ractionarea inter-
valelor, apoi se vor aplica metoda coardei si metoda tangentei.

a) 2 — 52 —8=0, (2; 3); b) 2% — 2z — 5 = 0%%, (2; 3);
¢) 28 — 322+ 1 =0, (0, 1).

®

* Problemele 43—20 se considerd rezolvate daci se formeazd ecuatia si se
separd rddécinile ei reale.
#** Fxemplu tratat de Newton insusi.
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22, S# se rezolve ecuafiile urmitoare. Ridicinile se vor separa prin metoda
graficd, apoi se va proceda prin fractionarea intervalelor (£.3.2), pind cind se va
obtine un interval a cirui lungime este mai micd decit 1 (la primele doui exercitii)
sau decit 0,1 (la ultimele doud).

a) lgz=sina; b) x = cos ; ¢) a*=3; d) 3% = 2+ 2.

- 28, Perimetrul unui dreptunghi este de 12 e¢m. Volumul corpului niscat prin
rotirea dreptunghiului in jurul unei laturi este de 10m cm?. Se cer laturile dveptun-
ghiului,

24, intr-un triunghi dreptunghic, diferenta dintre ipotenuzi si o catetd este
de 5 m, aria triunghiului este de 4 cm?2. Se cere o catetd a triunghiului.

25. (Problema lui Arkhimede). S4 se taie o sferdl cu un plan astfel incit velumul
pértii din sferd situatd de o parte a planului s fie a n-a parte din volumul sferei,

Cazuri particulare: a) n = 8 (lmpdrfirea unei sfere in trei pirti echivalente);

b) n = & (imp&rtirea unei emisfere in doud pirti echivalente).

26, Pind la ce adincime se scufundi in ap# o sferii ficuti dintr-un material
cu densitatea p = 0,7,

27. 54 se dued inir-un semicerc printr-un capiit al diametrului o coardi care
sd impartd semicercul in dou# p#rti echivalente (de aceeasi arie),

28, 5H se ducd intr-un semicerc o coardd paraleld cu diametrul care si imparti
semicercul in doud pir{i echivalente (de aceeasi arie).

. 23. B4 se ducd intr-un cerc o coardi AF astfel incit lungimea arcului 483 s3
fie dublul distanfei de la centrul cercului la eoardi.

d0. S# se ducdl intr-un cerc o coardi 4B astfel incit lungimea arcului 4B si
fie dublul lungimii corzii 4 5.

81, Se considerd un cerc cu diametrul 4B gi tangenta in punctul B. Prin punc-
tul 4 se duce o semidreaptd si se noteazi cu C si D respeciiv punciele ei de
intersecfie cu semicercul si cu tangenta in B. Si se determine unghiul CAR —
astiel incit lungimea segmentului BD si tie dublul lungimii arcului BC.

#2. Se considerd un triunghi dreptunghic O4B (_/Ii = 90°). Se duce un are
de cerc cu centrul in O si cu raza OA4, gi se noteazd cu ¢ punctul lui de intersectie
cu OB. S8 se determine unghiul O astfel incit aria sectorului 04¢C si tie jumita{te
din aria triunghiului 04 5.
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Capitolul V

Structuri algebrice

5.1. Legi de compozitie interne

5.1.1. Introducere. Matematica, din cele mai vechi timpuri, s-a
dezvoltat in strinsd legiturd cu ideea de caleul. Documentele cele mai
vechi, rimage de la egipteni si babilonieni, dovedesc ci acegtia erau in
posesia unui sistern complet de reguli de caleul privind numerele intregi
pozitive, numerele rationale pozitive, lungimile, ariile, volumele, ecu-
atiile de gradul intii gi doi. Aceste reguli, date férd nici o justiiicare,
erau enuntate in cazuri particulare, numerice, dar nu lisau nici o indo-
iald asupra generalitdtii lor. In aceastd etapd regulile de calcul aveau
menirea de a oferi un mijloc de a afla rezultatul unui caleul, in care
intervin operatiile aritmetice uzuale cu numere date efectiv. Primele
enunturi cu caracter general 8i incercidri de justificare ale regulilor de
calcul se intilnese la greci (Euclid, Diophante). Aparitia algebrei, carac-
terizatd prin introducerea notafiel cu litere a elementelor care intervin
in probleme, a permis enuntarea unor reguli generale de caleul (referi-
toare la numere pozitive gi negative, precum si la unele marimi numec-
rice — lungimi, arii, volume). In aceasti noud etapd se fac tot calcule
cu numere, darv operatiile aritmetice uzuale se aplicd gi unor numere
neprecizate efectiv, notate cu litere.

Perfectionarea continud a notatiilor matematice (motatiile folosite
azi le datorim aproape in intregime matematicienilor Viéte, sec. XVI
gi Descartes, sec. XVII), precum gi aparitia unor notiuni noi de naturd
foarte variatd (polinoame, vectori, permutdri, matrice etc.), cu care
se calculeazd dupd reguli analoage regulilor de la numere, au determinat
pe matematicieni si reflecteze asupra principiilor generale care stau
la baza ecaleulului, indiferent cd acesta se face cu numere sau cu alte
elemente. Apare necesitatea de a se face un studiu al operatiilor in gene-
ral, fir3 a se {ine seama de natura obiectelor cu care se opereazd, astfel
incit rezultatele oblinute si fie aplicabile gi in cazul operatiilor uzuale
cunoscute in mulfimi concrete.

in rezumat, evolutia notiunii de operatie a trecut prin urm#toarele
faze:

1) operatii determinate cu elemente determinate (numere) — obiec-
tul aritmeticii;
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2) operatil determinate cu elemente determinate gi nedeterminate
(numere) — obiectul algebrei elementare;

3) operatii nedeterminate cu elemente nedeterminate — obiect al
algebrei abstracte. :

In acest manual vom face un studiu al operatiilor in general, subli-
niind acele proprietdti cars permit pe de-o parte s justificim dintr-un
punct de vedere unitar unele reguli ale algebrei elementare, iar pe de
alti parte s aplicim aceste reguli, sau numai o parte dintre ele, gi in
cazul unor multimi ale cdror elemente nu sint numere.

5.1.2. Pentru a face un caleul, cu notatiile gi conventiile folosite
in zilele noastre, se opereazi succesiv cu doud elemente scrise aldturat
in textul respectiv gi considerate de la ,stinga la dreapta®, ordinea in
care se calculeazd fiind indicatd de paranteze. Parantezele se pun astfel
incit, la fiecare etapd a calculului, si se opereze cu doudl elemente scrise
alfturat. Sint cazuri eind pe baza unor conventii parantezele se omit.

Si ne referim acum la operafiile aritmetice cu numere naturale.

Adunarea, in multimea N a numerelor naturale, asociazd, in
mod unie, oricgrui cuplu (z, y) de numere naturale, numirul natural
&t Us

Multimea cuplelor (2, ¥), unde aE€ N, y € IV este produsul cartezian
N x N. Corespondenta (z, y) = z + y determind o functie definitd pe
N X N cu valori in N. Asadar, adunarea in N este o funcjie definiid pe
mullimea N X N cu valori in N.

Ifnmultirea, in multimea N asociazi (in mod unic) oricirul

cuplu (z, y) de numere naturale, numéirul natural = - y.

Inmaulgirea in N este o funclie definitd pe produsul cartezsian N X N
cu valory in IV,

Scdderea, in multimea N a numerelor naturale, asociazi (in
mod unic) numai la anumite cuple (#, y) de numere naturale (cele in
care z > y), un numir natural, notat = — ¥.

Mul{imea cuplelor (z, y) de numere naturale, in care z >y congti-
tuie o parte a produsului cartezian IV X V.

Corespondenta (z, y) —» & — y determinidl o functie definitd pe o
parte a produsului cartezian N X N cu valori in N.

Asadar, sciderea in N este o functie definitd pe o parte a produsului
carteztan N X N cu valori in N.

Impérgirea in N asociazi numai la anumite cuple (z, y) de
numere naturale (cele in care z este multiplu de y) un numér natural
notat » : y.

Multimea cuplelor (z, y), unde z&N, yEN si  este multiplu de y
este o parte a produsului cartezian N x N. Asadar, impdriirea in mul-
fimea N a numerelor naturale este o funciie definitd pe o parle a produ-
sulut cartezian N X N cu valori in N.
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La toate operatiile, in multimea IV, cercetate mai inainte s-a obser-
vat o caracteristicd comund: existenta unei reguli pe baza céireia la orice
cuplu sau la anumite cuple de numere din multimea consideratd (mul-
{imea numerelor naturale) se poate asocia in mod unic un numér din
aceeagi mulfime. Gum N X NN X V(N X IV este o parte a multimii
N x N), putem spune cd oricare dinire operagiile aritinetice studiate
este o funcfie definitd pe o parte a produsului cartezsian N X N cu valori
¢n N. Mulfimea N n-a jucat un rol esential in consideratiile anterioare.
Dacd in loc de mulfimea /V se considerd multimea Z a numerelor intregi,
sau mulfimea Q¢ a numerelor rationale, sau multimea R a numerelor
reale, sau multimea € a numerelor complexe, oricare dintre cele patru
operatii aritmetice va fi consideratd in multimea respectivd, ca o
functie definitd pe o parte a produsului cartezian Z X Z, respectiv
Q XQ, R X R, C X C cu valori in Z, respectiv ¢, R, C.

Retinind ce a fost esenfial in operatiile aritmetice studiate mai
fnainte sintem condusgi, in mod natural, la o notiune cu caracter general,
aplicabild gi in mulfimi care nu sint formate din numere, notiunea de
lege de compozijie internd, prin care se extinde notiunea de operafie
aritmeticd.

DEFINITIE. Se numeste lege de compozitie internd intre elemen-

tele unei multimi M, o aplicatie f definitd pe o parte a produsului
cartezian M x M cu valori in M.

In loc de lege de compozitie internd se mai spune operatie algebrici
tnternd. O lege de compozitie intre elementele unei mulfimi M se mai
spune cd este definitd pe M.

Elementul corespunzétor unui cuplu (z, y) prin funciia f se numeste
compusul lui z cu y gi se noteazd seriind succesiv, #, un semn numit
semnul legii de compozitie §i y (semnul dintre z gi ¥ este acelagi pentru
toti compusgii pentru o lege de compozilie datd). Compusul lui z cu y
poate fi notat in diverse moduri, ca de exemplu: 2 T ¥, # _| ¥, * ¥,
oy, Ay

Se poate intimpla ca o lege de compozitie sd prezinte unele analogii
eu adunarea numericd gi atunci se folosegte pentru notarea compusului
lui  cu y, tot semnul z 4 y. Elementul # + y se va numi suma lui z
cu y, iar elementele # §i y se vor numi fermenii sumei. Se spune in
acest caz ci legea de compozifie este notatil aditiv. O lege de compozitie
notatd aditiv se va numi tot adunare.

Daec#i legea de comporzilie prezintd unele analogii cu inmultirea

numericd, atunci compusul dintre £ §i y se noteazd uneori cu z *y-

sau zy gi se numegte produsul lui = cu y, elementele z gi ¥ numindu-se
factorii produsului. In acest caz se spune ci legea de compozitie este
notatd mulitplicativ. O lege de coimpozifie notatd multiplicativ se va
numi {nmuljire.
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Se spune lege de compozifie ,interni®, deoavece compusul a doui elemente
dinir-o multime datd este un element din aceeasi multime. Algebra studiazi in
afard de legile de compozitie inferne, si legi de compozitie externe, prin care se
compun elementele unei mulfimi de bazi cu elemente dintr-o mul{ime auxiliari,
objinindu-se un element tot din muliimea de bazi (exemplu: inmulfirea vecto-
rilor cu numere reale este o loge de compozitie externi prin care la orice cuplu (o, :)

- -
format din numérul real o gi vectorul v ii corespunde vectorul av).

Dacd legea de compozitie consideratd intr-o mulfime M face si
corespundi la orice cuplu (#, y) din mulfimea respectivi un element
din aceeagi mulfime (functia corespunzitoare este definitd pe produsul
cartezian M X M), se spune cd legea de compozitie este pesie tot defi-
nitd. O lege de compozifie iniernd peste tot definitd asociazd la orice cuplu
de elemente din M un element si numai unul din M. In cazul cind exist¥
cel putin un cuplu (z, y) de elemente din mul{imea consideratd ciruia
nu-i corespunde, prin legea de compozitie dat#, nici un element (din
aceeagi multime), legea de compozitie nu este peste tot definitd. (In acest:
caz se presupune, evident, cd este definit cel pufin un compus.)

Cele mai frecvente legi de compozitie studiate in acest manual vor
fi legile de compozilie peste tot definite. Vom intilni des cazuri cind
legea de compozitie este astfel datd, incit nu este evident ci ea este
peste tot definitd. In aceste cazuri, pentru a demonstra ci legea este peste
tot definitd, trebute s verificdm cg oricare ar fi = §i y din mulfimea consi-
deraid, compusul lui x cu y este un element din aceeasi mulfime.

Exemple:

5.1.3. Operatiile aritmetice, considerate pe diverse mul{imi de numere,
sint legi de compozifie interne.

5.4.4. O lege de compozijie definitd pe mulfimea {a, b, c}.

In unele cazuri vom defini legile de compozitie cu ajutorul unui
tabel format din linii §i coloane. De exemplu, in tabelul (1), este datd
o lege de compozitie definitd pe multimea {g, b, c}, si notatd cu semnul
T (semnul legii de compozitie se trece in coltul din stinga)

i a b ¢

a o B - Compusul unui element cu un alt element se

b ¢ @ b citeste la intersectia dintre linia primului ele-

¢ b b b ment gi coloana celui de-al doilea element,
Tabelul 1

Avem, de exemplu ¢ T b=b,bTa=c¢, a T (dTe)=aTb=>h
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5.1.5. Reuniunea, infersecfia. Fie E = {1, 2}. Mulfimea 2E) a
pdrfilor lui E are ca elemente multimile: ‘
@ (multimea vidg),
A= {1}y B= {2,
E={1, 2}
Agadar, 9(E) = {g, {1}, {2}, {1, 2}} = {#, 4, B, B}.
In mulfimea €(E), asociind oricdrui cuplu (X, ¥) de par{i a lui E

multimea XU Y (tabelul 2), respectiv XN Y (tabelul 3) delinim doui
legi de compozifie peste tot definite,

U | @& A B E n| A B E

1%} @ A B E [} i fo] o} o}

A A A E B A @ A & A

B B E B B B @ J} B B

r B E E E E @ A B E
Tabelul 2 Tabelul 3

Procedind analog, putem Inzestra mulfimea 8(E) a pértilor oricirei
multimi F, cu doud legi de compozitie peste tot definite, reuniunea,
respectiv intersectia.

. 5.4.6. Compunerea funeciiilor. Fie £ o mulfime §i functiile f: E— £
$1 g : B—E. Asociind cuplurilor (g, f), funclia gof : E—E definim o
lege de compozitie peste tot definit¥ in multimea functiilor definite
pe E cu valori in E. Reamintim o# functia g o f realizeaz corespondenta
©— g(f(2)), adicd (gof) (2) = g(f(x)) si ei aceste functii se reprezinti
in diagrame ca cele din figurilo 25 g 26 (sfgetile punctate indicd cores-
pondenta realizati de gof).

In diagrama corespunzitoare compunerii gof se deseneazi intii

[ si apoi g.
i

£ o)

Q_ﬁ_&fh____;ﬁsf L geF 'y

x R T )
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: De exemplu, in mul{imea functiilor definite pe B cu valori in R

58 considerdm funciiile: :
f(z) = 3z - 2
g(z) = 2% 4 bz

(f : 2 =3z + 2)%,
(g : x— 2%+ ba).
Avem:
(fog) (x) = f(g(x)) = 3g(x) + 2 = 3(2® 4 52) + 2 =
= 3x2 4 15z + 2.
fog:x—3a® -+ 15z -+ 2.
g°f) (z) = g(f(2)) = [f(@)? + 5f(2) = 3z + 2)* +
+ 53z + 2) = 92% + 272 | 14.
gof iz — 9z% 4 272 4 14.
Se observé ed: fogsEgof.

5.4.7. Compunerea permutirilor. Reamintim ci se numeste permu-
tare asupre mulfimii E = {1, 2, 3,..,n} orice aplicafie biunivocd
II: E—E (o aplicatie cu proprietatea: i 5= j = 11(7) 5= II(j)).

O permutare asupra lui E care realizeazd corespondenta 1 — ey,
2> ey, ..., B'— ¢, se noteazd prin semnul:

1520
€1 €9... €y
Numerele ey, ey, ..., €, 8int numerele 1, 2, .., n, luate o singurd data
eventual in alt¥ ordine decit ordinea naturali. Intrucit in determinarea
unei permutdri nu intereseazd decit corespondenta realizatd de aceasta,
putem scrie elementele din linia intii in orice ordine, avind fns& grija
ca in linia a doua sd scriem imaginile corespunzétoare elementelor
gscrise deasupra. '

De pildi, pentru permutarea asupra multimii {1, 2, 3, 4} care reali-
zeazd corespondenta 1 —2, 2-3, 3—1, &— 4, putem folosi notatiile:

(1 2 3 4 1 2 & 3 (4 1 2 3
sau sau ete.
2 3 1 & (2 3 4 1 4 2 3 1
Scopul acestui paragraf nu este de a studia in aminuntime compu-
nerea permutirilor (aceastd chestiune va fi reluatd), ci de a da tehnica

de compunere a doud permutéri asupra unei multimi. Pentru simplitatea
expunerii vom considera permutdrile particulare.

H=(i A 4) Boo— 1.4, a0 » asupra multimii {1, 2, 3, 4}.
2 1 2 4 2 1 & 3

# Prin notatia f:z — 32z 4 2 se exprimi faptul cd functia f face si cores-
pundi elementului @, elementul 3z + 2.
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3 1 2 4
)- Avem, de exemplu, (I1 ° 6) (4) = I(o(4)) = 1I(3) = 2

1234)0

2 1 4 3

Deci pentru a afla imaginea elementului 4 prin ITo ¢, aflim intii imaginea
o(4) a lui 4, prin o, imagine care este 3, apoi imaginea lui o(4) = 3,
prin II, imagine care este 2.

Avem:

0(1234

Se citegte astfel: ]

1) lui 1 i corespunde, prin o, 2, lui 2 1i carespunde, prin II, 1, deci
lui 1 1i corespunde, prin lleg, 1. .

2) lui 2 ii corespunde prin o, 4, lui 1 1i corespunde, prin II, 3, deci
lui 2 8 corespunde, prin oo, 3 ete.

5.4.8. Adunarea vectorilor de pozifie. Mul{imea vectorilor situvati
intr-un plan P care au aceeasi origine O se numesc veclori de pozifie.
in aceastd multime adunarea (care se face dupd regula paralelogramu-
lui — figura 27) este o lege de compositie peste tot definitd (suma a

+
doi vectori de pozitie este un vector de pozitie). Suma dintre vectorul v,

-~ - -
si vectorul v, se noteazd cu vy + v,

Ne-am referit numai la adunarea vectorilor care au aceeasi origine.
fn cazul cind vectorii nu au aceeasi origine, adunarea se poate reduce
la adunarea a doi vectori cu aceeagi origine, considerindu-se vectori
echipolenti, cu originea comuni.

5.1.9. Transformiiri punctuale. Compunerea translatiilor gi rotafiilor.
In acest paragraf vom intelege prin transformare punctuald a planului
P, o aplicatie f: P— P (o transformare punctuali a planului P este
o functie care face ca oricdrui punct din planul P si-i corespundd un
punct si numai unul din acelagi plan).

Compunerea a dou#i transformiri punctuale ale planului P este tot
o transformare punctuald a planului P.

Aplicatia identicd a multimii P
(functia care face ca oricéirui punct
M din plan sid-i corespundd tot M)
este o transformare punctuald a pla-
nului P.

=

Se numeste translatie de vector v 0
o aplicajie t3: P— P care [ace ca
oricdrut punct M (respectiv N ) sd-t
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corespundd un punct M’

: M N’
" fo /yf . (respectiv N'), astfel incit
v v v torul MM (resnecti
o vectorul MM’ (respectiv
_)b- . .
/ ] NN') sid fie echipolent
K /v/ cu v (fig. 28).
_ Aplicatia identicd a
Fig. 24 planului P este transla-

tia de vector nul (13).

Compunerea a doudl translatii ¢3) §i ¢3, este tot o tramslatie. Vom

justifica aceastd aflirmafie urméarind diagrama din figura 29 (pentru
compunerea 5, o (3 se deseneazdl intii ¢3, ¢l apoi (7. Se observi cii:

& o 4 -

tylot”n = t”s'{‘;: =£:f:+:‘:'

Asgadar, in multimea T a translatiilor planului P, compunerea este
o lege de compozitie peste tot definitd.

Rotatia OSe namegste rotajie de centru O si unghi o (unghinl o
considerat orienlat) o iransformare punctuald care face ca punciului O
sd-i corespundd tot O gi oricdrui punct M (respectiv N) sd-u corespundd
un punct M’ (respectiv N') astfel incit OM = OM' (respeciiv ON =

TN TN
=ON') si MOM' = « (respectiv, NON' = ) (fig. 30).

Punctul O se numegte centrul de rotajie, iar unghiul « se numeste
unght de rotafie.

Rotatia al cdrui unghi de rotatie este 0 este transformarea identicd
a planului.

Se observd cil o modificare a unghiului prin adiugirea sau sciiderea
unui multiplu de 27, nu schimbid rotatia in sensul ¢d corespondenta
rdmine aceeasi (fig. 31). '

Notédm rotatia de unghi o cu H(u«).

Avem: R(x) = R(e -+ 2kn) (k= 10, 41, -1 2, ...

De exemplu:

) I 7 e Ty 8
Rlﬁ] L(G+2Jsau

R {%) =R ) (In grade, B(30°) — 7(290°).)

\ &
’ ’_’-nﬂ,l e
o ./‘12‘ -~ o
- -

/\R -1"\} / // = 'L';e’ R <

w2 ok - St
e\ e qu i{; o S
\5 v 7 ‘
- g i
Pl e K g it . /
3 M L~ M
Fig,: 2%
i32

g
M gt

Fig. 30. Fig. 31.

Compunerea a doud rotafil (de acelagi centru O) este tot o rotatie
de centru O (lig. 32). ;

Se observi ca R(z)e R(B) = R(« + B).

De exemplu, R(120°) o R(270°) = R(120° + 270°) = R(390°) =
= R(30°), (30° = 390° — 360°).

5.1.10. Adunarea gi inmulfirea matricelor. Modul cum se face adu-
narea $i inmultirea matricelor il presupunem cunoscut din anul III.
In multimea matricelor pitrate de ordinul » adunarea este o lege de
compozitie peste tot definitd, cici suma a doud matrice pitrate de ovdi-
nul n este o0 matrice pdtratd de ordinul » (manualul de algebrd pentru
anul [II).

In mullimea matricelor pitrate de ordinul doi, avem, de exernplu:

1 3) 13 =5 _h4 —3)
la ol "l —6| |8 3]

In multimea matricelor pitrate de ordinul n inmultirea este o lege
de compozitie peste tot definitd, eici produsul a doud matrice pittrate
de ovdinul n este o matrice patratd de ordinul » (manualul de algebri
pentra aaui IT1).

in multimea matricelor patrate de ordinul doi, avem, de exemplu:

2 3 |6 74
i"fi 5Ii .‘JB 9”
k"2-6+8-8 2-7+3-9|!_i‘36 4
46 +5-8 4.7-15.9| ;Jﬁzi 73|

5.1.11. Aduparea si inmuliirea po-
linoamelor. In mul{imea polinoamelor
cu coeficienli intr-o multime de nu-
mere reale sau complexe, adunarea gl
inmulfirea sint legi de compozilie in- Fig. 32.




terne. Vom reveni cu mai multd precizie, asupra polinoamelor, in
cadrul paragrafului Inele de polinoame.

5.1.12. Clase de resturi. Impdrtirea cu rest in mulfimea numerelor
intregi. In cazul numerelor intregi este adeviratd urmitoarea pro-
prietate:

Find date doud numere iniregi a gi b == 0, existd un singur numdr
intreg q si un singur numdr intreg r > 0, astfel incit

(@) a=b-g+rg(bd) 0Lr<|bl

Numirul intreg ¢ se numegte deimpdriit, numérul intreg b == 0 se
numegte impdriitor, numdrul intreg ¢ ge numeste ciful impérfirii lul @
la b, iar r se numesgte restul fmpértirii lui a la b.

Exemple. a) Citul impértirii numarului —17 la 5 este —4, iar restul
3, clei —17 =5 -(—4) +3 51 0 <3 b) Citul 1mpar‘g,1111 numi-
ruhn —23 la —b este 5, iar restul 2 2, cam -—‘)8 = (—b) -5} 2% 2 <

Observare. Dacd b = 0, nu existi numerele g si r satisficind conditiile citu-
lui §i restului. Intr-adevir, relatia r < | b |, devine » < 0, ori in enunf s-a presu-
pus 7 = 0.

Clase de resturi modulo m. Fie m un numir natural. fmpértim mul-
timea numerelor intregi in clase in modul urmétor: o clasd este formatid
din toate numerele intregi care impértite la m dau acelasi rest. O astfel
de clasd se numeste clagd de resturi modulo m. Deoarece resturile impér-
tirii la m sint numerele 0,4,2..., m — 1, avem m clage disjuncte de
resturi modulo m. Numerele intreg1 din clasa corespunzitoare restului
0 sint numerele intregi de forma mk (k€ Z), numerele intregi din clasa
corespunzdtoare restului 1 sint numerele intregi de forma mhk + 1 ete.

Exemple. Clasele de resturi modulo 4 sint urmitoarele:
Oy = {oy =B, =4, 0 & B.}= {bk| k& Z}

— mulfimea numerelor intregi care impértite la 4 dau restul 0.
Ci={. -7, -3,1,5 9,.}={k+1|keZ}

— multimea numerelor intregi care impértite la 4 dau restul 1
Cy={..—6,—2 26,10, ..} ={sk+2|keZ}

— mulfimea numerelor intregi care impdrtite la 4 dau restul 2.
Co=1{.—b5 —1,3 71, .} ={4k4+3|keZ}

— mul{imea numerelor intregi care impirfite la 4 dau restul 3.
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Oricare numdr dintr-o anumitd clasd se numegte reprezentani al
acelei clase. De exemplu, in cazul claselor de resturi modulo 4, numerele
—2, 2, 6, 10 sint reprezentanti ai clasei C,.

Dacil # este un 1’&'91'ezenlant al unei clase de resturi, atunci aceasta

se mai noteazd cu #. Cum intr-o clasi existy mai multi reprezentanti, o
clasi poate fi notatd in mai multe feluri.
De exemplu, in cazul claselor de resturi modulo 4, clasa C, poate

fi notatd de pildd prin § prin 7? prin —1 ete.

Pentru notarea ur 2i clase se prefera de obicei cel mai mic reprezen-
tant pozitiv (restul impartirii la m) De exemplu, clasele de resturi
modulo 4 pot fi notate astfel: O, 'l, 2, 3.

Adunarea. Inmultirea. In multimea claselor de resturi
modulo m, definim doud legi de compozitie, una notatd aditiv gi a doua
notatd multiplicaliv, in modul urmétor:

A A N

a-+b=a-+b,
AA N
& b= a =,

\

Se observd c¢d suma, I‘BSpGBth produsul, dintre clasa a gi b este
exprimatd cu ajutorul reprezentantilor « gi b. Se poate ariita ci oricare

ar fi reprezentantii alesi pentru clasele a gl b clasa sumei, respectiv a
produsului este aceeasi.
De exemplu, in cazul claselor de resturi modulo 4 avem:

e A
=24+3=5

Ca>

2+
A A S A
203 =2+-3=86,

A
Alegind pentru clasa 2, ca reprezentant pe 6, iar pentru clasa 3 ca
reprezentant pe —b5, obfinem:

6+ =By = 64(—5) =1,

Suma, respectiv produsul, nu depinde de alegerea reprezentantilor

g e A A, . N
folositi, céici 5 = 1, respectiv 6 = —30.

in mod uzual cmd se fac calcule cu clase de resturi, se preferd
cei mai mici reprezentantﬂ pozitivi.
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De exemplu, in cazul claselor de resturi, modulo 7, se iau ca repre-

zentanyi unul din numerele 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Pentruua caleula 5 6
se procedeazd astfel: 5 - 6 = 14, 11 impirit la 7 did restul 4; decl
5 -+ 6 = 4. Pentru a afla produsul acestor clase, s¢ procedeazd astiel:
A A A
£.6 =30, 30 tmpirtit la 7 A4 restul 2; deci 5 +6 =2 .
Dém mai jos tabelul aduniirii gi tabelul inmulficii claselor de resturi
modialo 5.

GIE s e n A b a8
olo t 5 8 4 6l 6 6 6 0
A S R R A B
Sy 130 bl el 28 4
503 2 6 1 & 8|6 3 1 %2 %
¢ i 8 18- 3 5|6 2 3 5 i

5.4.13. O lege de comporzilie pe mu_ig,ingia R. z}sociind eric.irm cuplu
(z, %) de numere reale numirul real 2T y = 22 + y + Jzy de.fu}trvn
vy 3 iy 3
pe multimea numerelor reale /¢ o lege de compozitie peste tot definita.

Avem, de exemplu:
ATE=0:4L513-4:5=8+45+460="73
5.4.44. Observiiri. 1) Fie T o lege de compozitie peste tot definitd intre ele-

mentele unei mulfimi E, Daci a=bsie =y, cceM be M z= M yc M),
atunci rezultd, evident, ci a Ta=bT ¥

e=bsizc=y)=daTa=bTy.
fn particular, daci a e Msiz =y (z = M, y € M), atunci e Ta=aT y:
r=y=alar=al y.

e spune in acest caz ci egalitalea a [ = a’[ v s-a oblinut din egalitatea
& — y, prin compunere la stinga cu a.

Aralog, z=y=aTa=yT a in acest caz se spune ci egalitatea T a =
= » T as-a obtinu{ din cgalitatea z = y, prin compunere la dreapta cu a.
Din egalitatea @ T @ = a« T y, nu rezultid in general, & = y. De exemply, in

AA AN A % A
cazul claselor de resturi module 6, avem 24 = 2451 45£1.
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Asaociativitate

54.15. In paragrafele precedente s-a pus in evidenti faptul ea
filnd datd o lege de compozitie pe o mulfime £ putem face ealcule 8l
cu trei, patru, sau mai multe elemente din 72, utilizind serierea cu paran-
teze. In general, compusul a trei sau mai multe elemente (considerate
Intr-o anumitd ordine) depinde de agezarea parantezelor. Se stie, pe de
altd parte, cd in cazul unor legi de compozijie definite pe multimi de
numere (adunarea, inmulfirea) parantezele pot fi omise, deoarece com-
pusul este independent de modul in care se asazd parantezele.

De exemplu, notatia 3 4+ 17 + 13 poate reprezenta fie 3 - (17 -
+13) =3 430 =33, lie (3 417) + 13 =20 + 13 =33, edei 3 -
4+ (17 + 13) = (3 + 17) +13.

In cazul fmpiriirii, lipsa parantezelor poate duce la confuzil, De
pildd scrierea 24 : 12 : 2 poate fi interpretatd ca (24 : 12y 22 =2 ;2 —
= 1 (aceasta este interpretarea curentd fn aritmeticd) sau ca 24 :
:(12:2) =24 : 6 = 4. In acest caz nu putem omite parantezele,
sericrea 24 : 12 : 2, fird o conventie prealabild, fiind ambigud.

Legile de compozitie interne, pentru care putem omite parantezele
(caleulele ficindu-se insi de la ,stinga la dreapta“) se numese legi de
compozitie asociative. S-a constatat cd daci agezarea parantezelor nu
influenteazd compusul a trei elemente, atunci comnpusul a patru, cinci
sau mai multe elemente (considerate intr-o anumiti ordine) este de
asemenea independent de agezarea parantezelor. '

DEFINITIE. O lege de compozitie intern¥ peste tot definits intre
elementele unei mulgimi £, notati cu semnul T, se numeste asocia-
tivd, daci:

T (y T 2) = (2T y) T z oricare ar fi elementele z, Y, 7 {dis-
tincte sau nu) din £,

Vo, y, z€ B JJT(?/TZ) = (=T y)Tz'

Din definitie rezultd ci o lege de compozitie peste tot definitd intre
elementele unei muitimi E este neasociativd dacii existd un triplet
(z, y, z) de elemente din E astiel incit:

rTWTAFE@ETyYTa

Adunarea in oricare din multimile numerice uzuale (N, Z, O, R, C)
precum gt in orice multime de numere in care adunarea este peste tot
definitd, este asociativa, cdci, oricare ar fi numerele z, ¥, z (distincte
gau nu) avem:

g+ +2)=@+y
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Inmultirea este asociativi in orice mul{ime de numere in care in-
multirea este peste tot definitd, cdci oricare ar {i numerele #, y, z avem:

z-(y5)=(z"y) 2

Sciiderea respectiv impirtirea nu sint asociative céci, de exemplu:
26 — (4 —2)=24—2=22 g (24—4)—2=20—2=18, deci
24 — (b4 —2) 5k (24 — 4) — 2, respectiv 24 :(4:2)=24:2=12 si
(24:4):2=6:2=3 ni deci 24:(4:2)K£(24:4):2 in folosirea
gerierii cu linie de fractie (cazul numerelor) se utilizeazd linii mici sau
mari. Motivul trebuie cdutat in faptul cd impértirea este neasociativi,
linia mare de fractie indicind pe de-o parte o operatie, iar pe de altd

parte jucind rol de parantezd. De pildd, (24 : 4) :2 = ~Z—-

5.1.16. Teorema de asociativitate. Deoarece in cazul unei legi de
comporzitie asociative (notatd ecu semnul T) compugi 27T (y T 2) &
(zT )7 2 sint egali, se face convenfia ca acegtia si fie notafi cu
semnul 2 T y T z adici:

TyTz=2THTA=2TYT =

Se poate demonstra c¢d in cazul unei legi asociative compusul a
patru sau mai multe elemente (considerate intr-o anumitd ordine) este
acelagi oricare ar fi modul de agezare a parantezelor. Acest rezultat
este cunoseut sub denumirea de feorema de asociativiiate. Vom justifica
aceastd] afirmatie in cazul a patru elemente.

Fie Eo multlme si 0 lege de compozitie internd in F, peste tot defi-
nitd, notatd cu semnul iEe

Compusul Iui @ cu b cu cou die e E,be B, c€ E, d € E) poate
fi interpretat in urmétoarele moduri:

(1) (@T 6T (T ),

@ [(eTdTCTd,

@ leTOTAITd;

(4) a TIOT )T d]

() eT[b T( ¢ T d)].

Tott compusii (1), (2), (3), (&), (5) sint egali. S& ardtim ci:
@THTelTd=a

compusul (1)).

T6 T (T d) (compusul (2) este egal cu
Avem: [(a T8) T T d

=[zT el T & (sanotat a1 b cu )
=(®Te)Td=
SRR R — (s-a aplicat asociativitatea)
=(@TbT(TAd (s-a inlocuit z cu a T b)
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Demonstratia pentru celelalte egahtatl 0 propunem ca exercifiu.
Oricare dintre compugii egali (1), (2), (3), (4), (5) se noteazi cu
semnul ¢ T 6T ¢ d

In cazul unei legi de compozifie asociative compusul a cinei sau mai
multe elemente se noteazi de asemenea firi paranteze.

5.1.17. Exemple. a) Reuniunea, respectiv, intersectia sint legi de
compoziiie, asociative, cici oricare ar fi mulgimile A, B, C avem:

AU (BUC) = (AU B)UC(C, respectiv
A RNEN ECr= (4 N BjneE.

Vom scrie, conform cu conventia deja ficutd, AU BUC in loc de
AU (BUC), respe(,tlv (AUB)UCsi A N BNC in loc de AN(BNC),
respectiv (A n B)NC.

])) Compunerea funcfiilor (5.1.6) este o lege de compozitie asocia-
tivd in multimea functulor definite pe o mu]time E cu valori in E.

Intr-adevir, fie functiile f: E —» E, g: E— E sih: E— E.

Fie h(z) =y, gly) = e
(fo(goh)) (x) = f((go h)( ) = [(g(h( )=f y)) =f(z) =t (fig. 33)
g1 (fog)oh) (2) = (fog) (h(x)) = ( f g) f() ¢t (lig. 34).

Asadar, fo(goh) = (fog)eh, cici functule felgoh) si (fog)oh
sint ambele definite pe £, ian valori in F gi realizeazi aceeasi cores-
pondentd:

H ]I

fol(goh) iz— &
(fog)oh:z— t

In particular, compunerea permutdrilor (5.1.7), compunerea irans-
formdarilor punctuale (5.1.9) sint legi de compozitie asociative.

c¢) Adunarea vectorilor de pozilie este asociativd, ciici oricare ar
. . .. e => -+
fi vectorii de pozitie v,, v,, v;, avem:

(;1 - ;z) aF ;3 = '31 i (;z + ;3)

A
e mhRY g 4 > 6=y
e P
17°(4%) Ny 7 (%g)oh T g
I i ~ l o - Gg
L' o \ L_/ i y
f(z)=t o gy)=z, fzl=t 7 J)=z
Fig. 33 Fig. 34
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d) Adunarea si Inmuljirea matricelor pitrate de ordinul » sint legi
de compozilie asociative, cici oricare ar fi matricele pitrate A, B,
¢, de ordinul n, avem:
(A+B)+C=A4A-+(B+C) si (A*B):C=A-(B-C) (manua-
lul de algebrd pentru anul ITI).

e) Adunarea, respectiv inmultirea in clasele de vesturi mwodulo m
esle asoctatied. Intr-adevir,

A A A TS A A S
(a+b)+e=a+btc=(a+d)tec=at(b4+c)=at-b+ ¢ =

= + (b 4- ¢), respectiv

e /\ /\ A .g"‘\. A A A
4]

Joe=a-be=(a b c=a-(be)=a(b-O=a- (b o)

o

~
(@
Comutativitate

5.1.18. Posibilitalea schimbirii ordinii elementelor ofers simplifi-
ciiri considerabile in calcule. In cazul adunirii §i inmultirii numerelor
se ghie cfi:
£ ¥ =y -+ respectiv -y = 2.

Legile de compozitie interne care indeplinesc o conditie analoagi
cu cea mentionatd in cazul adundrii i inmultirii la numere se numese
legi de compozitie comutative.

DEFINITIE. O lege de compozitie internd, peste tot definiti intre
elementele unei multimi &, notati cu semnul T, esta comutativi
daci, oricare ar fi elementele a si y din & avem:

rTy=yT=
Yo, yeBia T y=yT o
Din definitie rezultd ¢ o lege de compozitie internd, peste tot defi-

nitd, intre elementele unei multimi Z, notatd cu semnul T, este neco-
mutativi dacdl existf doud elemente z si y astiel incit:

rTysFyT

5.1.19. Teorema de comutativitate. Dupd cum am precizat la (b.1.16)
in cazul unel legi asociative compusul a trei, sau mai multe elemente
este acelagi oricare ar fi modul de asezare a parantezelor.

In cazul unei legi asociative si comubative, se poate arita ci com-
pusul a trei, sau mai multe elemente este acelasi, oricare ar fi modul
de agezare a parantezelor si ordinea in care se scriu elementele. Acest
rezultat este cunoscut sub denumirea de teorema de comatativiiate.
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In cazul a trei elemente compusul lui @ cu & cu ¢ se poate calecula
in mai multe moduri, ca de exemplu:

D (eTbd Te (notagie:a T &7 ¢
2y (e T 0T a (notatie: ¢ T &6 T a)
(BNeT(eTh (notatie: e T a T b).

Tofi compusii acestia sint egali. Vom verifica aceasti alirmalie
in cazul compugilor (1) si (2).

(b T €) = (comutativitatea aplicatii elementelor & T ¢ i a)
b) T ¢ (asocialivitatea).

Avem:
wro a= ' .
= (0_1 ¢) T a = (comutativitatea aplicatd elementelor ¢ si b)
a |
i

_5.1.20. Exemple. a) Reunniunea st intersectia sint legi de compo-
zitle comutative cici, oricare ar fi multimile A si B, avem:

AUB=BUAs ANB=Bn A,

b) Compunerea functiilor definite pe o multime E, en valori in
E, care are cel putin doud elemente, este necomutalivi.

Intr-adevir, fie z, € £ si x, € E, cu Ty 5= @y §i functiile f: F — I

- / v
g:E - E date prin f(z) = {"” cacale I (gla) = |® T %
Ty T = Iy Ty, &= Ty

Avem f(g(2,) = f(z,) = , 5i glf(z:)) = gley) = 2y, Asadar, fog = gof.

) Compunerea permutirilor asupra unei muliimi E cu cel putin
trei elemente este necomutativa.

Intr-adevir, fie:

1 2 3 Y% .5\ . 1 2 3 4..n
IE = )§10‘=(
el ey 3 19 4 an
y ST L
Hoa:(l 20 1n] §i oo Tl — 2 4 o'm
3 A 4 e g T

Se observd ¢ Moo=k goll.
d) Adunarca vectorilor de pozitic este o le

) « Avem:

W

ge de compozilie

oy e Vi > TE . -
comutativa, cdci v; + v, = v, 4 v, (fig. 35).
e) Compunerea translatiilor g a
rotatiilor sint legi de compozifie = ==<=Z0 @ —————
comutative edei: ’G’;/f/’:.;— Tasll _—%
: v £
ol =2+ Bt =rlomgt o
o) o R(B) = R(a + B) = 7
= R + «) = R(B) o R(a). Fig. 35,
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f) Adunarea matricelor pdtrate de ordinul n este comutativi, cieci
oricare ar fi matricele pitrate A si B de ordinul n, avem 4 4+ B =
= B + A. :

Inmultirea matricelor pitrate de ordinul » este necomutativi (ma-
nualul de algebrd pentru anul III).

g) Adunarea, respectiv inmultirea in clasele de resturi modulo m,
este comutativi. Intr-adevir,

A A S AN A A .
a-+b=a-+b=>b+ a=>0b-+ a, respectiv
AA P S A A
ai—=g b="bag—=b"q

Element neutru

5.4.21. Numerele 0 gi 1 sint ,fird efect® la adunare, respectiv in-
multire. Mai precis:

(a) 04+ 2z=a+ 0=z oricare ar fi z € R,
(b) l+x=wu+1 =g ovicare ar fi = € R.

Se spune cd 0 este element neutru pentru adunare, iar 1 este ele-
ment reuirwz pentru inmultire. -

DEFINITIE. Fie E o multime pe care este dat% o lege de compozitie
peste tot definit3, notatd cu semnul T . Dacd existi un element
e € E astfel incit:

e e=a"] o=z

oricare ar fi 2 € F, acesta se numeste element neutru pentru
legea T .

Obgerviiri. a) In cazul unei legi de compozitie comutative conditia ¢ T z =
=z [ e =z, poate fi inlocuiticue Ta=xzsauaz Te= =2, ciciza Te=eT =

b) Daci legea este notatd aditiv, atunci elementul neutru se noteazi cu 0,
(prin analogie cu notatia de la numere) si se numeste zero. Avem: @+ ¢ = 0 +
+ xz = = Daci legea de comporzitie este notatd mulliplicativ, atunci elementul
neutru se nofeazd cu 1 (prin analogie cu notatia de la numere) sau cu e si se numeste
element unitate. Avem a1 =1+ = gz, respectiv 2'e=e-a = 2.

5.1.22. Unicitatea elementului neutru
Dacd existd un element neutru e, acesta este unic.

Intr-adevir s4 presupunem ci ar exista doudi elemente neutre e
gi ¢. Considerdm compusul e 7] ¢
e, fiind element neutru, avem: ¢ T ¢ = ¢'.

¢', fiind element neutru avem: e¢ T ¢ = e. Deci ¢ = ¢,
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5.1.23. Exemple. a) In multimea pértilor unei mul{imi E, multi-
mea vidd este element neutru pentru reuniune, iar mul{imea F este
element neutru pentru intersectie.

Intr-adevir, oricare ar fi partea X a lui E, avem:

XUg=0UX=X,
XNE=EnNX=2X.

b) In mulfimea functiilor definite pe o multime E cu valori intr-o
mulfime F, aplicatia identicd e a mulfimii E (¢(z) = z,2 € E) este
element neutru pentru compunere.

Intr-adevir, dacd [ este o functie definitd pe E cu valori in E, avem:

(eof) (z) = e(f(x)) = f(z); eof=f(fig. 36),

(foe) (2) = fle(x)) = f(z); foe=f(lig. 37).

Agadar, eof = foe= .

In particular, permutarea identici este element neutru, pentru
compunere, in multimea permutdrilor asupra unei mulfimi.

e) In mulfimea vectorilor de pozitie, vectorul nul 0 este element

- - - -> -
neutra, cdei v +0=0 v =.

d) In cazul transformirilor punctuale, transformarea identici a
planului este element neutru pentru compunere. Translatia ¢7 de vec-
tor nul este element neutru in mulfimea translafiilor cici 1713 =
=17 4 t7 = t7. Rotatia R(0) de unghi 0 este element neutru in mul-
fimea rotatiilor de acelasi centru, eiei:

R(2)* R(0) = R(0) > R(«) = R(«).

e) In multimea matricelor pitrate de ordinul n, matricea

0 S0 e 0
1ol = || este elemente neutru pentru adunare.
0 O il
4 e
=i x) " ey = 2
o "
Mo =
£97 £ foe S £
~ o ~
“~ ~
! ~
\f‘
Eof=F foe=F (€]
Fig. 36. Fig 37.
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Intr-adevir, oricare ar fi matricea pitratd 4, de ordinul 7, avem:
A0 =10]+ 4 = 4.

n muljimea matricelor pitrate de ordinul n, matricea

10 0.0 ;

este elemen{ neutru pentru inmultire, cici

oricare ar i matricea A, pétratd de ordinul »n, avem:
A E=FE-A=A.

= S - A A
f) In multimea claselor de resturi modulo m, clasa 0, respectiv 1
este element neutru pentru adunare, respectiv inmullire.
Intr-adevar,

?

A A TN A

0+ a=0+4 a = a, respectiv ;
A A I

l-a=1-a=a.

Elemente simetrice *

5.1.24. Se stie cd pentru orice pumir real z, existd un numir real
notat — x, cu proprietatea:

t+(—2)=(—2)4+2=0 (a).

Pentru orice numir real # == 0 existd un numir, notat — sau z2
s a x ;
astlel incit:

Tt — gl g =40 ()

2 . . . )
Elementul — 2z se mai numeste simetricul lui z pentra adunare, iar
elemeatul 27 se mai numeste simetricul lui & pentru inmulfire.

DEFINITIE. Fie E o multime fnzestratd cu o lege de comporzitie,
notatd cu semnul T, fatd de care existd element neutru e. Un ele-
ment 2’ & K se numeste simetricul lul zpentru legea T, daci
2T &=8Tas=2¢
Dacd legea de compozitie este notatd aditiv atunei simetricul 1ni 2
cind existd, se noteazd cu — 2 gi acesta se mai numeste opusul lui 2
(notafia gi terminologia analoagd cu cea de la numerei. In" acest caz:
z+ (— 2)=(— a) + 2 = 0.
Dacd legea de compozitie este notatd multiplicativ, atunci simetri- ‘
cul lut @, cind existd, se noteazd cu 271 gi acesta se mai numegte nversud
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lui z (notatie si terminologis analoagi cu ceajde la numere). In acest caz:
=l ~1 —
BT = Cr 1

Ohserviiri. a) Existenta elementelor simeftrice este conditionatd de exisienia
elementului neutru. intr-o lege de compozitie, fird element neutru, problems exis-
tentei elementelor simetrice nu se pune.

b) Dac# legea de compozitie este comufativd, atunci conditiaz T o' =a' T z =
= ¢ poate fi inlocuitd cu conditia z T & =esanu &' T e =e¢, cicia | 2’ =2’ T a,

¢) Elementul neutru ¢ admite ca simetric pe el nsugi: e T e = e.

5.1.25. Unicitatea elementuiui simefric

Fie T o lege de compozifie asociativi definitd fnfr-o mulfime E, (e,
elementul neatru). Daci z € F admite un simetrie a', atunci acesta este
uni¢. S4 presupunem cd elementul z admite doud simetrice z’ g1 z".
Aceasta inseamnd cd:

x =2 Tz=e¢(a)
z [ 2"=a"Ta=eib]

51 '

compunind la stinga cu 2", egalitatea 2T &’ =e¢ (a) obfinem,
pe vind:

(egalitatea (a))

AR ) e ST (am compus la stinga cu 2")

(e SE ) = e (s-a folosit asociativitatea)

G S R = (s-a finut seama ci e este element neutru)
eT & =3 (s-a tinut seama cd 2" este simetricul Jui

« — relatia (b)).
¥ =w (z-a folosit faptul cd e este element neutru:
e & =),

ceea ce a fost de demongtrat.

5.1.26. Exemple. a) In mul{imea partilor unei multimi E, singurul
element care admite un simetric pentru reuniune este multimea vidd
@ (elementul neutru este multimea vidi).

Intr-adevir, relatia AU A" = @ este adeviratd atunci gi numai
atunci c¢ind 4 = A' = @.

Avem: g U @ = @ (simetricul lui @ este @).

In mulfimea partilor unei multimi £, singurul element care admite
un simetric pentru intersectie este mulfimea E. Justificare analoagi cu
cazul precedent (elementul neutru este mulfimea E).

b) In mul{imea functiilor delinite pe o multime A cu valori in
aceeasi mulfime, singurele elemente care admit simetrice {ald de com-
punere sint functiile bijective (elementul neutru este aplicalia i1denticd
e). Daci functia f: E - £ este bijectivd atunci simetricul hui f este functia

145
10




inversd f~i: E—E. Avem: fofl=f1lof=¢ (Manualul de analizg
pentru anul III).

©) In multimea permutdrilor asupra unei multimi £ = {1, 2, ..., n}
orice permutare (aplicatia bijectivd) admite element simetric, fatdi de
compunere (elementul neutru este permutarea identics). :

2 4\}{eriﬁcéim afirmatia in cazul permutdrilor asupra multimii {1, 2,
, 4}.

, 1 2 3 4 -

Fie f = e d) o permutare asupra multimii {1, 2, 3, 4}.

Inversa acestei permutiri este permutarea

_lﬁ(a b ¢ dy . .
= 1 2 3 4). Intr-adevér,
fon_l_(i 2 3 4]0(.:; b e dy (a b ¢ d

! a b ¢ d 1234)_(abcd)=e
f—»iof_(“ b oc d)o(iz &4 43 3L

: 1234abcd)“(1234)="

Agadar, fof = f1of = e Vom mai scrie:
[1 2 3 & fa b e d
abcd) :(1234)'
d) In mulfimea vectorilor de pozitie, orice vector admite un element

simetric (fig. 38) notat —v,

Avem: v + (—9) = (—v) + 2 = 0.

e) Orice translatie admite un element simetric pentru compunere::

Iy " e
Avem: 7' =13, Intr-adeviir 13 ot = ¢7 (compunerea translaii-
lor este comutativi: 7ot — t3ot,).

In multimea rotatiilor de acelasi centru,
fiecare rotatie admite un element simetric
pentru compunere.

Avem: R (a) = R(—u«).

Intr-adevir:

R(a) o R «) = R(a) ° R(—a) = R(x +
=+ (—«)) = R (0) (compunerea rotatiilor este
comutativd: R(a)o R(«) = R(a) o R(a)).

Fig. 38.
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f) In multimea matricelor pitrate de ordinul », orice matrice 4 =
= | a;;|| admite un opus, matricea —A =| —a;[l. Avem: A +
+ (—4)=(—4)+ 4 =] 0]. _ .

In multimea matricelor pitrate de ordinul n, matricele nesingulare
(cele care au determinantul diferit de 0) sint singurele matrice inver-
sabile (manualul de algebrd, anul III). Intr-adeviir, dacd det (4) = 0,
atunci existi A~l, astfel incit A+A'= A"-A=FE (L; matricea
unitate).

g) In multimea claselor de resturi, modulo un numir natural, orice
element admite un simetric fatd de adunare (orice element are un opus).

Avem:
A
—Tr = —X.
P

A i A A
Intr-adevir, z + (—2) = 2 + (—=2) = 0. Deci —z = —uz.
De exemplu, in mulfimea claselor de resturi modulo 5, avem:

~0=0

A N A
= Gy IR
A N A
A N A
- BT RLH
A A
—4:'——4—=1-

Se poate demonstra cii in mulfimea claselor de resturi modulo un

A
numir natural prim, orice element diferit de 0 admite un simetric fafé

de inmultire.
De exemplu, in multimea claselor de resturi modulo 5, avem

(i)—1 =l Verificare: (?L)"l g d =l

(ﬁ)‘l = § Verificare: (5)‘1 5 :§ § = 6:1\
(@)‘1 =9 Verificare: (§)—1 A8 e e Bt
(2&)‘1 =4 Verificare: (éAe)‘1 . ﬁ =4 I: LA e il

in cazul claselor de resturi modulo un numéir natural m neprim
existd elemente care nu admit simetrice fatd de inmulfire (divizorii
proprii ai lui m).
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A
De exemplu, in cazul claselor de resturi modulo 12, elementul 3 nu
admite un invers.

= A . . #
Intr-adevir, si presupunem ci 3 ar admite ca invers pe x(x € Z).
- P

e A A A
Atunei 3 *x =1, sau 3+ 2 =1, de unde 32 — 1 — 12L,
Din ultima egalitate, deducem 3(z — 4%) = 1, de unde rezulti ci
3 divide pe 1, ceea ce este fals.

Distributivitate

5.1.27. Se stie cd in caleuiul cu numere, proprictatea care face legi-
tura intre adunare si inmulfire este proprietatea de distributivitate:

Wy t+a=zy+zz (a)
(y+2-c=gyst2z  (b)
Aceastd proprietate joacd un rol esential in calculele unde apar
aceste doud operafii.

DEFINITIE. Fie & o multime inzestrati cu doui legi de compozitie
interne peste tot definite notate cu semnele T si _| . Se spune cj legea
| este distributivi fatd de legea | dac oricare ar fi %, y, z distincte
sau nu din %, avem:

(1) TT (W la=@Ty l(zT2d
(2) (yla)Tae=(@Taz) LTz

In cazul ¢4 prima lege este notatd multiplicativ iar a doua aditiv,
relatiile (1) g1 (2) devin:

=yt 5 =(2-y) -+ (z-2)
Wt+2 z=(y-2)+(z-2)
Ohservare. In cazul cind legea notatd cu semnul - este distributivi fatd de

legea notald en semnul 4+ s legea * este comutalivil, atunci conditiile (1) si (2) sint
indeplinite, daci este indeplinitd numai una dintre ele,

5.1.28. Exemple. Se demonstreazi cd, in mulfimea pirtilor unei
multimi F, intersectia este distributivy fatd de reuniune si reuniunea
este distributiv fatd de intersectie, adicd oricare ar fi partile 4, B, C
ale lui E, avem:

AU(BUC)=(ANBU AN (), respectiv,
AU(BNC)=(4U B)n(4 U ©).
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S-a scris o singuril relatie, pentru fiecare caz, deoarece intersectia,
respectiv reuniunea este comutativi. ' _

b) In multimea matricelor pitrate de ordinul n, inmu]{u';rea_, esI;te
distributivd fatd de adunare, ciici oricare ar [i matricea A, B, C, din
multimea consideratd, avem:

A (BLC) = A~FB L AC 1)
(B LC)»A =B AL C-A (2)

e) In multimea claselor de resturi modulo un numir natural, inmul-
firea este distributiva fatd de adunare.

A A A
SR : , o L '
Aceasta inseamnd cil oricare ar fi elementele z, y, z, dintr-o muliime
de clase de resturi avem:

A A A A %

Intr-adevdr, -y +t2)=2z-(y+2)=0-(y+2)=aytaz=
P P A A A
=yt zrr=2"YyYy+x'%

5.2. Structuri algebrice: grup, inel, corp

!

5.2.1. Introducere. S-a vizul in paragrafele precedente, ci prin
darea unei legi de comporzitie (sau mai multe) pe o multime, avern
posibilitatea de a face calcule cu elementele multimii respective, asemi-
nitoare, din unele puncte de vedere, cu caleulele din algebra elemen-
tard. In algebrd intereseazd acele legi de compozitie care au simultan

i roprietati. .
mmﬂnll;glzeds e{})mpozi:{.ie intre elementele unei multimi care indeplinegte
anumite conditii, se spune cd determind pe multimea respectivd o struc-
turd algebricd. Condifille respective se mai numesc axiomele struqtur;:u,
cdci din ele rezultd toate proprietitile _(teoremale strugtum respective™).

Exemplu. S-a observat ca multimile Z, Q, R‘, C’ inzestrate cu adu-
narea, multimea permutdrilor asupra unei nimltlrm inzestrate cu ope-
ratia de compunere, mulfimea matricelor patrate de ordinul » inzes-

: ¥ B o n =

* fn alard de structurile algebrice, in matemalici mai sint cunoscute urmi

toarele structuri: 1. siruciura de ordine (caracterizald prin darea unei relatii de

ordine) si 2. structura topolozicd (prezentarea axiomelor acestei structuri depiigeste
cu mult cadrul acestui manual).
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tratd cu adunarea, mulfimea claselor de resturi modulo n, inzestraty
cu adunarca efe. au o particularitate comuni:

Operatia consideratd este asociativd, existd element neutru, orice
element admite un simeiric.

S-a constatat, in plus, ed din aceste conditii rezultd un num&r foarte
mare de consecinte i aceasta a determinat interesul de a studia propri-
etdtile unei legi de compozitie, definitd pe o mullime arbitrardi, asocia-
tivd, cu element neutru, astfel incit orice element s34 admiti un simeiric.
A apdrut astfel structura algebricd de grup, caracterizati de urmi-
toarele axiome:

A. Asociaiivitate,

B. Euzistenta elementului neutra,

C. Orice element admite un simetric.

Toate proprietitile care rezulti din aceste axiome sint, in parti-
cular, adevirate in grupurile concrete cunoscute, cum ar fi cele men-
{ionate mai inainte.

Numérul mare de proprietdli, pe care le au grupurile, precum si
numeroasele aplicatii pe care le au acestea in alte ramuri ale matema-
ficii, au determinat pe algebrigti sd studieze in mod special structura
de grup. S-a creat astfel un capitol vast al Algebrei, cunoscut sub
denumirea de T'eoria Grupurilor.

Asupra structurii de grup vom reveni in paragraful urméitor.

Cele mai importante structuri algebrice sint urméitoarele: grupul,
inelul, corpul, modulul, spajiul vectorial, algebra. In acest manual nu le
vom studia decit pe primele trei.

Mai precizéim, pentru a inldtura eventualele confuzii existente, ci
prin gziome nu trebuie infeles nigte adeviruri evidente din punct de
vedere intuitiv (asa cum se afirmd unecri, despre axiomele geome-
triei), e1 un sistem de propozifii din care rezulti toate proprietitile din
teoria respectivd. Alegerea unui sistem de axiome nu se face in mod
arbitrar. Se are in vedere si decurgd din ele, pe cit posibil mai ugor,
proprietdli care si justifice importanta teoriei respective si si permiti
aplicarea teoriei respective la modelele concrete importante.

In mod curent, cind s-a stabilit un sistem convenabil de axiome,
pentru o teorie, se spune ci s-a facut axiomatizarea teoriel respeciive si
cé deducerea proprietdtilor (teoremelor) teoriei respective se face prfn
metoda axiomaticd.

Mentiondm, in plus céd, in general, o teorie poate fi axiomatizati in
mai multe moduri echivalente, astfel incit existd posibilitatea ca o
propozitie care este axiomd intr-o axiomatizare, si devind ieoremd
(censecintd) in alt sistem de axiome.

Pentru exemplificare, vom considera cazul grupuriler. Se poate
demonstra ¢ in cazul unei multimi G inzestrate cu o lege de compozitie
notatd multiplicativ, asociativii (A), cu element neutru (N), astfel incit
orice element admite un simetric (S) (axiomele grupului), rezulti ci
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(T): ,orice ecuatie ax = b gi xa = b are solutie unicid” (¢ €EG, b €6,
z € G). In cadrul sistemului de axiome (A), (N), (S), propozitia (T) este
o teorem# (se va demonstra aceastd afirmafie in paragraful urmadtor).
Se poate ardta cd dacd se considerd o multime G inzestratd cu o lege
de compozitie asociativd (A), astfel, incit ,orice ecuatie de forma
za="5 gi ax =0 are solutie unicd” (T), atunci G este un grup in
accepfia anterioard:. In acest al doilea caz axiome sint propozitiile (A)
gi (T), iar propozitiile (N) si () sint teoreme (rezultid din axiomele (A)
i (T)).

In zilele noastre, marea majoritate a teoriilor din matematici sint
axiomatizate gi se fac chiar incercéri, unele reusite, de axiomatizare a
unor capitole din gtiinte mai putin inrudite cu matematica.

Grupuri

5.2.2. DEFINITIE. O lege de compozitie intre elementele unei
multimi G, determind pe aceasta o structurd de grup daci:

(P) legea de compozitie este peste tot definitd,

(A) legea de compozitie este asociativi,

(V) existd element neutru,

(8) orice element din & admite un simetric.

Multimea G inzestrati cu o structurd de grup, poarti numele de
grup. g :

Daci, in plus, legea de compozitie este comutativd, se spune ¢ grupul
este comutalie sau abelian.

Conditiile (P), (A), (N), (8) sint asadar, aziomele grupului®. Dacd
legea de compozitie este notatd cu semnul T, axiomele grupului pet
fi redactate explicit, astfel:

(P) Compasul z | y este definit, oricare ar fi elementele z€G si y&G
(distincte sau nu).

(A) 2Tl T 2 = (2T y) T 2 (oricare ar fi z, y, z elemente dis-
tincte sau nu din

(N) Existd in G un element e astfel incit e Tx = 2 T e = z (oricare
ar fi z€G).

(S) Pentru orice z € G, existd un element 2" € G astfel incit:

AP = R
* {n med curent conditia (P) nu este mentionati printre axiomele grupului.
Noi am trecut aceastd conditie printre axiome, pentru a preintimpina unele gregeli

curente, izvorite din faptul cid nu sintem in posesia unor notiuni (parte stabild,
subgrup) care ar permite evitarea gregelilor.
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_Dacd legea de compezitie este notatd aditiv, respectiv multiplicativ,
axiomele grupulul sint urmdtoarele:
Transcriere aditivd Transcriere multiplicativi
(P) # + y este deflinit, oricare
ar fi z€G, ye G (evident, z + y
trebuie s8 apartingd Iui &). (A)
%+ (¥ +-2) = (z -+ y) + 2 ori-
care ar fi z, y, € G.

{IN) existd in & un element notat
cu 0 — elementul neutru — astfel
fncit: £ -0=0+4 z = 2, ori-
care ar fi & € G.

(8) Pentru orice 2 = @, existd
un element opus (—z) € G (si-
metricul lui «) astfel incit:

(P) = -y este definit, oricare ar
fi €6, ye6 (evident z-y tre-
buie sd aparfind lui G).

(A) z-(y-2) = (z*y) -z oricare
ar fi z, ¥, z € G

cu 1, respectiv e, astfel incit:
z-1 =1-2 = z, respectiv z-¢ =
=gsx = g, oricare ar fi x 6.
(S) Pentru orice &G, exista un
element invers z' €6 (simetricul
lui z) astfel ineit:

T4 (—z) = (—zx) + 2 = 0. T G e

In cazul cind legea de compo-

L ind le In cazul cind legea de compo-
zitie notatd aditiv, determind o zifie, notatd multiplieativ, deter-
structurd de grup, se mai spune mind o structurd de grup,se mai
cd grupul respectiv este un grup gpune ca grapul respectivjeste un

aditiv. grup muliiplicaiio.

K99 y .

5.2.3. Exemple. a) Multimea nwmerelor naturale N, inzestrati cu
adunarea respectiv inmultirea nu este un grup, cici, de exemplu, con-
ditia (5) nu este indepliniti.

Intr-adevir, de pildi elementul 3 nu admite un apus (—3), respectiv

: i '

—1 __ X S B i g
un invers |3 -—3—} care s5& apartind lui N. Conditia (S) nu este
indeplinitd. :

b) Mulfimea Z a numerelor intregi formeazd un grup fatd de adu-
nare, grupul aditiv al numerelor intregi.

intr-adevir:

. ) W% s .
(P) Daca 3:6:5 $1 y=Z, atunet x 4 y&Z (suma a doud numere intregi
este un numir intreg). Adunarvea este o lege de compozitie peste tot
definitdi fn mulfimea numerclor intregi. )

(A) Adunarea, in muliimea numerelor intregi, este asociativi:
&+ {y 4+ #) = (x 4 y) 4- 5, oricare ar fi z€Z, yeZ, z € Z.
(N) In Z existd vn element neutru, elementul 0:

£2-+0=0-+ 2=z oricare ar fi z€Z,
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(IN) existd in G un element notat

(S) Pentru orice €2, existi un element —zeZ (elementul simetrio
al lui z) astfel incit:

x4+ (—2)=(—2) + =0

Deoarece adunarea este gi comutativd (z + y = y -+ , oricars ar
fi numerele intregi z si y), grupul aditiv al numerelor intregi este un
grup comutatiy.

Multimea Z a numerelor intregi nu formeazd grup fatd de inmultire.
intr-adevr, nici un element, diferit de 4-1, nu admite un gimetric
fatd de inmultire. Condifia (5) nu este indepliniti.

¢) Muliimea Q a numerelor rajionale formeazd grup comultativ fald
de adunare, grupul aditiv al numerelor rationale. Justificarea acestei
alirmatii se face in mod analog, ca in cazul grupului aditiv al numerelor
intregi.

Multimea Q@ a numerelor rationale nu formeazd grup fatd de inmul-

" fire. Intr-adevsr, sint indeplinite conditiile (P), (A), (N), dar nu este

indeplinitd conditia (S), céiei in @ existd un element, elementul 0, care
nu este inversabil,

d) Multimea Q" = @\ {0} (multimea numerelor rationale diferite
de 0), formeazi grup fatdi de inmultire, grupul multiplicativ al nume-
relor rationale diferite de 0. Dacd z€Q’ st y&¢, atunei z -y
(Produsul a douf numere rationale diferite de 0 este un numir
rational diferit de 0.) Inmuliirea este peste tot definitd in Q.
(A) inmultirea in Q' este asociativii:

z +(y +2) = (x +y) -z (oricare ar fi z, ¥, z€Q).

(N) In @' existi un element neutru pentrn inmultire, elementul 4.
intr-adevar
# +1=1+2=a, oricare ar fi 2 € Q"

(S) Pentru orice element z din @', existd un element 271 (inversul lui )
astlel ineit:
gogt=at-2=1.

Deoarece inmuliirea este comutativi, rezultd cd grupul multiplicativ
al numerelor rajionale este comutaliv.

In mod analog se justificd urmitoarele afirmatii:

e) Adunarea determini pe mulfimea numerelor reals o structurd
de grup, grupul aditiv al numerelor reale. Acest grup este comutativ.

f) Adunarea determini pe mulfimea numerelor complexe o strue-
turii de grup, grupul aditiv al numerelor complexe.

Acest grup este comutativ.

inmultirea nu determind pe mulfimea numerelor reale, respectiv,
multimea numerelor complexe, o structurd de grup. (Numérul real 0,
respectiv numirul cormplex 0, nu admite simetric.)
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o) Inmultirea determini pe multimea numerelor reale diferite de 0
(AN {0}) o structurd de grup, grupul muliiplicativ al numerelor reale
diferite_de 0. Acest grup este comutativ.

h) Inmulfirea determini pe muliimea numerelor complexe diferite
de 0 (C\ {0} o structurd de grup, grupul multiplicativ al numerelor
complexe diferite de 0.

i) Inmultirea determind pe mulfimea numerelor reale pozitive A,,
o structurd de grup, grupul multaplzca.zw al numerelor reale poziiive.
Intr-adevir,

(P) Inmul{irea este peste tot definitd in multimea Ii,, cici produsul a
doud numere reale pozitive este un numér real pozitiv.

(A) Inmulfirea este asociativi.

(N) In R, ‘existd element neutru, pentru inmultire, elementul 1 (1€ R,).
(5) Inversul unui numdér real po,nuv este tot un numir real pozitiv.

i) In mulgimea § a aplicatiilor brgectwe ale unel mulfimi I pe ea
tnsdsi, compunerea delermind o strueiurd de grup.

Pentru demonstratia acestei afirmatii verificim axiomele grupului.
(P) Prin compunerea a doud functii bijective definite pe o multime E
cu valori in E, obtinem o funclie bijectivil definitd pe E cu valori in E.
intr-adevir, fle g:E—Egif:E- E doudl aplicatii bijective (deci injec-
tive gi surjectlve)

1) Functia gof este definitd pe I cu valori in E (fig. 39).

2) Functia gof este bijectivd, cidci sint adevidrate urmé&toarele
implicatii:

g(f(@)) = g(f(z,))

3) Functia g o f este surjectivd, ciici, oricare ar fi z& F, existd y & F,
astfel incit z = g(y) i oricare ar i y& L, existd xc E, astfel incit y =
= f(z) gi deci z = g(f(x)); oricare ar fi zE€FE, existd z&E, astfel incit
z = g(f(z)) ] o

Compunerea aphca[siilor bijective definite pe E cu valori in E este
o lege de compozitie peste tot definitd (condifia (P)).

(A) Compunerea aplicatiilor bijective f: % — £ este asoclatwa (S-a
demonstrat la 5.1.47 (b)).
(N) In multimea aplicatiilor bijective f : E - E,

(Functia f este injectivi.)
(Functia g este injectiva.)

e aplicatia identicd e, e(x) = x, care este bijectivd,
£ —————— £ este element neutru (5.1.23, b)
~ eof =foe={, oricare ar fi aplicatia bijec-
\\ tivd f: E - K.
P x J (S) Pentru orice aplicatia bijectivd [:E — E,
b existi o aplicatie bijectivd [ : £ — E (5.1.26 (b)),
N inversa functiei f (aplicatia f fiind bijectivi, este
NF  inversibil¥) astfel incit:
Fig. 39. - [ef=fefT=c
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Grupul aplicagiilor bijective f: E — E (grup fati de compunere) se
mai numegbe grupul iransformdrilor muliimii E.
Daed multimea E are cel pufin trei elemente x;, z,, x; atunci
grupu] transformérilor multimili F este necomutatie.
Intr-adevir, fie f:E— E 51 g:E— E doud aplicatii bijective
definite astlel:
2, dacd x & @, o5} x, dacd z & {r;, Z,}
flz) =1 2y daca @ = &, o Elx) = ¢ a.daca @ — o
5, dacd £ — 2y ] 2y, dacs = %y
Fvident cd aplicatiile f 51 g sint bl]ectlve
Avem: g(f(23)) = g(xs) = @y §i f(g(wy)) = f(w3) = 2. Agadar, goff
o

1) In particular, daci mulfimea E este finitd, grupul transformi-
rilor multimii £, devine grupul permutdrilor asupra mulfimii E. Dacd

multimea £ are n elemente — putem considera F = {1 D
atunci grupul permutirilor asupra multimii ¥ este un oq"up cu n! ele-
mente (existd n! permutdri asupra mul‘mm:. = 4,20 .., m}. Grupul

permutérilor asupra unei mulfimi cu n elemente se mai num(,st.e grupul
stmelric de gradul n si se noleazd cu o,

Pentru n > 3, acebt grup este necomutativ,

De exemplu, grupul sun{,tflc de gradul 3 (grupul permutdrilor
asupra multimii £ = {1, 2, 3}) este un grup necomutativ cu 6 elemente.

Se verificd fird dlflcultdtﬁ ci:

m) multimea vectorilor de pozitie formeazd grup comutativ fatd
de adunare,

n) mulf{imea translatiilor formeazd un grup comutativ fatd de com-
punere,

p) multimea rotatiilor de aceclagi centru, formeazi grup comutativ
fatid de compunere,

q) multimea matricelor pitrate de ordinul n formeazd grup comuta-
tiv fafd de adunare, dar nu formeazi grup fatil de inmul{ire cdei matri-
cele singulare nu sint inversabile (manualul de algebrd pentru anul III),

r) multimea claselor de resturi modulo n formeazi grup fald de
adunare, dar nu formeazd grup fatd de inmultire, cdei O este neinver-
sabil.

5.2.4. Consecinte imediate ale axiomelor grapului

a) Compusul a trei, pairu, saw mai mulie elemente este acelast, oricare
ar fi modul de agezare a parantezelor (consecintd a axiomei (A), 5.1.16
— teorema de asociativitate).

b) Intr-un grup existd un element nentrn (axioma (N)) si numai unul

(5.1.22, unicitatea elementului neutru).
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¢) Orice element admite un simetric §i rumai unul (existenfa este
dati de axioma (S), iar unicitatea este datd de axiomele (S) si (A); v.
5.4.25 — unicibatea elementului simetric).

d) Intr-un grup G a edrui lege este notatd multiplicativ avem: (xt)=2a.

Intr-adevir, din 2! = 27z = ¢ (axioma (S)) rezultd cd inversul
i a7 este z.

In cazul unui grup a cirui lege esie notatd aditiv avem — (—a) =
= 7.

5.2.5. Elementul 2", respectiv na(zcN), operatii eu elemente de
aceastd formi. Legea de compozitie a unui grup fiind asociativd, com-
pusul a trei, patru sau mai multe elemente nu depinde de agezarca
parantezelor (Teorema de asociativitate 5.1.46). Ne vom ocupa la acest
punct de cazul particular, cind se compune un element cu el insusi
de mai multe ori, mai precis de elemente de forma a7z 27 ... T 2.

Fie un grup G, a cirui lege este notatd mulliplicativ. Prin analogie
cu notatiile folesite la numere, vom pune:

st =g

28— S e
BE == e -

e = IR TS cx(n £ N) A

n elemente
Elementul z® va fi numit puterea ¢ n-a a lul a.

Observiri 1) fn cazul unei legi neasccialive, notali multiplicativ, se poate
defini ca mai sus puterea intii si a dona. Incepind de la puterea a treia, este nece-
gard o scriere cu paranteze. De obicei in acest caz se preferd o definitie de la ,stinga
la dreapta®:

2% = (2 +2)* 2 (primul 2 din stinga se compune cu al doilea si rezultatul cu al
treilea)

72 — el v} =xir ot

Se chservit ol acceptind aceasld definitic, in general, in caznl unei legi neaso-
ciative avem a? £+ (z+ @), 2 £ (= - a) * (24 2), 2 5- =z [=(x* 2]] ete.

Dacil Tegea grupului G este notati aditiv, atunci prin analogie cu notatiile de la
numere sc¢ pune:

1 eg— g

2rr =3

Srx=ct+ al
............................... G
Bt T= 2t & iaeren + z{z = N)

n ¢lamenle

—

Precizim i, in general, scricrea nz nu reprezintd o inmulfire intre » si @, ci
numai o notatie pentru elementul x4 &4 ...... + a (De altfel, in general,

n elemente

n & G).

De exemplu, in grapul aditiv & al claselor de resturi modulo 3 avem:

A A A A A A A
5:2=2+ 242424 2=1 (5eqG.

Avem:
(1) M = ghtm
(2) (;Eu‘)m — ghm,

intr-adevir,

v g = gntm

—————

afe g = (g, =y s (pesaps o =gl ipaegaes

n clemente

(am)m = (&

m elemoute a4 moelemente

i R G RO

L e
n elemente n elemente
m paranteze

n elemente

=z
e Wil i Do
mn elemente

cp = gnm,

Se observi ci in demonstratia relatiilor (1) si (2) nu a intervenit decit axioma
(4). Aceste egalititi sint deci adevirate, pentru orice lege asociativi notatd mulli-
plicativ.

In cazul cind legea grupului este notati aditiv, relatiile (1) si (2) devin:
(1) nw -+ mx = (n+ mz,
{2) m(na) = (mn)x.

2) Tgalitatea (z:y)® = a7« y7, adevirati in cazul numerclor, nu este ade-~

virald, in general, inlr-un grup necomutativ.
De exemplu, daci consideriia grupul necomutativ al permutirilor asupra

mmymﬁ{LQ,&é}$inﬁhnf=[i234si L 123ﬂ.Awm:
3124 2143
oo maEsEy . fesEy . .
Foer={ Joroe=( 0] s dei fogrtfion
1623 2314

5.2.6. Simetricil compusului & douit san mai multe elemente. Fie G
un grup netat mulliplicativ 81 2 &€ G, y € G.

Avem:

4 e gt =l gl

intr-adevir, ;

(eog)s gt o7l) = (G fiind grup, z, respectiv y admite un
simetric 271, respectiv y1).

st = {teorema de asociativitate — 5.1.16).

=z - [(yy™)

Gl e
S




- Agadar, (z-y)-(y2-2') =e In mod analog, se arati ci (y 'z -
.(z+y) = e. Ultimele doud egalitdti aratd cd jelementul y= -z este
simetricul elementului zy, adicd
(z-y)yt =yt 2t
Se poate -demonstra fird dificultate cid

(@) (@ y ot =yt o

L —1 —f
GRS T S0 G T

(3) (s o

In cazul cind legea grupului este notatd aditiv égalitﬁ@ile (1), (2),
se transcriu astfel: '

)
(1) = (z+y) = (—y) + (—2),

Q) — (& + y+ 2= (—2) + (=9 + (—2),

B) — (@1 + Zp + oo + 2p) = (—n) + oo + (%) + (—2).

In cazul cind grupul G multiplicativ este comutativ, avem evident:

(z-y)t=at gyl
2oy gt =l yte g,

1

(@ * @y e ") =2 @yt t T

5.2.7. Patei eu exponent jntreg intr-un grup multiplicativ. Intr-un
grup G, notat mulfiplicativ, avem: (z)* = (2", n € N. Reddm ideile
demonstratiei in cazul » = 3.

Avem:

s (2713 =
=(zrzr2) (zt -zl zl) =
= (st O a0 s A R S e A (S-a folosit asociativitatea care
permite si agezdm parantezele
cum dorim.)

(S-a tinut seama cd x 2! = e.)
(S-a tinut seama cd e este ele-
ment neutru.)

(Se repetd procedeul anterior.)

— (A e
= (z @) (@ x) =

=z-(z-al) =

— e e
Asadar, 2% (#1)% = e. in mod analog se demonstreazi cid (a7%)3-

. 23 = e. Deci, a3a1)? = (a1)? - 2® = ¢, egalitatea care dovedegte cd

(1) este inversul lui z?, adiedl (2®)™ = (271)%

Relatiile (a) 2™+ 2™ = a™*(n, m € N), (b) (2")™ = 2™ (n, m € N) si

{c) (2 )" = (2")(n € V) permit si gencralizim notiunea de putere, de
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la puterea de exponent natural, la puterea de expone‘nt intreg (intr-un
grup multiplicativ), procedind aseminitor cu cazul numerelor.

In acest scop, vom pune:
=e,
"= ()" sau = ()1 ((z )" = (aM)D), n € N.

Egalititile (a), (b), (¢) rdmin adevirate si in cazul exponentilor
intregi. Agadar, avem

a* =P — patB o, BEZ (a)
(xoc )G = xdﬁ, &, ﬁ‘ cZ (b)
(a71)* = (2%)7, xEZ (c)

Vom demonstra numai ¢i egalitatea (a) este adevirati, celelalte le propunem
ca exercitii.

Cazul 1. « = n, B = m; n, m = N,

Avem: a% - gf = gn .+ gm = gntm = 2%+ (acest caz a fost studiat).

Cazul 2. 0 = 0,B=n,n < N.

Avem: g%+ aB = a0« an = ¢+ 2t = M = g0+% — g™4p,

In cazul @ = n, B = 0, n & NV se procedeazi la fel ca in cazul 2.

Cazul 3. « =0, B = —n, n = N.

Avem: 2%+ 2f = 20 2 =¢-an = 2N = ZR = 0 — o%+B,

in cazul o = —n, 3 = 0, n = N se procedeazi la fel ca in cazul 3.

Cazul L.
o= —n, f=—m, n, m = N.

Avem: a%+ af = gn-gzm =

= (an)-1- (am)-1 = S-a aplicat definitia puterii de exponent
P P

intreg negativ.)
= (am« z7)~1 = (S-a folosit relatia a~'+ b=t = (b * a)L)
= (xm+n)—1 =
= (agntm)-1 — (8-a tinut seama ¢4 adunarea numerelor natu-
rale este comutativi.)
(S-a tinut seama de definitia puterii de expo-
nent intreg negativ.)

= g~(ntm) =

= z(-MH(rm)= z%4B,

Cazul 5. o« = n, B = —m, n, m = N.

Dacd n = m, atunci

% e gf = g e g N — g0 — xot-l-ﬂ(a_l_ B:n+ (—n) = 0).

Dacd n>m, atunci n=F%+ m, unde ke N, (k=n—m) si avem a%-
o 2B = afttmoe gom — ghe gme gom = gh e g0 = gh — gn-m — gni(-m) — LB,

Dacin<m, atuncim=n -+ k,unde ke N (k=m — n) si avem: a% - ¢f =
= gl g k= gn.g-mH-R = gn.zne.zgh—pepgh_ g-bh — go-m — 20HB,
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5.2.5. Simplificersa la stinga si la dreapta. S-a vizut la capitolul

»legi de compozitie interne® ¢l din ¢ = b, rezultd ¢ T 2 =0T 2(e =.

=h=>a T =0T %), dar dina™[ « = b | z, nu rezultd, in general,
a = b. (Discufia analoagd in cazul cind se compune « la sting;a.)

Vom ardta ci intr-un grup G are loc gi implicalia inversd:
O B =bF == Db, (¢, b, x € G).

Intr-adevir,

#'= (T )T = (Am compus ambii membri ai ega-
litatii eu z', simetricul lui z.)
T &)=>bT (xT a')= (5-a folosit asociativitatea.)
(S-a folosit proprietatea z T z’' =
= ¢.)
= b (S-a tinut seama ci ¢ este elemen-
tul neutru.)
Asadar, (@ T z2=bT 2)=>a=2"
In mod analog, se demonstreazi ¢ (2 T a= 2T b) = (a = b)
Dacl, dacd a, b, = sint elemente ale unui grup a cdrui lege de compozitic
este notatd cu semnul |, avem:
(1) (e =08)={(aT =0T %), respectiy
2 (e=b<w(zTae=2zTh).
Relatiile (1) si (2), in cazul grupului aditiv, devin:
(a=bes(et+z=0b+2)
(¢ =0) = (x+ a= 2zt b)

In cazul grapului multiplicativ relatiile (1) si (2) devin:

{a =&)<= (a2 =0b-x), respectiv
(e=0b)< (zra=ux-b).

5.2.9. Eeuatii infr-un grup. La acest punct ne vom referi la ecua-
tiile de forma a T % = b, respectiv 2 T a =0 (coeficientii a gi & sint
elemmente ale unui grup a cdrui lege de compozitie este notatd cu sem-
nul T, iar z este necunoscuba, element al acelulagl grup).

Avem:
a ] =0« ) :
sad TleT 2y=d T he (5-a folom_t rela@_la Q_de la'5.2.89)
wla Tele=dTbs (S-a folosit asociativitatea.)
e 2=aTbe (S-a tinut seama cil ¢’ T a =e.)
Sl —— TR (S-a tinut seama cd e este ele-

ment neutru).

\
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Agadar, ecuafla @ T # = b este echivalenti cu ecuatia z = o’ T b.
Altfel spus, ecuatia a T z = b are o singurd soluie x = o’ T b. In mod
analog se aratd ci ecuctia T a= b, areo singurd solufie x =0T a'.
Ecuatiile ¢ T 2 =% 8i. 2 7 a= 5 au in general solutii diferite. Daca
grupul este comutativ, cele doud ecuatii au aceeasi solutie.

In cazul grupului aditiv afirmatiile anterioare se transcriu astlel:

Ecuatia @ 4- 2 = b admite o singurd solutie 2 = (—a) - b, iar
ecuatia @ + @ = b are o singurd solutie x = b + (—a).

Dacd grupul este comutativ, atunci cele doui ecuatii au aceeasi
solutie x = (—a) + b = b 4 (—a).

Aceastd proprietate ne permite si introducem intr-un grup aditiv
comutativ o operalie aseminitoare cu scdderea 81 notatd cu semnul
—, in felul urmétor: b —a¢ =5+ (—a) = (—a) + b. Altfel spus,
b — @ reprezintd solutia ecuatiei z + a = b, respectiv @ -+ z = b.

In cazul grupului multiplicativ afirmatiile privitoare la solutiile

ecuatiilor ¢ 7 & =0 i 2 T a = b se transcriu astlel:
Ecuatia a-x =05 admite o singuri solutie x — al-b, iar ccualia
x+a=0b admite o singurd solutie z = b - gL

Dacd grupul este comutativ, atunci cele doui ecuatii au aceeasi
solutie ® = @'+ b = b a'. Aceasti proprietate ne permite si intro-
ducem intr-un grup multiplicativ comutativ o operatie aseminitoare
cu impértirea notatd cu semnul: sau linia de fractie, in felul urmétor:

bia=at-b=0-a? sau folosind notatia cu linia de fractie,
b

=gl =b:g
@

5.2.10. Izomorfism. Omomorfism (de grup). Existi un numir foarte
mare de exemple de grupuri. Aceste grupuri au multe trisituri comune,
provenite din faptul ¢i toate au aceeasi structurd (de grup), dar intre
ele existd in general si unele deosebiri provenite din natura diferiti a
elementelor lor. Aceste deosebiri pot fi ins¥ neesentiale.

Se considerd identice din punct de vedere algebric doui grupuri,
de naturd diferitd, atunci cind elementele lor se pot asocia doud cite
doud, astfel incil orice ,relatie algebrici® intre elementele primului
grup sd lie adeviaratd simultan cu relatia obtinutd inlocuind elementele
primului grup cu cele asociate din grupul al doilea.

Exemplu. Fie grupul G al claselor de resturi modulo 4 g1 grupul G’
definit de inmultire pe multimea {1, i, —1, —i}. (Se verifici fird difi-
cultate cd multimea {1, i, —1, —i} inzestrati cu operatia de inmul-
fire este grup.) :

161

11 — Elemente de algebrid superioarid, anul IV




Tabelele legilor de compozitie sint urmitoarele:

pentru G pentru G’

2l 5T 58 o | 1 1 —1 —i
N LA A A A —1 _1 —i 1 1
27152 S8 Uk, :

Al & RN A —] —1 '1 1 —1
3|3 0 1 2

A
Asociem elementele celor doudi grupuri in felul urmdétor: 0cul,

~ A ) A & o G . : -
leui,2 eu —1, 3 cu —i. Sd notdm elementele asociate cu acelasi semn.
In felul urmator:

A .

0, respectiv 1, cu a

A

1, respectiv i, cu b

A -

2, respectiv —1, cu ¢
A

3, respectiv —i, cu d.

Tabelele celor doud grupuri devin:

pentru G pentru G’
+|a b.2 d el a b ¢ d
ol S ala b ¢ d
blb e @ & bbb ¢ d a
ele d @b cle d a b
d|d a b ¢ dld a b ¢

Se constatil cd degi grupurile sint formate din obiecte diferite, de
data aceasta notate la fel, se obtine acelagi tabel. Deci orice relatie in’cre

elementele primului grup — definitd cu ajutorul tabelului respectiv — -

este adevirata simultan cu relatia corespunzitoare intre elomentele
din grupul al doilea — definitd cu ajutorul tabelului respeptlv céici
cele doud tabele sint identice.

Se spune in acest caz cd cele doud grupuri sint izomorfe si se consi-
derd identice din punct de vedere algehric.
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‘54 analizém procedeul plin care am identificat cele doud grupuri.
a) Intii s-a asocial oricirui element din primul grup, un element

g1 numai unul din al doilea arup astlel incit orice element din al doilea
grup sd fie asociat cu unul si numai unul din primul grup.

Cu alte cuvinte s-a gisit o functie f:G — &', bijectiva, care esle

A By A )
definita astfel: f(0) =1, f(1) =1, f(2) = —1, f3) = —1L

b) S-aun notat elementele care se coro~.pund prein [ cu aceleagi semne
si s-au obtinut tabelele identice. S& vedem ce proprietate trebuie si
aibi functia f, penteu a fi posibil acest lucru.

S& presupunem cii legea grupului G este notati cu semnul T, iar
legea grupului &’ este notatd cu semnul | . S considerim z€G, yeG.
Fie z = 2T y. Elementelor .z, y, z le corespund prin f, elementele
f(z), [(y), f(z). Elementele care se corespund si le¢ notim cu aceleasi
semne, astlel:

z, f () tu g
Y, [(y) cu b,
2y, [i(z)- o e

Elementul f(z) | f(y) il notdm cu d.
Retinind din tabelul grupului & linia elementului z si coloana ele-
mentului ¥, avem penlru G:

n y 'TJ b

, respectiv

B e wior 2= 1 Yy @ | vt e ois ¢
In G' avem
e f(y) %) b
; , respectiv i
i e o flx) 1 fly) 1 (N d
T b '
abelul trebuie sa fie identic
a f ...... ¢ {
o b
(B
cu tabelul 1 » Asadar, ¢ trebuie sd fie
o R d

A1«




identic cu d. Dar in G', ¢ reprezintd pe f(z), iar d pe f(z) | f(y). Deci
trebuie sd avem

fa) = f(z) L f(y), adica f(z T y) = f(2) L f(y).

Asgadar functia f:G — G’ este caracterizatd de urmitoarele pro-
prietati:
a) este bijectivi,

b) flzT y) = f(z) L f()

DEFINITIE. Fie G un grup a cirui lege este notati cu 7| si G’ un
grup a cirui lege este notatd cu _| . O aplicatie f: G— G’ se numeste
izomorfism daci:
a) este bijectivi.

) flz T 9) = fl@) L fy)-

Daca intre grupurile G si G’ existd un izomorfism, atunci se spune
cil cele doud grupuri sint izomorfe, §i se considerd identice din punct
de vedere algebric. ‘

O aplicafie f: G — G' se numeste omomorfism, dacd este indeplinitd
numat condifia (b).

Notiunea de omomorfism joacd un rol foarte important in studiul
structurilor algebrice. Limitele materiei confinute in acest manual nu
ne permit, insd, si punem in evidentd importanta acestei notiuni.

Daca legile grupurilor G §i G’ sint notate ambele multiplicativ, res-
pectiv aditiv, atunci egalitatea (b) devine:

[(@ - y) = f(2) - (y), respectiv f(x + y) = f(z) + f(y).

Dacd legea grupulul G este notatd aditiv, iar legea grupului G esto
notatd multiplicativ, atuneci relatia (b) devine:

f(z + y) = (@) - f(y).

Daci legea grupului G este notatd multiplicativ, iar legea grupului
G’ este notatd aditiv, relatia (b) devine:

flz - y) = f() + f(y)-

Un izomorfism [ :G — G se numesle un automorfism.
Un exemplu de automorfism este aplicatia identici.

Exemplu: Grupul aditiv al numerelor reale este izomorf euw grupul
multiplicativ al numerelor reale pozitive.

Intr-adevér functia expomentiali (f: R - R,, flz) = a*, a1,
a >0) este un izomorfism, cici f(z + y) = ™V = o a¥ = f(2) -f(y).
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TEOREMA. Fie G si G’ dou3 grupuri a ciror lege este notati mul-
tiplicativ, avind element neutru pe e, respectiv ¢'.

Daci f: G — G’ este un izomorfism, atunci:

(1) /(e) = ¢’ (imaginea elementului neutru din primul grup este ele-
ment neutru, in cel de-al doilea grup).

(2) flz) = [f(2)]* (imaginea simetricului lui =, este simetricul
imaginii lui .

Demonstratie

(1) Fie 2'€G". Aplicatia f, liind surjectivi existi zEG, astfel incit
flz) =&,

Avem o' - f(e) = f(2) f(¢) = f(m - €) = f(2) = .

!

Analog se aratd cd f(e) + 2’ = 2’ si deci f(e) este element neutru.
Demonstralia egalititii (2) o propunem ca exercitiu.

Inele

5.2.11. Adunarea si inmulfirea determini pe multimea Z a nume-
relor intregi, o structurd algebricd caracterizatd de urmitoarele proprie-
tati:

a) Adunarea determind pe Z o structurd de grup comutativ.

b) Inmultirea este asociativd si comutativi.

¢) Existd element neutru fatd de inmultire (numérul 1).

d) Inmultirea este distributivd fati de adunare.

Existd exemple de mulfimi inzestrate cu doug legi de compozitie
(adunarea si inmultirea) astfel incit, inmultirea nu este comutativi
(mulfimea matricelor pitrate de ordinul n) sau nu existd element uni-
tate (multimea numerelor pare), cele doud legi de compozitie avind
celelalte proprictiti mentionate in cazul numerelor intregi.

DEFINITIE. Doud legi de compozitie, prima notati aditiv si a doua
multiplicativ, definesc pe o multime 7 o structuri de inel daci:

A, Adunarea este peste tot definiti.

A, Adunarea este asociativi, adicdi, (x - Y) -+ z =

= & + (y + z), oricare ar fi, z, y, z&/.

Adunarea este comutativi, adiedx z - y —

=y -+ =, oricare ar fi z, yc1I.

Ay Existd 01, astfel incit 0 + 2 = z, oricare ar

. b zel

A;  Oriciirui element z< 7, i se poate asocia un ele-

ment — z&/, astfel fneit z 4 (—x) = 0.

Grup adiliv | A,
comutaliv
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M, Tomaultirea este peste tot definiti.
M, Inmaulfirea este asociativi, adied z - (y -2) =
= (2 ‘y) =z, oricare ar fi =, 'y, z=l.
Dy, Inmulfivea este distributivd fafit de adunare,
adied, oricare ar {i », y, z&€ 7, avem: ‘
2z ly+2)=(v 9 + (2,
(42 o=y 2)+ (- a).

Dacd inmullirea este comubativd se spune cd inelul este comulativ.
Daci existd element neutru fatd de inmulfire se spune ed inelul este
cu element unilale.

5.2.12. Exemple. a) Inele numerice

Adunarea si inmultirea delermind pe urmatoarele multimi de numere

o structurd de inel:
1) multimea Z a numerelor intregi (inelul numerelor intregi, inel
comutativ cu element unitate), ‘ . :
2) multimea numerelor intregi pare (inel comutativ, fard element
unitate),

3) multimea Q respectiv B, ¢ a numerelor rationale respectiv reale,

complexe (inele comutative cu element unitale). .

b) Muliimen matricelor pdtrate din ordinul n (inel necomutativ, cu
element unitate). :

¢) Clase de resturi. Adunarea si inmullirea determini pe_mul‘glmea
claselor de resturi modulo un numéar natural n o structura de inel comu-
tativ, cu elemenl unitate.

5.2.13. Inmultirea eu 0. Divizori ai lui 0 . 3

Intr-un inel 7, dacd cel pufin unul din factorii unui produs este 0,
atunei produsul este egal cu 0, adied

@ 0=,

Intr-adevir, avem:

a0 - 0)=a -0 (cdei 04+0=0) si a04+0)=a-0+4+a-0
(distributivitatea) si deci ¢ -0 =a -0+ a 0. Notind a -0 cu 2,
avem ¥ = & -+ 2 g adunind, la slinga pe —z, obtinem (—z) -+ o=
= (—zx) -+ (& + z), de unde 0 = #, adicd a -0 == 0.

Egalitatea 0 -« = 0 se demonstreaza la fel. B

Reciproca afirmatiei demonstrate nu este adeviratd in orice inel,
mai precis, exisld inele in care produsul a doud (sau mar mulle elemente)

este egal cu 0, fird ca nici unul din factori sd fie 0.
ixemplu: 1) In inelul claselor de resturi modulo 12, avem:

respectiv. 0 -a =10 (ae ).

5 wh—10
B (3=£0, 4=0)
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Un clement d 5= 0 al unui inel I se numeste divizor al lui 0, dacé existd
un clement d' == 0 astfel ineit:

d-d =0 sau d' - d = 0.

In inelul claselor de resturi modulo 12 elementele 3 si 4 sint divi-

A
zorl ai lui 0.

Orice inel numeric (fatd de adunarca si inmulfirea curentd) nu are
divizori ai lui 0. Intr-adevir, in cazul numerelor, daci un produs este
egal cu 0, atunci cel putin unul din factori este egal cu 0.

2) Inelul matricelor pitrate de ordinul n (n > 2) are divizori ai
lui 0. Verificim afirmatia in cazul matricelor pitrate de ordinul 2.

Fie 4 = ilé 0‘ 8 = ‘|O ?" doud matrice de ordinul 2 nenule.
| i vl
B e E o 0 0
Se verificd, fard dificultate, ci A« B = |0 OI .

5.2.14. Regula semnelor intr-un inel. In cazul numerelor, regula
semnelor la inmullire se reduce la urmiitoarele relatii:

a) (—a) b=ua'(—b) = —(a-b),

b) (—a)-(—b)=a-b.
Vom ardta acum cd aceste egalitdti sint adevirate in orice inel.
Avem:

[@a +(—a)] b =0-b=0 (Inmultirea cu 0; 5.2.13.)
Aplicind distributivitatea avem:
[a + (—a)]* b = (a*b) + (—a) - b. Dec,
(@-0) + (—a) + b =0 si adunind la stinga pe —(a-b) obtinem:
—(a-b) +[(a+b) 4 (—a) bl = —(ab), de unde
(—a) < b= —(a-b).

In mod analog se verificd egalitatea a(—b) = —(a * b).

Pentru a verifica egalitatea (b) punem —p = z.

Avem: (—a)(—b) = (—a) 2= —(a* ) = —[a(—b)] =

= —[—(a-b)] = a-b.

Dacé inelul este cu element unitate, atunci (—1)z = —z. Intr-ade-
vir (—1)z = —(1 ) = —=.

5.2.15. Simplificarea la stinga si la dreapta intr-un inel firi di-
vizori ai lui 0. Fie un inel 7 fird divizoriailui0,a € [,z e I,y € 1 si
a = 0. Din egalitatea ax = ay rezultd x = y. (Se spune in acest caz ci
egalitatea ax = ay se poate simplifica la stinga, cu a == 0.)
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Intr-adevir, din ax = ay, rezultd prin adunare la dreapta a elemen-
tului. —ay:

ax + (—ay) = (ay) + (—ay)) = 0. Cum —(ay) = a(—y), avem:
ar +a-(—y)=a*(x + (—y)) = 0. Inelul 7, fiird f&rd divizori ai
lui 0 §i @a=£0, rezultd =+ (—y) =0, de unde, adunind la dreapta
elementul y, obtinem z = y.

In mod analog, se poate arita ci
(va = ya $i a 5~ 0) = o = y. (Se spune in acest caz ci egalitatea za =
= ya se poate simplifica la dreapta cu a.)

5.2.15. Reguli de caleul intr-un inel. Reguli care resulidi din proprieiaiea unurt
inel de a fi grup comutativ fatd de adunare.
Un inel I fiind grup comutativ fald de adunare, avem:

—{—=x) = a(1), x = I (5.2.4. (d))
— {2+ 2t o zp) = (=) + (=) oo+ (—2a) (2), @, @3]
(5.2.6). ]

Pentru simplificarea scrierii se face conventia si se scrie & — » in loc de a +
4+ (—9), —2z+ yin loc de (—a) 4 y, —x — v inloc de (—a) + (—y). Cu aceasti
conventie, relatia (2) devine

— (& + @yt i+ W) = —, — Ty — Ty ... —ap.

In cazul numerelor reale regidsim regula prin care se afirmii cd ,,minus in fata
unei paranteze schimbi semnul tuturor termenilor®. Aceasti reguli, foarte frec-
vent utilizatd in algebra elementard, rezullid, agadar, din proprietatea mullimii
numerelor reale de a fi grup comutativ fatd de adunare. Iatd si alle situatii uzu-
ale, din algebra elementard, care se justificA prin proprietatea numerelor reale
de a forma grup comutativ fati-de adunare,

a—(b—c)=a—b—(—c)=a—b+tec
a—(b—c—d)=a—b—(—¢) —(—d)=a—b-+c+d ete

Inmultirea unei sume cu o altd sumd.

Toate elementele care intervin in relaliile ce urmeazd se presupun dinlr-un
inel 1.

Avem:
almy + @y + o + 2g) =z + azy & . - azy ) (1)
respectiv (g -+ 2+ .+ apla = @0 + a4+ ...+ 240 (19

Intr-adeviir, dacd facem notaliile: @, 4 ... + @p = yy, @y 4+ 2, + oo = 2y =
= Yy s T + Ep = Ypog, alunci, aplicind distributivitatea, obtinem succesiv:

alzy + 2,4+ o 2p) = aley 4 yy) =
= azxy + ay, = axy + a(z; + ... + ap) =

= az; + a(z, + y;) = ax;, + az; + ayy = ... =

(2, + 23+ ... + @pla = za + zea - ... + ap0.
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Avem:

(g -+ ay + oo 4 ) (2, + 2+ o wy) =
= 2 + @y + .+ amy -

GTy 4 @y + .o ol oty

% = Gy < ot ATy,
Aceas(a relatlic se poate scrie cu ajutorul simbolului X asliel
m n n m
() 2y =2 (55 o)
i=1 7=1 i=1 \k=1
Pentru demonstratie, si punem a; + a, -+ ... + a;, = a.
Avem:
(& + aa+ oo+ am) (2 + 22+ i+ 2p) = ala; + Ty o oay) =
= ax; -+ axy + ... | axy =

= (a; + a3 + ... + am)z, +

4+ (ay + @5 + oo+ @yl 4

+ {ay + gy + o F ap)an =
= @& + a2y + ...+ amay +
+ a 2y @y 4 oo apiy -

+ e -+ ayxy + .4 aman.
Dim acum cileva situatii uzuale, in algebra clementard, in care regulile de
calcul (cu numere reale) se justilicd prin proprietitile mentionate:
e+ (e +y+2) =azx4 bat ay+ by + az -+ bz
fa—0) (2 —y+2—1) =az+ (—be+ al—y) + (—=b)* (—y) +
+ ez (—=b)z+ a(—1t) + (—b) " (—¢t) =
=ax — bx — ay + by + az — bz — at + b,

Caleulul cu polinoame, avind coeficienti intr-un inel comutatio.

Inmultirea fiind asociativd, intr-un inel sint adevirate egalitatile: an » zm —
= antm gj ,:_?;ﬂ)m = pnm (5.2.5).

Fie a,, a;, by, b, si z, elemente dintr-un inel 7,

Avem: ‘

(Ao + 1) (box + by) = agabyz + a,byz + aguh, + agby.

Se observil cii dacd inmultirea nu este comutativi, atunci scrierea rezulia-
tului, ca o suma de termeni, dupd puterile descrescitoare ale lui z, nu este posibild.
Daci inmulfirea este comutativi, atunci avem:

(ag2 + a1) (bew + b)) = aybyza + ez + aghyx + ab, =
= agbya® ++ (@b + agby)z -+ a,b,.
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Regulile de caleul folosite la calculul produsclor de polinoame cu coeficienti
din mullimea numerelor reale (sau complexe) se justificd prin aceea cit multimea
numerelor reale (respectiv, mulfimea numerelor complexe) formeazit inel comutativ.

Dam acum citeva silualii uzuale din caleulul cu polincame care se justifici,
pe baza regulilor de caleul intr-un inel comulaliv.

(1) (ag2® + a o - ay) {[i”’i'! { by 4 byx + by) =
= agb,x - {ayhy + abg)at -+ (aghy + ahy F aghy)at +
+ (aghy + ab, - !JLb ) —f— (aby + asby)x + azby

(2) (ax* — b) (ca? — d) = aca — (i')ﬂ —i— ad)x? 4 bd,

5.2.17. Inele pe polinoame cu coeficienfi numeriei. Fie Z[2], Q[x],
R[z], CT2] mullimea polinoamelor cu coeficient{i intregi, respectiv ralio-
nali, reali, complecsi.

In aceste multimi adunarea si inmultirea determind o strueturd de
inel comutativ, cu element unitate gi [&rd divizori ai Iui 0 cdci:

Ap. Suma a doudl polinoame cu coeficienti intregi, respectiv ratio-
nali, reali sau Complpw este un polinom cu (OL[ILJBIIU intregi respec-
tiv Iatlondh reali sau complecsi.

Ay Adunmm polinoamelor este asocialivil, cdei oricare ar fi pah-
noamele P(z), Q(x) i R(x) din Z[a], qupectw Qla], Rlx] sau C[x],
avem

) + Q(2)] + R(z) = P(a) +[Q(z) + R(x)]

Ae. Adunarea este comutativii, ciiei oricare ar fi polinoamele P(x)

si Q(x) din Z[z], respectiv Q[z], R[x] sau C[z] avem:
P(z) + O(x) = Q(2) + P(a).

Ay. In Z[2], respectiv Q[z], R[z], C[z] existi element neutru fata
de adunare. Acesta este polinomul nul P (BE ) = D)

P(z) - P* = P().

Oricare polinom P(z) cu coeficienti inlregi respectiv rationali,
ah {,omplccm admite un opus, polmomu] -lﬂ( x) care este un pﬂh-
nom cu coelicienti intregi, respectiv rationali, reali, complecsi. Avem:

P(a) + (— P(a)) — P
Asadar, adunarea determind pe Z[x], respectiv Q[z], R[z], C[z]
o structurd de grup comutativ.

Mp. Produsul a doud polinoame din Z[z], respectiv Q[z], R[],
C[x] este un polinom din Z[x], respectiv Q[z], R[x], C[z].

M,. Inmultirea este asociativd, cici oricare ar fi polinoamele P(z),
Q(x), R(x) dm Zlz], respectiv Q[*"], R[], C[@] avem:

[P(2) - Qz)] - R(z) = P(x) -[Q{z) -
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Inmultirea este comutativd, cdei oricare ar fi polinoamele P(x) si

Q(x) din Z[z], respectiv Q[x], Rlz], C[z] avem:
P(z) - Qz) = Q(z) - Pa).

In Z[z], respectiv Q[a], R[z], C[z], polinomul identificat cu numé-
rul 1 este element unitate [atd de inmultire, cdci Px) - 1 = P(z), ori-
care ar fi P(z). :

D4 Inmultirea este distributiva fatd de adunare, ciicl oricare ar {1
polinoamele P(z), Q(z), R(z), din Z[z], respectiv Q[z], Rlz], Clz]
avem: '

P(z)[(Nz) + R(z)] = P(z) - O(x) + P(2) - R(z).

Proprietidtile enumerate aratd cd adunarea gi inmultirea definese
pe multimea Z[z], respectiv Q[x], R[x], C[z], o structurd de inel comu-
tativ cu element unitate.

S4 demonstram acum cd in Z[x], respectiv Q[x], R[x], C[z] nu existd
divizori ai lui 0.

Fie douél polinoame P(z) si Q(x) diferite de polinomul nul. In acest
caz cele doud polinoame pot fi scrise sub forma P(2) = aoa™ + ... + dy,
cu a, =+ 0 §i Q(z) = bga™ + ... + by, cu by 0.

Avem:

P(z) + Q(x) = aphy@™*™ + ..o + aybm si cum in Z, respectiv Q. hR.C€
nu avem divizori ai lui 0, rezultd aybh, == 0 si deci polinomul P(x) - Q(x)
nu poate fi polinomul nul.

Consecinfd. Dacd P(x) == P*, atunci:

Blxz) Q(z) = Px) * Rlx) = Q(z) = AH(z) (v. 5.2.458).

Observare. Faplul cd adunarca si inmultirea defermind pe mulfimea polinoa-
melor cu coeficienti intregi, respectiv ralionali, reali, compleesi, o structurd de
inel comutativ, cu element unitate si fara divizori ai lui 0, rezulti din pro-
prietatea multimii din care se considerd coeficientii de a forma inel comutaliv,
cu element unilate si fird divizori ai lui 0, céci operatiile cu polincame se reduc
la opcratii cu coeficientii aceslora.

5.2.18. Izomorfism. Omomorfism (de inel). Motive analoage cu cele
expuse la 5.2.10 au dus la necesitatea gdsirii unor criterii dupid care
sd se identifice, din punct de vedere algebrlc doud inele.

DEFINITIE. Fie I si /' doui inele. O aplicatie: I — I’ se numeste
izomorfism daci:

a) f este bijectiva,
b) f(x + y) = f(2) + [(y),
C)fﬁ'J = fx) - {y)-
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Dacd intre inelele 7 si I’ existd un izomorlism, atunci se spune c
acestea sint izomorfe gi se consideri identice, din punct de vedere alge-
bric.

O aplicagie: f:1 - I, se numegte omomorfism dacd indeplinesie con-
difiile (b) si (c).

Exemple de inele izomorfe vor fi date la exercitii.

Din definitia 1izomorfismului, rezulti imediat urmitoarele conse-
cinfe:

(1) f(0) = 0

(2) Dacd inelul I admite ca element unitate pe 1, atunci f(1) este ele-
ment unitate tn I,

(3) Dacd inelul I este comutativ, atunct st inelul I’ este comutativ.

). A2y + 25 + oo + @) = F(m1) + fl25) + oo - f(zn).
In particular, f(nz)= nf(x).

(;5) f(ll Ly o e = Zy) = fl21) « fl@) + .. ¢ ().

In particular, f(z") = [f(z)]"

Demonstra@ia propozitiilor (2), (3), (4), (5) le propunem ca exercitii.

Corpuri

5.2.19. S-a vizut ¢4 adunarea si inmultirea definesc pe multimea
numerelor rationale o structurd de inel, cu element unitate.
In inelul numerelor rationale, orice element diferit de 0 este inver-
; ¥ o o a e 3
sabil. [ Inversul numérului rational z — - ¢ste numdrul rational 21 —
b a b ‘
=y gl S e
a b a
Aceastd proprietate nu are loc in inelul numerelor intregi (in inelul
numerelor intregi singurele elemente inversabile sint 1 si —1)

Observafii. 1) Dacd intr-un inel cu element unitate, avem 0 = 1, atunci £ —
= {0}. fnLr—adevér, fie « = E. Avem:

x*1 = (1 fiind element unitate).

z*0 = 0 (inmultirea cu 0 intr-un inel).

Dar1 =0sideciz*1 = 2+0deunde z — 0,

2) Intr-un inel cu element unitate, daci £ =~ {0}, atunci 0 nu este inversabil

Intr-adevir, si presupunem, contrariul, ci 0 este inversabil si si notim cu
0~! inversul Iui 0,

Avem: 001 =1 i

0:0"' =0 (inmulfirea cu 0 fntr-un inel).
Asadar, 0 = 1, 5i deci £ = {0} (observatia 1) ceea ce contrazice ipoteza &7 =+ {0}.
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DEFINITIE: Doui legi de compozitie, prima notati aditiv iar a doua
notatd multiplicativ, determini pe o multime K o structuri de corp
daci:

Ap.  Adunarea este peste tot definiti.

A, Adunarea este asociativi, adiei:
(x4 y) +2=24 (y + 2), ori
care ar fi z, y, z € K.

Ag.  Adunarea  este comutativi,

adied: z + y = y |- z, orieare

arfi z, y € K.

Existd 0 = K, astfel fneft:

0 + z = z (respectiv x - 0=z),

pentru orice z € K.

Ag.  Pentru orice » € K, existi

e

Grup
aditiv
comutativ | 4 y.

1 —a & K, astfel fneit: x4 (—a)=
:[:,!Il;n:;:t = (0 (respectiv —zx -+ x = 0).
unitate Mp.  Inmulfirea este peste tot definiti.

M,. Inmulfirea este asociativi, adici
(x-y) z=2x"(y-z), oricare ar
fi 2, ¥, z € K.

My. Existi 1 € K, astfel ineit:
1*2z=2-1 =z oricare ar fi
z e K.

Dy 4. Inmultirea este distributivii fati
de adunare, adici:
z(y+2)=axy+ 2z
(¥ 4 2) - ¢ = yx - zx, oricare
ar i z, y, z € K.

Mg. Pentru orice z == 0 din K existi

z1 € K astfel ineft:
et = gt -3 1,
— Daeci inmulfirea este comu-
tativii, adied: z-y = y - z, ori-
care ar fi z, y € K, corpul se nu-
megte comutativ.

Observare, Se admite c& un corp contine cel putin dou# elemente (distincte): 0 i 1.

5.2.20. Exemple. 1. Adunarea si inmultirea definesc o structurd
de corp pe urmétoarele multimi:

a) Multimea numerelor rationale Q (corpul numerclor ragionale,
Acest corp este comutativ).

b) Mulfimea numerelor reale (corpul numerelor reale. Acest corp
este comutativ).
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¢) Multimea numerelor complexe (corpul numerelor complexe.
Acest corp este comulativ). Intr-adevir, se stie ci adunarea g1 inmul-
tirea definese pe multimea numerelor complexe o structurd algebricd
de inel cu element unitate.

Daci z=a -+ bi (z€ C i 250), atunei 71— 1 @ -

a -+ bi a? - b2
gzt =1,

+az—‘,—b3

2) Adunarea si inmultirea definesc pe multimea claselor de rvesturi

modulo mn numir natural p prim, o structuri de corp, corpul claselor

de resturi modulo p. Intr-adevir, adunarea si inmultirea definesc pe
mulfimea claselor de resturi modulo un numir natural o structurd
de inel eu element unitate. Dacd se considerd clasele de resturi modulo
un numir natural prim, atunci orice element diferit de 0 este inver-
sahil.

Corpul claselor de resturi modulo p este un corp comutativ.*

5.2.21. Lipsa divizorilor lui 0. Corpul fiind o structurd algebricd
particulard de inel; intr-un corp au loc toale proprietiitile care au loe
intr-un inel. :

Intr-un corp K nu existd divizori ai lui 0.

Altfel spus, produsul a doud elemente dintr-un corp, diferite de 0, este
un clement diferit de 0.

Intr-adevir, si presupunem contrariul, cd intr-un corp existd dous
elemente @ =0 si b=~ 0 astlel incit a-b = 0.

Avem:
a+b=0. ,

(S-a inmultit la stinga cu o1, Elementul
a fiind diferit de 0 este inversabil.)
(S-a folosit asociativitatea inmultirii.)

g lat b)) —at o)

(al-a)*b=at:0

= T ) (S5-a utilizat relatia o' a = 1)

b=a?-0 (S-a folosit faptul cd 1 este elemnentul uni-
tate.)

br=10 (Inmultirea cu 0 intr-un inel.)

Egalitatea b = 0 contrazice ipoteza b == 0.

Agadar, un produs de elemente dintr-un corp este 0, daci gi numai
dacd cel putin un factor este 0:(ez:d) = 0) < (¢ = 0 sau b = 0).

Un inel in care existd divizori ai lui 0, nu este corp.

5.2.22. Altd definitie a corpului. Dacd adunarea si inmultirea defi-
nese pe o multime K o structurd de corp, atunci inmultirea defineste
pe multimea K\ {0} o structurd de grup multiplicativ.

* Be poate demonsira cii orice corp finit (un corp definit pe o multime finita)
este comutativ (Teorema lui Wedderburn). i
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Intr-adevir,

Py Inmultirea este peste tot definitd in multimea KN {0} (Pro-
dusul a doud elemente diferite de 0 este un element diferit de 0.)

P,. Inmultirea este asociativi.

Py. Existd element unitate.

Pg. Orice element diferit de 0 (din K\ _{0}) este inversahbil.

Cu aceastd observalie, putem formula definitia corpului si astfel:

Doud legi de compozitie, una notati aditiv si alta notati multipli-
catlv, determini pe o mulgime K o structuri de corp, daci:

@) Adunarea determind pe K o structuri de grup comutativ.

b) Inmultirea determind pe K\ {0} o structurd de grup.

¢) Inmultirea este distributivd fati de adunare.

5.2.23. Fractii intr-un corp comutativ. Daci intr-un corp comu-
. 9 - a . a
tativ, facem notatia 5 = b, respectiv b= b7l-a (b=£0) (aceste

. G . 1
notatn sint sugerate de cele folosite la numere, unde @+ 0! = a - S

a 1 '
= — = —. | atunci putem efectua cu elementele sale calcule analoage

b b i
cu cele de la fraclii.

Avem:
(43
a=— a
. )
a e a*d-+b-e
e (b)
b d b d
o ¢ a b
Pt == (c)
h"d b-d
In particular, - =2
d d
E
] .
E_p g B4l "
¢ b ¢ b e
d
G
. 1 vd B
In particular, 2 =25, 2 __2 |
) & ¢ s bc

& |

[ijm:ﬁ, rEZ (e)
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Demonstrém numai relatiile (a) si (b).

a) Avem: -;i =a-'=a-1=a.

b) Avem:
Ut .;flzb—l.a,i:C.dﬂ:dq.c,
b d

C=(ard+bc)(bd)yt =

=(a-d+b-¢c)-(d1-b1) = (S-a folosit relatia
B @) = dit bl
=(a-d)y-(dt-b1) + (b-c): (S-a folosit distributivitatea.)
(A b Y =q-d-d D1 Lp b (S-a tinut seama c¢d inmultirea
ccrdt=@a b 4+ ¢ dl = este asociativd si comutativi.)
LEge (S-au folosit relatiile d-d-! = 1
b d $i b+b' =1 si s-a utilizat pro-
prietatea elementului neutru.)

5.2.24. Tzomorfism. Omomorfism (de corp).

DEFINITIE. Fie K si K’ doui corpuri. O aplicatie f: K — K’ se
numeste izomorfism, daci:

a) f este bijectivi,

b) flz + y) = [(z) + f(y),

<) f(zy) = f(=)-f(y).

Dacd intre corpurile K si K’ existd un izomorfism, atunci se spune
cd cele doud corpuri sint izomorfe si se considers identice din punct de
vedere algebric.

O aplicatic f: K —» K' se numeste omomorfism daci indeplineste
condifitle b) si c).

Exemple de corpuri izomorfe, vor fi date la exercitii.

Un izomorfism f : K — K se numeste automorfism.

Exercitii

Exemple de legi de compozitie

1. Fie multimea E = {1, 2, 3, &, 5, 6}. Notiim cu « T y, cel mai mare divizor
comun al numerelor ¢ 5iy (z = E, y < E).

a) Corespondenta (x, y) - & T y defineste o lege de compozitie in E.

Sd se intocmeasci labelul legii de eompozitie. Este aceasti lege peste tot defie
nita?
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b) S se verifice ci: (2T 3) T 6—2T (3T 6).
¢) Si se calculeze: [(&T 6) T 41T (87T 2).
d) Bi se rezolve ecuatiile: 2 T 6 =2, 273 =3, 2T 5=5.

2. Fie multimea E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Nolim cu z [y cel mai mic
" mulliplu comun_al numerelor @ si y (z = F, y = E).

a) Corespondenta (,y) —> & T y delineste o lege de compozitie in . Siseinloc-
measci tabelul legii de compozitie. Este aceastd lege peste Lot definiti?

3. Fie mulfimea £ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} si a T y=lrx—y|(ze E,
y e E).

a) SA se intocmeascd tabelul legii de compozitie. Este aceasli lege de com-
pozitie peste tot definild?

b) Este adevirata afirmatia: ,,(x T y)
din E*“?

c) Bste adeviratd afirmatia: .o T y = y T =, oricare ar fi x, y din E“?

d) Si se rezolve ecuatia (x T 2) T 8 = 1.

z=a | (y T =) oricare ar fi =, vy, z

5 _ g A .1 ol Sl - 3
4. Fie multimea F = G gt gyt tEEeS r e ‘m‘—;—l, n EN]}.
a) Este inmultirea peste tol definitd in E?
b) Este adunarea peste Lot definild in E?
5. Sd se precizeze daci adunarea, respectiv sciderea este sau nu este peste
tot delinitd in urmdtoarcle multimi: N, Z, Q, R, C, Q,, R,, Z\ {0}, ON 101,
R\ {0}, C\.{0}.
6. Sit se precizeze dacd inmultirca, respectiv impértirea, este sau nu peste
tot definitd in urmatoarele mullimi: N, Z, Q, R, C, Qy, Ry, Z\ {0}, Q\ {0}, R\ {0},
CN {01
7. Fie M multimea permutdrilor asupra multimii {1, 2, 3, 41.
a) S se rezolve ecuatiile:
1 A 1 5
Xo[ A ‘), X e M.
31 4 2 1 3 2 41 .
b) Si se rezolve ecuatia:

(123401,:(1234,},6]”_
31 & 2 13 2 4

8. a) B se inlocmeascd tabelele adundrii si inmulfirii in multimea claselor

]

de resturi modulo 7.

b) Si se rezolve ecuatiile

A
i =

>

1) z+83=10 2)

A
c) S se verifice,. ¢i dacd x = 0 egalitatea 2”7 = x este o identitale.
9. In multimea R a numerelor reale fie Ty =2+ y+ 5 si x| y=

— a4 g2
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n) 8 se calculeze 8 T 5812 T 4.
b) B& se rezolve sistemul de ecuatii
2T y=28
_{{w 13T (wT2) =23

)
2y =z
unde ¢ € Q, y = Q. 84 se arale ¢it in mullirea este peste tot definita in M. Adunarea
este peste tol definild in M?

10. Fie M multimea matricelor pitrale de ordinul doi de forma

. Fie M={sesR|s=a+b)/5, acQ, beQ, a® — 5% =1}

84 se arate ci fnmultirea in A esle pesle Lot definitd.

12, Tie in multimea[3, 4 oo} legea de compozitic 2 T y = ay — 3{x + y) + 12.
84 se arate cd legea T este peste tot definild,

13. Tie F, mullimea functiilor strict crescitoare definite pe R cu valori in R.

a) Si se arale cd adunarea este peste tot definild in Fe.

b) Inmultirea este peste tot definitd in F7.?

Asociativitate

14. Se stie ci in cazul unei legi de compozilie asociative compusul a patru,
cinci sau mai multe elemente nu depinde de asezarea parantezelor (5.1.16).

84 se verilice ci in cazul unei legi de compozitie intre elementele unei mul-
fimi M, asociative, notate cu semnul T avem:

Q) [@THTelTd=aT[bTeTdl

D) [(aTHTATW@T e =TT Td}Te
(Literele a, b, ¢, d, e reprezintd elemente din M.)

15, Fie E = {e, a, b, ¢, d, f, g} i legea de compozitie dalid in fabelul:

Tlese @ b e de i g
E g at g Choe a) Si se verifice ci:
RN AR T@Ty={TaTh
a a | 0)=(a a 4

P g g e 2T T d= e TH T
e B, R bTeTd)=0ToTd
d| d f g e a b ¢ -

b) Este legea — asocialivd?
f|l T geatb ad
gl 8 e a b e d f

16, in multimea R a numerelor reale definim o lege de compozifie notatd cu
semnul T in felul urmator:

z [ y= 6ay -+ 3z+4 3y + 1.
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3 3
“ 2]
a) 84 se calculeze — T 2,
p/
&

b) S& se verilice ci legea T este asociativi.
) BA se arafe it exisld un element e aparfinind lui R astfel incit « Te = a,
oricare. ar fi = = I
d) Si se rezolve ecuatia:
a [ &=,
17, fn multimea R a numerelor reale punem

z, dacd x >y z, dacd 2 Ty

max. (z, y) = { si min, (z, y) = {

y,daciy > a . y,dacil y < «
Legea de compozitie @ T y = max. (z, y) este asociativi?
Dar legea « | y = min. (z, y)?

18. Fie F multimea funcliilor definite pe £ cu valori in R si funcliile f, g, h = F
definite astfel: f(a) = 32z + 4, g{a) = sin (z+ 1), h(x) = In (a? 4 1). 54 se veri-
fice prin caleul direct cd (fegloh = fo (g0 k).

19. Fie M multimea permutirilor asupra multimii {1, 2, 3, &} si permutirile

1 2 3 4 1 2 3 % 179 3 4 ) L 5
fi= [ }, g = { Vet ‘ . Sa se wverifice prin ealcul
3 1 & 2 2 31 4 2 1 %3

direct cil (fog)oh = fo(ge h).

20. Tie M multimea malricelor patrate de ordinul doi in carec considerim
121 L0 —2 |

mafricele 4 — , B = i B = [
&3 18 <%

Sa se verifice prin calcul

03
| 01
direct ci (A + B)+ C=A+ (B+C)si (4+B)-C=A-(B-C).

21, S& se demons{reze ca adunarea veclorilor de pozitie este asociativi,
1 22. In multimea claselor de resturi modulo 12 si se verifice egalititile:

A

A A A A A O A A A A
(B4 9) 412 =8+ (94 11) si (8-9) 41 =8+ (9-11).
Comutativitate

23. Be stie ed in cazul unei legi de cdmpozi[.ie asociative si comulative, com-
pusul a trei sait mai multe elemente nu depinde de asezarea parantezelor si ordi-
nea elemenlelor (5.1.19).

a) Sa se verifice, urmindu-se loate etapele, ¢d in cazul unei legi T asocia-
tive si comutalive avem:

@THTETd=0bTMETalTe

24, S& se calculeze, urminduo-se foate elapele:

a) [AU(BUAJULBU (B U A)],
b) (AN B)NBIN[BNA)NA].
Se va folosi asociativilalea, comulativitatea si rélaﬁa AU A = A, respectiv
ANA = A. ‘
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25. a) Sa se delineascd pe muilimea ie, «, b, ¢} v lege de compozilie care si
fie comutativd, dar neasociativi.

) S& se defineascd pe multimea {e, a, b, ¢} o lege de compozilie asociativi,
dar necomutativi. (Se va da legea prin tabel).

26. Asociind oricéirui cuplu (4, B) de puncte ale planului P mijlocul 4 T £
al segmentului 4B definim o lege de compozitic peste tot definitd in P.

a) Este legea T asociativd? b) Iisle legea T comutativi?

27. Fie R, multimea numerelor reale pozitive.
Facem notatiile:

1. 2 Ty= ; Y, 2 < By, y = R, (media aritmelici),

2.2 |y=)1ry, a= Ry, y = R, (media geometrica),
2ay ; S
3) axy=—",z Ry, y & By (media armonici.
x4y
a) Este legea T asociativi? Dar comulalivd?
b) Este legea | asociativid? Dar comutativi?
c) Este legea * asociativi? Dar comutativi?

28, In multimea ¥ a functiilor definite pe R cu valoriin R, si se dea un exemplu
de functii fsi g pentru care fog=tgof.

29, In multimea M a matricelor pitrate de ordinul doi, s se precizeze douil
matrice 4 gi B, astfel incit A - B =~ B+ A si doud malrice diferite € si D, astlel
incit €D = D C.

30. In multimea M a permutirilor asupra multimii {1, 2, 3, 4} sl se precizeze
doud permuldri a si b asifel incit aob=£boa si doud permutiri diferite ¢ si d
astfel incit cod = doec.

81. 84 se precizeze cum trebuie si fie polinomul Axy 4+ Ba?+ Cy? - Dz -+

+-Ey, astfel incit legea = T y = Aay + Ba? - Cy?> + Dz 4+ FEy (in R) si fie
comutativa.

Element neutru

il | a b ¢ d

a b ¢ a d 32, Fie legea de compozitie notatd cu semnul T intre
b o Bub i elementele- multimii E = {a, b, ¢, d} dati in tabelul
- o e aliturat. Existd element neutru?

d b a d d
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33. Fie legea de compozitic definilda pe mulfimea £ = {a, b, ¢, d, ¢} dali
in tabhelul urmitor:

i | a b ¢ d e

a a a b a d a) Sa se verifice ca legea T este comataliva.

b a0 d a b e b)Aveln dTa:a’dTb:b,dTC:C. Iiste d
e b a b ¢ d element neutru?

d a b ¢ d a

e d e d a ¢

84. In multimea Q definim urmiloarea lege de compozitie,
eTy=ay —o—y+
a) Sd se arale cé legea 7T este asociativi. b) Sa se arale cd legea T este comu-

tativad. ¢) BExistd element neutru fatd de legea T 7

85. In multimea R, a numerelor reale pozilive definim urmitoarea lege de
compozitie z T y = xlod q¥,

a) Sd se arate ci legea T este asocialivdl, b) Sa se arate ci legea T este
comutafivi. ¢) Sa se arate cd existd element neutru.

86. a) Si se dea un exemplu de lege de compozitie asocialivd si comutativi
fird element neutru.

b) 84 se dea un exemplu de lege de compozitie neasociativid si necomutativa
fatd de care existd elemenl neutru.

. AA A A A C o M A AA A
87. Fie multimea {0, 1, 2, 3, 4} si legea de compozilie @ T y = (3 2+y)

AA A A A ’ o s .
+ (4 x) + (4+y) + 4, unde semnele -, 4 reprezinti Inmultirea, respectiv aduna-
rea in muliimea claselor de resturi modulo 5.

a) B4 se arate ci legea T este comutativi.

A
b) Sa se arate cd clementul 4 este element neutru fatd de legea T (se va
verifica pentru fiecare element in parte).

Elemente simetrice

88. Fie multimea {e, @, b, ¢, d} si legea T'dal,ﬁ in labelul de mai jos;

T | eab ed

e e a b ¢ d a) ‘84 se verifice ci legea T este comutativi,

2 & b e b e b) S se arate cil orice clement admite un simetric.
b b e d e a c) Este legea T asociativa?

¢ ¢c b e a b

d d e a b b

39, fn multimea claselor de resturi moduloe 6 liecare element admile un simetric
pentru adunare. a) S se precizeze opusul fieciirui element.
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; 40, In mulfimea claselor de resturi modulo 7 orice element diferit de 0 este

. A . A o TN A A A A
inversabil. B3 se delermine 1-i, 2-1 3-1 41 5-1 ‘61,

41. In multimea claselor de resturi modulo 10 si se precizeze elementele care

sint inversabile si cele care nu sint inversabile,

42, In multimea functiilor definite pe R (multimea numerelor reale) cu valori

in aceeasi multime, fie f(o) = 82+ 2 §i g(a) = arclg (32 -+ 2). a) S4 se arate

ci functiile [ si g sint inversabile.
b) Sd se determine [~ g1,

: 43 In multimea M = {a+ b/ 2, ueZ bea Z} existd elemente inversa-
bile si elemente neinversahils fatd de inmultire. Si se precizeze trei elemente inver-
sabile si trei elemente neinversabile.

44, In mullimea R a numerelor reale considerim urmitoarea lege de compo-
zitie peste lot definilii:
x T y = 3ay — bx — by 1 14,
a) Si sc arafe cil exisld clement neutru fatid de legea T
b) Si se arale cd existd un singur element care nu admite simetric,
45. Fie M multimea claselor de resturi modulo 11.
a) S& se rezolve ecnafia (§ s x) + 25 (x = M).
o ¥ A A A
b) B4 se rezolve ecualia (5 &) - 6 = 8 (x = M).
46. Fie M mullimea permulirilor asupra mullimii {1, 2, 3, 4, 5, 61.

a) 8& se afle (t23456 _lsi L& e bt
312465 214365
'b) 84 se rezolve ecnatia
(123-&56 123456
o X = .
3‘.[‘.2465] [2'14365J
¢) Si se rezolve ecuatia;
),0(123456"_ 1238456)
312465] (214365]'
4. Tie M={re R|z=a—b)/7, acQ, beQ, a® — 75 =1}
a) Si se arate cii inmultirea este peste Lot definiti.
b) Sa se arate ci orice element admite un simetric,

B

48. 5a consideriim multimea M a matricelor de forma
‘ ¥y x|

unde x4,

yeQ si a? — 8y? = 1.

a) Si se arate cfl inmultirea esle peste tot definit.
b) Sa se arale cii orice matrice din M este inversabil si si se calculeze inversa.
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Distributivitate \

49, S5 se demonstreze ca reuniunea esle distribulivid fatd de inlersectie si
interseclia esle distributiva fatd de reuniune.

50. Fie o multime M inzestratd cu doud legi de compozitie, una notatd adiliv
{cu semnul ,,--) gi alta notald multiplicativ cu semnul ,, * %

Stiind cid legea - este asociativd gi distribulivi fatd de legea -, si cit legea -
este asociativa, si se arate ci

a) (@ b) (¢ + y+ 2y = ax + ay + a5+ ba + by - bz b) (2 4 y)* =
= z&+ @y + yr - yy.

51. In multimea R a numerelor reale definim douii legi de compozitie notate
cu semnul | regpectiv T in modul urmilor:

zly=2+y—2;
A ;
mT;ff:Ea'y*wfy+ &

a) Sa se demonslreze ci ambele legi sinf asociative gi comufative. b) 5i se
demonstreze ¢l existd element neulru fati de ambele legi. ¢) S se demonstreze ci
legea T este distributivi fatd de legea | .

52. In multimea R a numerelor reale definim doud legi de compozilie notate
cu semnele @ si @ in modul urméltor:

2@y = ;5/2(;1:3 -+ 3;3)7;-"12;
z©y = ha¥y® — 12(a° + ¢) + 36.

8i se demonstreze cd legea @ este distributiva fatd de legea @.

53. 94 se dea un exemplu de lege de compozitie distributivi fatd de altd lege
de compozitie, astfel incit prima lege si fie necomutativi.

54, Fie F multimea functiilor f: R— R de forma {(z) = ax 4 bla=£0).

a) 84 se arale cd legea de compozifie f+ g esle peste tot definitd in /. b) &
se arale o compunerea esle peste tobt definitd in I. ¢) Si se arale cd oricare ar
fi functiile f, g, & din &7, avem:

(f+ageh=foh+ goh

Tste compunerea distributivd fatd de adunare?

56. In R, legea max. (2, y) este distributivi fati de legea min. (a, y)?
Grupuri

56. S4 se verifice cd adunarea definesle o structurd de grup pe urmiloarele
mulfimi:

) Lo — & — 2, 0,2, 6,6, ..} = (g =B |2=2 aeZ}

b) {., — 2k, —Kk; 0,k 2k . })={zg=sR|z=ck,ac Z, k = R, kst0}
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S se verilice cd inmultirea definesle o structurd de grup pe urmiiloarele mul-
timi:
G ey B0 00 8 32, 00— eR]meC’, o e Z}
d) {0 KL EL LK B ={teR|s=k,acZ ke R, 10, b=t}

57. a) Sd se arate ¢ dacd un grup aditiv de numere reale contine pe 1, atunci
conline multimea numerclor intregi.

b) 8 se arate cd daci un grup multiplicativ de numere reale confine multimea
numerelor intregi nenule, atunci contine si mulfimea numerelor ralionale nenule.

| &+ 4y 2y
| =Ty x — hy
x50, sau y =<0 formeazd grup fald de inmulfire? In caz afirmativ si se preci-
zeze dacd esle comutativ.

58. Multimea maltricelor de forma unde 2=0Q, y =0,

59. a) Dati un exemplu de grup necomutativ cu 24 clemente. b) Dali un exem-
plu de grup necomutativ avind o infinitate de elemente.

60. 54 se verifice ¢i inmultirea determind pe multimea [1, o, B] a rddicinilor
cubice ale unitétii, o struclurd de grup comutativ.

61. Tie o, grupul permuldrilor asupra mulfimii {1, 2, 3, 4} (grupul simetric
1 203 4
31 2 4)
a) Sd se calculeze II?7, II-%. (Se va observa ci nd = e.)

~de gradul 4) si 1T = (

62. Tn grupul aditiv al claselor de resturi modulo 6 si se defermine elemen-
tele 7-[3—}— 9-§$i apoi si se verifice ci 7-§+ 93 = (7 + 9)-§

63. Fie G un grup, in care legea de compozitie este notatd cu semnul T, iar
elemenlul neutru cu e.
5S4 ge demonslreze ci

sl aeTyuy=aTyuEa—e fa=G bedG, zcq)

64. Intr-un grup G multiplicativ, avem:

a) *=z=zrz=cal—01,

b) 2t= n? & gt = g 2 =y

c) ot = gl « anh = ¢ o ghntl = g,

d) 84 se transcrie proprietatile a), b), ¢) in cazul unui grup notat aditiv.

65. Fie ¢ un grup multiplicativ in care 2 = e, oricare ar fi z = G.

a) 8 se arale cd G este comutativ. b) S& se transcrie rezultatul precedent in
cazul unui grup aditiv.

66. In grupul permutirilor asupra mulfimii {1, 2, 3, 4} si se rezolve ecuatiile:
a) I1°9+ X =TI%. b) X +1I% = I1%8, wunde IT = [; j z fj (Se va observa

ci 1% = ¢.)
In grupul aditiv al claselor de resturi modulo 8, si se rezolve ecuatiile:

a)%—i—m:?, b) x+g:,2\.
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67. a) Sa se arate cd foate grupurile, avind doud eclemenle, sint izomorfe.
(Se va utiliza idenlificarea cu ajutorul tabelului legilor de (ompomtu,) b) Sa se
arate cii loale grupurile cu 3 elemente sint izomorfe.

68. a) Tie Oz si Oy doud axe perpendiculare in planul 2. Notim cu e trans-
formarea identicd a planului P, cu Sy, simetria fald de axa Oz, cu S,y simelria
fald de axa Oy si cu S, simetria fatd de O.

Sd se arale cd compunerea delinegle pe mullimea {e, Soz, Soy. So} 0 slructurd
de grup.

b) Fie Oz, Oy, Oz trei semidrepte perpendiculare doud cite douft in spatiul S.
Notim cu e transformarea idenlicd a spatiului 5, cu S, simetria fatd de axa Oz,
cu Sy simetria fatd de axa Oy, cu 5, simetria fath de axa Ou

S84 se arate cd compunerea deflinesle pe multimea {e, 5., Sy, 82} o slructurd
de grup.

c) FieE={1,2}, A= {1}, B= {2}si P(E) = {¢. 4, B, E}.

8% se arate ci legea de compozitie
XAY=(X—-Y)U(Y —JX), X e P(E), Y e P(E) definesle pe multimea {p, A
B, E} o slructurd de grup.

d) Sa se arale cd grupurile definile la punctele a), b), ¢} sint izomorfe. Orice
grup izomorf cu grupurile de la a), b), ¢) se numesle grupul lui Klein.

e) Existd o struclura de grup cu 4 elemenle care s nu fie izomorfi cu grupu-
rile de Ja a), b), ¢)?

69, 53 se demonstreze cd grupul aditiv al vectorilor de pozitie este izomorf
cu grupul translatiilor (fatd de compunere),

70. Fie un poligon regulat cu n laturi. Notim cu ry, ry, 7y, ..., 7. rotafiile

in jurul centrului care lasi poligonul pe loc (r, = R(0°), r, = R ( bt ], T
: n

*No
— R (2- 260 ] Aoy B [( gy 25 J
n I
a) 34 se verilice ci compuncrea definegle pe multimea {ry, r, 75 ..., ryq} ©
structurd de grup comutaliv (grupul rotatiilor poligonului regulat cu n laturi ).
b) Sa se facd tabelul operatiei penlru cazul rotatiilor triunghiului echilateral
si hexagonului regulat,
¢} B se verifice cd grupul rotatiilor hexagonului regulat este izomorf cu grupul
aditiv al claselor de resturi modulo 6. Generalizare.

71. Fie Gy = {1, @, oy vny ap-q} multimea radécinilor complexe de ordinul n
ale unititii. a) Si se verilice ¢ inmultirea determini pe G o structurdt de grup comu-
tativ.

h) Si se arale ci acest grup este izomorf cu grupul rotatiilor pohg:onulul regu-
lat cu n laturi,

72, a) B4 se verifice ¢d multimea M a matricelor nesingulare de ordinul doi
este grup fati de inmultire.

|fa
b) S& se arate ci aplicatia £: R\ {0} - M, astfel incit x — ||° ©

este un
o

omomorfism. (Multimea BN {0} se considerd grup multiplicaliv.)
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78. a) Fie Iy multimea functiilor definite pe R cu valori in R, derivabile pe
R. 5i se arate cid adunarea defineste pe 7, o structurd de grup. b) Fie &, mulfi-
mea derivatelor functiilor de la punctul a). 8# se arate cil adunarea defineste
o structurd de grup pe I, ¢) Si se arate ci aplicatia ¢ : [ — /, a multimii F,
pe multimea /7y, este un omomorfism. ;

Hste aplicalia ¢ un izomorfism?

Inele

¥4. 5 se arate ¢i adunarea si inmultirea definesc o structurd de inel pe urmi-
toarele multimi de numere:

a) ey =8y =200, 2, 4,16, ] — {@E B, 2= 28, 0 =70,

b) {.. =2k, —k, 0, k, 2k ..} ={ze R, 2=k, u &Z, k= R, =) T

?5. S& se arale ¢d adunarea gi inmultirea determind pe mullimile M —
=atyl2lacZ ycsZsi P= {m+ v/ 3|z ez, Y eZ} o structurd de
inel. Sint izomorfe cele doud inele?

76. in inclul 7 al claselor de resturi modulo 5, sii se calculeze:

A A A )‘\ A ~ ; A A A A A

a) B2+ 2 2% f 3-af4) (2 a2t 42?4 1), b) (2 — 2) (22 + 22 &)

¢) (x4 y)'2

(Se va observa cil 2 =1, 2 = 2, & = 2%, oricare ar fi x = 7 si 2=£0.)

3

77. Fie I un inel comutativ.

Bi se arate cit sinl adevirale urmitoarele egalilafi:

a)l (z+ y)(z—y) =2 — 9% b)) (a+ y)(2® — ay + 3 = 2% + ¢,
¢) (x—y)(a* 4+ oy + y¥) = &® — g, d) (x+ y)?2 = 2%+ 2ay + 42, (@ 4+ y)? =

n
= a% + 32% + 32y’ 4+ ¢l e) (x4 a)n = 2 Ck an-kyh (binomul lui Newton).
k=0

78. In inelul clasclor de resturi modulo 7 s se rezolve ecualia § (ze ;:) = 5A
79. In inelul claselor de resturi modulo 12 si se rezolve sistemul
A A A
[ oy =11
A A A
hexz—3y=10
Se poate aplica metoda substitutiei?

80. a) 53 se arate cfi legile @, @ definite pe multimea Z a numerelor intregi
in felul urmiitor: ;
c@y=a+y—3
z2Qy=ay —3z—+ y) -+ 12
delermingd pe Z o structurd de inel comutativ, cu element unilate si fird divizori
ai lui 0.
b) Si se arate ci intre inelul numerelor inlregi si inelul definit la punctul a}
existd un izomortism de forma f(z) = ax |- b.
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81. Si se arate ci legile @ si © definite pe mulfimea R a numerelor reale, in’
felul urmaitor:

t@y=2+y— 2,

1 2 2 10
QY =—8af——& ——y+—»
3 3 3 3

determind pe R o structurd de inel comutativ cu element unitate si fird divizori
ai lui 0.

82, Qi se arate cii adunarea gi inmultirea determind pe multimea matricelor

de forma 5| unde z € Z 51 y = Z, o structurd de inel comutativ cu element
1]

a€
y
unitate si farii divizori ai lui 0.

83. a) 84 se arate cil adunarca si inmultirea delermind pe mullimea A =
= {z eR|z=2a-1+y V2 s yes Z} o structurda de inel comutativ, cu ele-
ment unitate si fird divizori ai lui 0.

b) Si se arale cd adunarea si inmultirea definesc o structurd de inel in mul-
timea P a matricelor de forma

- 21
e =Y H, unde s € Z _s1 y < Z.
—y x — 2yi

|| 2 4+ 2y %y
¢) 84 se arate ci aplicatia (z + y)/ 2) - H by

este un
x— 2y :

dzomorfism.

84. a) Se stie cil in cazul polinoamelor cu coeficienti numerici, condifia nece-
sard si suficientd ca un polinom si fie identic nul este ca Loli coeficientii si fie nuli.

A
84 se arate cd polinomul 2° + 4z, unde coelicientii sint din clasele de resturi
modulo 5, este identic nul.
. 8i se explice acest rezullat, revizindu-se demonslrafia in cazul polinoamelor
.cu coeficienti numerici.
b) Si se arate ci un polinom de grad mai mic de 5, cu coeficienti in clasele
de resturi module 5, este identic nul daca si numai daca Loli coeficientii sint nuli.

A A d i
85. 94 se arate ci polinomul 222 4+ 22, cu coeficienti in clascle de regturi mo-
dulo 4 este identic nul, desi in clasele de resturi modulo 4 exista (rei valori dis-
tincte. Si se explice rezultatul.

86. Si se arate cd polinoamele af 4 9 si 3a7, cu coeficienti in clasele de
_resturi modulo 5, sint identice. Explicafie.

87. S84 se arale cii adunarea si inmulfirea definesc pe mulfimea matricelor
pitrate, de ordinul doi, o structurd de inel cu elemenl unitate, necomulativ, si
cu divizori ai lui 0. (Se vor da efectiv exemple de matrice X si ¥ astfel incit X - Y ==
= Y+ X si exemple de matrice A si B, nenule, astfel incil 4+ B = 0.)
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88, Fie F mulfimea functiilor definile pe R cu valori in R.
Si se arale cd legile de compozitie
f+eg:z>1la) + gla),
fg:z—flz)-g=),

definesc pe J o structuri de inel comulativ, cu element unitate si cu divizori ai
lui 0 (se vor da efectiv exemple de divizori ai lui 0).

Ce se poate spune in cazul cind I este multimea functiilor definite pe R cu
valori in R si continue pe R?

Corpuri

89. a) B4 se arate ci adunarea si inmulfirea determini o structura de corp
pe urmatoarcle mulfimi:
M={@zeR|s=z+y|/5, 20, y=0Q),
P—fzeR|z=ctyl/7, a0, ye<q)
b) Sint izomorfe cele doud corpuri?
90. a) Bd se dea exemple de inele care nu sint corpuri.
b) Bi se dea exemple de inele fird divizori ai lui 0 care nu sin caorpuri,
91. 5S4 se demonstreze cd orice corp numeric (fatd de adunarea si inmullirea
curentii) contine corpul numerelor rationale,
92, a) B4 se delermine cel mai mic corp de numere reale (fati de adunarea si
inmultirea curentd), care contine pe|/ ¢ ()/ ¢ irational si e = Q).
b) S& se determine cel mai mic corp de numere reale (fatd de adunare si fnmul-
lirea curentd) care contine pe [/ 2 si |/ 3.
93. Sd se arale ci inlr-un corp comutativ avem:
22— =0 {z=2a sau z = —a}
2 —a=0= {r=a sau 2% - ax 4 a? = 0}
B4 Bd=0e{z=—0qa

sau a4 — az + @ = 0}.

94. Fie : € — " un izomorfism al corpului € pe corpul ¢,

a) Ba se arate o f(z + @y | .. b oan) = flzy) - flay) + ... -+ flz,). Caz
particular: f(rnz) = nf(a).

b) 8d se arate ci flz; » @y .. an) = f{z,) * fl2y) ... flwn). Caz particular: flah)=
= [f(e)]™

¢) 84 se arate o flagan + @@t 4 ..+ an) = flag) /(@1 + flar) [flaln" +
o+ flan).
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95. Fic corpul C = {z e R|la=a-t+ bl ¢, a=Q, b0, c=0,|/ c&0}
(fald de adunarea si inmultirea curentd). | )

a) 84 se arale cit aplicatia [ : C — € deflinitd prin flz 4+ v/ ¢) = 22—y |/ ¢
este un izomorfism’ al corpului € pe corpul C, .

b) B& se arate ci dacd ¢ = 0Q, f(a) = a. N

¢) Si se demonstreze ci docl sy, =a+ b/ clacQ, beQ, ccQsi) ce&
& Q) este o radacind a ecuatiel apa™ + gant+ .. + a, = 0 unde ap=Q (k= 0,
1, 2, ..., n), atunci si f(z,) = a — b}/ ¢ este o ridicind a ccuatiei.

96. a) Fie C corpul numerelor complexe. Aplicatia f:C — C, astlel incit
fla 4 bi) = a — bi, este izomorfism al corpului C pe el insusi.

b) Bi se arate cd dacd « = R, atunci f{a) = a.

c) Sd se arate cit dacdl ay=a -+ bl (e = R, b = R) esle o ridicind a ecua-
tiel a2 4 ay@t 4 4 a, =0 unde a = R (k= 0, 1, 2, .., n), atunci si x,=
= a — bi este o ridddcind a ecualiei.

97. B4 se arale cil urmiloarele legi de compozitie:
r@y=2z+y—2,
1 1 1
QY= —ay ——ax ——y- 3
4 & 2 2 /

delermini pe multimea numerelor reale o slructurd de corp si ci acest corp esle
izomorf cu corpul numerelor reale.

5 e : v @
98. 5& se demonstreze ci intr-un corp comutativ, in care notim cu = ele-

mentul «b-' (6 =£0) avem:

el o4 a‘*c
a) —.— = b=£ 0, d=£0),
L . (b0, d=£0)
m““=% (b=£0, ¢ 0),
i

b
c) [-Z—)_L:—Z- (5= 0, b= ).

99. Tn corpul claselor de resturi module 5, si se caleuleze:

1T B R L TNE T
3 1 3 i 4 3 2 3
A ) S ) (} (+ o
N e o~ Fal N N ~ /{\. )

4 3 IS 2. &J\E g%

100, Fie I un corp comulaliv si e = K.
a) Dacil ecuafia a* = c, are solufia 3(c), alunci are si solutia — 8(c) si 3(c), —8(c)

- sint singurele solutii ale ecuatiei 2% = ¢,

b) Si se arate cd ecuatia de gradul doi a2® | bx 4 ¢ = 0 (e =~ 0) are solutii,

atunci, si numai atunci, cind ecuatia a* = b* — 4dac are solutii si acestea sint 2, , =
—b - 8(b? — hac)
2a

(8{b* — 4ac) este una dintre solutiile ecuatiei 2% — b2 — 4ac)
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¢) Dacd corpul K este corpul numerelor reale, sii se transpuni rezullalele de
la punctele a) si b).

- 5 A ALA
d) Siserezolve ecuatia 222 + 321 1 = (in corpul claselor de resturi modulo 5
si in corpul claselor de resturi modulo 7.

101. Pe multimea numerelor reale se consideri urmétoarele legi de com-
pozitie:
c@y=a+y—1
*Qy=2zy — 2z — 2 g |- 3.
a) Bi se arale cit acestea determini pe R o struclurd de corp,
b) 83 se arate ci aplicatia [ R— R, asifel incil f(z) = 2 x4+ 1 este un
2

izomorfism al corpului determinat pe It de adunare si inmultire, pe corpul deter-
minat pe R de legile @ si ©.

102, a) 53 se arale cii adunarea §i inmulfirea determind pe multimea M a

|
malricelor de forma ‘ Y |i ;unde . = R,y & R, o structurd de corp comutativ,
I —y € ‘\
cu element unilale,
b) 84 se arate ci aplicatia [:C - M, flz 4+ iy) = 4 || , definitd pe
i |

multimea numerelor complexe cu valori in mulfimea malricelor definili la punec-
tul a) este un izomorfism,

Indicatii si réspunsuri

Capitolul 1

B.a) 28— (2 —is—1+ 5L b) 22— 554 2. o) o — (5 + 30 4
+ (5 + 12i)z% + (5 — 18}z — 6 -+ 2i. d) 2% — 11z% L &4z% — T4z + 40,
L PG R P L e

5

4, a)

=

1
2

G. Tie m si n gradele celor doud polinoame. Conditia m - n — 0 (mn e N)
da m =0, n = 0.

7. a) m. b) Nu are grad.

8. Nu, ciici coeficienlul primului termen, a,bam+n poate fi zero, desi a,=~0,
by== 0.

9. ¢ = a, d = —D, numerele (rehuie sd fie imaginar conjugate.

11, v, 1.2.3.

12, Dacit determinantul unui sistem de n ecuatii liniare si omogene este dife-
rit de zero, sistemul admite numai solutia banala (nuld).

14. P(z) este singurul polinom (1.2.4). :

18, P(z) = az®+ bz + ¢; ecuafiile ¢ - b4 ¢=19, 4a- 2 | ¢ = 17, o —
—btc=11daua=3 b= —1,c=7, deci Pz} = 8228 — z-1 7,

16. in formulele lui Cramer, prin care se afld coeficientii polinomului, intervin
numai operatii ralionale, .

17. a) az® — az 4 b. b) Acelagi rezultat. ¢) Acelasi rezullal oricare ar fi gradul
polinomului. '

18, Cuvintul identic nu are aici acelasi sens ca in vorbirea obisnuitd (v. 1:2:4),
Adjectivului identic din limba obisnuitd ii corespunde aici adjectivul egal. Poli-
noamele se numesc, totusi, identice pentru c¢i cele doud functii definite de ele sint
una gi aceeasi funclie. :

19, a) Functia este surjeclivi cdici pentru orice polinom existi cel pufin o
expresie algebrici intreagh de la care provine; ea nu este injeclivi, ciici mai multe
expresii algebrice intregi diferite pot duce la acclasi polinom. b) Functia este
surjectivd si injectivd daloritd teoremei cu privire la identitalea a doud poli-
noame (1.2.4). '

20, a =4, b= —2, 6 = —1,

21. Cerc vicios.
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28. a) Gitul: 222 1 (3 + i)z + i, restul: 2 — i, b) Citul: z - 3 4 2i, restul
{2 4 i)z + 80 — 30i. ¢) Citul: 222 + 5 — i, restul iz,

24. Nu.

26. Se face impiiriirea si se pune conditia ca restul si tie polinomul nul; a = 11,
b = —12. Se poate folosi gi metoda coeficientilor nedeterminati.

27. In identitatea P(z) = (2 — a) (x — b) Q(2) + mz - n sc pune z — a si
2 = bsise obtin doud ecualii cu necunoscutele m i n. Restul — 5@;!) L +

@ —
. aPl(b) — bPa)
a—b ’

28. a) Numai daci gr. D(z) < gr. B(z). b) Numai dacd D < B.

29. a) Da. Citul este polinomul P#*, iar restul este Afz). b) Nu. fmparlirea
prin P* nu este definitd si nici nu se poale defini, cici ar trebui ca gr. R(z) <
<< gr. P* si P* nu are grad. ¢) Da.

20. a) La numerele nalurale se pune conditia ® < 7, iar la polincame nu se
pune conditia R(z) < I(z), care n-ar avea nici un sens, ci gr. R(z) < gr. I(z). b)
Dacd mécar unul dintre numerele Dfa), I(a), C(a), Rla) nu esle intreg, afirma-
tia nu are nici un sens. Daci toate sint intregi, numai daci R(a) < {{a), ¢) & <
< @ =2y aif,

81. a) Primele trei afirmatii sint adeviirate, a patra este falsi. b) Toale afir-
matiile sint adevirate. ¢) Toale afirmatiile sint false (v. si probl. 9)

32, Fie ¢2® + ¢z 1+ ¢, 5i ryz® + r% + ry citul si restul, Procedind ca la 1.3.2
se obtine un sistem de 6 ecuatii liniare cu necunosculele Coy, Cis Cusi Pgs Tiy Tae
5 . . 2 . . . =
Determinantul sistemului este egal cu by =£ 0, deci sistemul admite o solutie
unica. ; 7
; u & S v
84. Pentru a face, de exemplu, sciderea 2 — 5 in Z;, se cauld in tabela de

s g LA A v i S B .
adunare a lui Z, in linia lui 5 elementul 2; el se gasesle in coloana lui 4, deeci

A A A A A

2 — 5 = 4. Be poale proceda si astfel; 7 — 5 = 2, deci 2 este opusal lui 5,
A A A A A A A

— 5 = 2 i se aduni 2 cu opusul lui 5, care este Lot 22+ 2 =4 All exemplu:

& A A A A A A A A A A A

DLy, 3—8=1010—8=2 deci —8=2; 84+9—5 qgeci 885823

e 3 w (3 A A A T A

In mod analog se face impértirea, Exemplu: in Z;, 3:4 = ? in tabela de inmul-
4 e o e Y y . N g A 2
tire pentru Z; se cautd 4 in linia lui 3; el se gasegle n coloana lui 2, deci 3:4 — 2.
Dacd deimpirfitul se giseste de mai multe ori, impartivea di tol atitea eiluri,
iar dacd deimpartitul nu se gliseste in linia impirtitorului, fmpartirea nu se

A A A deil8 s A ) 2
poate face. Exemplu: in Z,, 6:4=? in linia lui 4 elementul 6 se giaseste in
s A R LA LN A AA 2 5 - . AA

coloana lui 4 si in coloana Iui 9, deci 6:4 — {4, 9} Tol in Z,,, impartivea 3:4
A A A A

saw 5:4 nu se poate face.

A A A A A A P A A ~ A A
8l Al 18y vy 1650 3 e 9 b) 2; 5% 5; 4; 3; 3: im-
A A N A A A A A A A A A A
8}, {1 2y 730 A 85 B, 9o g

x>
e
—

i

s AA AA A
posibil; {2, 5}. ¢) 5; 6; {5,

35. a) Da, fiinded in fiecare linie din tabela de adunare fiecare element
apare o singurd datd. b) Da. ¢) Da, daci y == 0. d) Nu. e) Nu.

N A
36, a) Daca n esle numar prim, Z, nu are (}:\u_on ai lui zero. In Z;:2;
A AL A A A 3 r’\ s -
In Zg:2 3i 8, In Z;5:2, 3, &si 6. b) In Z;, Z; 51 Z,

A A A A . —— A= I e !
37, a) 2?4+ 5. b) 6x3 4 72 - 9x + 3. Fiindca in Zg si Z,, existd diviziori

ai lui zero.
timea de definitie are cel putin n - 1 elemente si coeficientii apariin unei mulfimi
féra divizori ai lui zero,
Bz B S e e g 5 ] o i
a) Prima dintre acesle conditii nu este indeplinita. b) Tdem. ¢) Pentru P(z)
condilia a doua nn este indeplinitd, pentru O(x) nici prima, nici a douna.

Capitolul |l

1. a) —1+i)/2 b)Radicinile: £2, +1. 2 a) —=

1. [m=pn]=>[z" —1=2"P — 1= (z"P —1]; se pune s = u, uP — 1 este
divizibil prin w — 1.

8. Ultimul termen din rindul al doeilea, adicd restul impértirii este a,p* -
+ a,p®+ a,p® + azp - a,.

6. P(z) = Ple) = qp(zn — ) + ay(znt — en7l) | L+ aﬂ__ll(zh~ ¢). Fiecare
termen din dreapla este divizibil cu z —¢, deci si suma lor, adl_c-a Plz) — P[c?
este divizibil cu z — ¢. Fie Q(z) citul impartirii lui P(z) — £(c) prin z — ¢; atunci
P(z) — Ple) = (z — ¢)Q(z), de unde...

8. Se procedeazd ca la 2.1.3. 9. Da; este confrapozifia consecintel teoremei
lui Bézoul. .

10. a) Dacii un numir natural n este divizibil prin numerele prime a si b, el
este divizibil prin produsul ab; b) v. 2.1.6. y

11, fmpartitorul fiind D(z), presupunem cd existd doud ciluri C)(z) si Cu(z)
si dond resturi R, si R, Atunci au loc identitatile D(z) = (z — “)Q':f! + R, =
— (s — @) Cyls)+ R, Dar R, = D(a) si Ry = Dla), deci R, = R, Din (5 — a)
Cilz) = (5 — a)Cyfz) rezulld C,(z) = C,(z).

12. a) a = 107, D) b2 — kac = 243, k = Q.

18, Nici o solutie; nu este nici o conlradictie, ecuatia propusi nu este o ecuafie
algebrici.

14. Da, ciici ecuatia P* = 0 esle satisfaculd de orice valoare a variabilei, deci
ea are cel putin o radicina.

16. Pe baza feoremei de la 2.2.4.
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17, Da. Prin ipotezd, exista un polinom Q(z) astfel incit P(z) = (z — a)Q(z).
fnlocuind aici Q(z) prin dcscompunerea sa, obfinem o descompunere a lui P(z).

Descompunerea fiind unici..

18. Descompunerea este unici.

19, Riidicinile sint 4+ /6, 4 |/2; ecuatia propusi nu este o ecualie algebric.

20. Da, in partea finald, in care se arati cd o ecuatie de gradul » nu poate
avea mai In]l“ ca n radacini; da.

21. a) O ecuatie de gradul zero, de exemplu ecualia 3 = 0 nu are nici o radi-
cind. h) Nu.

22. Beuatia P(z) = a esle tot de gradul », deci pentru n valori ale lui .

23. b) Pentru m valori, cici ecnatia I’,,E( r) = Pp(x) este de gradul m. ¢) Pentru
cel mult » wvalori.

24, p <L max. (m, n), unde p este numirul cautat.
25. Sp = SaUSg. '
26. Cel mult n.

— ai /15 Shn
27. a) (s—1) (22 —1). b) 3 ( A ‘2;’/_1*) (z Bl G ‘{;J/,L*J_
¢) (s —i)* (s —20). d) (25— 1)~ (141 € (e —1){s -+ 1){2s — 1) (25 + 1).
f) (z—1) (z4+ 1) (z — 1) (z + i).
88. Ambii termeni ai fracliei se descompun in factori liniari si se constald
ca nu au nici un factor comun. Dacd descompunerea n-ar fi unic, nu am avea

siguranla ci nu existii o alti descompunere a numérdtornlui si a numitorului in
care sa apard un factor comun.

29, a) 638 — 13z2+ 92 — 2 = 0. D) ( 1
c) 28 — 522 — 37z+ 41 = 0. d) z*— 633+ 1322 —1iz+ 6:0 e) z*— 973 —
o 7:2 202 —12 = 0. ) 2% — (3 4 )2 + (& + 3)a' — 401 + i)2? + (3 + 4i)s® —
— (L Bi)ati=0

30. a) (¢ — 2)(x + 2) P(a), unde P(x) este un polinom oarecare de gradul
98. b) Imposibil.

81. a) Da. (a + bi) P(z) =0, unde b=~ 0 si P(x) este un polinom cu coeli-
cien(i reali care arc numai riddcini reale. Condi{ia ca ecuatia si aiba aceasti forma
este gl necesard, cici, daca ridicinile unei eccuatii Q(z) = 0 sint Tl By iy Lop
avem Qfz) = aple — a;) (& — ) ... (¢ — @) unde produsul Pla) = (z — &) e
o (# — ay) esle un polinom cu coeficienti reali, deci Q) = a,£(x) are forma de
mai sus. b) Da; exemplu: a2+ 2 4- 1 = 0.

fi

33. a) (F+ =2 b)(z— 1) (z+ 2)%, m+ n=7,m n=N; sint 6 solu-
tii. ¢) Sint p — 1 solulii.

34. a) Polinoamele se descompun; ridécinile sint z,, z,, s Zman. D) Fiecare
riddcind comund este o radacind dubld a ecuafici P(z)*Q(z) = 0. ¢) Ea esle rada-
cind multipla de ordinul p + ¢ a ecuatiei P(3) +Q(z) =
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25. a) Se aplicd teorema de la 2.2.12, p = 3, ¢ = 1. b) lmposibil (v. 2.2.13,
obs. 3).

86. a) Sec aplicd propozifia de la 2.2.12; coeficientii corespunzitori sinl egali
doi cite doi. ‘

87. Exemplu: (@ — 1)? (z — 2)% si (2 — 1') (x — 2) nu au aceleagi riddicini.

88, a) v. cap. I, problema 6. b) Din P(z) = Q(z)C(z) si Qfz) = (z)D(z)
urmeazi prin inmultire C(z)D(z) = 1. Alifel: ¥ie p gradul lui Plz) si ¢ gradul
lui Q(z). Deoarece P(z) este divizibil prin Q(z), p = ¢; analog ¢ = p; de unde p = q.
Polinoamele fiind de acelasi grad, citul lor este o constantd, P(z) = kQ(z). ¢) Cele
doud numere sint egale.

89. Pentru relafia a treia si a patra, v. 2.4.7. 40, b) C}, termeni.

42, Reciproca. Procedeul bazal pe formulele lui Vieta este derivat din celdlalt.
¢ici aceste formule se deduc din descompunerea unui polinom in factori.

43. £ % 44, 23— aa?+ sz —v=0.
’ 1—10b
9 e 3 ) g 8 -
45, a) —, 1, — & b) 2,.8, — /8. ©) =5 1.5, d) i; 2i; = e) Radici-
3
nile se noteazd cu «, 3esi B; 2,6 si — 1. f) Ridicinile se noleazd cu «, 2« si 8; i,
. 2a Gy i %
3i, 6i. g) RadAcinile se notcazi cu o, B, o+ B; -g . En, a. h) Radécinile se noteazi
cu @, o+ 1 si @; se elimind B din primele doud relatii ale Jui Vieta, se obtine
32 — (8i —1)u — 5 —1=0 A= —3 — &, /A= 4 (2i — 1); ridicinile: i,

1+ i, 2i. i) Analog cu problema precedentd; rddicinile: a, 3a, — 4a. i) Relatia
dald si relatia a treia a Ini Vieta dau z, = 4 o, numai o® satisface ecualia; rada-
cini]e:. a, a2, ad. Alifel: idenlificare cu (2 — pz + ¢) (5 — ¢). k) v. problema prece-
dentd; radacinile: 1, 3, 6.

46. a) Tdentificare cu (z*+ pz — 1) (2 + gz +s); 1 £ 1/ 2, 1 + I/ '5. b) Analog
cu problema precedenta; 3,1, 1+ I/ 2. ¢) Tdentificare cu (z2 — 2z + p) (2* + gz + r);

1+ 2, —1 4+ 2. d) Analog cu problema precedentd; 4a, — a, % (3 4 1i).
. 14+ 11/23
e) Identificare cu (s ps+ ¢) (4 rza —4q); — 3, 2, == = f) Identili~

care cu (z2 L pz - q) (&> + ra+ ¢); 2i, 3i, 2 + /10,
1 :

5 ey R
47. a) m = 19, radiecinile: —3, —, — —. b)m= —2 I/ 3 — 8|/ 2; riddci-

) 2
nile:

LR £ 1 _—
V2,13, 1/ 241/ 3. c) m=1; ridicinile: — 2, 3, —- d) m =5, riddcinile:

G i e) Polinomul dat se idenlificd cu (3% + pz + q) (2 4 rz + 3); pp = — 4.

«
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= A I

=2, g =—1, m = —14; riddcinile: 2 /5, — 1+ 1}/ 2; p, =2, ry— — &
- f LT e s 4 4 - 1 Mg T &y fg=— — ¢
gs = — 1, my=10; rvidicinile: 1, 3, —1 4 |/ 2. ) ldentificare cu (%2 — 5z -+ a) -‘
(%2 + bz + ¢); ay = 3, by = — 3, ¢, = 2, m; = 20; rddicinile: 1, 2 si 5 *!/}j -
El 5 9 3

10 9 2 15 £ |/T05 15431/ 5

ag = 5, by= —8, ¢ =+—, my= 3_0:; ridacinile: 15 4 1105 1o+ 8/
: 5 15 [} ’ [

g) Relalia datd si primele doud dintre relatiile lui Vieta dau radacinile — 1, 3, 5
iar ultima relatie di @ = 15 sau ridicinile — 5, 6 4+ 1[/31, « = 335. 1) Ridi-

«cinile 8, 4, 5 si @ = 47 sau ridicinile 1, n+ 12!/-“2 sl — 71,

48. Polinomul dat se identificd cu (224 pz + ¢) (2> + pz 4 r). a) Ecuatiile
_p3+.q+ r=20, plg+ r) =8 dau P=—2 qg+tr=—4% g=—1,r= - 3
(sau invers); @ = — &, ridicinile: 1 + /2,3, —1. b) 1, 2+ 1, 3, i; a =10{1 + i)

49. a) Réadicinile se r_mLeazﬁ: o, «, B, B; prima si a treia dintre relatiile lui
Sy 0= 111773, =
.tha. dau a, [3:—2—-- iar a doua si a patra dau m =0, n = 1. Altfel:
identificarca cu -

(2% + px 4 ¢)2 b) Ridacinile: 1, 1, i, i; m = 2(1 — i), n = — 1.
50. Radacinile se noteazii cu o, — « 5i 2, m = 3, n =5, rddacinile: 2, — 3, 3

Alifel: idenlificare cu (2? 4 p) (2 — 2).

51. v. recomanddrile de la 2.3.12. Prima dinfre relatiile lui Vieta dia z, — 5
relatia a 3-a dd zyz; = — 1; radicinile: 2, 1, — 1, 5; a doua si a patra i]int;'é
relatiile lui Vieta dau m = 9, n = — 10. J

.52. a) Dacd se tine seama de relafia data, z, + z, = 0, relafiile lui Vieta
devin: z, =G, Eify= b, 75,53 — — c. Valorile Iui z, si 23, date de primele
doud relatii introduse fintr-a treia dau conditia necesard si suficientd: ¢ — ab

Radicinile: + |/ — b, — a. Pentru exemplul numeric, se iau si & dupii voie
~dle exemplu e =2, b= —4 si ¢c=ab (= — 8). Altfel: identilicare cu (224
+ p)* (@ 4 q)- ‘
b) Dacd se tine seama de z;5, = 1, relatiile lui Vieta devin: z, + z, + z, =
= —a, 53(3 + %) = b — 1, 53 = — ¢; prima si a treia relatie dau z, |- 2, g ah a

iar a doua di conditi esari  si e e
ar g d conditia necesara si suflicientdi: ¢ — ac - b — 1 = 0. Radacinile

z $i z, sint dale de ecuatia z2 — (¢ — a)z + 1 = 0. Pentru exemplul numerie,

se lau « si e arbitrari. Altfel: identilicare cu (z* |- pa + 1) (z — q).

¢) Relatiile date si primele douf dinlre relatiile lui Vieta dau z, = —

4h —a? .
S e S h S : o - e
5% . ; infroducind in relatia a treia, se obline conditia necesari si

;\:]::

sabicieita s 43 adacini i
suflicienta: a* — 4ab + 8¢ = 0. Radacinile z, si z, se afld "cunoscind suma lor,
4h — a* :

a .
£ si produsul lor, Pentru exemplul numeric, se pot lua «a si b

arbitrarvi. Altfel: Tdentificare cu (22 + pz + ¢) (2 + p).
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d) Analog cu ¢); 2a® — 9ab + 27¢ = 0.

e) 11a® = 36b §i a® = 36¢. Pentru exemplul numeric, se ia a arbitrar, de prefe-
rintd un multiplu de 6.

53. v. recomandarile de la 2.3.12. a) Identificare cu (2 - p) (22 + gz 4 7).
Din prima, a 3-a si a 4-a relatie se scol ¢, p si r — in ipoteza cli a £ 0; introducind

in relatia a doua, se obline conditia necesard si suficientd: ¢ + e®d — abe = 0;

(& . A . . .
2y, Ty = o V— —, % §i 3 sint dafi de ecuatia ez® +acz + ad = 0. Daci a =0,

relatia a 3-a di ¢ = 0, condifie continutd in cea precedentd. Pentru exemplul nume-
ric, se iau a, b si ¢ arbitrari.

b) 1dentificare cu (z* + pz + g) (22 -+ rz+ g). Ultima dintre relatiile obti-
nute di ¢ = 4- / d; inlocuind in relatia a treia g prin aceasta valoare sip+ r
prin a, se obiine conditia necesard si suficientd: a?d = ¢® (b rimine arbitrar).
p si » se afld din primele doud relatii. Pentru exemplul numeric, se iau asid
arbitrari (d de preferin{d patrat perfect).

¢) Idenlificare cu (z* + pz + ¢)?. Prima gi a treia dintre relatiile obtinute dau
= % = £ (daci a = 0); introducind in relatiile a doua si a palra, se

a

ohtine condifia necesars gi suficientd: a® — hab -+ 8c = 0 si ¢ = a%d. Dacii a =0,
relatiile devin: p = 0, 2¢ = b, ¢ = 0, ¢* = d; in acest caz, condifia este b* — hd =0
(ecualia devine bipdtrald, realizantul = 0). Conditia a® — 4ab | 8¢ este aceeasi
ca’la 2.3.8, iar conditia ¢* = a% este aceeasi ca la problema precedentd. Alifel:
radicinile se noteazd cu «, o, 8, B si se folosesc formulele ui Vieta.

Explicagie: [(z + 22 = 51+ z) §i (52, = 28] = ({2 = ) i (35 = 2]

d) Identificare cu (22 — pz + q) (s* — ¢z + p). Prima si a patra dintre rela-
tiile obtinute dau p + ¢ = — a, pg = d; relatiile a doua si a treia dau conditia
necesari si suficientd: a - b=d i a®*+ ¢ = 9d. Pentru a rezolva ecuatia, se
observii cit p si g sint radicinile ecuatiei u%4- au -+ d= 0. Pentru exemplul
numeric, se iau a si b arbitrari,

e) Radicinile se noteazd cu o, 2¢, B si 2. Prima si a doua dintre relatiile

. 2
lui Vieta dau: o4 B = e T 2B = ﬂj—%—ga—; introducind in urmitoarele
3
relatii, se obtine condifia necesard si suficientd: 4a® — 18ab + 45¢ = 0 si

4(9h — 242)2 = 2 025 d. Riddcinile « si B se afli cunoscind snma si produsul lor.
Penlrn exemplul numeric, se iau a g1 b arbitrari (de preferintda « multiplu de 3).
Alifel: identificare cu (22 4 pz + q) (2% 1 2pz + 4q).

54. Se noteaza radicinile cu u, — u, v si — v, i se scriu prima si a treia dintre
formulele lui Viela.

55. Sistemul este totdeauna compatibil, cici «, y, z sint ridicinile ecuatiei
b — au 4 bu — ¢ = 0, care are o solufie oricare ar fi a, b, c = C.

36. z, ¥, z §i =, y, 5, u sint, respectiv, solutiile ecuatiilor ¢ — pi® + gt — 7= 0
sitt—ar+ W2 —oct4 d=0. fn conditiile problemei, polinomul al doilea esle
divizibil prin primul.
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: 87. In ficcare dintre ecuatiile (2) membrul sting este simelric in raport cu
oricare doud dintre literele o, B si v. Rezulti ci dac#i, de exemplu, tripletul
ordonat (3, 5, 8) este o solutie a sistemului (2) in sensul cd « — 3, B £ S
tripletul (5, 3, 8) este de asemenea o solutie a sistemului (2), si anurr,ne o= ‘5’;, I[3: E::

Y =8; }:celasi lucru 5I;e poate spune despre toate permutirile elementelor (5, 8, 8).
Py =1:2.3 = 6, deci cele 3 radicini ale ecuatiei (1) dau 6 solutii ale sistemului (2)-

— 2

89. v. 2.47. a) 5 =3 5 = 2 :

:\.
I
|

mN
|
|
[
=
B
e
|
&
i
~
wl
(3
(=3
I

C‘) zi=32:2'|‘i, Zy = — & — 2j, d) 31=ZE=’1+1', gy —— —9 — 94

60. v. 267 a) 7 =z, = 53 = 2a, 3,
c) zlﬁzz’_'z::-iz"Pf/‘i z =1,
61. a) Se pune conditia P(3) = P’(3) = 0 sau identilicare cu (2 —3)3 (z — «).

@=—4 b=—3 5 —— 2 hjb—1 — &

: 1€=1 %= —1 ¢clm=— 7, n=6
By =12 &, — 3,

1

62, a) a=1, radicinile: 32—, —, —1; a= — 1, rddicinile: — e 1
; 2 o B e
blie— 2 1‘a.dacinile: — i, —1, 2i; @ = — 2i, ridicinile: i, i, —2i, ¢) a=3
rAddcinile: =, L g, o 805 Lo iie M 11 5
2" 2 27 BT e
63. a) a = — 10, b = 3, ridicinile: 1,1,1,8; a= —8, b=0, ridicinile
2, 2,2, 0. b) a=05b=0, ridicinile: 0, 0, 0, —1; g= — 1 § o s
, 4 16
g Juel, 1 1 1 1
rodaemles s L= ERL e = 3, radacini
: 5 5 ! o E.c)afS,b=*3,t‘adacmllc:i,1,1,ﬁ3;
o= —8, b = — 3, ridicinile: — 1, — 1, —1, 3.

64.1 Se pune conditia P(2) = P(2) = P"(2) = 0 sau identificare cu
(z — 2) ‘(2 —a); p=6, g =&, r= — 8 iz, = — 1,

e | ;
65, P’(— 3) =0 s P (E) = 0 dau un sistem de doufi ecuatii cu necunos-

cutele a si b; @ = 12; b = 86, e = — 18 i i
: : 3 = — 90, e= —18, z= 2. Alfel: identilicare
P LA [ identificare cu
66. Identificare c1 (z — )3, p2 =8¢, p3=27r, z— _ L
3
1 2
G?.pﬁ—f,q:—*-,I‘édﬁ@iﬂﬂ&:——i,-—-i &
3 27 3 gl f gl

69. Mai trebuie spus ci Pla) = 0 si P?(a) =0,
70. Nu; f(z) = 0 nu este o ecuafie algebrica.
71. Rédacinile sint aceleasi, dar duble, multiple de ordinul %,

72. Ecuatlia este — 3
2 Lia este de forma (z — g)m (z — b)™ = 0; se calculeaza derivata,
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3. V. 2.4.9. 4p3 4 27 ¢ =0, p < 0; relatia (4) de la 2.4.9. aratd cd rddicina
c¢ubld are acelasi semn cu g.

74, Daci P(z) = 0 esle de gradul n, P'(z) = 0 are n — 1 raddcini.

Daca P(z) este divizibil prin P’(z), toale rddécinile derivatei sint radacini
mulliple ale ecuatiei P(z) = 0 de ordin > 2. Aceasta este posibil numai daci
n = 2n — 1), adici n < 2. Ecuatia de gradul Tl este in acest caz de forma
alv —.a)? =0,

76. P(x) = (v — a)® C(2), Cla)s£0. Se dau lui = valorile © =a 4 b si
2 =a—h unde & > 0 si sulicient de mic incit polinomul C(z) si péstreze in
inlervalul [« — h, « -}~ k] acelasi semn si se comparid semnul expresiei Pla — k) =
= (— RECla — 1) cu semnul expresiei Pla <4 h) = ht Cle + h). Curba este
tangentd la axa Oz in punctul a; ea traverseazi axa Oz (punct de inflexiune)
sau a este un punct de extrem, dupd cum k esté impar sau par.

78, 1) Tmpartirea polinoamelor se face dupa procedeul ohignuit; pentru fmpir-
lirea coeficientilor, se folosesc labelele corespunzitoare. Dacd la impértirea coefi-
cientilor se obtin doud cituri partiale, lucrarea se continud in ambele variante.

Daca primul coeficient al unui rest parfial nu se poate imparti prin primul coeficient
' A A A
al impéartitorului, impértirea polinoamelor nu se poale face. a) Citul 22* - 3z 4+ 1,

A A A A o A A A A A
restul 2. b) Citul a® + 22 + 5, restul 3. ¢) Citul 4z + 2, restul 5 sau citul 4z 4 5,
A A A A A A A A A
restul 2. d) Citul 22 + 1, restul 2 sau cilul 2x 4 5, restul 6 sau citul 2&+ 9,
A

restul 10.

2) Daci impartitorul este de forma @ — @, demonstratia de la 1.3.3. rimine
valabild oricare ar fi clasa de resturi cdireia i apartin coeficientii polinoamelor. in
loenl relatiei (4) de la 1.3.3. se obtine gr. (@ — @) (C — €’) > 1, cilci primul termen
al acestui produs se obtine inmultind @ cu primul (eventual unicul) termen din
C — (7, iar in locul relatiei (3) se obline gr. (R" — R) = 0, sau R’ — R este poli-
nomul nul, cici R” si R sint constante.

in cazul unui impirtitor oarecare, demonstratia dela 1.3.3. nu mai este valabila,
cici nu mai sintem siguri de relatia (4): daca coeficientii polinoamelor apartin unei
clase de resluri cu divizori ai lui zero, cum este Z; sau Z,,, se poate intimpla ca
gradul produsului 7(C — €’) s& fie mai mic decit gradul lui 7. De exemplu, in Z,

(?};ca + ba -+ é\) '3 = hw -+ i produsul este de grad mai mic decit primul factor
(v. cap. I, problema 8 si 37).
Exemplele ¢) si d) aratd cd daca Z, are divizori ai lui zero, teorema de la 1.3.3.
nu este adevarata.

79. Da, oricare ar fi n. Procedeul de impirtire obisnuit se poate folosi tot-

deauna, cici penlru a obline coeflicientii citului se imparte mereu coeficientul pri-
A A A A
mului termen al restului partial prin 1, si in orice Z,, oricare arfi @, a : 1 = a.

A A A A A A A A AA A A A A A A A A A A
80.1) a) 1,2.b) 1,2.¢) 0,5,2,8.4)0,6,9,% ¢ 0,7, 2 5 f) 236, 11.

2) Teorema despre numirul radécinilor unei ecuatii algebrice se hazeazi pe descom-
punerea in factori liniari, care, la rindul ei, se bazeazd pe teorema fundamentald
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aalgebrei. Or, clasele de resturi, inzestrate cu adunarea si inmultirea nu sint algebrie
A A
inchise (exemple: ecuatia #* 4 1 = 0 cu coeficienti din Zy m-are nici o riddcini, de
A A
asemeneca ecuatia a2® + x4 1 = 0 cu coeficienti din Z.), de aceca demonstralia
el nu este valabild in cazul ecuafiilor cu coeficienti in Z,. 3) Fiinded in Z,;, 7,

81
Zig $1 Zyy existd divizori ai lui zero (v. 1.2.3, obs. 2). 4) Dacit @ este o radicina

A A
a ecuatiei, polinomul se imparte prin & — @, care este egal cu z 1 —

a. a) %(.’L‘ +
Eie 1A) (®= ?3) b) (z+ 2) (@ = ?) (E’L + i\) c) z(x —\-/'\1) sau (a4 ”;) (2| %)
d) x(z -+ I‘;) sau (:v + E) (x

A P A IS A

- 4). e) a(z + 3) sau (248) (2 +-5). 1) («+10) (2-+9)
sau (x -+ ') (2 1) in cazurile a) i b} descompunerea este unicd, cici in Z; si Z,
nu existd divizori ai lui zero; demonstratia de la 2.2.7 rimine \ald]ni,l (si simpli-
ficdrile sint permise; v. nota de la 2.2.4). In cazul ecuatiilor c) — I) siluatia este alta.
Deoarece in Z;, Zg, Z,, si Z,, cu&.[d divizori ai lui zero, impiirtirea nu este unici,

deci nota de la 2.2.4 nu se aplicd, din 48 = AC nu rezulta B = C, mmphhcaulo
nu sint permise si demonstratia de la 2.2.7 cade. 5) In Z,, Zg 81 Z,,, existi divizori
. " % A A A A A A A~ A A A
ailuizero;din P(z) = (x-+ a) (x -+ b), ¢+ a=£ 0, ¢ + b == 0.nu rezul ti ci Ple)=£0
(v. nota de la 2.2.8),

Capitolul 111

La)zg, =441, 25, =24/3 b) zg= —1i, Z3 = /5, 7, = 2|/ 5
a) V. 8.1.9. a= —80, b= —27; ridicinile: — 1 +1i}/2, 2 4 |/T5.
') 2
b) a = — 36, b = 113; ridicinile: JE L4l , 24+ 1/3. Dacd nu se pune conditia ca

coeficientii si fie reali, nu avem dl‘eptul st aplicim teorema de 1a 3.1.5,

3. a) Teorema de la 3.4.5 nu se poale aplica, deoarece nu s-a cerub ca a si
fie real. P(2 + i) = 0 dd a = — 5 — i; ridicinile: 2 + 1, 1 si 2. b) Tmposibil.

4, Se imparle (Hdrner) polinomul dat prin z — (1 — i}; cel
sint 2 4 /3.

6. Cind se trece de la P(u) la P(@), in ficcare termen al polinomului, agzn-k,

elalte riadicini

in locul factorului zn-% apare zn- k iar ap rdmine neschimbat. Ca si putem aplica

teorema (I) de la 3.1.5, ar Lrebui sii inlocuim si ay, prin ap, dar ap = ap daci si
numai dacd ay esle real.

6. Dac ridédcinile imaginare ale unei ecnatii algebrice sint conjugate douf
cite doud si unul dintre coeficientii sdi este real, tofi coelicientii ecnaliei sint reali
(v. cap. I, problema 31).

8. a) 2y =34 /7, mmz-,if’f/7

13, £/

cnl

) +1/2,
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el el AU S
9. V. 318. ay m=—38, n=2; 24|/ 2 ey
. BEVE 1 Lil2
T 2 2
nali, ei nu se pot determina; v. problema 2.

cbh) m=—1, n=

si 1. Cind nu se cere ca parametrii s fie ralio-

10. Se pungl conditia ca '1+|'/2 s satisfacd ecuatia: a =2, 2,,=

9 L2
9

11. Rédicinile ecuatiei vor fi a - }/2, a —|/ 2.si «. Se identilici polinomul
dat cu (a® — 2az + @® — 2) (z — «).

al @ — 3, m = —21, o« = 3; riddcinile: 3 si 3 & [/f, b) a=38,a=—2, m= 14,
' = 1 14 238 ... 1&
riadicinile: —2 si-8 - V2, a= — E, o= ?' m= = radécinile: 5 si

A

12. Polinomul dat se identificd cu (a? — 6z — 2)(2? — ba — 1) \a® 4 ax + b);
me=—10, n =22, p=14 ¢=2; 3L /11, 2 + |5, i

18. Polinomul dat se identifici cu polinomul care se obfine efectuind (mz.—-
— 10z L 28) (a® — 22 — 1) (2* 4+ pz + g). Se obtin 6 ecuatii, ecuatia a patra §i a
sasea dau p si ¢, iar celelalte dau cei 4 coeficienti a, b, ¢, d.

14, a) ; G
(¢ —1—i/3) (2 —1 4 i)/3) (# — a) (z — 2&) (x — y). Se obfin 5 ecualii; din
primele doud se afli « si v, iar ultimele 3 ecuatii dau a, b si c.

15. Identificare cu (22 — 62 -+ 13) (2 — u)? (2* 4+ pz + q).

18. Aceleasi derivate pe care le anuleazi a - bi le anuleazi si o — bi.

Polinomul- dat se identificA cu polinomul care se obtine efectuind

19. Se tine seama de teorema de la 3.1.5. b) Este par,

20. Nu. Propozilia este adevdratd numiai ir_t .cazul unei 901'13;11 cu coeficienti
reali, ¢) Numai in cazul unei ecuatii cu coeficienti rationali; coniraexemplu:
2—2|/3z42=0.

21, Nu. Demonstratia printr-un contraexemplu.

7 e oo
23. a) Doud radicini intregi si —Mu— b) Trei rddécini intregi si a3—

.o =14 a7 .
— 2+ 2=0. c¢) Trei rddicini infregi si :t& Ve . d) Se imparte prin

numai in

61/ 3,

x T e - o
ot sise pune — = y; riidécinile: @, 6a, — 2a, — 5a. ¢) |/'3 apare
@

coeficientii puterilor impare ale lui «; se pune @ = y|/3; ridicinile:
— 71/ 8, 1V 3(1 &1). ) Trei radicini intregi i 2 + i
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24, Propozitia de la 3.3.7 nu se poate aplica aici, fiinded nu fofi coeficientii
ecuatiei sint intregi; z = 2. :

2. a) Ridicina intreagi poate fi numai 1 sau — 1, deci @ = — & sau a — 2. ]

2 -3 -1

r

b) g este nedeterminat; ecuatia admite ridicina intreagi r, daci a = —

26. v. problema precedenti; p4 ¢ =0 sau p — g = 2.

27. Fie az® singurul termen al cirui coeficient nu este rational, iar r=0Q o
rddécind rationald. P(r) este o sumi in care toti termenii afard de unul sint rationali,
deci... :

"

29. v. problema 21.
80. In propozitia de la 3.3.9 se ia g = 1.

81. a) Doud ridicini fractionare si — 2 - |/'3. b) Douil ridicini fractionare
$i —1-1)/3. ¢) v. problema 23. d); ridicinile —?27%, — 2—2 — -2—3??—1, m(—2 4|/ 3).
d) Doud rddicini fractionare si «® + a®z + a® = 0. e) Trei ridicini fractionare
si 24/3. '

83. Atentie la coeficientul lui 2.

84. a) Una dintre necunoscute se elimini prin metoda substitutiei, apoi se
cautd rdddcinile rafionale ale ecuatiei obtinute,

miym, :—31:|:2|/1T3_
7 Ya,3 _“—'*“—7

b) v. indicatia de la a); (1, — 3), (ﬁ % —:;“J, (1 == ';|/51 / Lo 12@] :

intersectia a doud parabole; c) Se folosesc formulele lui Vieta; sint 6 solutii;

{z, 4,8} = {2,5, —4&}. d) v. indicatia de la c); sint 24 de solutii, {z, y, 7, u} =

={_2 9 —1—i)19 —1Li/19
g 2 i 2

o ecuatie liniard in y; solutiile (0, 1), (— 2, 0) si doud solulii imaginare, inter-

sectia unei elipse cu un cerc. f) (— 2, — 1), (— 2, — 1), (H g, 1], (4558
3

=2, Y = 5, Xy, =

}. e) Se elimind intii * pentru a obline

intersectia unei parabole cu o elipsd. g} (8, 1), (1, 2) si doudl solutii imaginare;
intersectia unei elipse cu o paraboli.

85. Nu, céci 1 ar fi divizibil prin numitorul fractiei; v. 3.3.9.

86. v. problema 25. Ridicina nu poate fi decit A sau — l; m= — 2
2 2
sau m = 1.
—p 1V p® —4 b os
8. = _Prlg—});q . Se examineazd cazul cind p este par si cazul

cind p este impar; in ambele cazuri, numirdtorul este par.
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88. a) Dac# se imparte polinomul P(z) = ayzn + a;a"~t - ... + a, prin
& — 2 folosind schema lui Horner, se obtin coeficientii citului: Bt — e —
q
ol + aq el aop® + a.pq + aug* P B @GP b @ p i L+ gttt
q Ji ¥R qa E AL B gﬂ—'l- "
Daci P[ﬂ] =0, are loc relatia («) de 1a 8.3.9. Procedind ca 1a 3.3.9 b) se arati ¢i a,
q
este divizibil cu ¢, ayp + a;q este divizibil prin ¢?, ..., ayp?= + a,p=2q + ... | apgn!
este divizibil prin g#~t, deci numérdtorii fractiilor care dau ¢, ¢, c,, ..., ¢,_, sint
divizibili prin numitorii respectivi. b) Mai mult, fiecare numiritor este divizibil
printr-o putere a lui ¢ care este cu 4 mai mare decit puterea lui ¢ care figureazi
in numitorul aceleiasi fractii. Rezultd ci numerele intregi care se obfin dupa
simplificare sint divizibile cu ¢. (Se poate lua cazul P(z) = auat + ... 4 a,.)

n(n+4+1) (2n4-1)
6 ?

89. Se foloseste formula §, = n = 10. 40. Primul termen

este 4 sau :—5—:‘:21—1/5—9 41. Ratia = 4. 42, 5; 7; 9.

43, 22+ 9)) a(z + 9) = 90; = =3. 44, 28 | 64 + Tat 4 had b 2® —
— 3600 = 0, z fiind lungimea laturii mai mici. 4b. 2% — 242 4 45 = 0, a fiind
misura razei cilindrului. 46. 2 + 152% — 756 = 0.

47. Da. Descompunerea in factori liniari este unicd (v. 2.2.7); grupind la un
loc cite doi factori care corespund riddicinilor imaginar conjugate, se obtine
descompunerea in factori reali ireductibili. Nici o altd grupare nu va da factori reali
(v. Cap. I, probl. 9). Alifel: Se reface demonstratia de la 2.2.7.

50, a) Termenii fractiilor se descompun fin factori folosind 3.3.7 si 3.3.9.

- 2

2) 2% 1;h)x+m+2; G)4x+3.
z—3 3z — 2 3z —2

d) Fracfia este ireductibild.

51. Propozitia: Orice polinom cu coeficienti rationali se poate descompune
in factori liniari si de gradul II cu coeficienti rationali — este falsi. Ea devine ade-
viratd dacii se adaugh conditiile urmiioare: rédicinile reale ale polinomului si
fie ratienale sau irationale pitratice, iar dacd polinomul are ridicina imaginari
a -+ bi, a si b2 si fie rationali.

54. N-are nici un sens. Numerele complexe nu sint nici pozitive, nici negative.

56. Are acelagi semn cu a, oricare ar fi x, cici se descompune in trinoame cu
ridicini imaginare. Alifel: v. nota de la 3.4.5.

66. a) Da, pentru orice functie continui (v. £.2.2). b) Depinde de ordinul de
multiplicitate a rddécinii (v. cap. II, probl. 76).
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Capitolul IV

— w::‘;)mi_zoi 3_ 1), (=1, 8), (3, ). b) (3, ). ¢) (= o0, —1). d) w =

2 a) (=0, 4-09). B) (0, 5), (5, ). 0) (=00, —1/F). d) (oo, —VE) (-5,

V/'5), (1/'5, o) ¢) Se cauti riidicinile rationale ale derivatei; (—oo, —2)

1 1
[~ 2, EJ ’ [;’ SJ s (8, 00}, 1) Be cautd riddcinile rationale ale derivatei: (— oo, —3).

(2, 4), (&, oo). g) Se poate trata ecuatia care se obline dupi indepiirtarea ridi-
—7 4 4/13

cinii duble; z = 2, =1
“ 2 3

Lg,4 =

h) Radécinile derivatei sint 2LV %57 : )
) erivatei sint T Deoarece nu intereseazi valoarea poli-

?omului pe'ntm aceste valori ale lui #, ¢i numai semnul lui, se pot lua aproximiri
oalrte grosiere, de exemplu z;, = —4, x, = 25. Ecuatia are cite o riddcini reald
in intervalele (—oco, —4), (—&, 25), (25, o).

3. 2Se apzlici metoda de la 4.4.4 a) Intersectia piriii superioare a hiperbolei
(¢ —1)2— y* =1 cu parabola y =9 — 2% =z, = (2, 38), =, = (—2, —3)
b) Figura I reprezintd graficul functiei f(z) =|/a® — 3221 4, & = [—1, oo):
M(O,_Z), A(2, 0); in punctul 2 functia nu este derivabild, derivata la sﬁnn"a eqte’

- . = : ° j

7!1/)3’ derivata la dreapta este |/3. Rid¥cinile sint -abscisele puncteler B, C
si D; o e (—1,0), z, = (0,2), 23 € (2, ). ¢) v. figura 1. = = (1, 2) abséisa
punctului . d) Graficul functiei f(z) = |2! —1]| se vede in fi"ura II
T = (_OO! '_'1)s Ty & (11 00)' : -

o
o
el %
58
Cr
Sy
]
]
]
|
—
,// ] "fl =
'l -f d 7 x

HE: & Figs Il

* Daci se indica ii §
'y aﬁse mdmf,\, d_e exemplu, trei intervale, inseamni ¢4 ecuatia are trei riadi-
cini reale, cite una in fiecare interval. ‘
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4. a) Graficul arati cd ecuatia admite o ridicind negalivi si doud radicini

pozitive (ramura dreaptd a parabolei y = 32? taie curba exponentiald y = 2%

: SO Rps Lt B G

in doud puncte; (demonerat,le: lim = Se congtatd prin incercarr ca
x—r00 DT

cle se afld, respectiv in intervale (0, 1) si (7, 8). b) » = (1, 2), = (9, 10).

¢) @ — 0 si cite o radicind in intervalele [—2Icn — g , — 2 Im); =10, 1,

2 .. §i {Hz ke, — 2km 4+ -;5] =1, 2 8 4 ;m=0, mec (0, _].

e) ae [E ; 7:] B ze(0,1). g) e [E 5 'n:] . h) Cite o ridicind reald in inter-
2 2

£ 3 Ry
atele o | —m =25 [ == ,(0,3, E,n], i 211), adici in
2 2 2) |2 2

intervalele (— ke, — (2k — 1) %) si ((Qk 4-1) g, (k -+ 1)1-:] k=0, 1, 2, 38, ...

5. a) Se intersecteazd cele dous curbe sau se elimind y si se studiazdi ecuafia
2% — a2+ a+ 1 =0; o singurd solutie: z & (=1, 0), y= (1, 2). b) Analog

: 1
cu a); doud solutii; = = (—1,0), y1 e (QE ; 0] , zpe (0,1}, yp = [0, —;-] a
¢) @, y si z sint rddicinile ecuatiei #* — 12t 7 =0, care admite cite o ridd-

cind in intervalele (—4, —3), (0, 1), (3, &). Fie ty, &, 13 ridicinile acestei ecuatii.
Solutiile sistemului sint toate permutirile acestor numere.

6. a) a << —8, (5, w); a=—8, m=ax=—1, 2, = 8; —8 < a< 100,
(—o0, —1), (—1, 5), (B, 0); & =100, 2, = & = 5, z; = —4&; a > 100, (—oo,
—1}% b) e <0, (—‘Doa ﬁi): (1: QO); a=10, x = xy= 0; @3, 7y = :1:]/—2, 0 <
g~ (—00, —1), {—"1, 0): (0: 1)9 (1: OO); a=1, # =x,= —1, z3=

— ay=1;a>1,nicio rddicini reald. ¢) Daci se foloseste teorema lui Rolle, ea
trebuie aplicatd in intervalul [0, w). a<0, ze(l, o, a=0, = 0, 5, =

1 A s, o)
= 43 0<a<i, 0,—1—, :l—,i;a:i,x=i;a>—,n1c10radacma.
& & & 4 4 A

%. Se foloseste metoda graficd (4.1.4).

a) fla) = _i(ﬂf/-k_ﬂ_, ze< R (fig. III), m(—2, —1). M(0, 3). Discutia se
224+ z+1 J
poate face si pe cale elementard, folosind realizantul, suma si produsul radicinilor.
T ® : : Vi 3 ¥ a e ol
b) fla) = = RS RN 1) (fig. TIV). M[— 5 "3 ) « elflEy= —

3 3 5 |
ze RN {0} (fig. V), m {!/—fl i'gé); d) flz) = %m—i—i , xe B\{—2,1}

(tig. VI) 4{0, —1).

(3]
=
i




o 4

(6‘} 5
{5) M (5)
(4) “ M

() ] ]
A — %l i

(1)
\

Fig. llL. Fig. IV.

B e

A i
=\

\

Fig. V.

a) Se taie curba y = ¢¥ — & cu dreapta mobhild y = m sau se taie curba
Y = 3“ cu dreapta mobild y = x 4 m. Discutia: m < 1, nici o ridicini reald; m = 1,
x =0 (se va afla ecuatia tangentei la curba y = ¢* in punctul de absmsa Zero) ;
m > 1, z,=(—o0, 0), z,=(0, oo) b) Analog cu a). m < —1, 2, = (0, 1), z,=(1, 0);
m = —1,x =1, m > —1, nici o riddcini reala. c) Se taie sinusoida cu dreapta
variabild y = z + m. Dlscut.le m<0, 2 (0, o0); m=0, x=0; m> 0,

z & (—oo, 0). d) La fel ca problema precedent#. e) Se taie curba y = i cu dreapta
mz

e?In23

variabild y = m; m <C 0, nici o radicind; 0 < m < , @#&(—oo, 0) s.a.m.d.

f) Oricare ar fi m, x; = 0; afarii de aceasta: m < 0, cite o ridicini in..

3 i3 b 37 i T
[_ am, — ;J, [— ™, — ;], [E’ 'nJ, [-2— : 21:) .r, adicd (—}cn, — {2k —1) g)
b

i [(zk =) % k|, k=1, 2,8, w;m=0, s=kn(k =Z); 0 < m<1, cite o
radicind in intervalele... [— 5—7:, —271:], [— oz s — 7], =, 3= , 2= R

2 2 9 ) ?
adica (— (2k + 1) 7., —kn] si (rm, {2k+1)~], ko, 8,8, e s

o ridicind in aceleasi in-

T L]

! d TI : tervale, la care se adaugi

! ! cite o riddcini in inter-

| valele | — = | o) si [0, E) .
(8) I o e

1 : g) v. 41.8, (doud metode).
@G=__1 S~ <0, 220, 1); meo,
@] B Al | _ i — m=1; 0<m<i,m16(1, e),
(2) I | | o e

!

: At e (o, o) m=—, o= e;

| ] 1 ©
) | B m> —, nici o ridicini.
: T F T s

|[ i h) m<0, z2=10; 0 <m <1,

l 1 ! 2 e (— o0, 0), 2, (0, )

Fig. VI. = 0; m > 1, z= 0.
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i) m< — Z 4+ 1, nici o radi-
2 1

1
|
E
e I
cind; — = +1< m<0, z= f
2 I
= I
E[gi,O];0<m§—2——i, } |
2 I
i T s 1
ze (0,1]; m>——1, niel 0 . EEEE ST
2 w t
radéacina. : ! :
acina e {2 7 =
9. Se procedeazi ca la |
2l g L :
N el . T !
2 — 6z -+ 8 M i
z = R\{2, &}; graficul este cel ‘. -
5
din figura VII, m(1, 0), M [?, |
2 i
i i
. { i 1
2! 3], A(— 1,i], B[O, i],
15 8 Fig. VIL.

cls;, — &, D(S, 136}

a) Intereseazd restrictia funcfiei

f pe intervalul [—41, 1], graficul ei este

4 .
arcul Am. Disculie: a < 0, nici o ridicind; a= 0, a =1; 0<e< i o riada-

b o e : ’ s o :
@ > — , nici o ridicind. b) Interéscazi restrictia al cirei grafic este arcul
15

situat infre axa Oy (punctul B) si asimptota = =

cindi;

2, Discutie: a < 0, nici o radi-

e 1 10
einds oi=10, 2=1; 0= a<—18—, doui radicini; a=—, =0, z= 7 ;
a > i, o riddcind. ¢) Intereseazii restrictia al chrei grafic este cuprins intre

8
16
punctele C si D. Discutfie: a << —%, 2 = (3, &4); a = —4&, 2=3; —b<a< e
4 e 3L 1 " 16 B
nici o ridicind; e=-—, z=05; a> e o riddciné.
3
10. Figura VIII reprezinta gra- v
ficul functiei f(z) = sin « + cos z, 8
z [0, 2xn), 4(0, 1), [ I/Q] oA ¢
c -n—, 1] s.am.d. 0| @ & on
2 ' 4 20 4

a) Intereseazd restrictia func-

Fig. VIl

tiei f pe intervalul [0, -g-] , graficul
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ei este arcul ABRC. Discutie:
a <1, nici o rddicind; a =1,
2 =0, xz=“g";1<a<l/§1

doud ridicini; a= |/ 2, 2= =,
e > /2, nici o ridicini. b) In-
tereseazii restrictia al cirei gra-
fic este arcul CD. Discutie:
a <. —1 sau @ > 1, nici o riadi-
cind; —1<Ca<'1, o singurd
ridicind. ¢) Analog cu a),
d) Analog cu b).

=
8

11. Se procedeazﬁ ca la
53

522 — 22 — 3
meR\{—-%, -1} (tig. 1X),

i 5 9 248
Fig. IX. M [_ T (i’ é‘iJ !
4 5 80

1 5 o S L A ;
A (~ » — —| . a) Intereseazi restricfia reprezentati de ramura stingi a curbei

: s i St 5 0 ottt A
§i de ramura mijlocie pind la punctul O. Discutie: e < — — doufl ridicini;
. 4
5 5 . b
g= ——, & ==o=—1 — —<a<0, nici o ridicind; ¢« =0, 2; = x, =
& &

=x3=0; a> 0, o rdddcini. b) Intereseazi restrictia reprezentati de partea
din ramura stingd situati la dreapta punctulni M si din ramura mijlocie:

5 1 5 1 5 243 o
c)a<-—k,xe[—,1;a=--—,x=—;——-<a< , nici o
22 2 22 2 22
24 4 )
radicind; 298 )y X = %y = i; a —3—, doud ridicini.
80 5

12, Cazul p < 0, A = &p3 + 27¢2 < 0, 3 ridicini reale, [—oo, = V_%J'

[‘— V——g—’ V——‘;J’ ”/—%’ oo); A = 0, ridddcind dubld; A > 0, o singuri

ridicind reald (v. 2.4.9).

18. a) Fie O centrul sferei, C centrul bazei conului, 4 virful conului, 4’ punctul

o = . - . . —
de pe sferd diametral opus lui 4. Nolim cu & misura algebricd a vectorului OC
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pe axa QA" (orientald de la O spre A”). Indllimea conului este R + =, oricare ar fi
pozilia punctului € pe 44’ Ticuatia problemei:

o Rpf — Ra— RY

z) = — 1
f(2) =
z e[—R, R]. Figura X reprezint§ graficul fum}%ici definiL% dae2 %%§ea§u relatie,
dar pentru @z € (—oo, o); m(— R, 0), P (0, ?) s M (E,TJ , O(R, 0);

intereseazd restrictia acestei functii pe intervalul [— R, R]; graficul ei es.ste
arcul mPMQ. Curba se taie cu dreapla variabildi y = V (V = 0). Discutie:
3

32R R R 2 32 Rs b

— R’ =l S Rl e ek

oV < 3 mle( ] 3) .’E‘!E(S ‘ 5 1 -
V= o2 3, nici o solutie. b) Intereseazi numai arcul de curbd PJMQ.

s . R R? . %2Rl " %
o<V < %, o singurda solufie = (E’ R]; = =Sl T dond solutii

s.am.d. ¢) Pentru a obtine o ecuafie cu coeficienti numerici, se pune @ =z I;

i3 3;2:1{75’}'@. Alifel: se ia ca necunoscutd unghiul format de
7 B e 8

in#iltimea conului cu o generatoare.
14, a) Se noteazd cu a ,distanta® de la centrul cercului la o laturd a triun-
ghiului (v. problema 13). f(z) = (R + =) [/322 =8 _ 8 e [—R Rl

SR 3
figura XI, A(— R, 0), B(R, 0), ﬁi(%; W)_!/_i’] . b))z, =0, 2, = (0,8R, 0,9R).

‘Tl =

a T9 .0
15. Fie y = u ordonata corzii, s = f(u) = Y b+ u) |/B2 — u?, us[—0b, bl
Dack seriem 2 in loc de w si R in loc de b, expresia diferii de cea din problema

precedentd numai prin factorul -% Graficul are forma din figura XI; A(— b, 0),

a 3ab[/§}
B(b, 0), M[—g, )

16. a) Notam cu z distanta de la virful conului la baza superioard a cilin-

drulai; f(z) = S ali T V, « =[0, h]. Curba y = f(z) are aceeasi alurd
¢ 2

' 4 | . (2 4R

cu cea din figura X. Extremele sint O sl M(f ; =

], curba taie Oz in
punetul Q(h, 0): inlereseazi arcul OMQ. b) » = . i — % 1+ A

(]
! M ) MO

IR L5
Ay
Ja SMy . %ﬁ) _Z/ ZI. (1)

209




17. a) Fie « infltimea conului; ¥V = f(2) = g (a® — a?), « = [0, a]. Discutie:

24°)/3 v . 3 < 5 :
oV <_aq|7/_3 =, doud solutii; V=ua, z; = a:z_i[—/——; V > «, nici o solutie.
b) z, = %, Ty = M . Alifel: Se ia ca necunoscutd unghiul e format
*

a® c0s o sin? o D
de indltimea conului cu o generatoare V = f(x) = AL, a0 = [0, —] -
3 2

18. Fie = si y, respectiv, raza gi generatoarea conului: sistemul, ray = =S,
2

X V/y —af ==V di ecuatia V — flz) = % V52— 2%, w = [0, |/5]. Graficul

acestei functii este arcul OMA din figura XTI, M[M I/"S[/ 3] A(Y'§ 0).

Alifel: Se iau ca necunoscute generatoarea z si unghiul « format de generatoarea

74
3

cu fnil{imea: V = 1/ cos? w sin .

2z% - 4T

19. a) Sistemul 2y = V, 222 + 4oy = § did ecuatia f(z) = ———— = §,
x

z = (0, oo). b) Graficul acestei functii este ramura dreaptd a curbei din
— 1 12 =

figura XIIIT, m(y 7V, 6 7)., In ecuatia flz) = L/ﬁ se pune z=gz v,

Vv Y r(/e5 —1)

371=—‘)—,£L‘3: A

relatia 2%y = V. Alifel: BEcuatia f(z)) = § se rezolvd in raport cu y si se

. Valarile corespunzitoare ale lui y se afld din

; 1 2
consiruieste curba V7 = — (Sz — 22%); v. problema urmitoare,
&

% (Sz — 22%) =

%

20. a) Ecuatiile 2na? + 2nay = =S, maly = =V dau f(z) =
= V, definiti pentru valorile lui = pentru care f(z) = ¥V > 0. Graficul acestei

5 g s 5 :
functii este arcul OM A din figura XTV. MH/T%’ 737]/ G J, JH[*, 0] b) In ecuatia

Y E !/\ ' ¥
1
@ /
(3) I 3
g @ NS i 0
AN 2 AN
I LY \ i
S N A x \o x \ a7 ,4 2
i \‘ ', Fl
1 \ i
i m
Fig. XII. Fig. XIII. Fig. XIV.
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Sz — 223 = lezlgﬁ, se pune z = z/ 5 ) = !/3'5, By— Lﬁ_—ﬁ_l)[/_&' Altfel =

. 5 : ; 22 + 2V

Ecuatia f(z) = ¥V se rezolva in raport cu & si se construieste curba § = == =~
x

(v. problema precedenti).
21. Notam cu x, valoarea riddcinii datd de metoda coardei gi cu = sau ap
valoarea datd de metoda tangentei aplicatd, respectiv, punctului e sau b (¢ < b).
a) @, = 2,4903. @ =2,4909. b) @ = 2,09425, =z = 2,00457. ©) 2, —
= 0,6517, x; = 0,6539.

22, in problemele in care intervin functii trigonometrice, trebuie luat ca uni--
tate de misurid pentru arce radianul. Pentru transformarea gradelor in radiani
si invers, se folosesc tabele, de exemplu: Tabele matematice uzuale, Ed. tehnici
1965, Tabela IV. 1 (pag. 141). Logaritmii naturali se afld de asemenea cu ajutorul
unor tabele speciale, de exemplu in Tabelele citate: Tabela II. & (pag. 62 —63) sau
Tabela I1. 6 (pag. 64).

a) e = 156°28", @y = 154°29". D) =, = 42°20°3", 2y = 42°20"48", ¢) z, =
= 1,823, o — 1,826. d) 2 =1, 2, = —1,872, z; = —1,874.

28, a? — 622+ 10 = 0; =z, = 1,5216; @ — 1,5222.
24, 1023 4 252% — 64 = 0; 2, = 1,2979; = = 1,2981.

25. Volumul segmentului sferic este » = (L (SRHh) unde R este raza
sferei, iar h indliimea segmentului, z® — 3RZm—|— 2R31 — E) = 0, unde =z este
n

distanta de la centrul sferei pind la planul de sectiune.

a) 2o = 0,2265 R, @y — 0,2259 R, 7:-02262R[iiﬂﬁ;]
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b) 2, — 0,348 R, ¢t = 0,346 R, = — 0,347 R [:1: L )

26. Se egaleazd greutatea sferei cu greutatea apei dislocuite, apa dislocuita
avind forma de segment sferic de inillime z. Pentru volumul segmentului, v. pro-
blema precedentd; 10z% — 302% + 28 = 0; @ = 1,27346 R.

27, Fie AR diametrul §i AC coarda, mis. BC = & (radiani); partea ABC

se compune din triunghiul AOC si sectorul ecircular BOC; x + sin 2 = E ;

28. Fie AB diametrul, CD coarda, mis. BD = 2 (radiani); aria portiunii
cuprinsa intre 4B gi CD se descompune in doud sectoare circulare egale, BOD:

si AOC, si triunglﬁul ODC; =z - sin z cos = ; sau, punind 2z = u, u 4
*

. ™
+ sin = —.
2

29. Notdm cu 2z unghiul la centru corespunzitor; cos x — z =0, 2, =
= 42°2043"; ay = 4£2°20'8”".
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30. Aceeasi notatie cala problema precedentd; 2 sin z — & = 0, z, = 108°3675”
7 = 108°86/27". i L Ve

8l. tg x — 22 = 0; 2, — 66°46’8”, =, — 66°47'5”,

32, Aceecasi ecuatie ca la problema 31.

Capitolul V

3. b) Nu, cdci existd un triplet (z, y, z) astfel incit (¢ T y) T 2522 T (y T ).

. 4 20 8l A :
7. a) Fie X = [ ] Ecuatia devine: [l A = L get
Ty Ty Ty Ty Ty Ty Xy Xy 1324 °
GE R ;

Asadar, 2y =3, 2,=4 a,=1, x, =2 .;siX:(
3 &1 2

Yi Y2 Yz Y . 123 &
= + ]t = =3
(1 o 5 4] Se obtine: Y (2 - 3)

]. b) Se pune ¥ =

9. b) Sistemul dat devine:

{ B —3
a2 + y2 =5
’ 4 ’ ’
10. r oy £ { gy _ xx' + 2yy" ay’ + a'y . “ @yt
2y = 2" a 22y + 22y’ yy’ + a2 || || 297 2"

unde 2" = xa’ + 2yy’ sl ¥y’ = ay’ + 2y (2" =0, y”’ =0Q).

1. Fie z=a+ b/ 551 2’ =a + b/ 5, cu a—5b2 =1 g a2 — 5p2 = 1,

Ajfem z*a’ = ad’ + 5bb" + (ab’ + a’b) |/ 5. (aa’ + 5bb’)% — 5(ab’ 4+ a’'b): =
= a2+ 10aa’bh’ 1 256%2 4 5a’% — 10aa’bh’ — 5a%? = a0’ — 5b%) —
— 5b2(a’® — 5b2) = ¢ — 5b2 = 1. Deci z- 2 = M.

12, Se observi cd 2 T y = (r — 3) (y — 3) + 3. 18. a) Da. b). Nu.
15. b) Nu, ciici existi un triplet (z, y, z) de elemente din E astfel inci
) » Ys sle incit z
T wTsz =(=Ty) Tz Se va preciza un asemeneca triplet. i
16. b) Se obtine (¢ T y) Tz=a T (y T 2) = 36zyz + 182y -+ 18224 18yz+

) 1 — 4 — 9q 1
+ 92+ 9y + 9%+ b.c)e=——, d e e
30 9@ -u;aJrg’(a:’“L 2)'

24, a) Avem:

[AU(BUA)JU[BU(BUA)]=[AU(AUB)]U[(BUB)U A] —
=[(AUA)UBJU(BUA)=(AUB)U(AUB)=AUB. b) ANB.

] 25, b) Elementele e, a, b, ¢ se pot considera functiile definite pe {1, 2} cu valori
in {1, 2} iar legea de compozitie, compunerea.

34 c) e=2. 85. ¢) e = a.
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A A AA A
87. b) Avem de exemplu: 3 T &= (3+34) + B el E
NN ~ AA A = A A A A A A A A A A~
=(3:3)+h="4-a=1 Deci 3T&=1+2+41+4 — R e L
A A A A A i . ~ AA A AN A
= 3 4 4 — 3. Asadar, 3T 4. Tafel,searati ci 0T &4=0, 1T 4a=1, 27T &=
A A_ A A
=9 4T h==4
88. c) Se va folosi 5.1.25. 42, a) Functia f : R — R este inversabild cdci este
=ty
bijectivi. Functia g este inversabili c#ici este Dbijectivd. b) f~'(z) = Wl
3

1 2
gl (z)= —arclga — —.
() = arctg @ —

: = — 7
X <13+ 271: _— : ) e o =P
43, Exemplu: (3 + 21/2) 3—2)/2 44 a) e=". D)z S
=2

A A A A A A A A A A
45, Avem: (3 a_)—|ﬁ4:9=(3'a)u|—é+(—~4):9+(—&) (3-a) +0 =
A A A A A A A A A A A A A A
=bdip=8=81e8-m =3 5@ Yra=4L-b=>la=0=>p=10
] . AA A A A A
Verificare: (3°9)+ 4=5+4=19
5 23 &5 L5 6)1
46. a) Avem 12836456 OX.:-—[i 4406J:(123106 L
312465 214365 84 246 5
1 2 3 & 5 6 1 2 3 4 56y 123 45 6
o o X|= o = e0 X =
31 2 4& 6 5 312 4& 6 5 21 &8 69

{312465] (123456’ [123456}
= o = X = -

123456) (214365 324156
' iy —3

T | AN :H 2 y
y x —y @

64, a) 2 =2t a2t i =atreat=c

65. a) Din z® = ¢, rezultd & = 27h Avem: zy = (zy)t = y™ 2™l = ya.

68. ¢) Pentru usurinta rationamentelor se vor intocmi tabelele legilor de
comporzitie. d) Se vor nota convenabil elementele celor 3 structuri cu aceleasi
simboluri si se va observa cd se obtin tabele identice. e) Se va observa ci in toate

cele trei structuri este adevirati egalitatea a? = e. Bxistd un grup cunoscut cu
patru elemente in care nu are loc o relafie analoagi.

71. a) Este indicatd forma trigonometricd a numerelor complexe, pentru
exprimarea ridicinilor.

76, Daci cele doudt incle ar fi izomorfe atunci ar exista f : M — P astfel incit

1) = 1, £2) = f11) +1(1) = 2 i £/ 21/ 2) = (/' 2)- F(1/'2) = f(2) = 2.
Asadar, f(V/2) = 4+ /2, dar 4 |/ 2 P.
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e i i R s b ey 00
|

79. inmultind prima ecuatie cu 3, obtinem 6 = 3, cu solutiile 2z =

A
i
A
2

A A
2 =175, z =9. Inlocuindu-se in ecuatia a doua se afli y. Soluyie. = =’i, v

Metoda substitutiei nu se poate aplica, deoarece 3 si zsint inversabile.

84. a) Se wva inlocui « pe rind cu ?), ’i, ﬁ, %, Z $i se va obtine z% - 2&: = 6

‘Explicatia std in faptul ¢ in demonstratia cd un polinom cu coeficienti nume-
rici de gradul n este identic nul, cind tofi coeficientii sint nuli, se presupunea
existenta a n - 1 valori distincte. in clasele de resturi modulo 5 nu existi decit
5 valori distincte. b) Se va reface demonstratia datd in prima parte a manualului.
Se mai foloseste faptul c# in inelul claselor de resturi modulo 5 nu sint divizori ai
lui 0. 85, Existd divizori ai lui 0.

88. Exemplu de divizori ai lui 0:

o= =F

1, =x=E1
e gm-{

0, =1

89. Nu. 92. a) {z<=Rz—a+ b/, acQ, beQ, ceQ, |/ ce&Qh
b) zeRla=a+b)/2+¢c)/34+d)/6,a=Q,be=Q, ccQ, de(Q}.

93. Se va {ine seama cd intr-un corp nu avem divizori ai lui 0. 95. c) Se va
folosi punctul b) si problema 94 punctul c). Avem afy - e anp =0
si deci f(agmg + aumo * +eritan) = f(0) de unde a, o —|—a1x_3_lq~ v+ an=0.

A A i

99. a) & b) 3. 100. a) Deoarece 3{c) este solutie a ecuatiei 22 = ¢, avem
(Be)) =¢c P=coaP—c=0<x2—[§)P =0 (z— 8() (z+ 3c) =
=0« 2= 8c) sau = —38(c). b) Se reface demonstratia cunoscuti in cazul
ecuatiei de gradul doi cu coeficienfi reali. ¢) Avem §(b2 — 4ac) = |/b% — Lac si

Y' i 1 1 ~
formula devine formula cunoscutd. d) Ecuatia a? = b2 — &ac devine 22 =1 cu

A A
L=t

= AL A A _‘§
solutiile 2 =1 §i # = —1(z = 4). Agadar, z,,,=

= A

2

ro> |H-
o lemss
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