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Capitolul 1| PRELIMINARII

§ 1. NUMERE

Peste tot in acest manual vom nota cu N mul{imea numerelor naturale,
No={0; 4 2y wsy By ik
Referitor la adunarea si inmultirea numerelor naturale acceptim pro-
prietatile:
e+ +s=a+(y+2),
NO0Lg=040=2,
Nrty=y+a
&) (xy)s = a(yz),
5) Lo = a0 = g
6) x(y + 3) = vy + 2z,
7) my =y
oricare ar {i z, y, z € N.
De asemenea, vom nota cu %, mul{imea numerelor intregi,
L= Loz ity ooy —2 =500, 25 e g W00 B
Acceptim ca adevirate pentru adunarea i inmultirea numerelor intregi
proprietatile 1) —7) precum si proprietatea:
8 xf(—a)=(—ax)+a=0 V&l

Vom nota ecu @ multimea numerelor rationale, Q@ = {a/b | e, b € Z,
b # 0} Pentru 2 € Q, 2 # 0, & = /b, notdm cu & numdrul rational b | o,
Avem:

9) wat =iwte =,
oricare ar [i 2 € @, z # 0.

Cu R va fi notatd multimea numerelor reale, iar cu € multimea numerslor
complexe, € = {a¢ - 16 | ¢, b £ R}. Pentrn adunarea si inmultirea numerelor
reale (complexe) acceptim ca adevirate proprietati 1) — 9).

Avem:
NCcEZcQcRcdl.

Literele folosite mai sug pentru notarea multimilor de numere mentio-
nate apar in textul maoualului culese aldin (gras). Pentru scrierea lor cu
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mina (pe hirtie sau la tabli...) la literele de tipar uzuale se adaugd o linie
suplimentari. Aceste conventii de notatii sint consacrate in literatura mate-
maticd actuald.

Se stie ¢i |/ 2 nu este numdir rational. S& reamintim demonstratia. Dacd

/22 Q, atunci |/ 2 = a/b, cua, b € Z, b # 0. Putem presupune ci fractia
a [ b este ireductibild, adicd e si b nu admit nici un divizor comun ¢ & Z
astfel incit |¢| >1. Cum a? = 2b% rezultd ci a® este par, deci a este par,
de unde a = 2a;, cu a, € Z. Avem 4ai = 2b%, deci 24 = b2 Rezultd cd
si b este par, deci a §i b admit ca divizor comun pe 2. Contradictie.

1.1. Defini'te. Spunem edl un numdr intreg d diferit de 0 gi 1 este /il
de pdtrate daci nu se divide prin pitratul niei unui numir prim.

Astlel numerele 6, 2, —15, —1, —3 sint libere de pdtrate. Numerele 108
§i —40 nu sint libere de pétrate cici 108 = 33+ 22, —40 = (—5) - 2%

Dacii d > 0 atunci prin ]/ d notim radicalul aritmetic al lui d adici
unicul numar real « >0 astfel incit «? = d. Dacd d < 0, atunci [/tl = 1]/—0',,
—4. Astfel /=3 =1il/3.

1.2. Teoremi. Daeil d este un numir intreg liber de pitrate, atunei
1/ de Q.

Demonstrajie. Dacil d < 0, atunci |/ d este numir complex si deci
/@ & Q. Rimine si considerdm cazul d > 1. Dacil |/ d & Q atuncild = a/b,
a>0,b >0 unde a /b este o fractie ireductibild. Avem db* = @ gi dacd
a =1, atunci b%d =1, deci d = 1. Contradictie. Deci ¢ > 1 si atunci e
admite un divizor prim p. Asadar a = pe, cu ¢ € Z, de unde 0% = p3*c*
Cum fractia @ /b este ireductibild, p nu divide pe b, deci din egalitatea
b = p? rezultd ca p? divide pe d. Contradictie.

Numerele de forma a + 5]/ d, cu @, b € Q si d intreg liber de pitrate
se numesc numere pdiratice. Astfel:

unde i% =

14 VI - | +2|/—3 — -;1!/3, 44 3)E a3
gint numere patratice, unde i? = —1.

Dacii a + b/ d si ¢’ +b']/ d sint doud numere pitratice, atunci:
atb)/d=a +b )/ dea=a gib=2>"
In adevir, daci @ +b )/ d=a" 45"}/ d si b # b, atunci

Vi=t"Fr€Q

Contradictie. Deci b = b’ si atunci a = a'.

Dacd d este un intreg liber de pitrate, atunci notdm cu Q(]/ d) mul-
timea tuturor numerelor pitratice de forma a 4 b]/d, cu ¢, b € Q si cu
Z[]/ d] multimea tuturor numerelor pitratice de forma a + b[/a cua, b Z.
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Agadar:
Q) d) E{a+b)d)a beQ}
gi
Z[/d] Y {a+b)/d|a, bE L}
Evident

ZcZl)dlc @)/ d)cC,
Q(1/d) c R.

iar cind d >0, avem chiar
Astfel:

Q3 ={a+b/2e bEQCR

Zlil={a+bi|a, b € Z} (.
Dacd z =a -+ b]/d este un numir pétratic, atunei numarul pitratic
2f —a—b]/d se numeste conjugatul lui z.

§ 2. MULTIMI 8§I FUNCTII (recapitulare)

Fie £ o multime. Vom nota cu €(E) mulfimea tuturor pértilor (sub-
multimilor) lui E. Dacd X, ¥ € &(F), atunci cu XU Y gi X N Y vom nota
reuniuneq, respectiv inlersecfia Iui X cu Y,

XUYE zcE|z2€ X sauz € ¥}
respectiv
XnNY®Yi{zcElz€ Xsiz€ Y}
A]{lintim urmétoarele proprietiiti ale reuniunii si intersectiei:
HNDEXUNUZ=XU(YUZ), XNnY)nZ=Xn (YN Z);
HgUVX=XUg=X,ENnX=XNE=X;
HXUF=FYUX, XN ¥=FnNn X;
4) XU(Y N Z) =(XUY)N(XU2Z),
XN(YUZ) = (XNY)U(XNZ)
oricare ar i X, ¥, Z € @(E), unde @ este submulfimea vidd a lui E.

Fie I si I doud mul{imi. Pentru o functie f: E — F vom preciza uneori
sl actiunea lui f asupra elementelor x € E prin notatia

[:E->F, 2 [f(z)

unde [f(z) este imagineq lui x prin f.




Fie £ o multime. Vom nota cu F(£) multimea tuturor functiilo
f:E - E Daca ;. g € &F), atunci functia

ler
E 4 E L:E > E, & - hz)Z fle(z)

\

N, - . ole
8 se noteazd cu fog si se numegte compusa functiei f
’{\%\ f cu functia g (v. fig. L1).

N . ) . )
L Functia 11 E - E, lglz) =2, Va2 & E, se
\\ numeste aplicalia identicd a multimii F.
b 2.4. Teoremii. Compunerea functiilor are pro-
Fig. L1, prietifile:

1) (feg)oh=Ffo(goh)
A lgof=folg=f
Demonstratie. Pentru orice 2 € K avem:

((fog)oh)(z) = (fog)(h(x)) = [(g(h(x)))

Vi, & k€ &FLE),
V< &E).

si
(Folgoh) (@) =f(goh)(x) = [lglh(x)
de unde '
(fog)oh = o (goh).
De asemenea, pem‘.-ru orice x € E avem:
(1g o f) (2) = 15(f(2)) = f(2) = f(1e(2)) = (fo 1u) (2),
deci
lpof=Ffoly =
O functie f: E — F se numeste injectivd dacil f(x,) # f(xy) oricare ar [i
Xy, %y o E, 2, # 3, ceea ce revine la:
() = f(ap) = 2y = 5.
Spunem cé funectia f: I/ — F este surjectivd daci:
Vy S F, 3z < E astfel incit y = f(a).
O functie f: £ — F se numeste bijectivd daci este injeclivd si surjectiva.

22 MTeore

funetii injecltive (s

Fie I o mulfime §i f, g & §(E). Daed f si ¢ sint

etive, bijeetive) atunei fo g este funetie injectivi (res-

pectiv sarjeclivi, bijecetivi).

Demonstratie. Fie b = fog. Presupunem cd [ si g sint injective si lie
2y, 2y € E astfel inclt A(z;) = h(a,). Rezultd ed flg(z,) = flg(as)). Cum f
este functie injectivil rezultd cd g(z)) = g(x,), de unde x; = &, cacl §i g esle
functie injectivd. Asadar h = fog¢ este functie injectivi.
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Presupunem ci f gi ¢ sint functii surjective i fie z € £ Cum f 5 g
gint funetii surjective, existii y & £ astfel incit z = f(y) ¢l existd 2 € £
astfel incit y = g(x), de unde

5= fly) = flglz) = (o 8) (z) = kla),

deci b = fog este functie surjectivd. Ultima alirmatie este acum evidenta.
Dacid E si F sint doud multimi, vom nota eu ENF multimea

E\\Fiif{mhc € Esize F}
numitid diferenja dintre £ i F (in aceastd ordine). Cu £ x F vom nota

produsul cartezian al lui £ cu F, adicd multimea tuturor perechilor or-
donate (x, ), cu 2 € E 51 y = I,

ExFY {z, y)|z= Esiye F}

§ 3. MATRICE (recapitulare)

Notam cu M,(R) multimea tuturor matricelor pdtratice A de ordin 2
cu coeficienti din R,

a a
11 12
A = ( ), i & R.

oy Qo

Vom folosi s scrierea mai condensata: A = (ay).
Dacd A, B € M,R), A = (a;;), B = (by), atunci suma A + B a ma-
tricel A cu matricea B se defineste prin:

ay + by @+ b - g

b b = MZ(BJ‘
Qg1 + by @gy - baa
De asemenea, produsul AB al matricei A cu matricea B se delinegte prin:
aybyy A Gygbsr  @pbis + ioben
Agibyy + Uoplyy  @ilyp - @paDyn

Matricele 0, £ si —A din M,(R),

0 0 10 —a —ay,
o=lo o £=fo o) -4-(T2 =)
[0 0 01 —lyy  —fgy

se numesc respectiv matricea zero, mairicea unilale, opuse mairicer A.
Avem urmitoarele proprietiti ale adunarii gi inmultirii matricelor din
My(R):
1) (4+ B)+C =4+ (B+C),
204+ A=A4+10= 4,
3N A+ (—A)=(—A)+ 4 =0,

AB ‘:f( ) = My(R).




4) A + B= B+ A,
B) (AB)C = A(BC),
.6) EA = AE = A,
7) A(B+C)=AB 4 AC; (B+C)A = BA +CA
oricare ar fi A, B, ' & M,(R). Dupi cum se gtie din clasa a XI-a, demon-

stravea lor se face invocind proprietdti similare ale operatiilor cu numere
reale. Astfel:

R A)‘(am “”)+("““ o

za —a  —Gg
_ (au +(—en)  ap + (_312)) (0 0
Uy + (=) @y + (—ag)/ 10 0 =0
si analog, (—A4) + 4 = 0.

‘.Vom nota.c'u Mz(Z), Ms(Q), My(C) multimea matricelor piltratice de
ordin 2 cu fzoeflclent,;l in Z, Q, C,respectiv. In general, pentru n > 1, notim
cu Mo(Z), My(Q), ... mulfimea matricelor pitratice de ordin n cu coeficienti
in Z, Q, ..,respectiv. i

_ Pacé A.E MyR), A = (a;), vom nota cu det (4) delerminantul ma-
tricel A (adicdl valoarea asociati matricei A4),

Ay g

det (4) =

= yylay — 0, © R

Aoy Qg

31. Teoremdi. Oricare ar fi A, B € M,R), 4 = (a;), B = (b))
avem: ‘

det (AB) = det (4) det (B).
Demonstrajie. Avem:
AB — (an ‘112) (bu blz) o (‘111511 + @igbay  aybis + ambzz)_
Ugy  Ggp) \bgy  byn)  \@mbyy + @pobyy  agybyy gabzn
Pe de altd parte, se observd cil avem identitatea:
(@111 + @y3bsy) (@b + asbas) — (@a1dyy + agdsy) (11015 + @1zbos) =

= (@115 — Gg1ttyp) (by1bgy — by1bya),

de unde
det (AB) = det (A) det (B).
Exemplu.
Daci A € M,R), 4 = (2 ;) , atunei

det (A") = (—1)" oricare ar fin =1, 2, ....

-

In adevir, det (A) =2 % 2 —5 x 1 = —1 si deci afirmatia este ade-
viratd pentru n = 1. Presupunem cd n >1 si ci det (A"1) = (—1)"
Atunci:

det (A7) = det (A" - 4) = det (A") det (A) = (—1)™1 - (—1) = (—1)

§ 4. NUMERE RELATI¥ PRIME (recapitulare)

;\.c

Fie @ si b doud numere intregi. Un numir d € Z, d > 0, se numegte
cel mai mare divizor comun (c.m.m.d.c.) al lui a s b dac

(1) dla sid|b;

2 clasic|b=c|d.

Dacd d' € %, d' > 0, satisface, de asemenea, (1) si (2), atunci avem
d'|dsi.d|d de unde d’ = d. Agadar, c.m.m.d.c. al numerelor a $i b, in caz
cii existd, este unic determinat. Pentru e.m.m.d.c. al lui @ si & folosim
notatia d = (a, b).

41. Teorema. Fie ¢, b = Z. Atunei e.m.m.d.c. al lui a si b existd.
Wai mult, daeit d = (a, b), atunci existi &, &k © Z astfel incit
d = ah -+ bk.

Demonstragie. Daci a =b =0, atunci d =0 gi 0 = 0k + 0k, unde £,
k pot fi luati chiar arbitrar din Z in acest caz.

Presupunem cii a # 0 sau b # 0. Fie d = akh 4 bk cel mai mic numar
strict pozitiv printre .numerele de forma:

| ax + by z yeZ

‘ (arditati cd printre ele se gdsesc numere strict pozitivel).
Daci ¢ | a si ¢ | b, atunci ¢ divide §i pe ah + bk = d, deci d satisface (2)
din definitia c.m.m.d.c. Rdmine s& mai avitim cd d |a sid |b.
| Dacél d nu divide pe a, existd ¢, r = Z astfel incit
" a=4dq+r, 0<r<d.
Atunci
0 <r=a—dq=a— (ah - bk)g = a(l — hg) + b(—kg) < d, ceea ce con-
trazice alegerea lui d. Rimine adevirat cd d.|a. Analog se aratd cd d | .
Fig.a, b € Z. Vom spune ci a este relativ prim cu b dacd (a, by = 1.
Evident, @ este relativ prim cu b dacd+si numai daci existd %, k & Z astlel
iucit ah + bk = 1.

4.2. Teoreméi. Fie a, b, c € Z. Avem:

1) Daei (¢, b) = 1 8i (¢, ¢) = 1= (a, be) = 1;
)) Daedl (a, b) =1 8ial|bc=a \c,
) Daed (w, &) =1, alesgidble=ab|ec




Demonstrajie. 1) Fie h, k, u, v & Z astfel incit 1 = ah L~ bk gi
1 = au + cv. Atunci:
1 = ah + bk(au + ev) = a(h + bku) + be(kv), de unde (a, be) = 1.

2) Fie h, k< Z astlel incit ah bk =1. Atunci ¢ = a(he) - bek."

Cum a |a si a|be rezultda cd a divide numarul a(he) - be - &k = c.
3) Fie h, k< Z astfel incit ah 4 bk =1. Atunci ¢ = ac-h - be - k.

Cum a | ¢ si b | e rezultd cfl ab | ac si ab | be, deci ab divide numirul ac-h -
+ be -k =c.
¥ Lh’l'gig’_,'r“‘i‘

1. Dacd p >0 este un numar prim, atunci:

(@, p) =1 Vac Z, I <a<p.

In adeviir, p find numar prim, singurii sii divizori pozitivi sint 1 gi p. Cum
1 < a <p, p nu poate divide pe a. Rezulta ca singurul divizor comun al
lui @ si p este 1 si atunci $i c.mm.d.c. al lui a si p este 1.

2. Pentru orice n € N, numirul n® — n se divide prin 6. In adevir,
nd - n = (n — 1)n(n 4 1), deci n® — n se divide prin 2 i 3. Cum (2, 3) = 1,
rezultd cd n® — n se divide gi prin 2 X 3 = 6.

3. Dacd p >0, ¢ >0 sint doud numere prime distincte, atunci:

(p™, 7" =1 VY m, n =N.

In adevir, si presupunem c¢d p < ¢. Atunci conform cu rezultatul de la
kxp. 1 avem (p, ¢) = 1. Presupunem ci (p, ¢"1) = 1. Folosind Teorema
4.2, pet. 1) din (p, ¢) =1 si (p, ¢"™) =1 rezultd (p, ¢") = 1. Acum se
lixeazd n si se demonsireazi prin inductie asupra lui m ci (p™, ¢") = 1.

reitii rezolvate

{R — ]] Fie E o multime si f, ¢ € §(F). Avem:

1) Dacé fog este functie injectivd (surjectivd) atunei g este funcjie
injectivi (resp. [ este funclie surjectivi);

2) Dacd fog = 1z, atunci g este functie injectivi si f este functie sur-
jectivag

3) Dacél fog=gof = 1g, atunci f si g sint functii bijective.

Solufie. 1) Presupunem i fo g estz functie injectivit gi fie @y, z, & E astfel incit
glxy) = glxy). Atunci

(Fo g) (x)) = flglw)) = flglaa)) = ([0 g) (z,).

Cum fog este funciie injectivd, deducem @, = a,, deci g este funclie injectivi.

Fie z e L. Dacd fog este functie surjectivil, atunci exisii z = E astfel jneit

3= (fog) (=) = flgla)).

Rezultd ed z = f(y), unde y = g(z} = E, deci f este funciie surjectiva.

2) Rezultd din 1) observind ¢l 1 este funcfie injectivi si surjectiva,

3} Rezulta din 2).
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‘R — 3f Fie E=2 x Z si A_:(_1 _2). Definim funcfia:

fa:E = E, falz) = 2z, + 32y, —x; —2x,) ¥ o= (2, 2) & E.
Ardtati cd:

1) faofa=1p )
2) fu este lunctie bijectiva.

Solugie. 1) Pentru ovice xz & F, = = (x;, x2) avem

(fa o fa) (@) = falfalx)) = fall2z; + 3,

- @y — 2a)) =
= (20207 F Bwa) + 3(— @ — 2an)y — (23, + 32y) — 2~z — 2ag)) = (2, T) = 2+ |

de unde fa0ofa = lp.
2) Rewultd din Ex. R-1, pet. 2).

}RfﬂﬁeadeMﬂy |

- 1) ‘a 'b) |
01&2’A:hd
|

1) Gisili o matrice X & M,(Z) astfel incit UX = E; _
2) Ardtati cd ecualia AX = E admite o solutie X € My(Z) dacd si |
numai dacd det (4) = 41 si in acest caz avem si XA = E.

%]

-~

)
T

Solugie. 1) Fie X = l
-~ (.‘J Hifz ¥ 324+ z 3y - w}
s Yl ow) B4 22 5y 42w
avemm UX = I dacd i numai dacid

3z 4 3z 3y -+ wJ [l 0
[':u? + 2z 5y +2w) o !
reea ce revine la:

3r+ z=1 | 8y +~ w=20
a) 5iob)
S+ 22=10 5y 4+ 2w = 1.

Iezolvind sistemele de mai sus gisim v =2, ¥y = —5, ¥ = —1 si w = 3, deci

1
J) . Cum
w

2
X = [ _}j < M,(Z).

-
\—0

2) Fie X & M,(Z) astfel incit AX = F.

Atunei
1 = det () = det (AX) = det (4) det (X)

siocam dat {A) si del (X) stnt numere intregi, rezultd ci det (A4) = 4 1.
Reciproe, dacd det (A) = 2-1, atunei urmind calea de rezolvare de la pet. 1) se
riasegte:

!’u

] —b
Xie= [ 4 J = My(Z) dacll ad — b =1
g — 4
i

X = l b] & My(Z) dacdl ad — ¢b = —1.
e —a

Tn ambele cazuri avem si XA = B,

11




JRw 4| Fie m, §i m, doi intregi pozitivi relativ primi, m = mm, 8i

B =1{0,1,2, ..., m —1}, &, = {0, 1, cviymp— 1}, &m, = {0, 1, ...
vy my— 1%

Dacd @, n € Z, n > 0, atunci notdm cu ¢ mod rn restul impdrtirii lui a
prin n.

1) Ardtati cd functia

[ & = &, X &, f(@) = (@ mod my, @ mod m,) ¥V a € &, este bijec-
tiva.

2) Enumerati valorile funciei f cind m; = 4 i m, = 3.

Solujie. 1) Mulfimea &, are m elemente si muljimea Am, X &m, are mym, = m
elemente.

Este deci suficient s# ardtdm ci funcfia [ este injectivd. Fie a, b = &y, astfel
tneit f(a) = f(b). Atunci

(e mod my, a mod m,) = (b mod m,, b mod m,).

Rezultd cd a mo.d my, = b mod my §i a mod my = b mod m,. Curi @ mod m; = b mod my,
deducem ¢d a si b dau acelagi rest prin impirtirea cu my, deci my | (e — b). Analog
se deduce cii my | (@ — b). Dar (my, my) = 1, deci mpmy | (@ — b), Cum |a —b| < m,

rezultt @ — b = 0, deci a = b, Asadar, f este functie injectivi.

2) In acest caz m =4 x3=12, 8, ={0,4,2,..., 11}, & = {0, 1, 2, 3} i
Ay = {0, 1, 2}. Avem:
f(0) = (0, 0); fl&) = (0, 1); f(8) = (0,2);
Fi1) = (1, 1); f(5) = (1,2); 719) = (1, 0);
12) = (2,2); 7(8) = (2, 0); f(10) = (2, 1);

Astfel:

[(7) = (3,1); f(11) = (3, 2).

f(7) = (7 mod 4, 7 mod 3) = (3, 1).

Exercitii

1. Fie f: Z— Z, f{x) = 22 + 1, V2 = Z. Aritali ci:
1) f este functie injectivi;
2) f nu este functie surjectiva.
/ 2 Fie f:N—N, flz) =2+ 1, Yo N si g:N—-N, gle)=z— 1, VzeN, 240
5t g(0) = 0.
Ardtati ci:
1) f este injectivid §i nu este surjectivi;
2) g este surjectivil si nu este injectivi;
3) gof=1n.
3. Pentru a, b & R. a # 0, definim functia fo, p: R = R. fy, pla) = az + b, Yz R.
Aratati ca:
1) fa, b este funciie bijectivi;
2) forb 0 fera = facsader Y a, b, ¢, d =R, ast0, e 0.
3) Pentru a, b & R, az£0, gasiti «, B = R astfel incit £, 0 fas B = I
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i 3 1
4.}‘-‘ieAeMz(Z),A=[fi 2),E=Z><Z,F=Q><Q-

fa:E— E, falz) = (3%, + xa, &2y + %) ¥ & = (21, z4) & E,
i F o F, fhlz) = (32, + 35, b2y + 2a0) YV 2 = (2, 7)) € F.
Ardtati ca:
1) fa este funcfie injectivd si nu este surjectiva.
2) fa este bijectiva.
—1/2 3/
—1/2 —1f2
A+ A+ E=0, A2LE.

B. Fie A = My(Q), 4 :( J Avitati ci:

6. P&dntru orice 8 & R definim matricele:

cos 6 —sin 0 cos 0 sin 0
o ). o= |

sin 0 cos 0 $in 0 —cos 0)

Ardtafi cii:

1 0 1 0 1 0)
_ — S, =
1) [0 ‘IJ R_.e So, Ry (U *l) [ [0 —1 o

2} RoRyr = Ro+g, RoSor = Sgtgr, SRy = Se-0°,
SQSG' oy Re—g’-
3) RoRg = RgRy = E, S5y = L.

/4. Pentru o matrice A & M,(R) urmiitoarele afirmafii sint echivalente:

0
1) Existd a < R astfel incit A = (“0 E],

2) AX = XA oricare ar fi X € M,(R).
8. 1) Determinati matricele A & My(Z) cu proprietdlile:
A? = FE si det (4) = 1.
2) Dacd

B:[a 1+ﬂ],aez

1 —a —a
aritafi ci B® = E si det (B) = —1.

9. Pentru orice ¢ = R fie matricele Uy, Vo & My(R),
1 a L 0
Ha= (0 1)’ V“:(a 1]'
Ardtati ci:

1) UyUy = Ui, VaVo = Vawn, Ya, b e R;
2) UgU_qg = U_qUg = E VyVog=V_gVa= E YaesR.

10, Daci 4 & M,(R), A = (a3), atunci definim matricea

AT — ("u au) e My(R)

Qg Qo
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19%, Ui O = {d & My(R) | A¥4 = E}. Aratati:
1) Dacid 4 = 0,, atunci det (4) = £1;
2) Avem A 0, 5i det (4) =1« 306 = [0, 27)

numitd transpusa matricei 4. Verificati o

2) (4B)T = BTa? astfel incit
3) (A4T)F = 4 (cos 0 —sin 9)
oricare ar fi 4, B e M,(R).

sin 0 cos

4) Funclia [ : My(R) — My(R),7(4) = 4T, 4 = M,(R) este bijectiva. 3) Avem 4 €0, i det (4) = —1 <3 0 < [0, 2n)
& astfel incit
11, Fie H = {A e MyR)| 4 = {0 J, a, beR, at 0}. - [cos 0 sin g}_~
Arditati; sin 8  —cos 0
1) Daca 4, B e H, atunci AR = H. 4) Avem 4 =0y = ATA= 44" = £,
2) Orvicare ar i 4 & H existi X e H astlel incit AX — B, 5) Daci A,Be O, = AB < 0,
Comparati rezultatele acestui exercitin cu cele de la Ex. 3. L/ 20% Fie & = {4 & M,y(R) | AT = A} 5i 8 = {4 & My(R) ‘AT =.—4}
\ 12. Fie a, b, b3, ..., b, = Z. Demonstrafi: Aratati cit:
1) Dact {a, &) = 1,1 < i< n, atunci (a, byby... by) — 1; - JVA, Bell=4d+Bel
2) Dacd pentra orice (=) avem (b, bj) =1 si bjla, 1< i< n, atunci 2 N B SSmbl B =
byby ... by divide pe a. i Do ot A,.:L,vo;B % si C =8 unic determinate cu proprietalea
13, Dacid n este impar, aritali ¢ n5 — n se divide prin 240, &) i‘ieBn-[:(g) existd = e
~4o L1 1) Determinali numerele ve Z[)/ 5], v = « + 01/ =5, a.be 7, pro- " 91%, Dacd numerele a,b, ¢, r = % satisfac relafia a = bg + r, atunci (a,b) = (&, r).

it e [1/7:7&] AR e Deduceti ¢ {a, b) este egal cu ultimul rest diferit de 0 din algoritmul lui Euclid
3) (isiti s & Q()/—=3a) astfel feit vz = 1, unde v -= g = =5 pentru a si b.
22%, Fie ¢ si b doudl numere intregi nenegative.

K - = 5 o e g e b) 1.
\ . : i 1) Ardtati cd (20 — 1, 20 — 1) =20 — §;
| I5%. Fie £ o mullime si C : 2(E) — 2(E), CplX) = ENX, VX = g(E) Arittali cd apli- ) i ol |

. adiianky o a b _ 1) =1 (a,b) = 1.
calin Oy are proprietdlile: 2) Deduceti cd (2 1, 2 ) (a, ) 5 D 9801 _
G . a ‘wide i aci m, = =8 e By
P . . i ) o 28*%. Fic g = 4, ¢ > 0 astfel incit ¢ — 3 nu se divide prin 5. x aca  my :
1) CRIX U Y) = 0x{X) N Cr(¥) vV X, ¥ = 8(F), ‘ o :ﬁ' QITHT |, gy — 20T 1, my = 200 — 1, my = 298 1, mg = 2T — 1,

2) CplX NY) = CalX) U Cp(Y) VX, Y =a(f),
3) CpoCp =

atunci (mj, mj) = 1 pantru § # j.
Iei i)y
4) Aplicatia €y este bijectivi,
16%. Fie A € My(R), A = (a3}, £ =R x R si fa:E—=E,
fale) = (a2 + qemn, gy, + dages) Vo = (ay, 1) = E.
Ardtati ed urmditoarele afirmalii sinl echivalenlo:
1) fa uste bijeclivi;
2) det (A4) # 0.
17%, Pentrn orice A e M,{R), A = (ay) definim aplicatia fa‘ca la Bx. 16*. Apdtati od:
1) fa=fp= 4= B;
2) faofp = fap, ¥ A, B e MyR):
3) Folosind aseciativitatea compunerii funetiilor, deduceti ¢ (4B)C = A(BC),
VA B Ce MR

IR*, Determinali malricele 4 & M,(Z) cu proprietatca: 4®* = — K,
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Capitolul IT LEGI DE COMPOZITIE

§ 1. NOTIUNEA DE LEGE DE COMPOZITIE. EXEMPLE

Sd trecem mai intli in revistd citeva exemple cunoscute care permit
degajarea conceptului de lege de compozitie.

Pentru moment sd ne fixdm atenfia asupra multimii N = {0, 1, 2, ...,
n, ...} a numerelor naturale. Operatia de adunare a numerelor naturale ne
permite sd definim aplicatia

¢ :N x NN, (7,) - olz, y)

prin care facem sd corespundi la orice pereche ordonatd (x, y) de numere
naturale un numdr natural unic determinat ¢(z, y) = o + y, numit suwma
lui x cu y. Astfel, (3, 7) =3 47 =10, o5, 4) =5 4+ 4 = 9 cte.

Analog, folosind fnmulfirea numerelor naturale, putem defini aplicalia

LI):NXN—bN, (.TC, y)‘"’Ll"(xi ?/)

prin care la orice pereche ordonati (z, y) de numere naturale asociem un
numdr natural unic determinat $(x, y) = ay, numit produsul lui z cu .
Astlel §(3, 7) =3 x 7 =21, (5, 4) =5 x 4 = 20 ete.

Schimbind cadrul, observatii similare pot fi ficute pe multimea @(F)
a tuturor pirtilor X ale unei mul{imi date &. Putem defini aplicatiile:

¢ :9(E) x &(E) » (), (X, ¥) = (X, V) =X U ¥

§ 1 2(E) x &(E) - &(E), (X, Y) - §(X, ¥) = XN7Y.

In viziunea aceasta, ¢ poartd numele de operatie de reuniune, iar ¢ (X, ¥) =
= XU Y se numeste reuniunea lui X cu Y; {§ poartd numele de operafie
de intersecfie, iar $(X, ¥) = XN Y se numeste interseciia lui X cu Y.

Pentru a surprinde intr-o schemd generald situalii ca cele enumerale
mai sus, vom considera o multime nevidd M si o aplicatie

¢:MxX M- M, (z,y) = oz, y),

ignorind natura elementelor mulfimii 3, precum si regula efectivi prin care
la orice pereche ordonatd (z, y) de elemente din M se asociazd un element
unic ¢(z, y) € M. Se obtine astlel notiunea de lege de compozilie pe mul-
timea M. Mail precis:

1.1. Definijie. Fie M o mulfime nevidi. O aplieafie ¢ definiti pe pro-
dusul earfezian M x M eu valori in M,

oM X M- M, (2, 9) = oz, y)

se numegte lege de compozitie pe M.
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Elementul unic determinat o(z, y) < M care corespunde perschii Ol‘dfl-
pate (2, ¥) € M x M prin aplicatia ¢ se numegte compusul lui & cu y prin
legea de compozitie o. ) .

0 lege de compozilie pe o multime M poartd incd numele de \o‘pem!te

algebricd pe M sau operajie binard pe M. l*lxi:j'\..clm' cit adunarea g 1nmul?
tirea numerelor naturale sint legi de compozitie pe M = N, reumuneaﬂg.l
i'ﬂtel-suct_‘ia sint legi de compozitie pe multimea M = &(F) a tuturor par-
tilor unei mulgimi F. ;
' Legile de compozitie sint date in diferite 'ml'[‘H’g.ii. De regula‘ :?e“folose@te
fie notatia aditivd, fie notabia multiplicativd. In nut-arl_'-ia mhfwa' punem
g(z, y) = 2 + y. Elementul = 4 y -‘*e_numﬁsgtn suna lui}m F‘u, y, iar legea
de compozilie o se numesgte adunare. In notatia multiplicativd punem oz,
y) = @y sau o(z, y) = x - y. Elementul xy se numegte produsul lui z cu y,
iﬂ]' legea de compozitie ¢ se numegte inmulfire. .

In unele cazuri, lie obligati de traditie, fie din necesitatea de a dis-
finge intre mai multe operatii algebrice, pentru compusul ¢(x, y) al lui z

cu y se folosese incit notalil ca:

zoy, xAy, aVy x*y, 2@y, Ly =Ty xAy ete

Exemple

1. Adunarea si inmuliirea matricelor. Fie My(R) multimea matricelor péitra-
tice de ordin 2 cu coelicienti din B.
Asociind fieciirei perechi ordonate (A, B) de mabrice din My(R)

matricea 4 |- B € My(R) se obtine o lege de compozitie ¢ pe My(R),
@ 1 My(R) x MyR) — MyR), (A, B) =4, B)=A+ B,
numitd eperajia de adunare a matricelor. - '
Asociind fiecdrei perechi ordonate (A, B) de matrice din Ma(R)
matricea AB = M,(R) se obtine o lege de compozitie § pe My(R),
§ 2 Mo(R) X My(R) - MyR), (4, B) =d(4, B) = AB,
numitd eperajia de inmuljire a matricelor.
Compunerea func(iilor. Fie I o multime gi §(F) multimea tuturor fune-
giilor f: £ — E. Asociind fieciirei perechi ordonate (f, g) de funetii din
F(E) funclia fog = &(F) se obfine o lege de compozitie ¢ pe F(F),

[a]

¢ 1 §(E) x §(E) - &E), (f, 8) - olf, &) =fog,

numitd operalia de compunere a [unciiilor.

Ve s » 4 - 2 4
3. Adunarea si inmullirea modulo n. Fie 7 multimea numerelor intregi st
P

n >0 un numir intreg fixat. Este stiut cd pentru orice a € Z exista g,
r = % unic determinati astfel incit
a=ng+r, 0 <r<n
17
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Numirul 7 de mai sus, cunoscut sub numele de restul impéririi lui @ prin n
va fi notat cu @« mod n (se citeste ,a modulo n“) si se numeste incé redusul
modulo n al numrului intreg a. Astfel, daci n = 5, atunci 13 mod 5 = 3,
(—8) mod 5 =2, 4 mod 5 =4 '
Dacd @, b © Z atunci definim suma modulo n a lui @ cu b, notati ¢
a @ b, si produsul modulo n al lui @ cu b, notat cu ¢ ® b, prin:
.y 3 def
a® b= (¢ +0b) mod n,
respectiv
def 1
a® b= (ab) mod n.
Avem astfel pe Z, alituri de adunarea §i inmulfirea uzuald
Zx® % (a, b)>a+bsi ZxZ-—2Z (a b)—ad,
urméitoarele doud legi de compozifie:
9L X T % (a,d) -oad)=a@b
5
Y:ZxE =T, (e b) »d(e, b)=2a®@Db
nuniite adunarea moduls n, respectiv inmuljirea modulo n.

Astfel, dacin = 6, alunci 79I =4, (—3) @5 =3 clici 7B 9= (7 4 9) mod 6 =
= 16 mod 6 = 4, (—3)® 5 = ((—3) x 5) mod 6 = (—15) mod 6 = 3.

1

ameste parte stabild i M in raport eu legea de compozifie o.
Daca # este o parte stabild a lui M in raport cu legea de compozitie
©: M X M — M,atuncipeH putem definilegea de compozitie ¢’ : H X H —

— H, punind

o'(z, y) L ole, Yy EH VY, yE H.

Vom spune ci ¢ este legea de compozilie indisd pe H de citre g.

M€
i

1. Multimea 2Z = {2k | k € Z} a numerelor intregi pare este o parte stabild
a lui % in raport cu operaia de adunare a numerelor intregi pentru cé
suma a doud numere pare este un numdr par.

‘r"’

in adevir, dacd z, y € 2%, x =2h, y =2k, atunci =+ y =2k +
-2k =2(h + k) € 2Z.

Multimea 2Z 41 = 2k + 1|k & 7} a numerelor intregi impare este
o parte stabild a lui Z in raport cu tnmultirea si nu este parte stabild a
Jui Z in raport cu adunarea. in adevar, dacd =, y € 2Z + 1, atunci
z=2h+1, y=2k+1, deci

a:y:(2h+1)(2k,+1):2(2hk+h+k) +1€2E+1
si

x+y:2h+1—1—2k,+izﬁ(hﬁdk—}-i)eZZ+1.

Fie n un numir natural mai mare ca 0 si

L~

f,=1{0,1,2 ..., n—-1}CL

Multimea &, este o parte stabild a lui 7 atit in raport cu adunarea
modulo # cit gi in raport cu inmultirea modulo 7. In adevir, oricare ar fi
s, yElavem a Py SR, 51 2@ Y € &, st in particular

Va, yE R, = 2@ y € &y, TR Y E &Ky

Dacé n > 1, atunci &, nu este stabild in raport cu adunarea numerelor
tntregi, iar dacd n > 2, atunci &, nu este stabild in raporb cu inmulfirea
uzuali a numerelor intregi.

3. Fie E={1, 2, 3} si H={f & F(E) | f(3) = 3}.
Atunci H este o parte stabild a lui §(E) in raport cu operatia de compu-
nere. In adevir, daci f, g € H, atunci f(3) =3, g(3) = 3, deci

(fog) 3) = f(gd) = @) =3,
de unde fog € H.

s PABLA UNEL LEGL DE COMPOZITIE

Fie M o multime finitd, M = {ay, €z .-, @u}- in acest caz o lege de
compozitie ¢ pe M, ¢ : M X M — M, poate fi dat# prin ceea ce este cunoscut
sub numele de tabla operatiei @, care constd dintr-un tabel cu n linii §i n
coloane afectate celor 7 elemente ale lui M. Tabla legii de compozijie ¢ con-
tine la intersectia liniei lui @; cu coloana lui a; elementul ¢(a;, ;).

tp\;zl Qg oo G oo Gy
! : )

a

ay

a; |— olay, ;)

ay
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Tabla unei operatii este utili in perfectarea calculelor algebrice si, asa
cum se va vedea mai tirziu, in testarea unor proprietdti ale operatiei.

Tablele operatiilor induse pe &5 = {0, 1, 2, 3, 4} de adunarea si inmul-
tirea modulo 5 sint urmatoarele:

® 01 2 3 4 @ 01 2 3 4
o]0 1 2 3 4 0] 0000 0
111 23 4 0 1101 2 3 4
202 3 4 0 1 200 2 4 1 3
303 401 2 3]0 3 1 4 2
4 4 0 1 2 3 4l 0 4 3 21

Tabla adunarii modulo 5. Tabla inmultirii modulo 5.

Fie acum E = {1,2, ...,n}. O functie f:£ — E se di uneori cu ajutorul
unui tabel cu doud linii, numitd permutarea mulfimii E:

# e (1 L )
) 1@2)...fn)
In prima linie se trec in ordine numerele 1,2, ..., niar in a doua linie se

trec imaginile acestora prin f, anume f(1), f(2), ..., f(r). Astfel, daci
E = {1, 2}, atunci elementele lui §(E) sint:

=l =G el b

Tabla operatiei de compunere a functiilor din §(E) este urméitoarea:

ole f g h
ele f g h
f|f e bk g
§18 8 & &
hlh Rk Rk &R

Astfel, foh =g In adevir
(fo h)(1).= fh(1)) = f(2) = 1 = g()

5i
(fo R)(2) = f(R(2)) = f(2) = 1 = g(2)

de unde foh =g. Rezultd ci la intersectia liniei lui f cu coloana lui & din
tabla operatiei de compunere a functiilor din §(E) se pune functia g.

Direct din tabla operatiei de compunere a functiilor din $(E) se deduce
cd submultimea H = {e, f} a lui F(E) este stabild in raport cu operagia de
compunere a functiilors
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§ 4. ASOCIATIVITATE

Notiunea de lege de compozilie prezintd un mare grad de generalitate.
in l'h![‘l‘l]lli‘,ii'l unei li’,{;‘i de r'uh]px::f,iﬂiv @ pe o MHH_im:\ M se ig'ﬂl’)l‘ﬁ atit natura
elementelor multimii M cit si modul efectiv in care ¢ actioneazd pe M x M.
Singura restrictie pusd este ca ¢ si asocieze la orice cuplu ordonat (x, y¥) de
elemente din M un element «;,(‘ r, y) din M gi numai unul. Din acest moetiv
studiul legilor de compozitie bazat doar pe delinitia lor este foarte sdrac in
rezultate. S-a dovedit fertild ideea de a studia legi de compozitie ce au pro-
prietdti care pot fi ,semnalate in multe exemple ,concrete®.

Vom presupune in continuare cd MW este o mul{ime nevidd echipatd cu

o lege de compozitie =",
Mx M- M, (x, ) >T*xy.

Expresia @ % y se citeste: x compus cu y sau x star y sau z stea y.
Definitiile gi rezultatele vor {i date folosind aceastd notatie (notatia
ystar®) urmind sé fie facute precizdrile ce s¢ impun gi in alte notatii pentru

legea de compozitie.

Fie z, y, 3 € M. Prezenta parantezelor in expresia

(% y) 3z

cere urmiltoarca procedurit de caleul: se afld intii compusul lui x cu g si apoi
2 y se compune (la dreaptal) cu z, obtinindu-se in final elementul (z+ y) %z €
& M. Prezenta parantezelor in expresia 2% (y + z) impune s aflim intii g« 2
si sd-l1 compunem apoi (la stingal) cu z, obtinindu-se  astfel eclementul
rx (y*z) & M.

4.1, Definitie. 0 lege de compozifie M x M — M, (z, y) — x» y, se
numeste asociativd daci:

(Txxy) 2= (y=*2), vz, vy 2 M

Daci legea de compozijie este datd in notapie aditivd (multiplicativa)

atunci proprietatea de asociativitate a acesteia se scrie:

,

(z+y)+s=z+(y+2, VY, y2E M,
respectiv
(xy)z = a(yz), VY, ¥y, 2E€ M.
Dacd folosim notatia & 1y pentru compusul lui z cu y, atunci proprie-

tatea de -asociativitate se scrie:

e Ly) Lz=a L (y.L2) V¥V y € M

21
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1. Adunarea g1 Inmurtirea numerelor reale sint legi de compozitie asociativl
pentru céd

@+ +:=0+@+2), (k=2 Yz y B

2. Adunarea gi inmulfirea matricelor din M,(R) sint legi de compozitie asq
ciative, cdci

(A+B)+C=A+(B+C), (AB)C = A(BC), Y A, B, C € MyR

L

Reuniunea gl intersectia pirfilor unei multimi £ sint legi de compoziti
asociative, ecdel

(XU UZ=XU(YUZ), (XNVINZ=XN(YNZ)

oricare ar fi X, ¥, Z € a(E).

4. Compunerea funciiilor unei mulfimi £ in ea insisi este o lege de compo
zitie asociativd, cdei

(fog)oh=folgok), V[ g h&&E)

5. Pe multimea 4 a numerelor intregi definim legea de compozifie

Zx 712, (@, y) vz —y.

-

Cum (3 —7) —4=—53% —3 =3 — (7 —1), rezultd cif aceastii leg
de compozitie nu este asociativi.

Proprietatea de asociativitate ldrgeste mult aria posibilititilor in per
fectarea caloulului algebric. O altd sursd in acest sens este datd de legild
de compozifie pentru care compusul a doudl elemente oarecare este indepen
dent de ordinea in care se face compunerea acestora. Mai precis:

Definilie. @ lege de compozifie A1 X M — M, (x, ¥) - 2=y sf

Adunarea si inmultirea numerelor reale, reuniunea i intersectia pirtilo
unei multimi sint legi de compoziiie comutative.

Remared. Comutativitatea unei legi de compoziie datil pe o mulfime finitd M poat
fi verificatd pe tabla operafiei: elementul zy de la intersectia liniei lui z cu ceoloana lui g
trebuie s fie egal cu elementul yz de la intersectia liniei lui y cu coloana lui z, oricarn
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ar i x, y = M. Aceasla rcvine la proprictatea

e X ® e e b
¢ci tabla operatiei este simetricd in raport cu { ‘I
diagonala principala (fig. 11.1). I |
in § 3 au fost date tablele aduniirii si inmul- | :
{irii medulo 5 pe &; = {0, 1, 2, 3, 4}. Cum accste } \\
table sint simetrice in raport cu diagonala prin- | [ e _ny
cipald; rezulld cd legile de compozific mentionate i
sinl comutative. Tot la locul citat a fost datd tabla  © s

I

|

1
compunerii functiilor din §(£), unde £ = {1,2}. { d

|

I

Pe tabla acestei legi de compozifie se constatd g o
” ; . " e P
¢t hog =/ g=goh, deci aceastd opcerajie nu 7

euis f{ R————— Ly
este comutaliva.

Numeroase legi de compozitie se deli-
nes¢c cu ajutorul altora deja cunoscute, Fig. 11.1
Asemenea operalil pot prelua unele pro-
prietdti de la cele de plecare prin ,mecanismul® dat chiar de definiia lor.

Astfel comutativitatea adunirii matricelor din M,(R) este o consecinti a
proprietatii de comutativitate a adundrii numerelor reale. In adevir, daca

A, B e MyR), A = (a;), B = (b;), atunci

A+ B= (au am) - (b“ f)m) iy (au + by, s + bm) .
byy Dy gy + Doy gy + by

- (bu +ay [’12+“12)= (511 5’12) + ("lu “12) o B 4 A
bay | gy byg - sy bay  boy

S& observdm cil inmultirea matricelor din M,(B) nu este comutativa,
cu toate cd inmultirea numerelor reale este comutativi. Aceasta rezulta din

gy Qgs

Ay lop

exemplul urmétor:

(ol =l o7l o= " o)

Dect dacd-A4,B& M, (R) atunci 4-B#B-4.

erciiii rezolvate

‘R — l‘ Pe multimea % a numerelor intregi definim legea de compo-
T zitie
XL (x,y) »aoy™aty—ay,

numita eompunerea circulardé. Sa se arate cit legea de compozitie 0% este

asociativi sl comutativa.

Solufre. Daca x, y, z = 7, atunci:
(zoyloz=(z+y—ayloz=at+y—ay+i1—lz+y— ay)z =
=x+Yy+2—zy— ys — zx 4 Yz
wolyoz)=zoly +z—yz)=ur+y+s—yzs—aly+z— yz) ==

=4 Y = Y - Y2 = 20 Loayz.




- I

de unde
(zoy)oz==xo (y0z).

De asemenea, penfru z,y = Z avem:

zoy=zx4y—wy=y+z—yr=youz

’R — 2’ Fie M gi N doudl multimi, ,+“ o lege de compozitie pe M, o
0 lege de compozifie pe N §1f M — N o functie surjectivi
astfel incit

flxxy) =flx)ofly), Vaz y& M

1) Daci legea de compozitie ,+* este asociativii (comutativi) atunci

legea de compozitie ,0“ este ssociativd (resp. comutativi).

2) Functia f: % — Z, f(z) =1 — 2 are proprietatea
[(xy) =f(x)of(y), V=x yE€k

3

unde 2y este produsul uzual in Z iar ,0“ este compunerea circulari (v. Ex.
R —1).

3) Dati o noud solutie pentru Ex. R—1,

Solufie. 1) Fie u,v, w & N. Cum f este functie surjectivid, existd =, y, 2 = M astfel

incit u = f(z), v = fly), w = f(z).
Avem:

wov = flz)ofly) = fle*y) = fly x ) = fly) o f(a) = vou
si
wov)ow = (flz) of(y)) o f(s) = flexy)of(z) = f((xxy) % 3) =
=[xk (y x2)) = flz) of(y * 3) = f(z} o (flv) o f(z)) = uo (vow).
2) Oricare ar fi =z, y = Z avem:
fla) o fly) = fla) + fly) — flalfly) =1 —z+1 -9 — (1 —2)(l —y) =
=1 — ay = flay).
3) Funclia f este surjectivl iar inmultirea uzuald a numerelor intregi este aso-
ciativd si comutativd. Putem aplica 1).

5.2. Remarcd. Fie ¢ : M x M — M o lege de compozilie pe M, H o parte stabllé
a lui M in raport cu ¢ si ¢° legea de compozitie pe H indusi de ¢.

Dacii ¢ este asociativil (comutativdl) atunci ¢’ este asociativd (respectiv comu-
tativil). In adevar, pentru orice z,y, z = H avem:

?(9'(x, y), 2)) = ele(a, ¥), 2)) = olz, 9y, 2) = @'(=z, ¢'(y, 2)) y

5

'z, y) = ¢z, y) = oly, ®) = ¢'(y, z).

24

§ 6. ELEMENT NEUTRU

Numerele reale 0 gi 1 au proprietitile:
O+2z2=240=2z VzeER,
respectiv
1 z=21=2 Vz&R.

Dacd E este o multime si 1g : E
atunci

— E este aplicatia identicd a lui E

lgef=folg=f, VfE §E).
De asemenea, pentru orice matrice A &€ M,(R) avem:
- JE Y (0 O) § (an 0’12] - (0 +ay 0+ a12) - (“11 ‘112) -4
00 Ay @' \0 4 ay 04 ap gy Ggp
si analog A4 +0 = 4.

6.1. Defingjie. Un element e = M se numeste element neutrn pentru o
lege de compozitie M x M —» M, (z, y) = = * y
% L = I % = — M
6.2. Teoremi. Daci o lege de eompozitic are element neutru, atunci

westa este wunie.

Demonstrajie. Fie e si ¢’ doud elemente neutre pentru o lege de compo-
zifie M x M—M, (z, y) - x* y. Avem e * ¢’ = e’ ciici e este element neutru.
De asemenea, e x ¢’ = e cdci gi ¢’ este element neutru, de unde e = ¢'.

Agadar, elementul neutru, in caz c¢d existd, este unic determinat.

In notatie aditivd elementul neutru se noteazi de reguld cu 0 §i se nu-
meste elementul zero, iar in notatia multiplicativi elementul neutru se noteazi
cu 1 sau chiar cu e i poartd numele de elementul unitate. Avem:

Ot+z=2+0=2 VzE M,
respectiv

lz=z1=2 VzE M

Exemple

1. Numadrul real O este elementul neutru al adunirii numerelor reale, numi-
rul real 1 este elementul neutru al inmultirii numerelor reale.

2. Aplicatia identicd 1p a multimii ¥ este elementul neutru al operatiei de
compunere a functiilor din &(E).

3. Fie £ o mulfime. Cum g UX=XUg@g =X 5i ENX=XNE=X
oricare ar fi X € @(E) rezultd ci @ este elementul neutru al operatiei
,UY, iar E este elementul neutru al operatiei , N
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4, Multimea 2N = {2k |k = N} a numerelor naturale pare este o parte
stabild a lui N in raport eu inmulfirea i legea de compozitie indusd de
citre aceasta pe 2N pu admite element neubru.

§ 7. ELEMENTE SIMETRIZABILE

Ca si pind acum, M este 0 multime nevida inzestratd cu o lege de com-
pozitie
MxM->M (z 3y —=2x*y.
Vom presupune in plus ci aceastd lege de compozitie este asociativd si
4 admite element neubru, fie acesta e.

7.4, Definitie. Un clewment » & M se numeste simetrizabil in raport e

legea de compozitie (asoeiativi si eu element neatru) M < M — M, (x) y) -~
daedi existd 2 = M astiel ineit

{1

— Y

S& observim cdl dacd x” = M satisface ca si 2’ condiiile

2"k x=axa" =e,

atunei 2’ = 2". In adevir

’ "

F=are=x'+@ra")=@x2)x 2" =ex z" =2"

Daci » € M este simetrizabil, atunci unicul element «’ & M cu pro-
prietatea 2’ 2 = x+ 2’ = ¢ se numeste simetricul lui 2 (in raport cu ope-
ratia ).

In notatia multiplicativii simetricul lui @, in caz cd existd, se noteazd
de reguld cu z~! si se numeste inversul lui 2; in notalia aditiva se noteaza cu
—a §i se numeste opusul Ini z. Asadar,

Tl = prt =1,
respectiv

(—z) +tor=2a+4 (—2)=0.
Exemple

1. Cum e e = e, rezultii ci elementul neutru este simetrizabil gi simetricul
lui e este tot e. In notatie multiplicativi avem 171 =1, iar in notatie
aditivd —0 = 0.

: b ; oy

2. Matricea A & M,(Z), A = (ﬂ d) cu ad —cb =1, este slmetrlzabﬂﬁf

e
(inversabild) in raport cu operatia de inmultire din My(Z) si

A‘1=( ¢ “”)E M%)

il a

cu 0 lege de compozitie 7 H — M,
fnent !U‘-I]h‘ﬂ) atunei z « y si 2" sint simetrizahile.

r;iana]ng (z*y) = (y

[n adevar,

d —b\fa b _fad—be 0 1 0
(~c a) (c cl) M( 0 —cb + cmf) - [{(3 1) =

si analog

[(c b){ d —-b\E“ O\ _ &

¢ d)\—e o) 0 1)

8. Orice numir intreg este simetrizabil in raport cu adunares numerelor
intregi; numerele intregi simetrizabile fatd de inmultire ¢int 1 i —1,
11 =1, (—1)1=—1.

4. Consultind tabla datd la § 3 pentru compunerea functiiler din &(£), unde

l’?: {1, 2}, se observi ¢d eoe=¢ gi fof = ¢, deci funcfiile ¢ i [ sint

simetrizabile (inversabile) si el =¢, f1=7#~

7.2. Teoremi. Daci 2. » M sint eleme

J) (.i’f % "]}l)' i )/:
At ==,

-

Demonstrafie. Avem:

(@'« 2)elzxy)=y's @ x(@sy) =y (@ 2x)xy) =

:]/‘:k(e*y):y’g.-y:g

’

x 2') = e. Rezultd cd x  y este simetrizabil §i (z# y)' =
y' *a'. A doua afirmatie este imediati.

Proprictdtile 1) si 2) din enunful teoremei precedente se transeriu multi-
licativ - astlel:

leyy =y g, (T l=2

rar in notatia aditiva

—(z 4+ y) = (—y) + (—2), —(—2) =

Se face urmdtoarea conventie de notatie:

:t:—yd:r'r:c—k(—-y) !

Exercitii rezolvate

LxZ—Z (2,y) »zoy=04Yy—ay
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are element neutru si si se defermine elementele simetrizabile. Aceeagi pro
blematici pentru legea de compozitie
QxQ—-Q, (2, y) mro0y =24y — zy.

¢

Solugie. Dacd e & % este clement neutry pentru legea de compozitie 0, trebuj

sd avem

= e & T er, Yeeld
deci
e ex, YVaelZ
i in particular e = e+ 0 = 0. Pe de allit parte se verifici ¢d 0o a = 200 = z, Vaoesl

deci numgrul 0 este elementul neutru al legii de compozilie 0%,
Fie a € Z. Pentru ca e si lie simetrizabil in raport cu legea de compozitie .0l
trebuie sd existe x e Z astfel incil

de unde
ala — 1) = a.

Se observi cd aceastd ecuatie admite o solulie » & & dacit gi numai dacd a = 0 sayj

a = 2. Elementele simetrizabile sinl 0 si 2, 0" = 0 g1 27 2.
Cind Z se inlocuieste cu @, elementlele simelrizabile sinl lLoate numerele rational
a 1.
lR -~ 2| Fie d un numdr intreg liber de patrate si
@ db) ! '
H :‘A = ]Ug(Q)‘_-l = (f va, be @, a# 0 sau b # U}‘
b a J

1) H este o parte stabilda a lui M,(Q) in raport cu inmultirea matricelof
2) Orice matrice A © H este inversabild (simetrizabild) in raport cof

operatia indusd.
(u bd (r:' db’
b a J b [}

aa’ + dbb’  d(ba’ 4 ab’) a” db”
“-iB = ’ 7 ’ . ” ”
ba' + ab aa’ 4 dbb b a
unde a” = aa” 4+ dbb’ & @, b” = ba’ + ab’ = . Pentru a avea 4B & H este suficien
sd ardtiim i a” £ 0 sau b” # 0. Dacl a” = 0 i b7 = 0 atunci @ = o’ i y = b’ esle
solutie nebanald a sistemului omogen:

. ax - dby = 0,
(#) {
bz - ¢y == 0.

Solugie. 1) Fie 4, B = H,

Avem:

Determinantul matricei acestui sistem este egal cu a® — db® Cum d este liber d
pitrate si @ # 0 sau b 7= 0, vezulld ¢ @® — db* ¢ 0 cici alifel Vd = Q. Contradictid
Dar din a® — db?® # 0 vezultd cd singura solulie a sistemului (*) este x = y = 0. Rimin
adevirat ¢l a” s 0 sau b” 3 0, deci AB = H.

2) So observid ci matricea unitate £ = H si fie A = M. Sd ardtim ci existd
matrice X  H.

x  dy
b , o yeQ 2 0sau y#0
Yy &
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astfel fncit XA = AX = E. Avem:

(1 O]=E=AX=[‘1 db](z :iy)=(a.z+dby d(bm—l—ay))
0 1 b al\y = bz + ay  ax + dby

ceea ce este echivalent cu sistemul liniar:
(#%) azx + dby = 1,
ba + ay = 0.
Determinantul sistemului (**) este a® — db® 5% 0 si unica solutie este o = a /(a® - db?),
y = —bfla® — db?).
Cum a 3% 0 sau b 5% 0, rezultd 2 # 0 sau ¥ % 0. Agadar:
a —db

. a® — db® a® — db?
A= = H.
—b a

at —db*  a® — db?
Se verificd si egalitatea XA = E, deci A~! existd si A'= X = H.

§ 8. PROPRIETATI ALE ADUNARI 51 (NMULTIRII MODULO n

In capitolul 7, § 1, au fost enumerate proprietifile adunirii gi inmulfirii
numerelor intregi.
Anume, cu terminologia adoptatd in capitolul de fatd, adunarea numerelor

intregi,
ZxZ%-12Z (v, y)»z+y

este asociativd, comutativd, admite pe 0 ca element neutru si orice numar
intreg admite opus.
De asemenea, inmultirea numerelor intregi

Zx%L-EZ (zy —ay,

este asociativdi, comutativi si admite pe 1 ca element neutru.
In fine, inmultirea numerelor intregi este distributivd fatd de adunare:

2y + z2) = zy + xz, Yz, y, z & L
Fie » >0 un numir intreg. Dacd @, b € % am definit. suma modulo n

a lui ¢ cu b, notatd cu ¢ @ b si produsul modulo n al lui a cu b, notat cu
2® b ca fiind restul impértirii prin n al numdrului a + b, respectiv ab:

def

e@®b ™ (a+b) mod n, a®b% (ab) mod n.
S-au obtinut astfel doud legi de compozifie pe Z,
ZXZZ (a b)) ~a®@b si ZXZLZ (a, b)) »a®@D

numite adunarea modulo n, respectiv inmuliirea modulo n.
Ne propunem in continuare sd studiem proprietdtile acestora. Un rezul-
tat util pentru acest studiu este urmétorul:
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81, Lemai. Fie a, b  Z. Atunci orieare ar fi k, £ & Z avem:
(@at+nh)® (P +nk)=0@b

(@ +nh) ® (b + nk) =a @ b.

Demonstrajie. Pentru orice h §1 k € Z avem:
(e + nh) + (b + nk) = (@ + b) + n(k + k)
81
(@ - nh) (b + nk) = ab + nlak 4 bh 4 nhk).
Rezultid ¢ numerele (@ + rh) + (b + nk) $i a 4 b dau acelasi rest prin
impartirea cu n, deci
(@ ++nh)y@ (b +nk)=a®b
g1, de asemenea, numerele (¢ <~ nh) (b + nk) si ab dau acelagi rest prin impar-
t‘,irea cu n, deci
(@ +nh) ® (b + nk) =a @ b.
8.2. Teoremi. Operatiile de adunare gi fnmulfire modulo n au pro-
prietitile:
D BDe=a@ (b @ ¢,
NaDb=0>bD a
Na@hh@c=a® (&),
He®@b=0Oa,

Na@UbOd=e@bDaD e

orienre  ae $iowa, /.'7 c= 7.

Demonstrajie. 1). Cum, a @ b este restul impérfirii lui @ -+ 0 prin 7,

existd ¢ € Z astfel incit
a-+b=ng+ (a®Db).
Din lema precedentd rezulta:
(e®b)@c=(a-+b)@c=(a+0b)|¢ mod n.
Deasemenea:
CDD@®)=a®(b+c)=(a+(b+ec) mod n.
Dar (@ +b) 4+ c=a-+ (b +¢), de unde (e@b)Dec=a® (b ®c)
4) Avem:
a® b= (ab) mod n = (ba) mod n =5 ® a.
5) Aplicind lema 8.1 avem:
a®@ b @c)=a® b+ c)=(alb + ¢)) mod n = (ab + ac) mod n =
—ab @ ac=a@bDa®c
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Proprietatea 2) se demonstreazd ca 4), iar 3) ca 1).

S& observam ca& adunarea modulo n nu admite element neutru. In ade-
var, si presupunem ci 0 £ Z este astlel incit 0 @ a=a¢® 0 =a,Va < Z
Dacia & &, = {0,1,2,...,n — 1}, atunci 0 @ a # a pentrucd 0 @ ¢S &K,.
(ontradictie.

Analog se aratd cd inmultirea modulo 2 nu admite element neutru.

Aga cum s-a mai observat, avem:

Vo, bE®, =>e@b S 8y, a®b S &,

Putem deci considera operatiile induse pe &, de citre operatiile de
adunare si inmulfire modulo #,

K, X K, = &,, (a, b) —a ® b
espectiv

Ry K Rp — &y, (a, b} = a ® b

Aceste operatfii au evident proprietatile 1)—5) din enuntul Teoremei 8.2
(v. Remarca 5.2), Cum:

0@ae=a@®0=a, 1®a:a®1:a, Yac &,

ezultd cd numerele 0 i 1 sint elemente neutre pentru operatiile induse pe
8, de cdtre adunarea module n, respectiv inmullirea modulo n.
In fine, sd& mai observim ci

a®(n—a)=0n—a) @ac=0, YVa& Ry

s§eum n — a &R, oricare ar fi aE&_,, a#0, rezultd ci orice element ¢ =&,
iste simetrizabil in raport cu operatia indusa pe &, de citre adunarea mo-
dulo 7, simetricul (opusul) lui ¢ fiind 7 — @ dacd ¢ # 0 si 0 dacd a = 0.

Fie n = 6. Tablele operatiilor induse pe &; = {0, 1, 2, 3, 4, 5} de ciitre
alunarea i inmultirea modulo 6 sint:

® 0 1 2 3 4 5 ® 0 1 2 3 4 5
08 + 2 3 4 5 0,0 0 0 0 0 O
1 2 3 4 5 0 110 1 2 3 4 5
212 3 4 5 0 1 210 2 4 0 2 4
3] 83 4 5 0 1 3% 3]0 3 0 3 0 3
414 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
Bl B 0 12 2 3 4 5l 00 b 4 3 2 1
Tabla adunirii modulo 6 Tabla ifnmultirii modulo 6

Faptul cd operatia indusd pe & de adunarea modulo 6 este comutativi
§i cd admite pe 0 ca element neutru se constatd si pe tabla acesteia. Folosind
notatia aditivd pentru simetric, se constatd de asemeneca cii:

] ity il = By =B =, e B e B, e




— = ,T 4——

e 2) Consultind tablele inmultirii si adunirii module 5 pPe Ry = {0, 1, 2, 3, 4} (v. § 3) se
: cacl \ . ) 9 / 0, 3@ 30 feonstatd ci toate elementele b & &, sint simetrizabile in raport cu adunarea modulo 5 si ¢
= i D = — ] O 0 O = ' = - i . 5
0 @® 0= O, @5=0, 2@ 4 ’ |toate elementele @ = R;, a #£ 0, sint simetrizabile in raport cu inmulfirea modulo 5. Asadar
Elementele din &, simetrizabile in raport cu operatia indusd de Inmulletapele de rezolvare de la pet. 1) pot i parcurse si pe cazul general a @ * @ b = 0, a # 0,
T p = . Lo atta multinlicat v ) leci ecuafia a @@ @ b =0 are cel pulin o solufie in &;.
i 5. Folosind in acest caz notatia multiplicativd pentpjc
firea modulo 6 sint 1 gL Fie x,, v, € R, astlel incit a Rz ®b=0sia@zx, ®b=0. Atunci avem :

== 4 5"l —=5 AIQRQuPb=aQa, ®D.

1 i 5 —— Adunind opusul Iui & la fiecare termen al egalitdtii precedente obfinem ! |

cil 1 @4 =1, 5@ 5—=1. i a j

P Fga T AR * ® = ® =z, ‘

R wed. Operatia X are priorvitate fatd de _,’_—/!)“ 51 de aceea intr-o expresie d 0 : . 3 ] 7y _ : - . : . |

® )nglu- PL“ 1"il ,’(? fi o 1}'1' seriind iil“]’l“. «@bd e st inmultind termenii acestei ultime egalitafi cu simetricul lui a in raport cu inmultirea mo- |
(c® b ¢ parantezele pol fi omise, sc : it (X ) ¢. |

[dulo 5 se obline &Tf = Ay

simetric, avem:

g v X
Exercitii rezolyate ‘
e .f itii ¢ | |
|R i 1‘ Gésiti solutiile din & ale ecuatiilor: ‘
e / |
1) bR r®2 =4 ﬂ 1, /84 se alcituiascdi tablele operatiilor induse pe &, = 10,452, 3} C Z de adunarea si in- |
: mullirea modulo 4. |
2)3@z@hL=4 S B i s b
) 9 2. Ardtali ci muljimea H — {0, 1, 2, 3, 4} C Z este stabild fafd de legea de compozitie |
2@ 2d3=2 I LxE—Z, (v, y) > |3 —y| sisd se alcituiascd tabla operatiei induse. |
unde ,@“ §i ,®“ sint simbolurile adundrit gi inmullirii modulo € 3. | Ardtali of orice submultime H # @ a lui R este stabild in raport cu ficcare din legile ‘
Solugie. 1) Cum 5@ 2P 2@ 4 =4 D4 iar 24 = 0 5 & B 4 = 2, rezultd fespmnzitie :
| lef der :
5@ z= 2, ! o« | ﬂ(:c—max {o, B}; T B =— min {o B}, Y o, B R. - y ‘
Din tabla inmulfirii modulo 6 rezultd et x=4. Acelagi rezultat se obfine observii Aleltuifi tablele operatiilor induse pe H = {a, §, v}, unde ! ‘
o : S T Y ol D¢ si -1 = 5. Deducem:
cd 5 este simetrizabil in raport cu ,,@° §i 5 3. ( o e g e
i ! ) @ = |5, = 1735 =V 3 + V2 |
w= 16z = (85 @z =0 (6 Vez) =602 =54 | L B \/ V .Y \/ 4
: L@ 2, remilthl o §10) =il 4. Fie I = {a € N| «| 12}. Ardtali ci If este o parte stabili a Ini N in raport cu fiecare
2) Cum 3@ 2@ 4@2 = 'H? gk e o g o B T el N din legile de compozitie : !
Din tabla fnmultirii modulo 6, gisim penteu = valorile 2, =0, 2z, =2 §1 a3 = ]
N . . o e
(O ecuatie de grad 1 admite trei solutiil). | | o ; a L{:dL—lc.m‘m.d.c.{ﬂ- b}, « T b=c.m.muanc. {q, b}, ¥ a, b = N,
I Cum 2R z@3@D3 — 2@ 3, rezultit 2® x — 5. Din tabla inmultirii modulg]
se constatd ¢ nu existi x e &, astfel incit 2 ® « = 5. Asadar ecuatlia 3) nu adm Aleituili tablele operatiilor induse.
solutii. : 5. Penlru care valori ale parametrului real ) intervalul (2, o0) este o parte stabili a lui B .
. | in raport cu legea de compozilie :
‘R L 2] 1) Rezolvali in &, ecuatia 2 ® @ @ 3 = 2. det
e el T —ay — 2 — 2y + A, Y, y =R. i ‘
g = &
rdtati i ecuatia e ®@ 2 ® b =0 cu a, b = &, ¥, &
2) A!atflt.l daleounpie @ @ ; Oﬂ S8 b Fle E=n\{=3/3, J3/8}si i1 E =2 1 <i <3, definite astfel: .
a # 0, admite o solutie unica in &;. \ e ali X it g
. s I [ =2 (® = (= + VHIL ~ 2V3), fiz) = @ — ¥ B)iA + 2/, ¥ = = E.
Solugre. 1) Adunind la fieeare termen al ecuatiei opusul lui 3 in raport eu adunag e
- o Aratati ed H = {[,, [,, f5} este stabild in raport cu operalia de compunere a funcliilor
module 5 pe &;, se obtine: X i .
: si aledtuili tabla operaliei induse.
2@ @3@2=20 2, il |
deci 7. Pe R definim legea de compozitie R x R — R, (2, y) — Ty, unde xsy -‘im + -+ xy. ;"
2 ) w =4 | (/Ardtali ea aceastd lege de eompozitie este asociativa, comutativii si cu element neutru. ‘
Din tabla inmultirii modulo 5 pe &, se constatf cd 2 este simetrizabil gi simetricul B‘ Intervalul [~ 1, co) este o parte stabili a lui R in raport cu legea de compozilie ,x“. ' |
2 tn raport cu aceastd operafic este 8. Inmulfind cu 3 ecuafin 2@ 2 =4 se Ubﬁ.“ll. Ardtali ci legile de compozilie de la ex. 3 sint asociative si comutative. Studiali exis- o |
1TRI@ =3R4 ‘ tenfa elementului neutru pentru operatiile induse pe intervalele [a, D], [t\ti b), (a, b], (a, b) | I
unde ¢, b € R, a < b, |
sieum 8§ @2 =1, 3@ 4 =2, deducem ‘ci = = 2. | ‘
|3 — Matematica—algebra, cl. a XII-a 33 l !
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14.

15.

16.
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Ariitali cil legile de compozifie definite pe N la ex. 4 sint asociative si comutative. Stu-
diati existenta elementului neutru pentru aceste legi de compozitie si pentru operatiile
induse pe H = {a = N| a| 12}.

Fie M = N x N. Pe mul{imea M introdueem legile de compozitie :
def
@ 0+ @ w= @E+zy+w),

(=, y)(z, u) ('cz + yw, xw -+ yz)

oricare ar [i perechile (%, y) si (z, w) din M. Aritati cii aceste legi de compozitie sint aso-
ciative, comutative si cu element neutru.

Fie M = Z x Z*, unde Z* = ZN\{0}. Pe mulfimea M introducem urmiitoarele legi de
compozitie :

@+ & W @ + gz, gw),

; @ 0 0, )

I
oricare ar fi pelechlle (x, y) si (z, w) din M. Aridtati c1 acesle legl de cnmponpe sint aso-
ciative, comutative si cu element neutru. (

Fie a, b, ¢ € Z, b # 0. Pe Z definim legea de compozifie ,**“ :

:cﬂd—itaxy + bx 4y 4+ Va,y €Z.
1) Ardtali ci ,+“ este lege de compozifie asociativi daci si numai daci +
b — b.— ac = 0.
2) Gind b — b — ac = 0 legea de, compozitie ,x“ are element neutru dacid si
numai dacii | e.

Pe multimea N a numerelor naturale definim legea de compozitie ,+*,

def
N x N—N (m, n)— men=m",

1) Cercetati proprietiitile acestei legi de compozifie.
2) Determinafi tripletele (m, n, p) de numere naturale diferite de 0 astfel incit
(msn)*p = mx(n«p). 1

Pe R se defineste legea de compézitie s
def
R X R—R, (v, y) > xey—xy + 2az + by.
Determinali a si b astfel incit legea de compozifie ,+“ si fie comutativd si asociativi.
Pe R se'defineste legea de compozifie ,x,
def
i RXxRBR—-R (v, y) > osy—ay — x —y + 2.
Cercétati existenta elementului neutru.

Fie M mul{imea matricelor A = M,(R),

0 a
A= ,a, b= R
g 0 b :
Aratati :

1) A4, B M= AB< M;
2) Nu existdi U = M astfel incit UA = A, YA € M ;
3) Existd o infinitate de matrice V & M astfel incit AV = 4, VA € M. y

\/’1 17.

8.
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\/
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Admite element neutru operafia indusi pe M de inmuliirea matricelor ?

Pe R} = {a = R| a > 0} definim legile de compozitie :

b

S (media aritmetica)

def , A

diite = Vab (media geometrica)

2ab
alAb ‘E—a— (media armonic#i)

a4 b
Va b= R

Ariitali i aceste legi de compozilie sint comutative si nu sint asociative. Admit element
neutru ?

Pe M,(R) se defineste legea de compozitie ,+“

def

A«BSE AB 4 BA, VA, B = My(R).

“

Studiafi dacdi legea de compozilie ,+“ este asociativit (comutativi). Admite ele-
ment neutru ? ;

Determinafi pér{ile stabile finite ale lui # in raport cu inmulfirea. Este B\ Q parte sta-
bild a lui B in raport cu adunarea si (inmulfirea) ?

Fie H multimea numerelor reale de forma a + b2, a, b = Q ce satisfac condilia a? —
—2b* = 1. Ariitati ci H este o parte stabili a lui R in raport cu inmultfirea si ci toate
numerele din H sint simetrizabile in raport cu operafia indusi.

Fie M multimea matricelor 4 € M,(R),

a 0
1AL = alby e enR,
¢ b

1) Daci A, B M, atunci AB € M.
2) Care sint elementele simetrizabile ale lui M in raport cu operafia indusi ?

Determinali elementele simetrizabile in raport cu inmulfirea modulo 12 din -

Examinind tabla inmultirii modulo 8, deduceli ci pentru ecualia a @ x @ b =0, cu
a, b € Ry, a # 0, sint posibile numai cazurile :
1) nu are nici o solutie in &, ;
2) are o singurd solulie in R, ;
3) are doud solufii in R;;
4) are patru solutii in K.
Dafi cite un exemplu de astfel de ecuafie pentru ficcare tip.

— e

Gésifi toate solufiilé din ®,, ale sistemului de ecuatii liniare

3®1@”4®U:11)
1Q@x@IRy = 10.
F3
* *
Fie n > 0 un numir intreg si

M= {(a, b)|a, b =Z, (a, n) =1}.

1) Daci (a, b), (¢, d) & M = (ac, ad + bc) = M ;
2) Legea de compoézifie ,+“ definitd prin M prin :

(a, b)x(e, d) = (ac, ad + be)

este comutativid si asociativa.

3) Determinali elementul neutru si elementele simetrizabile.
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26*. Pe o mulfime M se di o lege de compozilie ‘asociativﬁ
M x M— M, (x, y) — Y.

Presupunem ci Ja € M astfel incit y € aMa = {axa| x & M}, Yy = M.
Ariitati ci o asemenca lege de compozitie admite element neutru.

27%, Fie ,T“sl , | “ doud legi de compozilie pe multimea M, cu elemente neulre e respec-
tiv ¢’. Dacd oricare ar fi x, y, u, v € M avem :

@ETH Li@To=(LluaT@ELv),

atunci :
1)e =iel;
QxTy==x_11y Yz, y € M.
R I DA Yz, y € M.

28*, Fie M o mulfime cu trei elemente.
1) Cite legi de compozilie se pot defini pe M?
2) Cite dintre acestea sint comutative?
3) Cite admit element neutru ?
Generalizare.
29%, Pe multimea punctelor unui plan II definim legea de compozilie @:I % IT— II
def
¢(4, B) = G« C este simetricul lui A in raport cu B,
" 1) Aritali ci @ nu este asociativi si nici comutativa.
2) Raportind punctele planului la un reper ,0x,, ardtali ci mulfimea H a punc-
telor planului de coordonate intregi este inclusd in orice parte stabild T a lui 1T l.[.l ra-
port cu q care confine punctele de coordonate (0, 0), (1, 0), (0, 1),.(1, 1).

30*. Fie M mullimea tuturor secventelor de opt litere din alfabetul latin, numite cuvinle de
lungime 8 peste alfabetul latin, Dacé o, § = M, definim cuvintele a+ si aoff astfel : :.x*B
este cuvintul format cu primele 5 litere ale lui ¢ urmate de ultimele trei litere ale lui f3,
iar aof este cuvintul format din ultimele 4 litere ale lui o urmate de primele patru litere
ale lui B. Astfel, dacil o = aartbbed si B = cstfrabb, atunci ax@ = aartbabb si ach =
— hbedestt. Ariitati cii legea de compozitie ,»“ esle asociativa, iar .o nu este asocia-
tivd. Studiati comutativitatea. )

GRUPURI

MONOIZI

Algebra moderna are ca subiect studiul structurilor algebrice. Prin
structur® algebricd se intelege o multime nevidi M inzestrati cu una sau
mai multe legi de compozitie ¢, ¢, ..., care satisfac o lista specifici de pro-
prietati, numite aziomele structurii. }

Prima structurd algebrici pe care o introducem este structura de mo-
noid. Prin monoid se intelege un cuplu (M, ¢) format cu o multime nevidi M
i 0 lege de compozitie definitd pe M, ¢ : M x M — M, asociativi si cu ele-
ment neutru. Se mai spune ci M este (formeazi) monoid in raport cu ope-
ratia q. :

Mai sistematic, folosind de exemplu notét.ia % pentru legea de com-
pozities definitia monoidului se poate da astfel :

1058 fie. O multime nevidd M este monoid in rapo
definiti pe M,

M XM — M, (x, y) — sy
fiicnte urmiitoarele axiome :

(xxy)ez = xe(yxz), Vi oy
I astfel incit exx = 2%e =2, Vo = M.

Daci pentru legea de compozitie ¢ a monoidului se [oloseste una din
notatiile ,«“, , 4%, - ctc. atunci in loc de (M, @) scriem (M, =), (M, +),
(M, ) etc. :

Adesea cuplul (M, @) se noteazi tot cu M ; in acest caz M se interpre-
teazd fie ca fiind cuplul (M, ¢), fie ca fiind multimea supor! (subiacentd) a
structurii de monoid.

Ansamblul de conditii M,, M, poarti numele de aziomele monoidului.
llementul e & M care satisface axioma M, este unic determinat (v. Teo-
rema 6.2, Cap. II) si se numesté elemenlul neutru al monoidului M.

Vom nota cu U(M) multimea elementelor lui M simetrizabile in raport
cu operatia acestuia.’ Gind M este dat in notatie multiplicativi, elementele
din U(M) se mai numesé incdi si unildfi ale monoidului M.

Spunem ci monoidul M este comulafiv daci operatia acestuia satisface
st axicma :

My) TRl = yxx, Yigyoy < M.
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I. Adunarea numerelor este asociativii, comutativi si admite pe 0 ca ele-
ment neutru. Rezultd ci (N, +) este monoid comutativ, numit monoidul
aditiv al numerelor naturale. De asemenea, (N, -) este monoid comutativ,
numit monoidul multiplicaliv al numerelor naturale.

2. Fie E o mulfime $i @(E) multimea tuturor partilor lui E.
Cum :

M) XUYNUZ=XU([YU2),
M) FUX=XU@g =X,
M,) XY = ¥IX

rezultd cd (2(E), |J) este monoid cemutativ.
Analog, (2(E), ) este monoid comutativ.

VX, Y, Z = 4(E)
v X = a(E)
VX, Y, Z < &)

3. Fie E o multime si §(E) mulfimea tuturor functiilor f:E — E. Cum
M,) (Fog)oh = fo(goh), V[, g. h e §E)
My) Lgof =foly =, Vfe §(E)
rezultd cd &(E) formeazi monoid in raport cu operatia de compunere.
Dacd E are cel putin doui elemente, atunci ($(E), o) nu este monoid
comutativ (v. tabla operatiei lui §(E) cind E = {1, 2}; Cap. 11, § 3).
S& observiim e# intr-un monoid M sint adevirate toate rezultatele
obtinute in Cap. II in legdturi cu elementele simetrizabile.

Daci ¢ = M definim inductiv pulerile lui @ cu exponenti numere
naturale astfel :

a®=e, al=ga, a® =aq, a® =aca, ..., 4" = q*a,

sau mai condensat prin

L det| € daca n =0,
a"'.a daci n > 0.

Demonstralie. Este suficient si aritim ci pentru m fixat, afirmatiile
din enun{ sint adevirate oricare ar fi n € N. Cum

M.q® = q™.e — g™ = gmto
si
(@™ =¢ =a? =a™*",

afirmatiile din enunt sint adevirate pentru n =0,
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Presupunem ¢i n > 0 si ci afirmatiile din enun{ sint adevirate pentru
n —1. Atunci:
am™a® — am(dﬂ~1‘a) o (a"“_-a”‘l)a = qMtr-lg — gmts
si
135 um(n-rl) q® = am(n—!)+m = g™",

(am)u (am)n-l

Analog, daci legea de compozifie a monoidului M este dati aditiv, deflmm
multiplii na ai lui a, cu n = N, astfel :

0
na o
(n —1)a**p a daci n >0.
Rezultatul din teorema precedenti se transerie aditiv astfel :

dacd n = 0

‘ma +na = (m 4 n)a, n(ma) = (am)a ¥m, n € N

IR —1 ‘ Fie M mulfimea tuturor matricelor A € M,(Z) de forma :

A G CJ,a,l’:,cez.
0 b):

1) Sa se arate ci M este o parte stabild a lui M,(Z) in raport cu inmul-
firea matricelor §i ci formeazi monoid in raport cu operatia indusi.
2) Determinali elementele simetrizabile ale monoidului M.

‘Solufie. 1) Fie A, B € MyZ).

() b
e 9 - e

Rezultd ¢ M este o parte stabild a lui My(Z) in raport cu inmulfirea matricelor.

Cum
(1 0
E = e M
05 1

rézultd ci operatia indusi pe M admite element neutru, anume pe E, Operatia indusi este
si asociativd ciici inmulfirea matricelor este asociativii. Rezulti ci (M, ) este monoid.

2) Presupunem ci A = U(M). Atunci existi B € M astfel incit AB = BA — E.
Cum

Avem :

1 = det(E) = det(i‘tB) = det(A) det(B)
si det(A), det(B) sint numere intregi, rezulti ci det(A) = +1, deci
c

b

b ’" 1
ao = = .
0
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Cum a, b € Z rezultd e ab — L daci a = 1, b =1 sau a — -1, b= —1 si ab = —1 dacd
a=—1, b=1saua=1, b = —1. Asadar, dacit A U(M) atunci A este egald cu una din
matricele : ‘

[l f:] —1 ¢ | ¢ 1 c
e S o e [ 0 1]’ (0 7:]”'EL'

Reciproc, matricele din lista precedentii sint elemente inversabile ale monoidului M, inversele
lor fiind respectiv matricele :

(l —c] -1 —e -1 ¢ 1 ¢
I R AT T (T 1)" 0 _tJ’GGA
dupd cum ugor se poate verifica.

|B — 2’Fie E o multime nevidi.si f = &§(F). Urmitoarele alirmatii
sint echivalente :

a) f este element simetrizabil al monoidului (§(E), o) ;

b) f este functie bijectiva.

Enumerafi elementele simetrizabile ale monoidului (#(E), o), unde
E={1, 2, 3},

Solufie.a) = b). Gum [ este clement simetrizabil, existi ¢ = §F(E) astfel incit :

fog = gof = 1.

Rezultd ci f este functie bijectivd (v. Ex. BR—1, Cap. I). b

b) = a). Cum f: E — E este functie bijectivdi, pentru -orice y € F existi = € F unic
determinat astfel incit y = f(x). Definim ¢ : E — E prin:

def
1=z f@® =y, Vy<E
Avem :
(fe)() = o) = f(x) =y = La(w), Vy S E
si
(goI)=) = 9(f@) = g() = = = Le(x), V& = E,
de unde
fog = gof = 14

deci [ este element simetrizabil al monoidului (§(E), o).

Presupunem et E = {1, 2, 3} si f  §(E). Cu conventia de la § 3, cap. 11, funelia [ se
poate da prin :

i ( 1 2 3
i fay @) @)
Evident, $(E) are 3 %3 x 3 = 27 elemente, [ fiind simetrizabil (= bijectiv) daci si numadi
dacd valorile sale f(1), f(2), f(3) reproduc, intr-o ordine arbitrari, numerele 1, 2, 3. Avem deci
3! = 6 elemente simetrizabile, anume :
"3
2

1t 2 3 DT TR g 1
e = — P
1105y M| 2 R RS (2 1)' ,~"%(3

2 2
3 1
(i (1 22 A
= q =
1 g 1) (2 1 :;)

Asadar U(F(1) = {¢, o, ™ « B, v}.

ne

O
=
S
=
II
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Nofiunea de grup ocupi un loc central printre structurile algebrice.

Teoria grupurilor are in esen{d o sursi unicd : stadiul, in raporl cu cperalia

de compunere, al funcfiilor bijective ale unei mullimi in ea Insdsi.
Definifia notiunii de grup se di imediat cu ajutorul celei de monoid :

un monoid G cu proprietatea ci orvice element ¥ € G este simetrizabil (in
raport cu operatia acestuia) se numeste grup. Mai precis: '
@

L

Elementul e = G, a carui existen{i este asigurati de axioma G, este
unic determinat (v. Teorema 6.2, Cap. II) si se numeste elemenlul neuliru
al grupului G. Elementul x’ 2 cirui existen{ad este asigurata de-axioma Gy
pentru orice x € G, este unic determinat (v. § 7, Cap. II) §i se numeste sime-
tricul lui x ; in notatia multiplicativd punem a’ = x~!, iar in notatia aditivil
punem 2’ = —x, numit inversul, respectiv opusul lui z.

Ansamblul de conditii G,, G, si Gy poartd numele de axiomele grupului.
Daci in plus este satisficutd §i axioma :

G) zey=ysx, Vzx,Ye<G,

atunci cuplul (G, *) se numeste grup abelian sau grup comuiativ

1..Grupul permutdrilor de 3 obiecte. Fie I = {1, 2, 3.

Si notdam cu &, multimea tuturor functiilor bijective de la E la E.
Folosind conventia de la § 3, Cap. II, acestea pot fi descrise astfel:

1520 3 Ty ) (l 2 .3]
]h.:(j: 7 g = y T =
(1 9 3) (2 3 1 31 2

WEone s 8 e ] 123)
a = 5 = . =
(132 (321‘ Eleee 13

deci €y = {e, o, ™, «, B, v}
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Cum compusa a doua functii bijective este o funclie bijectiva
(v. Teorema 2.2, Gap. 1) rezulti ci S, este o parte stabila a lui §(E)
in raport cu compunerea functiilor. }

S alcadtuim tabla operafiei induse pe &; de citre compunerea
functiilor, operatie numitd compunerea permuldrilor de trei obiecte.

° (o s P e e Sl 0 T

e G e S S A B e

' o @ AR e R R R
T TG e A e B S o

o N B e e

¥ a T € ©

Aral B s SRS ST . e

Tabla grupului &,.

Avem, de exemplu, cox = v. In adevir,
(ooa) (1) = o(a(l)) =a(l) =2 =x(1),
(gox) (2) = o(a(2)) =a(3) =1 =y(2),
(oox) (3) = o(a(3)) = a(2) =3 =y(3)
de unde cox =Y.

Cum compunerea functiilor este asociativii §ilg= e=&;, rezultd ci
(S;, o) este monoid. Se observa pe tabla operatiei lui &, ca orice ele-
ment din &; este simetrizabil, anume :

el—¢ g =nm . wil =g al—a Bt=0y=x

Rezulti ci (&,, o) este grup, numit grupul permuldrilor de trei
obiecte sau incd grupul simefric de grad 3. Din tabla operatiei lui &, re-
zulti ci acesta nu este grup comutativ.

Analog, daca n>1 si E={l, 2, ..., n} atunci mul{imea &, a func-
tiilor bijective de la E la E formeazi grup in raport cu operatia de com-
punere a functiilor ; (S,, o) se numeste grupul permutdrilor de n obiecte
sau grupul simetric de grad n.

2. Grupul lvi Klein. Fie E =R X R si & = {lg u, v;.w}, unde u, v si w
sint urmitoarele functii de la E la E (v. fig. IIL1);

u:E —E, u(x) = (x,, —3),
v:E-—>E, o(x) = (—y, To),
w: E»E, w(z) = (—x, —3),

oricare ar fi * = (z;, 7,) € E =R X R.
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N2
vix)=l-x,%5)
e e —— —— :/—-4.\':{:,.12}
// I ‘
il | -
,/// 0 : ) Xy
-
(s ulx) =y~ x
wix)=(-x,-x5) lice
1
Fig. 1IL.1.

Daci compunem doud functii din & se obtine tot o functie din .
De exemplu, avem uor = w. In adevir, pentru orice z € E, x =(x,, 25),
avem :

(uon) (®) = u(v(z)) = u((—,, %)) = (=%, —2) = w(x),

de unde uon — w. Si alcituim tabla operatiei indusi pe & de catre com-
punerea functiilor din &(E).

ol lg u, v w

1y 1 u v, w
u u 1; w v =
v v w 1z u

b w w v u 1g

Tabla grupului Klein.

Cum compunperea functiilor este asociativa si 1 & X, rezultd ca
(&, o) este monoid. Se observi pe tabla operatiei lui & cd orice element
din & este simetrizabil, anume :

=1 =k

15 A= Sl =i =D, SR =l

Asadar (&, o) este grup, numit grupul lui Klein. Din tabla operafiei,
se deduce ci grupul lui Klein este comutativ. S& observim ci elementele
grupului & sint functii bijective. Aceasta se poate verifica direct sau

observind ci wou =1, vov =1z, wow =1, si aplicind apoi rezultatul

de la Ex. R—1, Cap. L

3. Grupul (R,, ®) al resturilor modulo n. Fie n =4 si & = {0, 1, 2, 3}.
Se stie ci &, este o parte stabild a lui Z in raport cu adunarea modulo 4.
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S& alcdtuim tabla operatiei induse.

i) R el
T MG TR RS
Bl Jn el B
2 ilza 30 R0 o
gl gl a

Tabla grupului (R,, @).

Operatia indusi pe &, de citre adunarea modulo 4 este asociativi

(v. § 8, Cap. II). Din tabla acestei operatii rezultd ci admite pe 0 ca ele= |

ment neutru, ci este comutativd si cd orice element din &, este sime-
trizabil in raport cu operatia indusd :

—0 =0, -1 =3, -2 =2, -3 =1.

Asadar, (&,, @) este grup abelian. Analog se arati ci (®,, @) este

grup abelian, unde &, = {0, 1, 2, ..., n —1} iar ,, @ este operatia in-

dusa pe &, de catre adunarea modulo n, numit grupul resi[llrildr modulo n, ©

4. Din proprietitile adunarii si inmultirii numerelor, mentionate in Cap. 1,
§ 1, rezulti ca

sint grupuri abeliene, numite respectiv grupul aditiv al numerelor intregi,
- rationale, reale, complexe.

De asemenea, notind
0F = 0N\ {0}, R* = R {0} si C* = €N\ {0},

atunci
(0% ), (R¥, ) 5i (€%, )

.sint grupuri abeliene, numite respectiv grupul mulliplicaliv al numerelor
rationale, reale, complexe diferite de zero.

REGULI DE CALCUL INTR-UN GRUP

Cum orice grup este monoid, calculul algebric cu elementele unui grup
beneficiaza de toate regulile valabile pentru legile de compozitie asociative
si cu element neutru (v. § 1). :

Pe de altd parte, pentru grupuri avem o serie de reguli care nu sint in-
totdeauna 'aplicahile in cazul monoizilor. In esen{ii, aceste reguli se funda-
menteazii pe proprietatea cid orice element al unui grup este simetrizabil
in raport cu operafia acestuia.
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Demonstrafie. Presupunem ci pentru «, b, ¢ €& avem aedh = anc §i
fie a’ simetricul elementuluni a. Avem:

b — enb = (d'va)eb = a's(ard) = a's(arc) = (a’sa)ec =esc =¢,
deci b = ¢, de unde rezulti ci este adevirata regula de simplificare la stinga.
Analog se demonstreazi regula de simplificare la dreapta.

Demonsirafie. Daca x, $i z, sint solutii din G ale ecuatiel arx = b, atunci

axx; = b = axx,,

deci axz, = arx, si folosind regula de simplificare la stinga obtinem x, =x;.
Asadar, ecuatia axx = b are cel mult o solutie in G.
Fie £ — a’'xb, unde a’ este simetricul lui a.
Avem : :
arx — ar(a'«D) = (axd')xb = exb = b,
de unde rezultd ci x — a’=b este solutie (din G) a ecuatiei asx = b, unicd
conform primei pir{i a demonstratiei. Analog se arati ci ecuatia yra = b

admite solutie unicd, y = bxa’. ‘ .
Daci grupul G estedat in notatia aditivi (multiplicativd) atunci rezul-

tatele din teoremele precedente se transcriu astfel:
a+'b =a -+ c sau bt+ta=c¢cta=b=c
a+x=b=z=(—a +Db
: y-{—a=b=:—y=b+(—a}:b——a,

respectiv
ab = ac sau ba =ca=b =c,

ar = b = = a’'h,

=%

ya = b =1y = ba




Cum operatia unui grup este asociativi si cu element neutru, toate rezul-
tatele din § 1 sint adevirate si in cazul grupurilor. Astfel, daci G este grup
multiplicativ, a € G si n € N, atunci punind

i e daci n =0
a®* =
a'a daci n>0
avem :
amq® — am+n’7(am)u —a™, ¥ m, n N,

Pentru elementele unui grup putem defini si puteri'ale acestora cu expo-

nenti numere intregi negative, dupi cum urmeazi.

Daci a € G sin € Z, n <0, atunci —n > 0, deci are sens a~"* precum
gi inversul acestuia, anume (e™*)~'. Punem deci:

a"ge—_f(a"‘)“l, vneZ n<0

si avem :

O cale de demonstratie a acestei afirmatii este reducerea la cazul expo-
nentilor nenegativi, care a fost deja demonstrat (v. § 1).
Astfel, dacdi m < 0 si n < 0 avem :

aaq* — (a—m)—l(a—n)—l £S, (a"“-a""‘)—l Lt (a(—n)+(—m))~l e (a~(m+n})-«1 min,

=4

Presupunem ¢i m > 0, n < 0. Daci m > | n| existd r > 0 astfel incit
m = —n - r si atunci 7

ama® — ar+(—n)ﬂn Al a'a‘“(a"')" — q" — gmtn

s.a.m.d.

Daca grupul G este dat in notatie aditivd, atunci cele de mai sus devin
proprietati pentru mulfiplii tniregi ai elementelor lui G :

Cum pentru orice a € G si n € Z avem

.ata? = gt (-m) — 0 e — al="g®

rezultid ci:
Analog, in notatie aditivi avem : 1/
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Solufie. Cum € = cos .2?7-: + i sin WSE’ avem :

e = cos 2n + 1 sin 2x = 1.

Obseryind ©d n® — n = (n — 1)n(n -+ 1), rezulti cii n® — n se divide cu 3, deci
n® — n = 8¢,cu ¢ & Z. Dar e este element al grupului (C*, - ) i folosind regulile de _calcul
cu puterile intregi ale unui element dintr-un grup multiplicativ, avem:

eft-nt1 L gsets — gt el — (%)% = 1% = ¢.

@ Aritati cd in orice linie (coloani) a tablei operatiei unui grup G

cu un numar finit de elemente, fiecare element al lui G apare o dati si numai
o §Singura dati.

Solufie. Presupunem ci operatia grupului G este notat# multiplicativ si & G = {a,,
a3, ..., G}, €U 4; % a; pentru i # j. Fie ¢ =G. In linia lui @ din tabla operafiei grupului G
apar elementele :

ad,, s, ..., Qdy ..., AQy.

Dacéd i #'j, atunci aa; # ae;. In adevir, daci aq; = aa,, prin simplificare cu « se obtine

a; = a;. Gontradictie. Rezultd ci elementele aa,, aa,, ..., aa, sint distincte, si mai putin or-

dinea, coincid cu a,, a,, ..., a,.

‘ R —3 l Fie G un grup multiplicativ cu patru elemente, G = {e, q, b, c},
unde ¢ este elementul neutru. Alcatuiti tabla operatiei grupului ¢ daci se
stie ca o = .51 ¢! —e. :

Solufie. Cunoscind ci e este element neutru si c¢i a? = ¢? = e, in tabla operatiei lui G
se pot completa urmitoarele pozitii:

e e I gl
a a e ? ?
b b 2 7
( ¢ P 7 e

Ca sii nu avem repetitii in linia lui a si in coloana lui b, la intersectia acestora, nu putem

pune a, e sau b, deci ab = ¢. Analog se aratd apoi succesiv ci ae = b, be = a, bb = ¢, ba = c, .

ca=0b, ¢ch = a.

o |
= R
s o
a o
& o0

o
o
=
2
™

a4t




l R —4 l Fie (G, -) un grup cu n elemente si e elementul neutru allui G.

1) Demonstrati in cazul cind G este comutativ ci
a"'=e, YaeG.
2) Verificati aceastd proprietate in cazul grupului &;.

Solufie. 1) Fie a,, a,, ..., a, elementele grupului G si fie @ un element arbitrar din G.
Conform cu Ex. R—2, elementele

aay, aday, ..., aa,

coincid, mai putin ordinea, cu aj, a,, .. s @y sl cum G este comutativ avem :

Ay Gy = AQ,AAy. . Ay, = 4d. . .aa,a,. .., = a"a,q,. . .
n ori
Asadar ;
@y, Qs ooy Uy) = aay, ay, .. )
st prin simplificare se obfine e = a.

2) Grupul &, are 6 elemente, deci n = 6.
Piéstrind notatiile folosite la § 2, pentru elementele gropului &, si folosind tabla ope- |
ratiei grupului &, se obfine ol =g = e, of = e, Bt = ey? = e. Astfel din tabla operatiei
grupului &, deducem : i

6% = 006 =T, 6" = 66 = Tos = e.
Avem ; y

o' = 0™ = (a%) = e? = ¢; b = XD = (g2)9 = ¢ — ¢ elc.
Remared. Se poate demonstra ci rezultatul de la pct. 1) este adeviirat si penlru grupuri

necomutative, asa cum de altfel s-a verificat pentru grupul &,.

t, SUBGRUP. EXEMPLE

Fizionomia unui grup G se descrie in esenti cu ajutorul subgrupurilor
-sale : submultimi nevide H ale lui G cirora operatia lui G le confers; de ase-
menea, o structurd de grup. i

Mai precis :

finific. Fie (G, ») un grup. O submulgime nevidi ¥
up al lui G dacit sint satisflicute urmitoarele conditii :

H = a*xy = H;
H = \I‘J €= H,
simetrienl Iui x (in raport eu operatia Iui G).

Dacé grupul G este dat in notatia aditivd, atunci conditiile 1) si 2)
din definitia subgrupului se transcriu astfel :

)VYa,ye Hosax 4y H;
2)V:EEH=>'-—;1:EH_

48

]

g — Matematica—algetird, cl. a Nlt-u

{

1.2. Teoremd P& {G #) un .urup. e elementul nenten al fuk G ogi H
sugrup al Iui 6. Atuiel :
VTR = o L
2) H este grup s yaport cu operatia indusd pe H de edire operajia
i G.

Demonstralie: 1) Cum H # ¢ putem alege un clement x = H. Din 2)

3 a a -’-u«- ey
rezulti ci si 2’ = H si acum din 1) rezultd cid ¢ =a'vx = H.

2) S notam cu ¢ operatia grupului G, ¢ :G X G — G. Din 1) rezulta

¢i H este o parte stabild a lui G in raport cu operatia . Fie ¢’ legea de com-
pozitie indusi pe H de ¢,

¢ H x H - H, (z, y) ~ ¢ 9 & oz, y).

Evident ¢ este asociativi (cici ¢ este asociativa) §i admite ca element

neutru pe e € H. Daca x € H, atunci simetricul sau z’ in raport cu ¢ se

- P L4
gaseste in H, deci este simetric al lui x si in raport cu ¢'. Rezultd ca (H, ¢')
este grup.

Exemple

Fie (G, *) un grup, e elementul siu neutru 5i E = {e}. Atunci E»_egte sub-
grup al lui G, mimit subgrupul unifate. In adevir, daci &, y E;ﬁ, atunci
Ti—yt—egnideca

x*y = exe = ¢ € E,

‘

2 =¢ =e < E.

Daci G este dat in notatie aditivdi, atunci 0 = {0} este subgrup
al lui G, numit subgrupul zero.
Fie G, grupul permutirilor de trei obiecte, &; = {e, o, w, , B, v},
Urmitoarele submultimi ale lui Sy :

E =e}, H, = {e, o, m}s Hy={e, a}, Hy = {e, B}, H, = {e, v}
sint subgrupuri ale lui &,. Si facem verificare pentru H,. Din tabla ope~

ratiei grupului &; se deduce ci elementele lui H, se compun conform
tablei urmitoare

& e a T
g a 17 e
! T T € o

=3 N i 5
Se observi pe aceastii tabld ci [, este o parle stabild a lui &, in raport
cu compunerea precum si cu operalia de trecere la invers, deci I, este
subgrup al lni &,
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3. Fie n > 0 un numir intreg si nZ multimea tuturor multiplilor lui n,

nZ & nh | h € Z}.

Atunci nZ este subgrup al grupului (Z, --). In adevir, daci 2, y € nZ,
existi h, k = Z astfel incit ¥ = nh, y — nk. Rezulta ci
2 4y =nh +nk =n(h + k) nZ,
—r = —(nh) =n(—h) = nZ,
deci nZ este subgrup al lui (Z, ).

[)efi
il

(te. Kl

(5

de ordin noal grupulul

r ‘V ) 1
cxercitli rezolvate

|B - ll 54 se determine ordinul pentru fiecare element al grupului &,.

Solufie. Pentru elementele lui &, pistrim nolatiile de la § 3. Folosind tabla operatiei
grupului &; avem :

ol =g 6 6'=000 =T # 6 o’ = glog = Wos = ¢

deci ¢ este element de ordin 3. Analog se aratd cii w este element de ordin 3. Cum o = o,
«? = ooa = ¢, rezultd cil o este element de ordin 2. Analog se aratd cil B si v sint elemente de
ordin 2. In fine, s& observim ci Intr-un grup G elementul neutru este singurul element de
ordin 1.

R — 2| Fie a un element de ordin n al unui grup (G, -).

1), Aritati ca f{a“_if fe, a, a® ..., a"'} este subgrup cu n elemente al
lui G ; 5
. 27 2T ! ‘
2) Dacd { =cos— | isin—, atunci { este element de ordin n al
n n .

grupului (C*, -) ;

3) Daca U, = {z = C|z" =1}, atunci U, este subgrup cu n elemente
al lui (€ , -), numit grapul rdddcinilor de ordin n ale unildlii ;

4) Reprezentali geometric elementele grupului U, (resp. Uy, U;).

Solufie. 1) ¥ie x, y = H, x =a', y = o, unde 0 < i, j < n. Fie ¢, r = 7 astlel incit
i+j=ng+r, 0<sr<na Avem: ay=gdd=at =" = (a") o' = efa" = a’ = H,-
SA mai observiim cd inversele elementelor e, a, @2, ...,
« = H, deci H este subgrup al lui G.

a1t gint respectiv e, a’t, a®1, ...,

. Dacd a' = al, unde 0 < i,j < n,atuncii = j. Inadevir, daci { < j,atunci0 <j — i <n
si a/!

al(a)' = d/(a’)™' = e, ceea ce nu este posibil cdci ordinul Iui'a este n. Analog se
aratii ¢ nu putem avea i > j. Deducem ci elementele ui H, sint distincte.
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2) Fie h = N, 0 < h < n. Folosind formula lui Moivre, avem:
h 2h
cosQ—TE 4+ i sin 2—”) = CO0S AT + i sin 24

ch=[
n n n n

Deducem ci ¢ %1 pentru b =1, 2,..., n — 1 si {7 =1, deci { este element de ordin
n al grupului (C*, ). '

3) Este suficient s aritim c'ﬁ.lUn = H{—= {1, €, 2,...; tr*) unde § = cog 2 5
n

2w

+ 1 sin . Daci ze< HE, atunci 7 — gr, < < n, de unde z0 = ({n)" = 17 — 1, i
n {

deci: z € Un. Asadar-H{ = Uy. Fie acum z = cos ¢ + isin ¢ € Up. Cum z7 = 1, rézulty |

cd cos ne + isin ng = 1, deci ng = 2hm, cu kb € Z. Fie q, r € Z, astfel incit b = nqg + r, |

O0sr<n .

Avem:

2hn

z = Cos

#ism2E g e — @ — 07 = By

n
de unde U, & Hy. . . : |

4) Se observi ci reprezentind numerele complexe din U, punctele obtinute sint virfurile
unui poligon regulat cu n laturi, cu centrul in origine si cu un virf in punctul de coordonate

!
(1, 0) (vezi fig. T11.2). i
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Lp)

N3

X X [
<
¢ ¢
<4
Fig. I11.2. .
§ 5. MORFISME DE GRUPURI s

Numirul exemplelor de grupuri este considerabil si din acest motiv
se impune o clasificare a acestora. Doud grupuri G si I' vor fi declarate ca
fiind de acelasi tip (izotipice) daca sint la fel de bogate in elemente si, mai
putin o bijectie f: G — T', operatiile celor doua grupuri actioneazi la fel
asupra elementelor lui G, respectiv I'. Mai precis:

%) si (I, ©) doudi” grupuri. O aplieatie hi

izomorfism de, grupuri.- daeit este si un morfi

( 4 AL TR
} LIETENLTIC e (Cr,
* J \

Inygmesie

e} =flelef(y)., N, G
Spunem cd un grup G este izomorf cu un grup T, si seriem G ~ T, daci
existd cel putin un izomorfism f: G — T'. In caz contrar spunem ci grupul G

nu este izomorf cu grupul I' i seriem. G = T,
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de unde

[THueow) = ey ="' (u)sf"'(y)

gi cum [~! esle aplicalie bijectivi, rezultd ci [~! este izomorfism,
!

Exemple
L]

1. (B, 4) =~ (B, ). Grupul aditiv (R, ) al nwumerelor reale este izomorf
cu grapul mulliplicaliv (RY, ) al numerelor reale siricl pozilive.
In adevir, fiea e R, a >0, a # 1 si feR — RY,

[(@)y=a®, ¥ z <R.

Fig. 11L.3.

Cu alti termeni, grupul (G, %) este izomorf cu grupul (I', o) dacd existi
o aplicatie bijectivd f:G — I' astfel incit oricare ar fi x, y € G imaginea
f(xxy) a compusului xxy prin [ este egalid cu compusul f(x)of(y) al imaginilor
prin [ ale lui x si y (v. lig. 1XL.3) ; pe scurt : imaginea compusului esle: egald
cu compusul imaginilor: ;

Daci G 5i ' sint gripuri finite cu cite n elemente, G = {a,, a5, ..., @y},
I ={b, b,, ..., by}, iar f:G — I' este aplicafia bijectivid definitd prin

Cum [ este aplicatie bijectivi si.
[(x + gy =a™? =a"a’ = f(x) f(y), v @, y € R,
rezulta ed [ este izomorfism.
Sa observiam in acest caz ci inversul izomorfismului [ este aplicatia

B S

flay) =b;; Hl <ii<in

atunci f este izomorfism dacii si numai dacd pentru oricei sij, 1 <i,j < n, [7'(@) = log,z, Yz =R
imaginea prin [ a elementului a#a; de la intersectia liniei lui @; cu coloana
lui @; din tabla operatiei lui G coincide cu elementul b;ob; de la intersectia
liniei lui b; = f(a;) cu coloana lui b; = f(a;) din tabla operatiei lui T
(v. fig. TIL.4). : :
Spunem “in acest caz ci tablele operatiilor celor dou# grupuri sint la

fel structurale (relativ la f). ‘

si avem :

—1 ¢ 3 . = 4 - - E
[y} =log,(an) <==dag, & - Tog, y =fA(x) - [ ‘(y),‘ Yo, g esRE
Intre doud grupuri pot exista mai multe izomorfisme, in cazul de fafa
chiar o infinitate (la orice a¢ > 0, a # 1, corespunde un izomorfism).

2. (0, ) = (0%, ). Grupul aditiv (0, ) al numerelor rafionale nu este¢
izomorf eu grupul multiplicativ (Q%, -) al numerelor ralionale strict pozitive,

5.2 T eoremd. Fie (G, %) si (1% o) donii grépuri. Daed [ G

In adevir, daci f:0Q — 0%, este un izomotfism intre aceste dou#
grupuri, existd r = @ astfel incit f(r) = 2. Gum [(r/2) € Q si

este izomorfism. atunei si f1: T' — ¢ oste izomoriism.

s P )

Demonstrafie. Fie u, v = I'. Cum f este aplicatie bijectiva existi z, y € G
unic determinati astfel incit f(z) = u si f(y) = v. Conform definitiei aplica-
tiei f~* avem f~(u) == §i [ () =y.

Dot ; rezulta ci \/2 = (. Contradictie. .
£ 1
! 3. Dacd (G, #) si (L', o) sint doud grupuri cu cite trei elemente, alunci G ~ T
web = f(2)ef(y) = flzs1), U : -
CGu alte cuvinte, existi un singur tip de grup cu trei elemente,
in adevir, fie G — fe, a, b}, I' = {0, u, v} unde e si 0 sint elemen-
R tele neutre ale Jui G si I' respectiv. Pentru ci e si 6 sint elemente neutre,
J 5 o3 4 : v
3 i : in tablele operatiilor celor doud grupuri putem completa urmitoarele
= ! pozilii:
|
* 1 1
(el e *
g : o R o[ M0l
. e I o RS )
Gn 5 €
a (PR b ? 1 IR )
b b ? i v v 72 %2

Fig. 1114,
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Avem axa — b, In adevir, nu putem avea axa = a cici a s-ar repela

 in linia sa. De asemenea, nu putem avea asaq = ¢ cdei atunci, ca si evitim

repetarea lui « si e in linia Jui @, am fi obligali sd punem axb — b, ceea ce

produce o repetare a lui b in coloana acestuia,

1 Cum axa = b, pentru a evita repetarea elementelor lui G, in liniile si
i . coloanele tablei operafiei acestuia, trebuie si avem axb =e, bxa =e,
" beb — a. Analog, se completeazi tabla operatiei lui I'.

Demonstrafie. 1) Avem :

Bof(e) = f(e) = flexe) = f(e)of(e)
si prin simplificare cu f(e) se obtine 6 — f(e).
2) Pentru orlce T =G avem :
0 = (o) = flara’) = f(x)-f(a’)
deci 0 = f(x) f(x) si analog f(z')of(x) =0, de unde (f(-‘v)) ﬁf(x')

# ] e a b ) | [0} LD J v un grup. Un izomortism (morfism) [ : » {r se numes
e e 3 0 gt Sy (resp. endomorfism) al grupului G.

a a b e u DI ‘

b i et 7 e e O

Definind [: G — I' prin f(e) =0, f(a) = u si f(b) = v, Tezulta cd f este
izomorfism de grupuri caci [ este aplicatie bijectivi sitablele operatiilor celor
doud grupuri sint la fel structurate (relativ la f).

Renuntind la condifia de bijectivitate din definitia 17omorf15mu1m se
obline notiunea mai generald de morfism (omomorfism) de grupuri, anume :

Fxercitii’ rezolvate

l R—1 Fle (G, *) un grup cu patru elemente astfel incit 22 — e, Y =G,
unde e este elemeutul neutru.

1) Aritafi ¢& 6 = &, unde & este grupul lui Klein (v. § 3).

2) Ariitati ca grupul (G, #) hu este izomorf cu grupul (R,, @).

Solutie. 1) Fie G = {e, a, b, c}. Tablele operafiilor grupurilor G si & sint (v. § 3 si
Ex. R—-3, § 4):

2
o=
o

Evident, orice izomorfism de grupuri este morlism de grupuri. 2l e

ol 1, u » w
Aplicatia f:Z — &, de la grupul (Z, +) la grupul (&,, @), il e . f 3 i’" 11[3 111,, :; ¥
fl) =a mod 4, Vv a<Z o et B 2 A S

este un morfism de grupuri. In adevir, daci «, b € Z, fie a, = a mod 4,

: ) Aplicatia f: G — I definitd prin f(e) = 1, f(a) = n, f(b) = v, f(c) = w este izomorfism cici
by = b mod 4. Existd h, k € Z astfel incit : 5 )

tablele operatiilor celor doui grupuri sint la fel de structurate (relativ la f).

2) In adevilr, s presupunem ei existd un izomorfism f: G — &, si fie x = G astfel incit
f(x) = 3. Atunei :

a=4h + a, b =4k + D,

si conform Lemei 8.1 Cap. IT avem : 0= fle) = f(@sz) = [(x) @ f(x) =3 D3 =2,

adDb=aq @b Contradictie.

Rezulta ca :

‘ : E Aritati ca aplicatia f:Z — C¥,
fla--8) =(a+b mod 4 =a@®b=a,b =fa)®[(b), Va beZ, :
deci f este morfism de grupuri. Se observa ci [ este morfism surjectiv dar () =c032h_f": A isin%-_r, vhelZ
nu este injectiv. ' n n

Astfel : { - este un morfism de la grupul (Z, +) l1a grupul (€%, +).
’ f(7) =7 mod 4 =3 =19 mod 4 = f(19). Determinati numerele x = Z astfel ineit f(z) =1.
T ¢ e m i (O Solufie. Pentru orice h, k = Z avem :

m&u L1 el | ) FCH By== oo 2(h + k)m " isin2(h + k) :(cos 2 Semip 2hn !
e ! n n n n

l) (1e) !

A I (f (ms 2 ol sm& = f(R)f(k)
unde " « nett n 2 :

si deci f este morfism de la grupul (Z, +) la grupul (C*, ). -
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Se observd ci pentru x = Z avem f(x) = 1 dacd si numai dacil

o
2z R R
cos — 4 isin——=1
n n
ceea ce este posibil dacid si numai dacid
2xw y -
=2k, k&%
n

Rezulti eit f(x) = 1 daci si numai daci « = nk, L =Z, deci f(x) =1 daci gi numai
dacd n|x.

S5 Fie E=R\{0, 1} si fi: E—»E 1<i<6,

r—1

A = @) = ——, f©) = =1, (@) =@ =1-g,

fn(-’f):—i—, Yaeh
= 1

1) Arittati ¢ multimea G = {f,, i, fs fu fs fo} este stabili in rapert cu compu-
nerea funetiilor si alcituifi tabla operatiei induse. .
2) Deduceti cd (G, o) este grup necomutativ.

! 2, j 6. Fie G = . Aratafi ci
R—3 ‘ Pentru orice a =R, definim f{, 1R - R, [(x)=2z L a, V=R ; (©, co)\{1}. Aratafi cii corespondenta
— . | def
Aralali ca : (x, y) — wey— x!0 v
1) Multimea §(R) = {f, | a = R} este grup in raport cu compunerea . este o lege do compozijie pe G si ci (G, ») este grup comutativ. ] |
functiilor. ' Fie G=[—1, ©), I'=(—1, o0) si urmitoarea lege de compozitie pe R, : . |
2) Grupul (R, 4) este izomorf cu grupul (§(R), ). R P
Solufie. 1) Pentru a, b € R, avem f,ol, = {,,,. In adeviir, oricare ar fi x € R avem: 1) Aritafi e G si I' sint pir{i stabile ale lui R in raport cu legea de compozitie ) i i
(ta0l )(®@) = Lall (@) = Lo® + B) = & 4 b 4 @ = 84 (3), {0 adenTctl b Sletieetl s dpisuinoslhis indule pe G respecHy T, s yr |
g ) atunci (G, T) si (I, L) sint monoizi comutativi.
de unde f,of, = [,,,, deci compunerea funciiilor indice o lege de compozitie pe &F(R) evident 3) Care dintre monoizii (G, T) si (I, 1) este grup ? |
asociativid si cu e]emenlﬁ. neutru, egal cu 1Il: 1, = F(R). '8, Pe Z se defineste legea /de compozitie -
Cum ‘ i |
fpol_ g =tloyay=lLi=lgua=1pl VEER, it TR e b e ‘
rezultd i {71 =1_,, ¥V a € R, deci (F(R), o) este grup. 7 Ardtafi ci (Z, 1) este grup abelian. ‘ ‘
/
2) Functia f: R — F(R), f(a) = {,, este bijectivi si :‘,*J 9. Fie (G, ») un grup comutativ si @ € G. Pe G se¢ defineste legea de compozifie
b = = = 1l - ‘
fla + b) = tapp = tool, = [(@)of(D), ¥V @, b =R G x G— G,. (x, y)—x | yg Tl A, |
Avdtati cd (G, | ) este grup.
/-10. Fie (G, :) un grup cu proprietatea :
Exercitii |
; () = a2y, Vo, y =G \
Afﬁtati 4 G este grup abelian. ‘
1. Fie M = Z[i] = {a + bi| a, b = Z}. 3 : . ;
1) Ardtati cd M este o parte stabild a lui € in raport cu inmullirea si cd formeazi (A 11. Flg- (G, +) un grup cu proprietatea :
monoid comutativ in rapert cu operafia indusi. ' 3 xt=¢ VY zred.
; ' 2) Determinali elementele slmetr:lzﬂafblle ale monoidului (M, -). WeATRt G G oitd prun abelian. ¥
2. Aritati cd corespondenfa (x, y)— xsy=—=(¢ + y) / (1 + 2y) este o lege de compozilie " - : ) A '
1t K / 12. TFie (G si (G, d tructuri d ini asi i 3 {
pe intervalul G = (—1, 1) si ci (G, %) este grup abelian. L)‘ comfm’ziﬁe) ?,qu SJ?.T?}I?: ;2:12:1? elsfﬁ;ﬁf r?:‘i;r;:f:?e aceeasi mulfime. Dacd legile de
3, Fiee= 12 +i¥32 1 G = {1, ¢, e} C €’ > : |
1) Aritafi ci G este o parte stabild a lui G in raport cu inmulfirea si aledtui{i tabla cly=@E@ETx)T@ETY, YV,2ysi ‘
operatiei induse. atunei :
2) Dedudeti ci (G, -) este grup abelian. .
4. Fie E=RN\{0}si fi: E>E, 1<is<4, Hely=aTy, Va,ye6
e ly=yLlw ’ 4

@) =1 (@)=, )= — 2 [0 == Y aE B
5 xT x

1) Arditati ¢t mulfimea G = {fi, s, fs fi} este stabild in raport cu compunerea
functiilor si alciituifi tabla operatiei induse. i
2) Deducetli ci (G, o) este grup abelian.

\;13. Fie o, YE@, 0 = [I < 3],

Vo peG.

il i
Bt ey ,

i w3t sl

54 se giseasci £ = &, astfel incit oof = y.




1.2 8 4 n_1'234}.
li.Fiea,ﬂ:E@""i(g S e 2 4 3 1

15.

16,

17,

18.

18.

20.
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1) Aritati ci of = e si n® = ¢, unde ¢ este permutarea identicd.
2) Rezolvali in &, ecualiile: ¢'®ox = w!®! si yoo” = w’.
Fie (G, -) un grup si a, b = G astfel incit ab = ba. S# se arate ci:
a*bt = b*a*, N h, k € Z,
Fie (G, +) un grup si e elementul siu neutru. Dacd elementele @, b = G satisfac conditiile

b =e ab= bl

atunci b? = e si ab = ba.

Fie (G, *) un grup si a = G. Aritati ci funciile : 27,
:G-G, f(x) = asx, L R
g:G—G, g(x) = zsq, Vaet o
sint bijective.
z|a={° "] si
Fie By = {A s M,(Z) = (0 §
2a 3b ;
= b, ¢, d = ZY.
s :{A e M(Z)| A= (40 5d]‘ a, b, } :
1) Ariitati ci M,(Z) este grup in raport_cu adunarea matricelor.
2) H, si H, sint subgrupuri ale grupului (MJ(Z), +). i

i 11ni G.
1) Daci H, si H, sint subgrupuri ale unui grup G, atuncL. H, (N H,; este s.ul)gmp a
2) Aratafi ed pentru subgrupurile 3Z si 4Z &le grupului (Z, +) avem :

3Z N 4% = 12Z.

i i L * astfel
Fie f: R — R o functie reald cu proprietatea ci existi cel pufin un numir 7" = R* astie
incit

6} fx +'T)=[@), Vx<R

1) Aritati cd mul-timea H a numerelor reale 7' cu proprietatea () este subgrup
al grupului (R, ). :

2) Determinati acest subgrup cind

a) f(x) =sin2nzx, Yz R;

1, zs09Q
b) f(x) = {n N |

Aritati ci grupul (G, -) de la Ex. 3 este izomorf cu grupul (Rs, @).
,Ariitali c¢i grupul lui Klein este izomorf cu grupul (G, o) de la Ex. 4.

Ariitali e grupul (S, o) este izomorf cu grupul (G, o) de la Ex. 5.

Aritati ed funefia f: (0, o0) — (—~1, 1), g o
T —1
= , V x€(0, c0)
f(x) ey

H Ex. 2.
este un izomorflism de la grupul (R¥, ) la grupul (G, #) de la

2. Fie Ry = [cnsﬁ —sin 0

25, Tie G = [‘ _'n:__’ 1] si péntru orice x, y = G fie
2 2 '

.o

Txly d:C_gnrctg(tg x4+ tgy).
Aritati cid (G, ») este grup si-cid (G, ») ~ (R, +).

), 0<R (v. Ex. 6, Cap. I)
sinf  cog 0

si G = {E, A, ‘B, G}, unde E = Ry, A = Rnfxa B = Ry si C = Rnﬂ'lz-

1) Aritati cf G est
tabla operatiei induse.

2) Deduceli ci (G, -) este grup si aritati ci (G, ) ~ (R,, @).
Aritati cfi functia [:Z—-Q,

e o parte stabili a lui M,(R) in raport cu inmulfirea si aledtuiti

() = (=1, Yk e Z, este morfism de la grupul (Z, ) la grupul (Q% ).

Fie 2 0 multime cu doui elemente, E = {a, b}. Pe multimea S(E) definim legea de com-
pozitie A%, numili diferenfa simetricd « deoug malfimi ;|

XAY = (XN ¥)[J(YNX), ¥ X, ¥ o S(E).
1) Aicituiﬁ tabla legii de compozitie ,A“;
2) Gomparati tabla operafiei ,A“ cu tabla grupului & al lui Klein (v. § 3) sl indi-
cafi o functie bijectivi [: & — 2(B) astfel incit :
fxey) = [@Af(Y), ¥V x, y = & ;
3) Deducefi ci (3(E), A) este grup.
Fie E =R x R. Pentru orite t < R fie functia

fi: E— E,
t2
e u)=[x+fy+7,y+r), Vo) e E

Aritati ci . .
1) fiofyr = fisite o= 1 [ ="

2) Multimea G = {,:|( = R} este grup in raport cu
functiilor.

3) (G, o) ~ (R, +).

operatia de ‘compunere a

#* & *

30%. Fie Ry — (005 68 —sin EJ, 5= [cns 0 sin UJJ

sin 0 cos 0 sinf —cos 0

8 = R(v. Ex. 6, Cap. 1) st G={E, 4, B, U, V, W} unde

E = Ry, A= R:ﬂ/ay B = qu’ai U=8§, V= Sanfsy W = Sar/se

1) Aratali ci G este parte stabili a lui M
tabla operatiei induse,

2) Deduceli ci G este grup si ¢ (G, -) ~ (S, o)

»(R). in raport cu Inmultirea si alcdtuiti

Fie (G, +) un grup si H o submullime finitd a lui G. Urm
lente :

dtoarele afirmaiii sint echiva-
l)Vz,yEH;xyeH;

2) H cste subgrup al lui G.




32*, Tie G o mullime 3i G X G — G, (x, y) — xy o lege de compozifie asociativi. Urmatoarele

afirmafii sint echivalente : ipitolul IV INELE SI ‘7:1-‘7;5 PURI

1> (G, -) este grup; .

2) ¥V q, b =G existdt x, y = G astfel incit ax = b gi.ya = b.

33*. Fie H o submultime nevidd a Jui Z., Urmitoarele afirmatii sint echivalente : § 1. DEFINITIA INELULUL EXEMPLE

1) H este subgrup al lui Z; el A I i o ’ , ‘
) Vom studia in continuare o mou# structurd algebrici — structura de |
inel. Notiunea de inel s-a degajat inifial in cadrul teoriei numerelor, unde i
a apidrut sub numele de inel de numere, prototipul fiind Z luat impreuni

cu operatiile de adunare si inmulfire a numerelor intregi, I
p

2) 3 n = 0 astfel incit H = nZ.

34*, Tie z = C. Avitati ci existd n & 0 astfel incit =" = 1 daci §i numai daci z = cos 2re +
+ isin2rm, cu r € Q.

35*, Fie H un subgrup cu n elen-mnte al grilpului (C*, +). Ardtati ¢i H = U,, unde U, este
grupul ridicinilor de ordin n ale unitafii.

ZxL-Z, (x, ) - +y,

36*, Determinati automorfismele grupului (%, +)- respectlv

Z XZ~Z, (2, §) - 2y.

Ulterior, notiunea de inel a avut numeroase aplicatii tn diferite domenii
ale Algebrei (inele de polinoame, inele de matrice), in Analiza matematica i
(inele de functii), in Logica matematica (inele booleene) ete. e

1.1, Definilie. -0 mulfime nevids 4, Inati io ¢n doudll legi de |
pozifie (adunarea si inmaullireal : |
S5 I

i A S e )| I

\‘I

It

+ numeste inel daca : ‘

@) (4, ) este grup abelian, i
\\
V) (A, ) este monoid, I
r P . ¥ o . . 1
£7) Immulfirea este distribntivd 1gid dde adunare, anume :
L st Sles &Y sy (I =28 =y 2o VT, Y 2e A

Afirmatia cid (A, +) este grup abelian revinela faptul ¢i adunarea ineluluj
satisface axiomele :

G) @+ +z=2+@+2) va, g z <4,
Gy) 30 = A astfel incit 0 =2 +4+0. =z Vo= A, ' |
G;)) Y= A, 32 =A astfel incit 2’ +x =2 +2' =0, 8
G) z+y=y-Jaxvae yeAd, K

Afirmatia ci (4, -) este monoid revine la faptul ci inmultirea inelului
satisface axiomele :

Ml) (wy)z =I(I]Z) V'tx .T], Z € A)
M, 31 = A astfel ineit 1.0 =2.1 =2 Yo = A,

Vom spune ci (A, +) este grupul adifiv al inelului A. Ansamblul de
conditii G, —G,, M,, M, si-D poarti mimele de aziomele inelului. Elemen-
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tele 0 si 1 sint unic determinate si se numesc elementul zero, respectiv ele-

mentul unilale al inelului A. Inelul A se numeste finif daci A are doar un

numir finit de elemente. Elementele x & A simetrizabile in raport cu inmul-

tirea lui A se numesc elemente inversabile sau unitdfi ale inelului A.
Dacd inmulgirea inelului satisface incd si axioma:

M,) zy =zy Yz, g A

spunem ci A este inel comulaliv,
finitic. Spunem ca A este inel fard divizori.ai lui zero dach
x £ 0 si.0#£0 =z #£0.
| comutativ cu cel putin doud elemente gi fard divizori ai lui

e domeniu de integrilale.

t!i;ii(‘
Inelul Z al intregilor rafionali. Din proprietitile adunirii $i inmulfirii
numerelor fintregi, enumerate in Cap. I, § 1, rezultd ci (Z, 4, ) este
inel comutativ, numit inelul iniregilor rafionali.
Inelul Z[i) al inlregiloi" lui Gauss. Fie Z[i] multimea tuturor numerelor
complexe de forma a + bi, cu a, b € Z, numite infregi ai lui Gauss. Daci
a 4+ bi si ¢ -+ di sint din Z[i], atunci

(@ + bi) + (c + di) = (a + ) + (b + d)i = Z{i]

2.

si
(a + bi)(e + di) = (ac — bd) + (ad + bo)i € %[i].
Rezultd ca Z[i] este o parte stabild a lui € in raport cu adunarea
g1 inmulfirea numerelor complexe. Evident, operafiile induse verificd |
axiomele Gy, G, M, M, si D.
Cum 0 =0 4+0+ si1 =1 4 0-i, rezulti ca aceste operatii verifici- si
axiomele G, si M,. In fine, pentru orice z = Z[i], z = a + ib, avem
—2z = (—a) 4 (—Db)i = Z[i], deci este verificatd i axioma G,. Asadar
Z[i] este inel comutativ in raport cu eperatiile induse pe Z[i] de adunarea
si inmultirea numerelor complexe, numit inelul infregilor lui Gauss.
Inelul (R,, @, ®) al resturilor modulo n. Fie n un numir intreg pozitiv
si®, ={0,1,2, ..., n —1} CZ. Operatiil¢ induse pe &, de adunarea
si fnmultirea modulo n satisfac axiomele inelului comutativ (v. § 8,
Cap. II). Asadar, &, este inel comutativ in raport cu adunarea si inmul-
tirea modulo n, numit inelul resturilor modulo n.
Un interes aparte, prin aplicatiile pe care le are in diferite domenii
ale tehnicii (aritmetica calculatoarelor, teoria codurilor) il prezintd inelul

(fst @! ®)
® 0 1

olo 1 0]0 0
1] 1.0 18I0

Tablele Qpera‘t\iilor inelului &, = {0, 1}.

®|0 1
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din M,
ale adunirii $i inmultirii n g i

umerelor reale, care sint de aseme drat
pentru adunarea si inmulf ! o
demonstratii pot fi rep
cale se poate demonstra :

: /
In’inelul &; avem 2 ® 3 —0, 4 ®3
cu divizori ai lui zero.
(Q, +, ), (B, 4, +) si (C, +, -) sint inele comutati
Y R S $ e tative (v. Cap. I,
Sa observim cd pentru orice x # 0 din Q, R sau C exisgé y saép(J di§1 1{;

R respectiv C, astfel incit 2y — 1. Inel i i
. s it ay =1. ele cu aceasti i~
mentard vor fi studiate mai tirziu. P Bk

=0, deci (&, @, ®) este inel
4.

5. Inelul malricelor pdiratice. Fie A un inel. Inelul A poate fi oricare din

inelele Z, Z[i], &,, O etc. Notim cu M. (A) multir i
L Z, 3 gy : nea. tut ’
patratice de ordin 2 cu coeficienti dizn 31, : R

-
o

@

], angA.

Ay dpp

o

definim matricele U 4V si UV prin

U + Vﬁ;_f(a“ + by @ by
oy by dyy 4 by,

~

Daci U, V & M,(A),

a4y Gy by
bay

bys

b22

)

)EMM)

Uy GOy

si
Uv ﬂ_if(“ubn + by @by 355y
‘ Ay by + U3y by - o byp

) = My(4).
Matricele 0, E si —U din M,(A), |
0
0~(p §o-fy 1) oo

0 (01 )

¢ numesc respectiv.malricea zero, malricea unitale, opusa matricei U,

e =3 —Qyy

—lgy — g

Am amintit o serie de rietdti Arii §i i iri
0 sel proprieti{i ale adunirii si inmultirii matricelor
(R). Demonstratiile multora dintre ele se fac invocind proprietati

irea qricirui inel A. Din acest motiv, asemenea
roduse si pentru matricele din M,(A). Pe aceasts

G) (Ut V)+W=U+(V+W,
Gy O U 2 e o T

Gy) U+ (=U) =(=U) + U =0,
G) U+V=V4U,

M) (UV)W = U(YW),

M,) EU = UE = U,

D) UV 4+ W) =UV +UW; (V + W)U =VU 4+ WU

oricare ar fi U, V, W  M,(A).
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Rezulti ci adunarea si inmultirea matricelor confera lui M,(A) o struc-
turid de inel. ‘

La fel se organizeazi ca inel multimea M,(A) a matricelor patratice
de ordin n cu coeficieni din A.

Cind n > 1, inelul M,(A) nu este comutativ i are divizori ai lui zero.

Astfel, dacd U, V € My(Re),

o)

UV—I 3)(3 0 3, 1®3p3®3 1®0@3®2)=(0 0)
_(3 3)(3 2) (3@3@3@3 3003 ®2 00

atunci

deci inelul M,(Rs) are divizori ai lui zero.

). REGULI DE CALCUL INTR-UN INEL

Calculul algebric cu elementele unui inel beneficiaza de toate regulile
date pentru grupuri si monoizi daca sint implicate separat adunarea, respectiv
fnmultirea inelului. In afard de acestea, intr-un inel avem o serie de reguli
de calcul specifice, care se refera la ansamblul celor doua operatii ale inelului.

1. Pentru orice x e A avem: 20 —0x =0, In adevir, fie y =a0. Cum
20 = z(0 +0) =20 + 20, avem y = y + y. Atunci:
0=y + (- =F+D+(P=y+@+(y) =y +0 =y =20
si analog, 0x =0.

2, Intr-un inel A cu cel pufin doud elemente avem 1 # 0.
In adevir, daci 1 =0, atunci ¢ =1z =0z =0, de unde A = {0}.
Contradictie ! :

3. (regula semnelor). Oricare ar fi x, y € A avem: (—x)y = =
= —ay 5i (—x) (—y) =2y, _

In adevir, 0 =0y = ((—z) + 2)y = (—2)y + 2y =y + (—x)y, de
unde rezulti ci (—x)y este opusul lui xy, deci (—z)y = —ay. Analog,

a(—y) = —zy. In fine, (—x) (—y) = —(@(—y) = —(—=zy) ==y.

4. (distributivitatea inmulfirii fatd de sciidere). Oricare ar fiz 4, 2 Aj

avem : 2y — 2) = xy —az §i (y — v =yr — 2.
_Reamintim ci y - (—z) se noteazi cu y —z. Avem:

oy —2) =20y + (—2) =zy +2(—2) =zy — w2
si analog (y — 2)x = yxr — zx.
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5. Intr-un inel A fird divizori ai lui zero, din xy = 2z sau yr = zz, cux # 0,
vezulld y = z.
In adevir, daci zy = 2z, atunci

x(y —2) =xy —az =xy —ay =0

i cum x # 0 rezultd cid y —z =0, deci y ==z Analog, din yr = z2
rezulti y —z.

Exercitii rezolvate

|B = 1| Aritati ci intr-un inel comutativ A avem :
1) (a +0b) (@ —b) =a* — b2,
2) (a 4 b)* = a* + 2ab + 07,

unde 2ab = ab + ab (v. Cap: III, § 1).

| Solufie. Folosind distributivitatea inmulfirii fat{i de adunare si apoi fati de scidere
avem : ! ‘

va, b € A
Ya, b € A,

(@ + b)(a — b) =a(a — b) + bla — b) = aa — ab + ba — bb =
=a'— ab + ab — br=a' — b

2) Conferm definifiei puterilor unui element si distributivitiitii inmulfirii fatd de adu-
nare, avem : Y

(@+ bt = (@ + b)(a + b) = (a + D)a + (a + B)b = a* + ba + ab + b* =
=a® 4 ab + ab + b* = at 4 2ab 4 b

R -- 2| Fie A un inel comutativ cu proprietatea :

(o) a+a+a=0, Va € A.
1) Aratati cd (a + b)® =a® 4- 0%, Va, b € A ;
2) Aritatfi ci inelele R si My(R;) au proprietatea (a).
Soelufie. 1) 84 ardtdm la inceput ci intr-un inel comutativ este adeviratd formula
(@ + B)* = a® + 3a’bh + 3ab’ + b, Va, b= A.
In adevir, folosind rezultatul de la exercifiul precedent, avem :
(@ + b)* = (a + b)¥a + b) = (a* + 2ab + b)(a 4 b) =
= (a* 4 2ab 4 b¥a + (a* + 2ab + b?)b = a® + 2a*b + v%a + a*b + 2ab? + b =
= a® 4 3a*d 4 3ab* + b3,
Dar
3a*h = a'b + a?h 4 a'b =0
si analog 3ab* =0, Ide unde (a + b)* = a® + b3,
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2) In inelul &, avem :

0DOD0 = (0H0)DO = 0@ 0 = 0,
1911 = (1p1)@1 =261 =0,
20202 = 202)@2 = 102 =0,
de unde aa®a =0, ¥ a € K,.

Fle U € MyR.), U = (Z ;) cua b e de K

In inelul M,(R.) avem : :

U@U@U:(a(Ba@a bEBbGBh): 0 0 vy
chePe dpddd 0 0

§ 3. INELUL CLASELOR DE RESTURI MODULO n
: Fien > 0 Emynumér intreg. Conform teoremei impartirii cu rest, pentru
orice a € Z existd ¢, r € Z unic determinati astfel incit

a=nq-+r, 0<r<n.

S quérul_ unic determinat r din relatia precedenti, numit resful impar-
firii lui a prin n, s-a notat cu @ mod n si s-a numit inci redusul module n
al lui @ (v. Cap. II, §1). 1 ;

Ca rezultat al impirtirii numerelor intregi prin n > 0 sint posibile res-
turile :

R R o g

; Prin impértirea lui a la n se obtine restul r daci si numai daci a este
de forma nh - r, cu h € Z, Mul{imile de numere

GREr s RO |
unde
G ={e=Z|amodn =0}={nh|h €Z} =nZ
G .={‘aEZiamadn'=1}={nh+1|hEZ}=nZ+1
Gy _={aEZiamodn:r}:{nh+r\|hez}=nz+r
C,,_I:{aEZiamodn:n—1}={nh‘+n—1|hEZ}=
" le=nZl den,—1

se numese clase de resturi modulo n.

i Asadar, un numir intreg a apartine clasei C, daci si numai daci a im-
partit la n da restul r,

a€ C.<amodn=r,

In particular r & €, pentru r € {0, 4, ..., n — 1}. Clasa de resturi C,
se noteazd de reguld cu r. Asadar

A
Il = 0% frp e 0L ol dtne
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si

Sid notim cu Z, muli{imea claselor de resturi modulo n,

Zu == {6: ’1\. 5.- o 1}
Daci &\, be Z,, definim suma (?«i— b si produsul ab prin :

AAdc[

A Adef 7N £ e
a-t+b=Z=a®b, ab=a®@b.
Se definesc astfel pe Z,, doud legi de compozilie :

T STl (e By b

A A AA
_ Z, X2, —+1Z, (a, b) - ab,
numite adunarea, respectiv inmullirea claselor de resturi modulo n.

Astfel, pentru n =6 avem Z; = {6, f :3 § i t':} si tablele adundirii
si fnmultirii claselor de resturi modulo 6 sint :

A Ry il A A LA oo - o U B A A
e ey s 0 178845
A A AT ISR A W A~ A WL LA A AA
Ol 0: 12008 4 b o] 0 0 0" 0-0"0
A A A2 AL A A A A A Al ALK A A
Tl 2. 3 4 550 Eli0n1 23 405
A A A A A A A A A A A A A A
DY |ISP R R S R S S| 200 22 AN 2 s 4
A A A A. A A A A A A A ~ A A
S0 34 PR GREOR B3l IS R S A S
A A AL AT A A ‘A A A SN A O
7 R T ) B B Al oL 40 2 00 4 2
A A A A A v A A A A A A A ~ A
3| s ISR A R B | b [ L0 s KR S R |

33. Teorema. Adunarea si inmultirea claselor de resturi modulo n
conferd multimii Z, o structurd de inel comutativ, numit inelul claselor de
resturi modulo n.

Demonstralie. S& ‘verificim -axiomele inelului comutativ. In esen({i de-
monstratia se fundamenteazd pe faptul c¢i &, ={0, 1, 2,..., n — 1} are
o structurd de inel comutativ in raport cu operatiile induse pe &, de adu-
narea §i inmulgirea modulo n (v. ex. 3, § 1). De exemplu, axioma D se
verifica astfel :

oy o N~ /\ L N N
ab +¢) =ab @ ¢ = a®(DDe) = @D ®c —a @b+ a@c—

AA A A
=ab+ ac
si la fel se aratd ci G,, G,, M, si M, sint verificate de adunarea si inmul-

firea claselor de resturi modulo n.
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Cum

A N A A
a=1®a=a, YacsZ

—

A A TN A
0+(1 =0@ =d, nr

rezultd cd si axiomele G, 5i M, sint verificate.
In fine, avem
I /\ A "
a+n—a=a@(n —u)= , VYasZ, cuaz#0

A -
deci orice clasi a = Z, este simetrizabild in raport cu adunarea claselor de
resturi modulo n

A ZN A Y A A
—a =n—a, Ya €Z,, a#0 si —0 =0.
2 - A A N
3.4. Remarcd. Clasele de resturi modulo n au fost notate cu 0,1,..., n — 1. Numerele
A A
0,1,..., n — 1se numesc reprezentantii canonici ai claselor de resturi 0, 1, ..., n — 1 respectiv.

In aplicatii este adesea preferabil si descriem clasele de resturi si cu alte ‘numere care
aparfin acestora. In acest sens, pentru orice x € Z, se noteazi .cu :c ciasa de resturi

C,, 0 <r < n astfel incit z = C,; x se numeste clasa lui x modulo n.
Asadar, prin definifie avem :

A def /\

() z=—2x mod n, Vxe Z,
Astfel, daci n = 5, atunci
<5 i i Al s s
32 =32 mod 5 = (65 + 2)mod5 = 6-5 mod5 4+ 2 mod5 =2 e Z

P
—7 = (= 5= (—2) mod 5 = (0—2) mud’ig(5~2)m0d5—3525»

o~ /\ A
20 =25 mod 5 =0 € Z;,

Spunem c¢i numirul intreg x este congruent cu y modulo n, si scriem x=y (mod n) daci si numai
5 LT
dacd n | x — y sau altfel seris e Z

n
Din definifia (x) rezultid ci pentru orice z, y € Z avem :
A A
®) T=pgezmodn=y mod nen|zx—y<a=y (mod n)

S& mai observim ci operatiile cu clase de resturi date prin reprezentanti al‘bltl‘ﬂl‘l 50
pot efectua dupd regulile :

N AT AN AA AN

() rty=2+y @wy=ay, Vx.yeh
Tn adevir, fie & = £ mod nb=ymod nsih ke a';tl'el incit :
x = nh 4 a, ¥ = nk 4 b.

Atunci
rt+y=nlh+k)+(a+0b), a2y=n(nhk+ ak+ hb) 4 ab.
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Cum a @ b= (a + b) mod n si a @ b = (ab) mod n, acum din () si Teorema 8.1, Cap. IT
rezulta :

A A A A B S PN P
tHy=a+t+b=a@b=a+b=x+ty

si

Exercitii rezolvate’

R — 1| Fie My(Z;) inelul matricelor pitratice de ordin 2 cu coeficienfi

din Z; 5si U, V, E, X € M,(Z,),

Al g ag i.0 p
= ? Vi 4 2 A A y X=( :
B 4 15 9 gy aq Y

1) Caleulati U +'V si UV ;
© 2) Determinati pe X astfel incit UX = E. Deduceti ci U este element
inversabil al inelului M,(Zg).

Solufie. 1) Avem :

g A 7 A A A A A A A A
3 5 3 1 343 541 b 0 0
U= A A m Al bx dum PYRNLT ! [ S A
r 5 4 1 2 541 442 0 (1]
§i
A A A AL ANCAT AT T A A A A A A
3 5 3 1 3:3+5-1 3:145:2 = 2
vy = A A o smos IS AR RS it TR N S o) [ B S S
‘ 5 4 1:5972 5+31 41 5:144.2 1 {1
2) Avem
10 30+8y 3p+5s
. g =FE=UX = o e )
A A A A A
b 0 1 Sa -+ 50 + 48 J
ceea ce revine la :
A A A A A A
3at+5r=1 3B +58=0
a) si b)
| e A A A A A
S50 4+ 4y =0 5+ 48=1

A A
S rezolviim sistemul a). S4 observiim c# elementele inversabile ale inelului Z, sint 15i 5
A A A A 2 A
(v. tabla inmultirii inelului'Z,) si c& (1)"* =1, (5)~t = 5. Necunoscutele sistemului care au
ca coeficien{i elemente inversabile din Z, pot fi exprimate in functie de celelalte. Astfel, este
posibil si facem aceasta cu necunoscuta o din a doua ecuajie. Cum y € Z,, ininelul Z, putem
face calculul ;

A A

iy+2y=@+2y=0y=0
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A
Agadar, adunind.pe 2y la ficcare termen al ccuafici a doua se obtine

>

A
o = 2y

de unde, prin inmulfire cu (3)" = 3 deducem

AA A A
5 (5a) = 5 (2y)
deci

G5 = (B 2y

) s egw o
si in definitiv o = 4y. Inlocuind in prima ecuafie pe o cu 2’{ accasta devine

>

vt

.

o)
deci y = 5 si atunci o = ZY = 'ig = 5

Analog se rezolvil sistemul b) si se obfine f = g, & = 3, deci

A A
v 2 5 ’
x=| ~ | MAZ,).
b 3
CGum ;
‘A A A A A A A A 4
XU_(z CH T T Y 0 S - g
A A A A1l A A A =
5 o8 JUE 4 T i O]

avem XU = E.-/ [ = E, deci
! Analog UX = E, deci U este element inversabil al inelului My(Zs) si

o>
> oo

U=t =

1>
s

R— ol e e s T
l 2| 1) Fie a € Z,. Aritati ¢i a este element inversabil al ine-
lului Z, dacid si numai dacii a este relatjv prim cu n;
i . 3
2) Determ‘matAl elementele inversabile ale inelului Z, si rezolvafi in
. " . i ’ .
inelul Z, ecuatia 7z 4 3 — ,ﬁ
Solufie. 1) P S i 133 el :
ey ) Presupunem ci « este imversabili in inelul Z,. Atunci existd 3 = 7, astfel
incit @ b = 1. Cum |
AN ACA A
il ab=w.b= 1

A
avem ab =1 si din propriet:
; prietatea (B) rezultd e numi i
e A (B L numirul ab — 1 se divide prin n. Exist#

. a-b + n(~k) = 1,
de unde (a, n) =1, (v. § 4, Cap. I).
Reciproc, daci (4, n) =1, existd h, k € Z astfel incit ah + nk = 1 (v. § 4, Cap, I)»

= A ”\ ”~\
Cum 1=ak+nk:ahv|-.-zk=rﬁ+6:2;:-

A
rezultd cii-a este element inversabil al inelului Z, si (;)‘l = .',z\
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A A A A
2) Elementele inejului Z, sint 0, 1, 2,..., 8.

Dintre numerele 0, 1, 2,..., 8 sint relativ prime cu 9 numerele 1,' 2, 4, 5,
A A A A A
4, 5, 7 si 8. Din tabla inmulfirii inelului Z,

7 51 8, déci ele-

A
mentele inversabile ale inelului Z, sint 1, 2,
se pot determina inversele acestor clase.

A A A A
Se constatd ci: (1) =1, ) =35, (‘
Ecuatia datd se rezolvd astfel :

A A A A P WA N
TH =D (=8 =340 = =2 -8 =

A

i =3, G = B4t D = A

-0

si atunci

A A A A N 20N 2 A A A A A A A
t=(7y"8 =4.8=4.8=32=3.9 £ 5 =39 +5=3-0+5=5.
Pentru a determina inversele acestor clase mai pulem proceda :

i 7
i e Z < a =5 (mod 9), deci 271 =

(515

3

A A i
fie 21 =a e Z,<2a = 1 (mod 9) <=

41 — 1 A A
U= g esy =7 (mmod) 9, deel 4= 7

A
lie 4 1= h e Zy«<4b = L(mod 9) «

A 5c — 1

A
fie 51 =¢ e Zy«> e =1 (mnod 9) = 1=

A A
e Zesc=2 (mod 9), deci 571 =23

A A Td — 1
fie7l=de Z,«7d =1 (mod 9) <

A A
e Z<«>d =4 (mod 9), deci 7Tl =4,

§ 4. CORPURI

Un cadru ideal pentru perfectarea calculelor algebrice este dat de ine-
lele cu proprietatea ci ‘orice element diferit de O este simetrizabil in raport
cu inmultirea. Asemenea inele sint cunoscute sub numele de corpuri. Mai
precis : '

4,1. Definifie. Un inel K se numeste corp dacd 0 # 1 si orice element
‘z & K, x # 0, este simetrizabil in raport cu inmultirea :

vr e K,z #£ 0= 3z € K astfel inelt z7%x =xz7! =1.

Un corp K se numeste comutatiu daci inmultirea sa este comutativa.

Proprietéti

1. Corpurile nu au divizori ai lui zero. In adevir, daci z, y € K,  # 0
si y # 0, atunci xy # 0 céci dacd ay =0 deducem

‘ y =1y =(@@)y =ai(ay) =270 =0,

deci y = 0. Contradictie. ‘

2. Elementele diferite de zero dintr-un corp formeazd grup fatd de inmulfire.
In adevir, fie K un corp si K* = KX\ {0}. Din proprietatea 1) rezultd
ci K* este o parte stabild a lui K in raport cu inmulfirea. Cum 1 +#0,
rezultd ci 1 € K*. Deducem ci operatia indusd pe K* de inmultirea lui K
este asociativd si admite pe 1 ca element nevtru, Fie x & K*. Atunci @ # 0
si fie z-! inversul sau in raport cu fmmultirea Iui K. Cum 7z =1 #0,
rezultd ci z-! £ 0, deci z—* = K*, Evident, 27! este inversul lui  si in
raport cu operatia indusd. Deci (K*, ) este grup, numit grupul mulliplicativ

al corpului K.
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Iixemple

1. Corpurile Q, R si C. Din proprietitile adunirii si inmultirii numerelor
(v. § 1, Cap. I) rezultd ca (Q, +, -), (R, +, +) si (C, +, -) sint corpuri
comutative, numite respectiv corpul numerelor rafionale, corpul numerelor
reale, corpul numerelor complexe.

2. Corpurile de numere pdiratice Q(\/Z). Fie d un intreg liber de pitrate si
V'd) ={a +b/d]a b= Q)

Dacd z, w = Q(\/E), z=a+b\/3, w=u +y\/rTcu a, b, u, v e,
atunci

z 4w =(a+u) + (b + v)/d = 0(/d),
2w = (au + dbv) + (av + bu) /d 0(/d)

deci 0(\/3) este o parte stabila a lui € in raport cu adunarea i fnmul-
¢ tirea. Observind c¢i 0 =0 +0-/d € Q(/d), 1 =1 +0../d = 0(/d)
se deduce usor ci Q(,/d) este inel comutativ in raport cu operatiile induse
pe Q(\/E) de adunarea si inmulfirea lui C. Pentru a dovedi ci 0(/d)
este corp mai rimine sd aritim ci pentru orice z = Q(J/d), z.=a +
+ b/d, z # 0, exista 2 = Q(\/E) astfel incit 22" =1.
Dacd z # 0, atunci a # 0 sau b # 0. Rezulti ci a® — db® # 0 (daca
@ —db* =0 s5i b =0 deducem si @ =0, iar dacd a® — db* =0 sib#0
deducem ./d = (, ambele situatii fiind contradictorii.
Fie

' a

b s -
g g L gpiv a0

si avem :
zz' =1,

Rezultd ¢ -Q(,/d) formeazi corp fatd de operatiile induse de adu-
narea si inmulfirea din C, numit corp de numere pdlratice. Astfel 0(/2),
Q(i), Q(\/_—E) ete. sint corpuri de numere pitratice.

3. Inelele (Z, 4, -) si (Zg, +, ) nu sint corpuri. In adevir, 2z s 1 oricare
ar'fiz € Z, deci% nu este inversabil in raport cu inmultirea lui Z. In
inelul Z; avem 3d =0 §icum corpurile nu au divizori ai lui zero rezulti
cd (Zg, +, ¢) nu este corp.

4. Corpul Z,, al claselor de resturi modulo p. Fie p > 0 un numir prim. Atunci
" inelul Z, este corp.

In adevir, elementele lui Z, sint

A £ P
RS et e

Pentru orice a € Z, 1 < a < p avem (a, p) = 1.
In adevir, p fiind prim, singurii divizori pozitivi ai lui p sint 1 si p.
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Cum 1 < a < p, p nu divide pe a, deci a §i p admit un singur divizor
comun pozitiv, anume pe 1. Atunci si c.m.m.d.c. al lui a §i p este egal
cu 1, deci (a, p) = 1. Aplicind acum rezultatul de la Ex. R—2, § 3, de-

Lo A = . v A
ducem ci orice clasi a € Z,, a # v, este inversabili in raport cu inmul-
firea, deci Z, este corp. In particular Zs este corp. Faptul ci orice clasé

; e Z;, :1 # 6 este inversabild in raport cu inmulfirea se observdi si

pe tabla Inmultirii lui Z,: (1) =1, @ =3, @) =2, @) =4,

A A A A A A
il T g i s )
AA A Al A A A A A
O L0 e384 0{0 00 00
Al A A A A A Al A A A A A
i T e ) 1lo 12 3 4
588 4 01 340 94 =118
Al A A A A A Al A A A A A
S804, 0l 2 3/0 81 42
Al A A A A A Al & AL N NN
4144 e g 410 4 3 21
Tabla adunirii lui Z;. Tabla inmulfirii lui Z;.

Exercitii rezolvate

|R —1| Un corp cu palru elemente. Fie K = {0, 1, a, b} unde 0, 1, a,

b e My(Zy), :
A A A A A A
0o 0 10 0 1 367
0= ) — 5 ) , a4 = A' o ’b= 4 " .
0 0 0 1 1 1 L%

Aratati: ;

1. K este o parte stabild a lui M,(Z,) in raport cu adunarea si inmul-
tirea matricelor si alcatuifi tablele operatiilor induse.

2. Operatiile induse confer# lui K o structurd de corp comutativ.

Solufie. 1) Conform definifiei opera;iilnr cu matrice, avem :

A A A A A
i 0 0.1 G LR T B G e
Libes= A Al e e = e A Aal71a Al
(IS | R 0+1 141 i 0
> \
A A A A A A A A A AL
e (o8 R R 0-°1+1-0)=(1 “leex
= = A A A A A A
PR A 1.1+1.1 1-141:0 0 1

g.a.m.d.
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Agadar K este o parte stabild a lul My(Z,) In raport cu o
tablele operatiilor induse fiind ;

O R e B 501 e B
0 (Dl sy T 0 0 700
s e TR i B T
(1 5 AR I A R | @ilven00 sai s biv sl
b Dl 0. bl 0 b 1 a

2) Gum adunarea si inmulfirea matricelor sint operafii asociative, la fel vor fi si opera-

tiile induse pe K. Din acelasi motiv o
perafia indusi de fnmultir
cu operatia indusi de adunare, s il

! Pe tabla adundril lui K se observii ci aceasti operatie este comutativi, admite pe 0 ca
element neutru si orice element din K are opus. Pe tabla inmulfirii lui K se observd ci
aceastd operafie este comutativi, admite pe 1 ca element neutru si orice element din K
diferit de 0 are invers. Asadar (K, +, +) este corp comutativ
IR — 2] 1) Teorema lui Fermat. Fie a, pe Z, cu P > 0 numir prim
care nu divide pe a. Aritati ci: j
) a?1=1 (mod p).
2) Fie a =149, Calculafi @ mod 7.
Solufie. FieZ, = Z,\ 6 . Gum (Zj, ) est
0 = 2\ {0} (Z)» +) este un grup comutativ, din Ex. R—2, Cap. 111, -
A 2 A A
(e S T Ve = Z;.

Dar cum p pu divide pe a rezulti ci

a mod p# 0, deci

A A
a=amodp# 0.

~
Deducem cii a € Z3, decl

A A ~~
1= @t =am,
de unde a?"t = 1 (mod p). , 27

2) In corpul Z,, avem

Al P /\ A
149 =149 mod 7 = (21:7 4 2)mod 7 = 2.

Cum 7 nu divide pe 2, conform teoremei Iui Fermat avem

2° = 1 (mod 7). Atunci in corpul Z, avem : e % = (ﬁ)', deci (é\)‘ = f
Par 128 = 6-21 - 2, decl

4

| N -~ A A A A
149128 — (149)131 o (2)\:; o (2)|.n+l — ((2)9_)“.(2):: 2’\2 = 2,

de unde @ mod 7 = 4.
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peragiile de adunare gi inmulfire,

§ 5. MORFISME DE INELE $I CORPURI

Ca si in cazul grupurilor, notiunea de izomorfism de inele (corpuri}
constituie un criteriu de clasificare a inelelor (respectiv corpurilor), un cri-
teriu de identificare a inelelor (respectiv corpurilor) cu aceleasi proprietafi
algebrice, :

5.1. Definifie. Fie A si A’ doudi inele. O aplieafie bijectivil f: A — A’
se numegte izomorfism de inele daci :

1) fiz+ ) ={(z) + @)
2) f(zy) = ()
oricare ar fi, 2, y = A.

Vom spune c¢i inelul 4 este izomorf cu inelul A’, si scriem A ~ A’, daci
existd cel putin un izomorfism f: A — A",

Si ohservim ‘ci daci f: A — A’ este un izomorfism de inele, atunci
f(1) = 1°. In adevir, acest lucru decurge din surjectivitatea lui f cici daci
' = A" atunci 2’ = f(z) cu z = A, deci:

[ = [(Wf(x) = f(1-x) = flz) == =2'f(D),
de unde f(1) =1".

Renuntind la conditia de bijectivitate asupra lui f in definitia de mai
sus si adiugind cerinta :

3y =1
se obtine notiunea de morfism (omomorfism) de inele.

Daca f: A — A’ este morfism de inele, atunci din 1) rezultd ci [ este
morfism de la grupul (4, +) la grupul (A’, +). Conform rezultatelor ob-
tinute pentru morfisme de grupuri, rezultd ca:

¢ 1) =0’
f(—z) = — fl@) Vxe=A.

Cu un argument asemanitor celui folosit la grupuri, se arati cd dacd
T € A este inversabil, atunci f(x) este element inversabil al lui A’ si

fa) = ().

Vom spune c¢i o aplicatie f: K — K’ de la un corp K la un corp K’
este izomorfism (morfism) de corpuri daca [ este izomorfism (respectiv mor-
fism) de inele de la K la K'. :

Orice morfism de corpuri f: K — K’ este injectiv. In adevir, fie
2, . = K astfel incit f(x,) = f(z,) §i sd notdm = =& — Ts.

Avem :

fix)y = f(zy, + (—2) = f(x;) + [(— %) = f(x). 4+ (= f(®:)) = @)+

+ (= o)) =0




Dacid x # 0, atunci putem scrie 1'= f(1) = flxz™) = f@)f(xY) = 0'f(z) =01

Contradictie, cdci 1’ # 0'. Rimine adevirat ¢i x — 0, deci Ty

de unde
rezulta cd f este injectiv.

5.2, Definifie. Fie (A, x,0)si (A, A, v) dous inele §if: A > A’ Apli-
catia f se numegte izomorfism de inele, daci:
) freste o functie bijectivi
ii) f este morfism de inele, adici:

L f(xxy) = f(z) Af(y)
2. f(woy) = f(z) v {(y), pentru ¥ 2,9y, € A.
Dacd A este un inel, atunci ca si in cazul grupurilor, un izomorfism

(morfism) f: A — A se numeste aufomorfism (resp. endomorfism) al inelului A.
Aceeasi terminologie se foloseste $i pentru corpuri.

Exemple
1. Aplicatia f:Z — M,(Z),

@ =( :

).VaEZ
0 a

este un morfism injectiv de inele, In adevir, pentru orice a, b = Z avem :

R R B o) (o o) =+

a-+b 0 «a 0.b
o =(* 3= ) 3)-rem
f(1)=((1) ‘1)) . s

Injectivitatea lui f. este evidenti.

2. Pentru orice z = C,z=a + bicu a, b = R, notim cu z — a — bi con-"—

Jugatul lui z. Aplicatia
f:C—=0GC f(2) =i Vzedl
este un automofism al corpului €. In adevir
fC+w)=7Fw=z+0 =) + fw),
flzw) =20 = 20 = f(2)f(w) oricare ar fi z, w € C.

Cum z =z = f(2), rezultd ci { este surjectiv gi cum orice morfism de
corpuri este injectiv, deducem ci f este automorfism al corpului C.

Exercitii rezolvate

R—1 I Fie K={0, 1, a, b} corpul cu patru elemente dela Ex. R —1,§4.
Aratati ca :

1) (x 4+ )2 = 2® + y*, (zy)* =2, ¥r, y < K.
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2) Aplicatia f: K — K, f(x) =2*, V& € K este automorfism al corpului

K sif#1g _ _
3) Dacii g # 1 este automorfism al lui K, atunci g =L

Solufie. 1) Din tabla adunirii corpului K (v. § 4) rezultdi ol :
2xr=z+4+a=0, Vzxe K.
Cum corpul K este comutativ, pentru orice x, y = K, avem :
E+yr=E@+PE+p =2+ +yE+y) ==+ +ye+yt=
=x'+wy+wy+y'=::'+(r+r)y+u’=w“+0y+y'=’w=+y'

gi
(=)t = (zy)(xy) = 2(y(=y)) = (@x)) = (=P)y) = =(=@y) = 2(+y*) = (zz)y? = xiy.
2) Folosind pet. 1, pentru orice z, § S K, avem :
f@+ ) =(=+y?2=2+y =+ @)
si

f(zy) = (ag)* = =% = (@) ()-
Rimine si aritim ci f este bijectiv. Folosind tabla inmulfirii corpului I (v. § 4) vale-
rile aplicatiei f pot fi date prin tabelul urmitor :
 z|0 1 a b
fx=20 1 b a

Se observil astfel cif [ # 1, si cii [ este aplicalie bijectivi. . ;
3) Cum g este morfism de corpuri avem g(0) = 0 si g(1) = 1. Atunci, pentru ca ¢ # 1g
trebuie ca g(a) = b si g(b) = a, de unde g = f.

l R —2 . Fie K mulfimea tuturor matricelor U € M,(R) de forma

U= ab,a,bEB.
—b

a

1) Aritati ¢i mulfimea K este o parte stabila a lui My(R) in ra[Tort
cu adunarea si inmulfirea matricelor si ci operatiile induse conferd lui K

o structurd de corp.
2) C ~ K.

Solufie. 1) Fie U, V € K,

Avem :

a b e d a+c¢ b+d)eK
U+V:«(“b u)+(—d c)“’(_(b+d) a4e

P a b c . d £ ac — bd ad+bc]eK'
T A\=b aJl—d ¢ \—(ad + be) ac— bd

§i
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Se mai observd cd

oﬁ(ﬂ OJEI{F S ) =i B
= ek = bl =
00 0 1 A (=2 h) —aJEK
si acum este limpede cd operatiile induse satisfac axiomele inelului.
: 14 b
Fie Us K, U A ' '
#0, U (—b a]. Cum U4 0, avem' a# 0 sau b 0, deci

a® + b # 0.

Fie
a ~—b
al _I_ bl al + bl
U’'= s K
b a

a* 4 b2 gt | pt
O verificare imediatd aratd ci ¢
Ui = UU =K,
deci U este inversabild si U™ = U, Asadar, K este corp.
2) Fie z€ €, z=a + bi cu ¢, b & R. Definim

I'(z):( * b)EK.
—b ' a

Dacd z, we C, z=a+ b, w= ¢ < di, atunci

z+w=(a+¢)+ (b+ )i,
2w = (ac — bd) + (ad 4 be)i

e at+c b4d R

fiz +w) = A Mg c d

a (~ ®+ ﬂ+c)“—(%b ﬂ)+[_a ,,]=f(z)+f(w)
ac — bd ad + beY! a oy

—(ad + be) Ve~ l-d) :'(7 b a) (—d J = (z)f(w)-.

Se mai observi ci f este icatie bijectiva
nhserv?‘ca [ este aplicatie bijectiva, deci f este izomorfism, de unde C~K
2 bt X

deci

[(zw) =[

§ 6. POLINOAME CU COEFICIENTI INTR-UN INEL COMUTATIV *

Iln (f!asa a X-a s-a _dat o construclie pentru polinoamele cu.coeficienti
f:omp ecsi. Sub .forma zisd algebricd un polinom f cu coeficien{i complecsi
intr-o nedeterminatd X, este o expresie de forma '

[=a+ aX -+ a6, X2 1. ..+ a,X",
unde a; € € si n > 0.
; Sa notalt cu €[X] multimea tuturor polinoamelor cu coeficienti com-
. plecsi in nedeterminata X. Daci f, ¢ = C[X], f — ¢, 2
g =by+ bX + byX2 ... e S
cum urmeazi :

s-a definit egalilatea, suma si produsul dupl‘:
=g<a="b1i=01,2.,.,
F+ g =@+ b) +(a + b)X 4 (a5 + b)X* +. ..
g = aoby + (aoby + ayb) X + (aby + a1y + asb) X2 +. ..
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Din lista proprietatilor adunrii i inmulfirii polinoamelor cu coeficienti
complecsi, stabilite in clasa a X-a, rezultd :

C[X] este inel comulativ in raporl cu opercliile de adunare §i inmulfire
a polinoamelor. ; '

in construetia lui €[X], precum si in demonstratiile proprietétilor ope-
ratiilor cu polinoame, a intervenit, in mod esential, faptul ca adunarea $i
inmultirea numerelor complexe salisfac axiomele inelului comutativ. Din
acest motiv putem inlocui pe € cu un inel comutativ oarecare A. Se obtine
inelul comutativ A[X] al polinoamelor cu coeficienti in A. Inelul A poate
fi : inelul Z al intregilor rationali, inelul Z, al claselor de restnri modulo n ete.
in particular A poate fi un corp comutativ, de exemplu 0, R, C, Z,, p numir
prim. Obtinem astfel inelele de polinoame

Z[X], Z,[X], O[X], R[X], C[X], Z,[X]
cu coeficienti in Z, Z,, Q, R, C, Z, respectiv.

Fie fe A[X], f=0 + e X ...+ aX 4. ..
se numeste coeficieniul de rang i al polinomului f. Dacd a; = 0, atunci ter-
menul 0X? poate fi omis, iar dacid a; =1, atunci termenul 1 X¢ poate fi ;
seris simplu X?. Dacd f este diferit de polinomul 0, atunci existi n > 0
astfel incit a, # 0 si @; =0, Vi > n. in aceste conditii [ va fiscris de re-
guld dupi cum urmeaza :

f=a -+ o, X+...-F aX"
Numérul n = max {i|a; # 0} se numeste gradul polinomului f, notat cu
grad f, iar ¢, se numegte coeficientul dominant al lui f.
Prin definitie, polinomul 0 are gradul — oco.
Fie f, g € A[X] f[=a+ aX+. ..+ ¢,X",
f :bu+blx+---+ bmxm %
cu a, # 0, b, # 0. Pentru a face o alegere, presupunem cid n > m. Atunci
[+ =@+ b) + (@4 B)X +...+ (@ + b)X" +
: L L s e X i

. Elementul a; € A

si
fg = aoby -+ (aobs + @b)X +...+ ( = Ifr,-b,)X" S Rl A iy
. iti=k
de unde ° ¢ )
grad(f + ¢) < max {grad f, grad gt
$i ‘

grad (fg) < grad [ -} grad g.
Formulele de mai sus ramin adevirate si atunci cind [ =0 sau g =0.
Dacin —m si a, = — b,, atunci in prima formuld avem inegalitatea stricta.
Dacid f # 0 si g # 0, iarr A este inel fiara divizori ai lui zero, atunci
fo # 0 cdci din a, # 0 si b, # 0 deducem ci a,b, # 0. Mai mult, in

acest caz
grad (fg) = grad [+ grad g.
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.-’Lﬁadar :

6.1. Teorem & Dacd A este domeniu de integritate, atunmei A[X]
este domeniu de integritate gi

grad(fy) = grad [ + grad g, V[, g = A[X].

Fie A un inel comutativ, feA[X], f=ay + ;X + ... + a,X"siz=A,

Elementul f(z) = A,
. flz) Be g Ul gl 1 Uk

se numeste valoarea polinomului { in punctul z.

6.2. Teoremi. Valoarea sumei (produsului) a doud polinoame
[, g € A[X] in*r-un punet x este egali cu suma (respectiv produsul) valo-
rilor polinoamelor f si ¢ in punctul x:

(F + 9@ = (@) + g2), ()@ = f@g@.

‘ h Demonstrafie. Daci f=ay 2@y X 4 a,X% -4 ..., g=by + 56X + b, X* +
+ ..., atunci pentru orice x € A avem :

@) + g(x) = (@ + @ + &@® +...) + (b + by + bpa® 4 ...) =
= (a0, + by) + (a1 + )z + (@ + by)2* + ... = ([ + 9)(x)

@9 = (a0 + e, + a2® + ...)(by + bx + bz + ...) =
= by + (aohy + ayb)xr + (aphy + ayby + azbp)a* + ... = (fg)().

Fie f & A[X]. Asociind fiecirui element x = A valoarea f(x) a polino-
mului f in punctul x se ob{ine o funcfie f: A — A,

f@) =f(z), vz < 4,
numitd funcfia polinomiald asociati lui f.

Zerourile functiei polinomiale f: A — A asociati polinomului f & A[X]
se numesc rdddcini (din A) ale lui f. Cu alte cuvinte, un element « € A se
numeste rdddeind (din A) a polinomului f € A[X] daci valoarea lui f in
punctul a este egali cu 0, deci f(a) =0,

Exemple
1. Fie f = R[X], [ =7 —6X + X*, atunci funcfia polinomiald asociati
lui f este funcfia reala de o variabild reald [: R — R, -
f(x) =f(x) =7 — 6z + a2, vz =R,
Radicinile (din R) ale polinomului f sint
2,2=8 £ /3 —7 =3 + ./2.

Functiile polinomiale asociate polinoamelor cu coeficienti reali sint
studiate in Analiza matematica. !
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9. Dack f, g = ZfX], [ =X* +2X" 4 X -1, g =3X* +2X +1 (coeti-
cientii nespecificati sint egali cu i)‘atunci functiile polinomiale asociate
fiZs —Zy, §:2Z; — Z; pot fi descrise prin valorile lor in orice x & Z,
folosind tabelele :

A A
2 xz [0
A A
1 1

> | ha>

D> | >
D> | —=>

9(2)

Se vede in acest caz ci f # g si totusi [ = .
S4 mai observim c& polinoamele f si g nu au rddacini in Z,.
3. Polinomul f =2X —7 = Z[X] nu are ridicini in Z. In adevdr, dacd
pentru a € Z avem f(a) =0, atunci 2a —7 =0, deci 2a =7. Dar 2a
este par si 7 este impar, Contradictie.

4. Orice polinom [ de grad 1 cu coeficienti dintr-un corp comutativ K admite
o radicind in K. In adevar, fie f € K[X], f =a | bX, unde 4, b 'K,
b # 0. Fie c = —b'a = K. Atunci

fie) =a +be =a +b(—bta) =a —bb'la=a —a=0.
5. Radaicinile in Zg ale polinomului f € Z;[X], [ = X* +f sint ﬁ si § in

adevir, funcfia polinomiald asociatd, f:Z; — Z; ia valorile date in
tabelul :

T

[(z)

Fie K un corp comutativ. Corpul K poate fi de exemplu C, R, @, Z,,
p numir prim. Teorema de mai jos a fost demonstrati in clasa a X-a
in cazul K = C si demonstratia s-a bazat in esentd pe faptul cd orice
numir complex z # 0. are invers fati de inmulfire. Din acest motiv
rezultatul ramine adevirat dacd in loc de C luim un corp comutativ K
oarecare. Asadar :

6 i
R 5

<> | o>
(=53 B35

1
2

6.3. Teorem id. Fie K un corp comutativ si ¢ € K[X], g # 0. Orieare
ar fi polinomul f € K[X], existi polinoamele ¢, r € K[X] unic determinate
astfel ineit

[= gq + r, grad r < grad g¢.

Polinoamele ¢ si r se numesc ciful respectiv resful fmpéartirii Ini f
prin ¢
Exemplu
Fie f, g € Z[X], f = 3X° + 4X* 43X 1 8X2 12X 2, g =8x0 4

—|—§X + 1. S se afle citul si restul impértirii lui 'f prin g.
Coeficientul dominant al citului este elementul a = Z; care inmultit
cu coeficientul dominant al lui g di coeficientul dominant al lui f. Deci

a-a =§, de unde a =3.
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Demonstmtze. Evident X — a divide |f daci, si numai dacii restul r al
impdartirii este 0. Aflrmatla rezultd din faptul ca, r = f(a).

Impiirtirea unui polinom f e K[X] prin X — a (dec1 si caleulul valorii
f(a)) se poate face cu schema lui Horner.

Folosind tablele operatiilor corpului Z; si organizarea uzuald a calculelor
din algoritmul impdértirii polinoamelor, avem :
3x5 4 4X4 4+ 83X 43X 42X 4 2 ax% 4 3% 41
3X6 4 2x4 + 4X° Axs 4+ X* + 3X 41
7 5X4 44X 4+ 3X* 42X 4 2
9x4 4 3x3 4 Xx°
ST o e g e i
Xv 4 4x2 4 3x
Wl T T
3x2 4+ 8x + 4

Exercitii rezolvate
|B—1 Sd se determine douia po]‘inoa.x%lé fi g & Z[X] astfel incit
fog =— 16X — 12X? - 8X?, grad f =1 si grad g = 2.

Solufie. Gonform conditiilor din enunt avem [ = a; -+ o, X, g = b, + b, X + b, X?, unde
a, by Z, a;# 0 si by# 0. Avem :

fg = agby + (@by + a,b)X + (@b; + a,b)X? + a5, X7 = — 1 4 6X — 12X? | 8X3,
de unde, conform definifiei egaliti{ii polinoamelor, deducem :

A ah= =1,
1 b, + a.by = 6, 4 g
Rezultd ci g —4X®  X* - 3x L 4 sir=2X-+3, Avem: i Iﬂnbz + b = — 1280
A A A A A A A A @b, = 8. I
=t 2 2 2
99 +r =@2X*+3X + 1) (4X* + X* + 3X +4) + 2X + 3 = Dar, din ab= —1 ou a, bys Z remlti ay=1, b=~ 1 san g = — 1, b= 1 Cind
A A A A A A g =1, b= — 1, avem :
=3X5+4X* +3X*+3X* f2X } 2=
m b, — a, =6,
Fie f, ¢ € K[X]. Vom spune c& polinomul g divide poiinomul { si scriem b, 4, Bl AR
g|f, daci exista ¢q € K[X] astfel incit f = gq. Se mai spune in acest caz e e
ci g este divizor sau factor al Iui f in inelul K[X] sau ca [ este multzplu Bl ow ”-‘;,g‘: PR
al lui g in inelul K[X]. de unde @y = —2, b, =4, b;=—4, deci f='1- 3% gi g =i~ 1 4 4X — 4X*, Cind

a = — 1, b.=1segﬁsestef:_—l+2Xsigf:1 AXA G

Calculul valorii f(¢) a unui polinom f & K[X] intr-un punct a s K

poate fi ficut cu algoritmul impértirii polinoamelor. In adevar: 3_2

6.4. Teorema restului Fie K un corp comutativ, [ € K[X]
si a € K. Atunei valoarea f(a) a polinomului f in punetul a este.egalil cu
restul impdartirii Ini f prin X — a.

e, B K o B A
Demonsirafie. Fie q, r € K[X] astfel incit SR o TS wx, 58 Guﬂ} Pfﬂfﬂ Tmé

f‘(x). —(X — a)qg+ r, grad r < grad (X — a) = 1. ¢
0=f=(a+ bX)(a + 'bx*) LS 'ag:_+ 92 b %:f-l-_;_’p‘x-

Rezultd c¢d r € K si deci \

fla) = (X — a)g + 1) (a) = (a — a)q(@) + r(a) =r(@) =r.

Tot ca o consecintd a Teoremei 6.3 putem obtine o caracterizare a di-
vizorilor de grad 1 ai unui polinom, anume :

6.5. Teorema faetorului. (Bézout). Fie K un corp comutativ,
f e K[X] sia e K. Atunci polinomul X — a divide pe [ dacil 5i numai dac#

fa) = 0.
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i 3 1 i A A A A A A A A A A
Rezultd ei solufiile sistemului (S) sint (0, 0), (0, 2), (2, 0) si (2, 2). Cum b # 0, deducem
ci polinoamele ciiutate sint ’L\’X si 3 +I§X
Ohservam ¢k Zy este corp, deci inelul Zy[ X] nu are divizori ai lui zero si atunci din f* -_0

rezultdi f= 0

R—3 | Fie f e ZJX], f = X* +3X +4. Si se afle citul si restul
" impértirii lui f prin polinomul X -|-§.

ec1X+3—X-§

°'>

A A
Solufie. Avem 3 = —2 dcoarece —5 ="—2=0—-2=5—-2=
si folosind schema lui Horner

==
> | o>
B> (o>
> | >

A A A A
deducem ¢ ¢ = X2 42X + 2 5ir =3 = f(2).

|1”1—4| Fie f e Z,[X], [ = ay + ;X +7 + a,X". Aritati ci f se

~ »
divide prin X 4 1 dacd $i numai daci f are un numir par de coeficientf
A
ay C 0.

A A A A A
Seolufie. Gum 1 + 1 =10, avem X 4+ 1= X — 1, Dar
L)
f)=ay+a+ ... +a,

A A A A A
si cum 1 4+ 1 =0, rezultd ci f(1) = 0 dacd gi numai dacd numirul coeficientilor a, 9&6 este
par. Se aplicd apoi teorema factorului. -

| R -5 | Fie K un corp comutativ, f € K[X] sia, b € K, a # b.
1) Aritati ci restul impéargirii polinomului f prin (X — a) (X — b) este

f(d) — ) « it af(b) — bf(a)
— b a—b

2) Dacd X —al|f, X —b|fsia#b atunci (X —a) (X —b)|[f.

Solufie. 1) Cum gradul polinomului (X — a)(X — b) este egal cu 2, restul impartirii lui [
prin g este de forma ¢X + d, cu ¢, d € K, Fie ¢ = K[X] astfel incit

f=(X—a)(X — b)g + eX + d.

Deducem cd f(a) =ca + d si f(b) =cb + d si cum a # b avem: ¢ = (a — b)(f(a) — f(b))
si d = (a — b)'(af(b) — bf(a)).
2) Daci X —a|f st X — b[f, atunci f(a) = f(b) = 0. Se deduce ¢i ¢ =d =0, deci
f=(X —a)(X — bl
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§ 7. POLINOAME IREDUCTIBILE. DESCOMPUNEREA POLINOA-
MELOR IN PRODUS DE FACTORK IREDUCTIBILI

Fie K un corp comutativ si K[X] inelul polinoamelor in nedetermi-

nata X cu coeficienti in K. Vom arita ci aritmetica inelului K[X] este in
esenti aceeasi cu cea a inelului Z al intregilor rationali. Se stie ¢i pentru orice
numiir intreg a > 1 existi numerele prime p; >0, 1 <i < n, unic deter-
minate astfel incit a = p;p,, ...
rema fundamentald a aritmelicii. Un rezultat aseminator este adevirat si
pentru polinoamele cu coeficienti intr-un corp comutativ K, locul numerelor
prime fiind luat de citre polinoamele ‘ireductibile (v. Teorema 7.2)

, Pa, rezultat cunoscut sub numele de feo-

7.1. Definifie. Fie K un eorp comutativ si [ & K[X]| un, polinom de

grad n > 0. Spunem ¢d [ este polinom reduclibil peste corpul K daed existi
doud polinoame g, h'c K[X] de grad strict mai mie ea n astiel ineit [= gh.
in caz contrar, spunem c¢d [ este polinom ireductibil peste corpul K.

s SP I AL |

Exemple

Orice polinom de grad 1 din K[X] este ireductibil pesle K. In adevir, fie
f=aX + b, a # 0, un polinom de grad 1 din K[X}. Daci [ este reduc-
tibil peste K existd g, h € K[X], astfel incit

f = gh, grad g <1, grad h < 1.

Evident g # 0 si h # 0, de unde grad g = grad h =0

Obtinem 1 = grad f — grad (gh) = grad g + grad h =0 40 =0.
Contradictie. Deci [ este ireductibil peste K.

Dacd un polinom fe K[X] de grad n > 1 este ireduclibil pesle K, atunci f
nu admile riddeini in K. Reciproc, dacd un polinom [ & K[X] de grad 2
sau 3 nu admile rdddcini in K, atunci f esle ireduclibil peste K.

in adevir, dacid grad f =n > 1 si a = K este ridicind a Jui f, atunci
conform teoremei factorului X — a|f, deei existd g & K[X] astfel incit

[ = (X —a).

Cum X —a,q € K[X]sigrad(X —a) =1 <n,gradg =n —1 <n
rezulta ca f este reductibil peste K.

Reciproc, presupunem ci gradul lui f este 2 sau 3. Daci f este reduc-
tibil peste K, atunci f admite o raddcind in K. In adevir, fie g, h & K[X]
astfel incit

f = gh, grad g < grad f, grad h < grad f.

Cum grad [ = grad g + grad h, iar grad f este 2 sau 3, rezulti grad g =1
sau grad h — 1, Presupunem ci grad ¢ = 1. Atunci g = aX 4 b = K[X],
a #0. Fie c = —a™'b = K. Avem

() = g(h(e) = (a(—a'b) + b)h(c) —=0-h(e) =0.
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Astfel, polinomul [ = X* — 2 e Q[X] este ireductibil pestc Q. In
adevir, in caz contrar existdi a € Q astfel incit 0 = f(a) =a® — 2, de

unde \/2 =a € (. Contradictie.

Sa observim ci acelasi polinom [ = X? — 2 este reductibil peste R il

eiéi [ = (X —/2) (X +/2) si X /2, X +4/2 = B[X].
Polinomul [ = X* - 2)\’2 + X -+ 1 e Z,[X] este ireductibil peste

corpul Z,. In adevir, grad [ = 3 si f(?)) £ # 0 f(l) LG # 0 f(2) — laé()

3. Polinoamele de grad 1 din C[X]| sint singurele polinoame ireductibile peste
corpul C. In adevir, din Exp. 1 rezultd ci polinoamele de grad 1 din C[X] '
sint ireductibile peste €. Fie acum [ = C[X], astfel incit grad f> 1.
Si ariitam ci f este reductibil peste €. Conform-teoremei fundamentale -

a algebrei (d’' Alembert-Gauss) existi z ='C astfel incit f(z) =0. Din
Exp. 2 rezultd ci [ este reductibil peste C.

2) Daeit [ = fifs--.foi = fifs- - [ sint doult descompuneri ale polino-
mului { in produs finit de polinoame ireductibile, atunci m = m’ si existit
o permutare g = G, astfel ineit f; ~ [l 11 <4<y

Demonsirafie. Vom demonstra numai afirmatia - 1). Fie n = grad f
Daca n = 1, atunci [ este ireductibil peste K si. dccn 1) este adeviral (printre
produsele finite acceptam si produsele cu un singur factor)

Presupunem cé n > 1 si cd afirmatia 1) ste adevirati pentru poli-
noame de grad mai mic ca n. Daci [ este Jreductlh(l atunci 1) este adeviral .
In caz contrar existi ¢, h=K [X] astfél incit f- 131111 grad g < n, grad h < n. ' 1

.Conform ipotezei inductiei g si h sint produse finite de polinoame ireduc- I
tibile peste K, deci si f — gh este un produs fmlt de polmoame ireductibile
peste K.

¥

7.3. Consecin{d. Oriee polinom [ & C[X] de ""]rad fai mare ea 0 se repre- |
zintii ea produs finit de polinoame de grad I din’ €[X]; unic determinate mai |
|

|

pugin ordinea gi o asociere in divizibilitate' n° fatimrﬂor.

Demonstrafie. Rezulti din Teorema 7.2 sl‘Epr 1.

7.4. Consecin{d. Oriee polinom [ = R[X] de grml mai mare ca 0 se repre-
zintd ea produs finit de polinoame din R[X] de yrnd 1: sau de grad 2 fiird ridi- ' IY
cini reale, unie determinate mai putin ordmea ‘.qi o asooiere in divizibilitate !

A i

a factorilor.

4. Polinoamele de grad 1 si polinoamele de grad 2 fdrd riddcini reale din |
R[X] sint singurele polinoame ireductibile peste corpul R. Este suficient
si ardtim cid orice polinom [ < R[X] ireductibil peste R si de grad '

' 'n> 1 este polinom de grad 2 fira radicini reale (v. Exp. 1 -51 2). Conform
tecremei fundamentale a algebrei exista z —a + ib = € astfel . incit
f(z) =0. Avem b # 0 ciici in caz contrar z —a € R si atunci f ar fll
reductibil peste R (v. Exp. 2). :

Cum polinomul [ are coeficienti reali, avem si f() =0, unde z —
— a — ib. Deoarece R[X]C C[X], avem f = ([X], f(z) =0, f(?) =0,
deci in inelul C€[X] polinomul [ se divide prin X —z si X — Z. Dar
b # 0, deci z # Z si atunci (v. Ex. R—5, § 6) deducem ci polinomul :

Exercitii rezolvate

(X—2) (X—2) =X*— 2aX + @ + b = R[X] l R—1 l Sa se descompuna in facton R si C poli-
divide pe f. Deducem ci exista ¢ = R[X] astfel incit nomul f=X*'4 X°  X? __2X 2 ﬂ'tnnd cﬁ a’dmlte radacma Z = -1——|—
o _ \ ; 2

(%) [ = (X2 — 2aX + ¢ + b%q. : +iﬁ. ,f‘

Dacit n > 2, atunci din () rezultd ca [ este reductibil peste R, contrar 5* ¥ ;r‘ iy G
ipotezei. Asadar,n =2, q € R, q # 0, de unde rezultd ci f este un polinom Solufie. Polinomul [ avind coeficientii’ reali, ‘ﬂdmltb st l‘ildﬁclna z= —-:7 . iTs,
de grad 2 fara radicini reale. . i ; deci [ se divide prin polinomul (X — z)(X —'z) = X? _|_ ,X"I- 1 (V Ex. R-—5, § 6). Obfinem :

Fie f, ¢ € K[X]. Spunem cé [ este asociat in divizibilitale cu g i scriem 1) = (X — 20 4 X Jr ID i

Cum rddicinile polinomului X? 4 X 4 1 sint complexe rezulta cd X? 4 X 4 1 este
ireductibil peste R si cu atit mai mult peste Q. Am- obsel‘ya’h:ﬁ uX“ .2 este ireductibil peste @ ‘
(v. Exp. 2). Asadar, (1) este descompunerea lui. r in\! orin lresluctlbih peste Q. Descom-
punerile lui f in factoeri ireductlhlh peste R si C sint : i

[ ~ g, dacd existd a € K, a # 0, astfel incit [ = ag.

Putem acum enunta urmitorul rezultat care generalizeaza la polinoame
T e 2 : - . WO
cu coeficien{i intr-un corp comutativ teorema fundamentald a aritmeticii:

7.2. Teorem3#. Fie K un corp comutativ si f & K[X]| un polinom

de grad mai mare ca 0. Atunei :
i Tespectiv

1) f se descompune intr-un produs finit. de polinoame- ireductibile
peste K. ‘
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I R—2 I S4 se descompuni in factori ireductibili peste corpul Z; poli-

nomul f = X* +2X* + X + 2 e Z[X].

Solufie. Pentru a valorifica observatiile ficute la Exp. 2, s cercetdm valorile f(x), * € Z;,
Avem :

A A A

G 305 1 L2

i A A
f(x)l2 0 2

‘ A N ~~ ENL N A g
deci f se divide prin X —1 =X 4+ —1 =X + 0 — 1=X+3—1t= X+2.Folos}nd.
schema lui Horner

A AT A A
R T
A A A A A
SIS S ]

obtinem f= (X — ?)(X' 4 Ii). Cum X?* -4 1 nu are ridicini in Z, rez}l\llw. ci e:'tc ireductibil
A A £
peste Z,. Descompunerea ciutatii este f= (X — 1)(X* + 1) = (X + 2)(X* + 1).

R—3 | 1) Cite polinoame de grad cel mult 4 sint in inelul Z,[X]?

2.) S4 se gAseasc toate polinoamele de grad cel mult 4 ireductibile peste
corpul Z,.

Solufie. 1) Dacit f € Z,[X] are gradul cel mult 4, atunci

[=ay + &, X + a;X* + a6, X + a, X! (a; € Zy).

CGum pentru fiecare coeficient a; avem doud posibilititi, (? sau i\, din definifia egalitdtii
polinoamelor rezultd ci avem 2% = 32 po]inoami de grad cel mult 4.

2) Singurele polinoame de grad 1 sint X, 1 + X si acestea sint ireductibile peste Z;
(v. Exp. 1). o

Un polinom ireductibil peste Z, de grad 2, 3 sau 4 are termenul liber egal cu 1 ciici f\ltfel
admite ca riidécind pe 6 & Z, si deci ar fi reductibil peste Z,. De asemenea, numiirul coeficien-
tilor # 6 ai unui asemenea polinom este impar cici altfel ar admite pe 1 = Z, ca ridécind
(v. Ex. R—4, § b) si deci ar fi reductibil peste Z,. Singurele polinoame de grad 2 sau 3 care
satisfac ambele conditii sint f+ X+ X2, f—} X 4+ X3, ; + X? - X3 gi conform cu obser-
vatiile de lJa Exp. 2 ele sint ireductibile peste Z,.

A
fn fine, singurele polinoame de grad 4 care satisfac cele doud conditii sint 1 + X+ X

T4 X 4+ X, 14X+ X, 14 X+ X+ X0+ X¢ 5i fie [ unul dintre ele, Dack [ este &

reductibil, descompunerea sa in factori ireductibili nu poate confine factori de gradul 1 citel

A A A A
atunei f(0) = 0 sau f(1) =0, ceea ce am exclus. o
Acum este clar ci descompunerea lui f nu poate contine nici factori ireductibili de grad 3
(ciici atunci ar confine si unul de grad 1). Atunci descompunerea lu¥ f contine numai factori

ireductibili de grad 2. Cum f+ X + X2 este singurul polinom ireductibil de grad 2, iar grad
f =4, rezultd ci

feQ 4 Xx+xp=14x 14X
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Asadar, polinoamele ireductibile de grad 4 sint 1 | X + X f+ X0+ Xogi 1 4+ X 4 X2 +
+ X% 4+ X

pet. 2).

§ 8. APLICATII ALE CORPURILOR FINITE (facultativ)

1. PATRATE LATINE

Sé presupunem ci intr-o anumiti zond agricold trebuie si comparim productivitatea
a patru hibrizi de porumb : A, B, € si D. Pentru testarea acestora dispunem de un teren in
Tormd de pétrat. Se pune problema si organizim de asa naturi experimentul fincit si reducem
erorile care pot fi introduse de variatiile de fertilitate a terenului. Putem compensa erorile care
apar datoritd variatiilor de fertilitate impirtind terenul in 16 parcele egale (v. fig. IV.1, a)
§i cultivind apoi in fiecare parceld cite unul din hibrizii de porumb astfel incit in fiecare linie
si in fiecare coloand de parcele, fiecare hibrid de porumb si fie cultivat o dati si numai o
singurd dati.

21929 + ] 0 1 a b AlBlCD
0 QU1 oS £h

| I s e B|A|D|C
1 Ve )

S22 e . ¥ clplalnm
Sl a 10 plc|B|a
a b i‘:
Fig. IV.1.

Este posibild o asemenea organizare a experimentului ? S& ne amintim i in tabla ope-
ratiei unui grup orice element al grupului apare, pe fiecare linie si fiecare coloand, o datd si
numai o singurié datd (v. Ex, R—&, Cap. 1II, § 3). Acum rispunsul la intrebarea pusi este
evident. Considerim tabla operatiei unui grup cu patru elemente, de exemplu tabla adundrii
grupului adiliv al corpului de la Ex. R—1, § 4, pe care am reprodus-o in fig. IV.1, b. Pe pozi-
tiile ocupate in tabld de elementele 0, 1, a si b punem A, B, G si D respectiv si oblinem organi-
zarea doritd pentru experimentul nostru (v. fig. 1V.1, c).

54 ridicim acum gradul de dificultate a problemei noastre. Anume, sd presupunem ci
avem gi patru tipuri de erbicide, «, B, Y §i 8, pe care vrem si le folosim pe cele 16 parcele astfel
incit fiecare hibrid de porumb si fic cuplat o datd si numai o singurd datd cu fiecare tip de
erbicid.

o | P ’ |3 Awa|BB| Cy|D8
Yy |8 | «|B By |A8|Da|CPB
8 |y | B |« Cs| Dy| AB| B
B|05L8_; DB Gz | B3| Ay
a 1 b
Fig. IV.2.
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Remarcd. Polinoamele ireductibile peste corpul Z, au aplicatii in teoria codurilor (v. § 8,
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RS XY
: yﬁ ﬁércclc ca in figura IV.2, a, atunci cerinfa pusi este

satisfacuta (v flg IV.23,5 ﬁ prhcam cum am stabmt modul de folosire a erbi-
; lsé
4 i

‘ 5

cidelor ca s fie satisfag Vﬁ., !j
Sa dam mai intii dmx
Fie M ¢ multime cu. 1 qli{m’ cr)lln. tablo\l L cu n linii si n coloane de elemente din M

se numeste pdlrat latm ;:lb urd}:f este mu]umea M daci fiecare element al lui M apare
o datd si numai o datd i ‘Tiéeart lin; ie lgi in fiecare coloand.

Astfel, tabloul de I ngpm'l ;4: eslc pitrat latin de ordin 4 peste muljimea M =
= {A,B, C, D}, tar tabloul de la figura 1V.2, d este patrat latin de ordin 4 peste multlmea N=
= {a, B, ¥, 8}. Tabla opera;m( qn &é}rpbﬁ cun elemente este un pitrat latin de ordin n peste G.

Evident, pentru a rm'ma Tun Wrajt latin’ de ordin n peste o mulfime M cu n elemente
avem nevoie de n ,Copii* a la fl,e l.li cloment’ din M.

Doud pétrate latine da, qz'd %"numesc orfogonale dacd prin suprapunere fiecare ele-
ment al primului pitrat: latm se c;lpwl z'i 0 da;a si numai o singurid dati cu fiecare element
al celui de al doilea pm.m lafl’—g‘\s" : :

Piatratul latin de la miurh TV, cst,c ortogonal cu cel de la figura 1V.2, a, altfel spus,
prin suprapunere oh;mex&_ c ea;mg"tqupsoausuluj cartezian M x N (v. fig. 1V.2, b).

Dacd avem un corp ,,faﬁwm;te, atunci sintem asiguraii cd existd n — 1 pitrate

Jatine ortogonale doua é’it. d 4 recis
Q éé i?ﬂ:,_.‘} un eorp eu n 1 te, unde el tul 0O

Teoremi. Fie K
ah ll %, Fie u <= K\ {0}, Notim em L, tabloul

s-a notat en x, sl eleme‘ﬁ
cu n linii si n r-olmme c}? !wr eu coloana j congine elementul

‘-‘

r‘h

‘,\-}Jx,,ogr Jiing

i i poste
lllufel L,, sl L, sint piitrate latine ortogonale.

1) L, este pniml l’mln
2) Dacd u, v.< K {b u

Demmnslralie ’
1) Fie =¥ st a% doué ;aIe‘ lima i alui L, unde j# {. Daci xf; = 2}, atunci
ux, + xT; = ur; + T Rezultﬁ "9_4;:: ‘deci Jj = 1. Contradictie. Rimine adevirat ci pe
linia i a lui L, avem n! elemejlte: 1 tincte din K. Gum | K| = n deducem ci fiecare element
al lui K apare o datd sd‘mun{‘a singurd datd pe linia i, 0 < i< n* !
' Fie acum ¥, §i ) doud diemente de pe coloana j a lui L,, unde i # s. Dacd z}; = i,
atunci ux; + ;= uz, £ m,g;ﬁezmt‘ Zz,= ux, si cum u# 0, avem x; = x,, deci i =s.
Contradic{ie. Se dedu ‘el ﬁe.cofmna Jja 1u1 L, fiecare clement al lui K apare o data si
numaI o singurd datd

§i i ortogonale. Atunci existd doud pozitii distincte
(i, j) si (s, ) unde dupé sugrajglyer%‘h‘m L si L, ‘obfinem acelasi cuplu de elemente din K,\
adicd (xf, af;) = (zg, x};)‘f IA v Aty il :c,, =:q?, adied ux; + v, = vz, + =z, si vz; +
+ x, = DT, + @ Scézind?;egmam a,g'rtem!en\ gltimcle dou# egalitifi, ob{inem (u — v)(w; —
¢ 'e.gu,cém 2= w,, deci i =s. Acum din ux; + x; =
emsi je= by deci (0, j) = (s, 1). Contradietie.
ei ﬁpel‘_amlot ‘corpului K cu patru elemente de la Ex.

A = o Oles

Gum K are trei elemente diferite de 0, anume 1, a sl b, cu comtl_'uctia de la teorema pre-
cedentd obfinem trei pitrate latine L,, L, si L, de ordin 4 peste K, ortogonale doui cite
_douﬁ, anume :

o A = O

Ly , Lg=

R o O e
Hivge R O
S A o =
o o= O A
] A = o~
/R = o O
S C A o=
(=
- O o

a
b
0
1

Cum =z} = 1.x, + @, = x; + ©,, rezulti ci L, provine direct din tabla adundrii corpului K.
S pétratele latine L, si L, pot fi completate folosind tabelele operatiilor corpului K. Astfel,
pentru a completa linia a 3-a a lui L, sd observim cd x¥; = az, + xj = a+a 4 xj. Din tabla
fnmulfirii lui K rezulti ei ara= b, deci x,;= b+ x;, 0 < j< 4. Asadar, linia a 3-a a
lui L, coincide cu linia lui b din tabla adundrii lui K. I

Sd observim acum ci inlocuind in L, elementele 0, 1, @ si b cu w, B, v si 8 respectiv,
se obtine pétratul latin de la figura IV.2, a care este ortogonal cu cel de la figura IV.1,¢,
care la rindul siu se obfine din L, inlocuind pe 0, 1, @ si b cu A, B, C si D respectiv.

Intr-o problem# datind din 1779 L, Euler a conjecturat ci este imposibil si fie aranjati
la v paradd 36 de ofiferi de sase grade diferite si provenind din sase regimente intr-un careu
cu 6 linii si 6 coloane, astfel incit in fiecare linie si in fiecare coloan# si fie reprezentat
fiecare grad si fiecare regiment. Evident, aceasta revine la a giisi dou# pitrate latine de_ordin 6
ortogonale. Abia in 1899 s-a demonstrat ci nu existi doui pitrate latine de ordin 6 orto-
gonale.

2. CODIFICAREA MESAJELOR

Fie A o mul{ime cu doud elemente, anume simbolurile 0 si 1. Mulfimea A va fi nu-
mitd alfabet, iar simbolurile 0 si 1’ sint numite liferele alfabetului A, Gu ajutorul literelor
alfabetului A putem forma 2" secvenfe diferite cu cite n termeni,

Aoty oo oty 3, (a; € A)

numite cuvinfe de lungime n peste alfabetul A. Notim cu D, mulfimea tuturor cuvintelor
de lungime n peste alfabetul A. Dacd x, gy D,, T = Gy,s0e, 1y U= Dobiyeny by_yp
atuncl numiérul de indici { pentru care a,# b, se numeste distenfa Hamming dintre cuvin-
tele x si y si va fi notatd cu d(x, y). Se verificd usor ci
d(z, y) < d(=, 2) + d(z y), V=, §, 2 S D,
Avem 2% = 8 cuvinte de lungime 3 peste alfabetul
= {0, 1}, anume

D, = {000, 100, 010, 001, 110, 011, 101, 111}.

bt )
oz

Dacd z= = 110 si y = 101, atunci d(z, y) = 2. Gu-:
vintele din D; pot fi puse in corespondenfd biuni-
vocd cu virfurile unui cub ca in figura 1V.3, distanta
Hamming dintre doud virfuri vecine fiind egald cu 1.

Sd presupunem ci dispunem de un canal de
transmisie care constd dintr-un sistem care permite /
s se vehiculezé secvente de dou#i semnale, mate- 0
rializate in doufi nivele ale unui fenomen fizic (de
exemplu tensiunea: unei surse electrice), nivele pe
care le punem in corespondent# cu simbolurile 0 si 1,

707

8

0. _ _ . _ oy
L >y

110
%
Fig. 1V.3.

91




Asa - it
e ; "::ll;mm; :i oltaservat, capacitatea unui cod de a detecta si corecta erori este dati de
e ntre cuvintele-cod. Prin alegerea adecvati a polinomului p pot fi obtinut
.p omiale cu bune performanfe in detectarea si corectarea erorilor By
Fie, de asemenea, bijectia .

Datoritd ,zgomofului® canalului de transmisie, cauzat de instabilitatea celor dou#t nivele ale
fenomenului fizic folosit, se poate receptiona 0 in loc de 1 sau 1 in loc de 0. Dacé in transmisia
unui euvint z & D, se fac r erori, atunci cuvintul receptionat y € D, se afli la distanta
Hamming r de cuvintul @ (in r pozitiis-a receptionat 0 in loc de 1 sau 1 in loc de 0). Se pune
problema detectirii cuvintelor recepfionate y care confin erori si, dacd este posibil, si corec-
tam erorile conjinute. O asemenea problematicd face obiectul unei ‘discipline relativ recente,
cunoscutd sub numele de feoria codurilor. Folosindu-se rezultate din teoria corpurilor finite
au fost concepule numeroase coduri delectoare si coduri corecloare de erori.

Pentru a simplifica prezentarea, s# presupunem Ca trebuie s transmitem un mesaj ©
dintr-o mulfime de 2™ mesaje date prin cuvintele de lungime m peste alfabetul A = {0, 1}.
Dac#t cuvintul recepfionat y € Dy conjine erori, avem & # si-deci y corespunde la un mesaj
diferit de cel pe care am dorit sid-1 transmitem. O modalitate de a inlitura acest inconvenient

(#4) Dy = Py bobyy ooy by = B+ b,X + .00 4 by Xm
Daci g € P, atunci g este numit polinom-mesaj. ‘
Existd q, r € Zy[X] unic determinati astfel incit

) X" =pg+r,r<sP,,
Presupunem ¢ r = ¢y + ¢, X + ... + ¢p_ppy X" ", ¢, = Z,, si fie
)

=1+ XM =t eX oo+ Gy X1 bX" L 4 b X

este descrisd mai jos.
Avem [ < €. In adevir, cum r +r =0, rezults

S# presupunem i pentru un numir n > m se poate gisi o submultime C a lui D, astfel

tnelt
[=r+ X"" =r+pg+r=pg

(G =2msidu ) >t+1, ¥V, 0C ustv Se ob 4
; : ; P ,:e:a .serlvﬁ ca.corespondenta P, — €, g - [ realizati mai sus este bijectivi. Asadar
2 poumnﬁl ;:ncu\fmte}ewcnd se trece astfel : mesajul byby, ..., b,_, trece prin bijeciia (“,)
b g esaj g = b, +Hb_,’;’( + ... + b, X™1 cdruia fi corespunde polinomul-cod
o ‘.l n_.m + Gt XPTT L B XRm L by X", unde P =¢, + ;X +
e + c,.,,,._lX" .1 este restul fmpdrtirii lui X""g prin p. In fine pnlinom:ll ¢ :l t" &
prin inversa bijectiei (*) in cuvintul-cod e, .. : e g
< D, x=aq,0a ,,. :
se divide prin p.

Cum | G| = 2™ putem alege o bijectie ¢: Dp—+ C prin care codificdm mesajele date prin cu-
vintele din D, cu cuvinte de lungime n din €. Multimea C se numeste cod, iar elementele sale
cuvinte-cod.

Fie z = ¢ un cuvint cod si fie y = Dy cuvintul receptionat corespunzitor. Daci in
transmisia lui @ s-au ficut cel mult ¢ erori, atunci d(z, y) <t Avem .y ¢ C si deci y poate fi
detectat, 1n adeviir; dacd g & G atunci £ + 1 < d(x, y) < t. Contradictie.

Mai mult, dacd d(u, v) = 2t + 1, Yuvel u#ty, atunei y poate fi chiar corectat.
In adevdr, in aceste condifii = este unicul cuvint-cod care satisface d(z, y) <!, cici dacdl
pentru z’ & €, @' # ¥, avem de asemenea d(x’, y) <1, atunci )

o Cnmbsby, ..., by _y. Evident, un cuvint
ay_, este in C daci si numai daci polinomul a, + a; X + ,-|- Ay Xt
ot g

Exercifiu. Fie C (6, 3). — i i
& (6, 3) codul polinomului generat de polinomul p =14 X + X?

1) S4 se codifice mesajul 110 ;
;; iare dintre cuvintele 111001 si 110011 sint cuvinte-cod ?

ratatfi cé orice cuvint recepti i
; . plionat y care con i i
si poate fi corectat daci confine numai o eroare.. e ce~1 i s L i
B Sziut;{e‘._sli Mesajului 110 f{i corespunde prin (**) polinomul-mesaj g = 1 4+ X, deci
pu]infm:1P _(1 _‘4: j(()f)i,g+' X;. Ficind impérfirea cu rest a polinomului X - X" prin

= n inelul Z,[ X | = i

P s o[ X] se obfine restul r == 1 4 X2, Asadar, polmomulucod

9 41 < d(z, ) < A, y) + dy, &) < HE=2L

Contradictie.
In cazul codurilor polinomiale codificarea mesajelor precum si, recunoagterea cuvinte-
lor-cod se realizeazd prin prelucrari algebrice simple ale cuvintelor peste alfabetul A = {0, 1}

Pentru a simplifica scrierea, vom nota elementele corpului Z; cu 0 si 1.'Cu aceastd con=

ventie de notalie, operatiile corpului Z, sint

=1+ Xog=1+ X+ X0+ X,

4 el 1 o] D)
of|inogesa ol o o “ﬁ’“iaz)’iccoriesrunde cuvintul-cod 101110,
uvintului 111001 din D, fi c i .
1 [ s TR W | . s orespunde prin (*) polinomul f == - =
Se constatd ci p divide f, deci 111001 este cuvint—cud(. s S o R

Cuvintului 110011 ii cores i
punde prin (*) palinamul f = 1 4 X 4+ X4 (! i
— ‘\6 a i
la p t;i 1;[5‘[.111. X. Agadar,.p nu divide f, deci 110011 nu este cuvint-cod b it
2 01)1 :ii]ellt: in (6, 3)-codul polinomial sint euvintele din D,, deci 000, 100, 010, 001, 110
) ’ . Procaedind ca la pct. 1) cuvintele-cod ¢ ’ : ) ’ 1
5 - orespunziteare sint )

011010, 111001, 101110, 001101, 100011, 010111. Cum | €| = 8 prin C* S iels
se constatd cid d(u, 1) 23 =2x 141, Vu, veC, u#0v ’

Se ohservd c¢i a +a = 0, YV a € Z,, de unde rezultd ci f+ =0, V [ = Zi[X]. S4 notdm
cu P, mulfimea tuturor polinoamelor [ € Z,[X] de grad mai mic ca n.

=t + X+ .o -+ a, X" (o S Zs).
vide > [ = 95 § g ]

Evident, | P,| = 2% iar aplicatia I8 YortHeart dltacte
(x) D, — Py, @1 vy @1 7% +a Xt oot 0D Gt

este bijectivd. Fie m & N, 0 <m <n si fie p € Zy[X] un polinom- de grad n — m. Exerciﬁi
Deoarece un polinom [ € P, se divide prin p dacii si numai daci existd un polinom
q = P, astfel incit [ = pg, rezultd ci pentru mulfimea € a polinoamelor din P, care sé divid 1 Besiitim i
0 ea A= Pt ! A
prin p avem | €| = 2", ! Z x Z definim legile de compozitie :
Submultimea G a lui D,, formati cu cuvintele din D, care prin bijecfia (*) corespund

def
a, b ok
polinoamelor din € se numeste (n, m) — codul polinoamelor generat de p. Dacdl [ € @, atunci f @0 £l d A, @+ebd+d)

se numeste polinom-cod. (a, b) (e, d) d_Lf (ac + 3bd, ad -+ be).
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TR A A i i omutativ
Ardtafi cd aceste lf;gl-'_.{;_e _(!9‘_#’5501:‘?_1& conferd mulfimii A o structurd de inel c

si fard divizori ai luk zero. 4 & & g
1}-"/ 2, Pe multimea Z a n'mn:er‘nlqpl tregi definim legile de compozific :

V' 9, Fic B un incl astlel incit x* = a, Vo & B. Ardlafi ed :

)ox om0y = Yo € B,
2) xy = ya,

Ve, gy B,

Vo, y<sZ g y
* i 10, Aratali i intr-un incl comutativ. A avem :

2 \
: AR @' = b= (@ - DA @ L B, Y, b e A

Ariitagi cit v ol M i T
1) (Z, 1) este grup._-@ﬂia[__}. : |
2) (Z, T) este mongidf‘;;pm tive y :

= L G SR R c, 1zl
3) 2T WL = GTOLET |, S ;
D)educeti i (Z, L, T )este inel comutativ [ard divizori ai lui zere. Determinafi elementele

inversabile ale acestgﬂ’il’ircl. b
|k Ve s Z

/8. FicasZsif1Z %, [0} = —q « ihl
d tnic doud legl de compozifie .1 si ,T* pe Z astfel

un inel comutaliv A este valabild formula binomului lui Newton

1§

i

|

| n —

‘l (@ b 0= 3T Gr o-EbE Yo, b A, !
k=0 . .

"\\ 12. Fie (Rs, @, ®) inelul resturilor modulo 5.

1) Verificati cd a@a@a®ad®a = 0, Va = R
2) Deduceti, folosind formula binomului Tui Newton, ci :

‘ (a@b)® = a*@ b® Va, b € Q.
13, Fie U = M,(R),

\ i

1) Aritati ci se pot-defini in mo
» s L 3
incit : * h

)

£ s %
v 1) L 1@, Vo, gz
f(z’y}‘ 3l x)’l'f (), Yz, y=Z §
2) Ariitafi cd (Z, Ei5m Esﬁél ‘fn;:i.cémutativ i fard divizori ai lui zero, clementele sale
inversabile fiind 1 =i, =455 &, 5

3) Gind a = 3, comparati ;éiulmtﬁlcu cel de la Ex, 2.

1y 4. Tie : {
) ! g
R sD a
Aritati cd A este o ﬁarte fétgb,i-]'ﬁ,'hyilui My(Z) in raport cu adunarea si fnmulfirea ma!;r__i:
celor si cd formeazi 'fi'nel;céimllatfw si fird divizorl ai lui zero in raport cu operatiile

AL
U=]10 0 ¢| a b cst.
0 0 0

1) Pentru ce numere a, b, ¢ = R avem U? — 9
2) Dacd U?* =0, atunci E — U este inversabild si (B =) = B U,

) 14. Fie Z,, inelul claselor de . resturi- modulo 12 si G mul
acestui inel.

1) Determinati clementele lui G si aritafi ci G este o

f{imea elementelor inversabile ale

parte stabild in raport cu In-

induse. By i mulfirea lui Z,,. "8
5. Pe mulfimea A = Z X Z definim legile de compozifie : 4 31;5}?11;2 tabla operajiei indusc si deduceti ci (G, -) este grup izomorf cu grupul
. 2 1. t 4

AL !
Y ,."'"k)’" ©odef | "
! G’»‘ b),+(e, d)—' (a+¢ b+ d), 15, Rezolvati urmétorul sist_um de ccualii liniare cu cocficienti in inelul Z,, :

F PR AL del
(g, b) (e, d) == (ac, bd).
o4 Wimiw. .
Ardtati cd aceste legi dgf'éol‘r_ibozi_ﬁiel'cuhferii multimii A o structurd de inel comutativ
cu divizori ai lui zero. [,‘.’;ér-fe sint. elementele inversabile ale acestui inel ? "
6. Fie A, si A, doud incle. Pe muljimea A = 4, X 4, definim legile de compozific :

A A A

dx + 2y =4,

A A A
L e fady— 1
¢ .

: ‘(;11’ alj, "I': ‘(b;: ba)g (a, + by, @z + by),

16, Fie U & My(Z,,) ,U :(
4

(= S~

£ A A A AA
sie=ad — ¢cb= det (U).

R> o>

) - . % def v

Neito#t (d a!) (bys ) = (a,by, aby).

1) Aréxtatl cd A are 'q"'si_ztudt@i% de inel in raport cu aceste legi de compo
numit produsul dire—_z:!':‘iﬂ-:‘],q{, AL Ay). ‘

2) Ariitagi cd A este comutativ dacd si numai dacd A, si 4, sint inele comutati

i si num

A

.zltiﬂ' (4 it 7‘1) Arﬁtnti_r cd matricea -:.\f istc t'lcmant inversabil al inelului My(Z,.) dac
det (U) este cgal cu 1, 5, 7 sau 11 si

7. Fie (Roy D ®) me'im-."restumu; modulo 9 si A = R, x % produsul direot al inelulul 5 4
. ik ) T U

cu fnelul Z (v. Ex. §).. =0 w80 0 2 e

1) Enumerafi elcmeqtel(% inversabile ale inelului A. Sadiie

)

2) Cum pot fi caracierlih{fﬂ‘ elementele inversabile ale produsului direct a doud inele
S IS A R dusul direct al inelului
8. Fie (Re @, ®) inelul resturilor, dulo 2 §i B= Qs X Ks Pro v

cu Ra- Y

¢

li sl ta Ia Lfﬂngr{ul_tirii inelutui B.
sl , Ve = (x,, %) € B.
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§7, Pe muljimea K =0Q x Q definim legile de compozifie :

(a, b) + (¢, d) = (a + ¢, b+ d),
(a, b)e, d) = (ac — bd, ad + bc + bd).

Arviitali cd aceste operatii conferd lui K o structurd de corp comutativ.
18. Pe mullimea K = R x R definim legile de compozilic :

(a, by + (¢, d) = (a +¢, b +d),
(a, b)(e, d) = (ac — bd, ad + be).

Ariitati ci acesle operalii conferd multimii K o structuri de corp comutativ.
19. Pe intervalul K = (0, oo) definim legile de compozilie :

V= ye K,
VY oz pe K.

ol i),
Ty =E

Arditati cd tripletul (K, |, T) este un corp comutativ.

S
20. Fie L = ( 5 T
=g

A A A

1) Aratali ci a? 4 y? # 0,

2) Ardtali ci L este o parte stabild a lui My(Z,) in raport cu adunarea si inmulfirea si
cii formeazd corp comutativ cu 9 elemente fatd de operatiile induse.

a, b e Z;,l-

A A A A A A
¥V x, geZ,xs#0 sau y #0.

21, Pe multimea A =Z x Z definim legile de compozitie :
(@, 0) + (e, d) = (a +¢ b+ d),
(a, b)(e, d) = (ac — bd, ad + be).

1) Aritati cd A arc o structurd de inel comutativ ih raport cu aceste legi de compozifies

2) Determinali elementele inversabile ale inelului A.

3) Aritati ci A = Z[i]. : 3

22, Aridtati cd funpcfia f: Q(If4 3 ) — K
[(2) = (a — b, 2b), z e0()=3), z=a+DbyV—3 cua b =0Qesteun izomorfism de
la corpul Q(l/_-“—!) Ia corpul K de la Ex. 17.

23, Aritafi ed corpul € este izomorl cu corpul K de la Ex. 18.

24, Aritafi cit corpul R este izomorl cu corpul K de Ia Ex. 19.

b
25, Fie K =4]"
b a

1) Aritali e mullimea K este o parte stabild a lui My(Q) in raport cu adunarea si inmul=

a bis Q}

{irea si cd formeazd corp in raport cu operatiile induse.

2) Aritaticd 0 (V2) ~K.
26, Fie ¢, b, ¢ = R. Pe I delinim legile de compozitie :
Vaysh
Vayel

z | y=ax + by — 2,
T y=ay —2x —2y +¢

1) Determinati a, b, ¢ astfel incit (R, 1, T) s fie corp.
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2) Determinafi apoi «, B = R astfel incit funcfia :
f:R—-R, f@)=ar+03 VzeER
sd stabileasci un izomorfism de la corpul (R, 4, -) al numerelor reale la corpul
(R, L, ).
\ \y A A A A A A A
27, Fie f, g € Z{X], f=2X*4+4X* +3X + 1 si g =3X° | 2X* + X + 3. Calculati
f+g sy
f . A A A A A A
|28, TFie f, g € Zg[X], f=3X? +3X + 3, g=2X° +4X + 2. Calculali fg.
A A
29, Tie fe ZJ[X], f= N* L 2Y* 4 X 4 1. Delerminali toate polinoamele g = a X’ +
+ bXt 4 ¢cX 4 d € Z,[X] cu proprietaten : _q‘: f-
30,  Enumerati riddcinile din #, ale polinomului |/ ' 3.)(2 + gX e Z[X].
31.  Sid se determine doudl polinoame [ si g de grad 1, f, g € Q[X], astfel incit
[ +g®= X2+ 1, f(2)9(2) = 2.
//32. Determinati gradul polinomului f = R[X],
f= O 4+ 3% + 2)X*  (A? ++ 4r + 3)X2 + (A\* — 1)X + 1, unde

/ A este un parametru real.
«J 33. Si se determine dou#t polincame [ si g de grad 1, f, g = Z[X], astfel incit

(X8 0X L9V L (X2 4 3K 1 B)ge=l.

// 34, Fie K un corp comutativ si fi, fo, [ € K[X], grad f; =i, 1 <i < 3. Ariitali ci egali-
tatea

ayfy + oufy + tafs = 0 (“f.E K)

P este posibild numai in cazul «, = o, = &, = 0. Generalizare.
'35, Fie f e R[X], grad [ < 2. Dacd existii trei numere reale diferite o, o,, o; astfel incit

floag) = 0, i = {1, 2, 8}.

atunci f este egal cu polinomul zero. Generalizare.
A A A A A A
(36, Fie f, g = Z[X], [=3X° + X9 42X + 4, g =2X* + 3X* + 1. Aflati citul si restul
¥ol imparlirii Iui f prin g.
N/37. Fie f,g = Q[X], f=2X* — 3X* + aX 4 b, g = X* - 2X 4 3. 54 se delermine a si b

astfel incit g| f.
| 88, Fie [ = Z[X], = ¢y + ¢, X + @, X* + ¢, X% Determinali coeficientii polinomului [ daeid

)+ F(2) <+ ... 4+ fiin) = u'. ¥ n e N*

33, Fie f= ([X], f=a + bX + X% Determinati « §i b astfel incit [ sd dividi polinomul

Xt + 1.
40, Tie f= Q[X], f= X> — 5X* 4 18X* — 15X* 4 X + 4. Folosind schema lui Horner,

calculati f(3).

\_ 41, Caleulati eu schema lui Horner citul si restul impirtirii pelinomului

feZX], f=5X 43X + X + 3, prin X 4 5.

l/ 42, Dacit polinomul [ & Z{X] admite douil rdddcini intregi de paritifi diferite, atunci (k)

este par, v k = Z.

\‘-‘ 43, Si se descompund in [aclori ireductibili peste R si peste C polinoamele X*+- 4, Xo 4 27,
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// A4,

98.

46*,

47*,

AB*

A9¥.

55*

S# se descompunid Tn factori ireductibili peste Z; polinomul

fes X Xk AR G K uils

Fie fe Q[X], [= X - 2,
1) Aritati cd [ este ireductibil peste Q.
2) Descompuneli in factori ireductibili polinomul f peste R si peste C.
Fie A = {0, 1, a, b} un inel cu 4 elemente. Aritafi cd :
1) Funclia f: A— A, f(x) =1+ x, ¥ © € A este bijectivi.
2)3f@)=1+a+bsit+1+14+1=0"

red

3) Dacd. A este corp, atunei 1 4+ 1 =0

Fie A = {0, 1, a, b) un inel cu patru elemente. Afirmatiile urmitoare sint echivalente .

i) A este corp: ¥ i

ii) Existd x € A astfel incit 1 4- x = 22,

Fie A un inel astfel incit a8 = x, Yz = A. Ardtali c¢i 2* =2z, Yo € A,

Tie A mul{imea tuturor funciiilor continue [:[0, 1] — R.

1) Aritali ci A este inel comutativ in raport cu adunarea si inmulfirea functiilor reale
de variabild reald ;

2) Pentru f = A, [# 0 existd g = A, g # 0 astfel incit fy =0, dacii si numai daci
mullimea’ {z| f(x) = 0} contine un interval :

3) Determinati funcliile din A cu proprietatea [ = f.

Dack f: Q — € este un morfism de corpuri, atunci f(x) = &, Vr & Q. Determinali apoi

automorfismele corpului Q(+/2).

Fie R corpul numerelor reale si f: R — R un morfism de corpuri. Aritali ci [= 1R.

. Fie f, g € Z[X], h = fg si p> 0 un numir prim. Daci toli coeficientii lui k se divid

prin p atunei cel putin unul din polinoamele f, g are toti coeficienjii divizibili prin p.

Descompuneli in produs de polinoame ireductibile peste corpul Z, polinoamele de_

grad <4 din Z,[X].

. Fie L si L’ dou#t piitrate latine ortogonale de ordin n peste raulfimea M = 10,1, 2, .6

.., it — 1} astfel incit suma numerelor de pe fiecare diagonald a lui L si ficcare dia-
gonali a lui L’ este n(n — 1)/2. Fie a; = lyn +1i; + 1, unde [;,(l{;) este numirul de
la intersectia liniei i cu coloana i din L (resp. L’). Ardtati ci matricea U = (a;y) € M{Z)

este ,magicd“, adici confine numerele de la 1 la n* si suma numerelor de pe fiecare linie

(coloand, diagonald) este aceeasi, anume n(n® + 1)/2.
Construili cite o matrice ,magicd* (= caren magic) de ordin 3, 4 si 5, folosind corpuri
cu 3, 4 si 5 elemente respectiv.

Capitolul V SPATII VECTORIALE

§ 1, LEGL DE COMPOZITIE EXTERNE

Legile de compozitie studiate in capitolele anterioare sint aplicalii de
tipul

o: M xM-M, (z. 9 — ¢ ¥y =M,

unde M este o multime nevidi. Ele se numesc inci legi de compozifie inlerne.

Notiunea de lege de compozitie interni este un caz particular al unui
concept mai general :
1.1. Definilie. Fie Q si M doud mulfimi nevide. O aplicajie
G: QX M->M, (v, 2) o, )M

se numeste lege de compozifie exfernd pe M cu operalori in Q.
Pentru cempusul Y(w, ) al elementului x € M cu operaforul o < Q

se foloseste de reguli notatia multiplicativd, ¢(w, z) = wzr. Muljimea Q
poarti numele de domeniul operalorilor legii de compozitie externe ¢. O lege
de compozitie interni pe M poate fi privitd ca o lege de compozifie externi
cu domeniul operatorilor Q = M.

Exemple

1. Inmulfirea matricelor cu scalari. Fie Q = R si M = M,(R). Pentru orice
a e Rsi A<e M(R), A = (a;) definim matricea aA & My(R), .

o oa
ad S fn 1%y,
oLlyy (21158

Se obfine astfel o lege de compozilie externd pe My(R) cu operatori in R
R X M,(R) - My(R), (o, A) — ad,

numitd inmulfirea malricelor cu scalari.
Operatiile de adunare si inmultire ale corpului K, adunarea matricelor
din M,(R) si inmulfirea matricelor cu scalari sint legate prin:

$) (@ + B)A =ad + BA,
S:) a(A + B) =ad + aB,
'S,) a(BA) = (@P)A,
S) 1:4A=A4

cricare ar fi a, p € R 51 A, B € M,(R).
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Pentru exemplificare, si demonstrim S,. Avem :

_ [Bayy  Pay, a(Baw)  a(fay) («Pay (aP)as.
A = - — (@P)A.
i ( ) (amazo a(Bass) ((aa)am (aa)a%) i

Bay,  Pag
2. Inmullirea polinoamelor cu scalari. Fie . = R si M = R[X]. Pentru orice
e«a=R si feRX], f=a¢+aX+ ... +a,X" definim polinomul
of = R[X],
cxfg ady + o, X ...+ aa, X™,
Se obtine astfel o lege de compozitie externi pe R[X] cu operatori in R,
R X R[X] — R[X], (@ [) = of,

numitd inmulfirea polinoamelor cu scalari.
Inmultirea polinoamelor cu scalari are proprietitile :

S) (o« + ) =of +Bfs
Se) alf + 0 —af + xu
Sy) «(Bf) = (2B)f,
Sq) l'f =f

oricare ar fi o, B = R si f, g = R[X]. Astfel :

(@ + B)f = (o + Blay + (& + By X + ... + (¢ + Pla,X™ =
=adqy + Pay + oy X + Ba, X + ... + aq,X™ + .Ba,,,X’" =
=ady + oty X + ... 4 aa, X" + Bay + Pa;X + ... + BapX" = of +-Bf.

3. Inmulfirea veclorilor de pozifie cu scalari. Fie I1 un plan euclidian in care
fixdm un punct O ce va fi numit origine. Fiecarui punct P al planului IT
i se asociazd segmentul orientat x cu originea in O si extremitatea in P,
numit pveclorul de pozifie al punctului P (relativ la originea 0). '
54 notam cu V mulfimea tuturor vectorilor de pozitie astiel obfi-
nufi. Dacd x, y = V, se noteazii cu x -y vectorul de pozitie al celui
de-al patrulea virf al paralelogramului determinat de x §i y (v. fig. V.1).

Se obtine astfel o lege de compozifie interni pe V,

VXV>V, (z,9) =24y,

numitd adunarea geomefricd a vectorilor de pozifie. Procedeul descris
mai sus de aflare a sumej geometrice a doi vectori de pozitie este cu-
noscut sub numele de ,regula paralelogramului“. Consideratii geometrice
simple arati cd (V, 1) este grup abelian ; elemen-
tul neutru al acestui grup este vectorul de pozitie

Q

H al originii O, iar opusul lui z este vectorul de po-
i zitie al simetricului lui P in raport cu O
} (v. fig. V.1).

} o* Daca « este un numir real, iar x este vecto-
) rul de pozifie al punctului P, atunci produsul

lui @ cu z, notat cu ax, este prin delinitie vec-
torul de pozitie al punctului P’’ determinat prin
Fig. V.1. conditiile :

e E |

i

4

1) lung mea lui OP” este egald cu produsul dintre| «| $i lungimea
ini OP;
2) P s giseste pe dreapta determinati de O si P de aceeasi parte
cu P fatd de O dacd « > 0, in partea opusi cind & < 0.
Se obfine astfel o lege de compozilie externd pe V cu operatori in R,
RXV-2V, (¢, ) - az,
numitd inmulfirea veclorilor de pozilie cu scalari.
Aceastd lege de compozitie are proprietatile :
S1) (e + P)x = ex + Pz,
5y) alx + ) =azx 4 ay,
Ss) a(Bx) = (xpf)z,
S)) 1z =2

oricare ar fi o, e R siz, y eV,

§ 2. DEFINITIA SPATIULUI VECTORIAL

2.1. Definifie. Fie K un corp. Se numeste spafiu veclorial (peste corpul K)
un grup abelian (V, ) pe care este dati o lege de compozifie externii cm
operatori in K,

KXV->YV, (x u) - oau,
vare verifici axiomele:
S) (¢ 4 B)u = au + Pu,
S;) a(u 4 v) =au + av,
Ss) a(fu) = (xp)u,
S) 1w =u
oricare ar fi o, fE K, u, v E V.

Se [oloseste urmitoarea terminologie :
— elementele lui V se numesc veclori, iar operatia grupului (V, 4) se nu-
meste adunarea vectorilor ;
— elementele lui K se numesc scalari, iar legea de compozifie externi
K % V = V se numeste inmulfirea veclorilor cu scalari ;
— elementul neutru al grupului (V, 4) se numeste veclorul zero, notat cu 0,
ca §i scalarul zero ;
— c¢ind K = R sau K = C se spune cd V este spafiul veclorial real, respectiv
complex ;
— spatiile vectoriale se numesc incd spafii liniare.
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S& observim cd S; §i S, consemneazi faptul ¢i inmulfirea vectorilor
cu scalari este distributivid fa{i de adunarea scalarilor, respectiv adunarea
vectorilor, iar S; descrie o lege de asociativitate care angajeazi atit inmul-
tirea vectorilor cu scalari cit §i inmulfirea scalarilor.

Nold. Iniﬁal nofiunea de vector a apiirut in mecanici si fizicii, avind ca model geome-
tric segmentul orientat si fiind folosit pentru a descrie mérimi caracterizate prin valoare nume-
riel, directie si sens. Ulterior, aria de aplicabilitate a nofiunii de vector s-a lirgit considerabil.
Definitia datd mai sus spatiului vectorial di posibilitatea de a pune in ,postura® de vector
obiecte de naturs variatd. De exemplu : matrice, functii si polinoame in matematicd, secvenfe
finite de 0 si 1 in teoria codurilor, sisteme ordonate (x;, ;, ..., *,) de numere reale in eco-
nomie.

Exemple ¢
1. Spafiul vectorial R®. Fie n > 1 un numir natural. Se noteaz# cu R* mul-

timea tuturor sistemelor ordonate de n numere reale,

T =(ay, @y ..., ay), (a; € R).

Dacia=eRsiz, yes R, 2z =(ay, @z, ..., @), § = (by, by, ..., by)
atunci :

def .
z=y=a=>0b;1<i<n,

z-ty E(a1 + bir. ay + bgyo.., ag 4 by,
ax 2! (way, ady,..., ady).
O verificare directd aratd ci legea de compozifie internid
R R* R, (z, y) - 24y

este asociativii §i comutativi. Daci 0= (0, 0,..., 0), atunci oricare ar
fi xe R, z= (a, a..., a;) avem

04+x2=0+a, 0+ap..., 04+ a,)= (2 ..., a)=z=2+0,
iar dacid punem
—x = (—a;, —ly ..., —a)
avem §i
2+ (—x) =(ay +(—a), ag + (—a), ..., a5 + (—a,)) =0 =(_T’) + .

Rezultd ci (R*, ) este grup abelian.
De asemenea, se verifici ci legea de compozifie externid

R X R - R, (& 2) — ax
satisface axiomele S, —S, din definitia spatiului vectorial. Astfel,

veeRsia, gy R, o =(a, @z, ..., ),
Yy S(bl, bz. .oy bn?
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3.

avem :

w(x +y) =a(y + by, a + by oos @ + by) = (a(a, + b)), a(az + Do),
cvva(ay + b)) = (eay + by, xay + aby, ..., axa, +ab,) = (xey, ag,, ...
oy aay) + (aby, abs, ..., ab,) =ax + oy,

deci axioma S, este verificata.

Elementele lui R” se numesc veclori (linie) n-dimensionali, iar R" se
numeste spaliul arilmelic real de dimensiune n, sau spafiul veclorilor linie
n-dimensionali. Daca z € R*, x = (q,, @, -.., a,), atunci ¢; se numeste
componenta de rang i a lui z, 1 <i < n.

In unele aplicatii este avantajos si dim vectorii lui R" sub forma
de coloane,

x=|: (a;= R).

In acest caz R" va fi numit spafiul vecforilor coloand n-dimensionali.
Analog, se introduce spatiul aritmetic C* si de asemenea spafiul vectorial
K", K corp oarecare.

Multimea M,(R) a matricelor pitratice de ordin 2 cu coeficien(i reali
formeazd spafiul vectorial peste corpul R in raport cu adunarea si inmul-
tirea matricelor cu scalari. In adevir, (M,(R), ) este grup abelian, iar
inmulfirea matricelor cu scalari satisface axiomele S;,—S; (v. § 1).
Multimea R[X] a polinoamelor in nedeterminata X cu coeficienti reali
formeaza spafiu vectorial peste corpul R in raport cu adunarea si inmul-
tirea polinoamelor cu scalari (v. § 1).

Multimea V a vectorilor de pozifie ai punctelor dintr-un plan cu originea
intr-un punct O a planului formeazad spatiul vectorial peste corpul R
in raport cu adunnarea §i inmultirea cu scalari (v. § 1).

Spafiul veclorial 0. Fie K un corp. Pe grupul abelian zero, 0 = {0}, in-
troducem legea de compozilie externa

K x0 -0, (2, 0) = a0 =0.

Se conferd astfel grupului abelian 0 o structuri de spatiu vectorial
peste K, numil spafiul veclorial zero.

Fie V un spaliu vectorial peste corpul XK. Cum (V, 4-) este grup
abelian, pentru adunarea vectorilor sint valabile regulile de calcul din-
tr-un grup abelian. S4 adaugim la acestea urmitoarele proprietiati spe-
cifice ale operafiilor  cu vectori :

a) Fie « € K i x = V. Atunci :

ar =0<a =0 sau z =0 |,
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In adevir, fie « 20 s$i y =0-x. Atunci
Yy=02 =(0 +0)x =02 +0x =y +y,
de unde
Yy=4+0=y+@+(-0) =@+ +(—p =y +(—y =0,
deci Ox =0 si analog se arati ci ax =0,
Reciproc, presupunem ci ar =0, Daci « # 0, atunci
=12 =(a"0)x = aax) = o"0 =0,

b) Oricare ar fi « & K si x € V, avem :

(—@)z = o —1) =

—az, (—a) (—1) = ax

in adevir,

0 =a0 = alr + (—2) =ar + a(—2),

de unde rezultd ci «(—x) este opusul vectorului «x deci a(—) = —ox.

Analog se aratd cid (—a)r — —ax si atunci

(=) (=) = —(e(—2)) =

¢) Oricare ar fi &, p € K 5i 2, y € V avem :

—(—ax) = ax.

(¢ — B =ax — Br, a(x —y) — ar — ay

In adevir,

(@ =Bz = (@ + (—B)r =az + (—B) —ax — Pu

5i la fel se demonstreazi a doua reguli de distributivitate.

§ 3. DEPENDENTA SI INDEPENDENTA LINIARA.
BAZA. COORDONATE

1. Bazil. a) Fie V spatiul vectorilor de pozitie dintr-un plan euclidian.

Fie vy si v, doi vectori de pozitie diferiti de zero si necoliniari (v. fig. V.2),
Q Sistemul de vectori B format cu v, si ‘v,

B = (v, v,) are proprietitile :

1) va €V, 3\, A, € R astfel incit x =
= MUy + Ay, )

2) Dacd ayvy fogv, =0, cu a;, a = R,
atunci o; =, =0.

In adevidr, paralelele duse prin extremita-
tea  a vectoruluix la dreptele definite de v, si n,
determini pe acestea punctele @, si Q, respectiv.
Flg. o Exista A, A € R astfel incit QQ, = A, si
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00, = Ay Din constructie rezulti ci suma geometrici a vectorilor de

pozitie A0y $i A, este egald cu z, deci

T =NV + oDy
5i 1) este astfel verificat. Dacd 2) nu este adevirat, existd «;, ay € R, a; # 0
sau a, # 0, astfel incit

oyl + o, = 0.
Presupunem ca «; # 0. Atunci deducem ci v, = —a 'a,pv,, deci vy $i v, sint
coliniari, contrar ipotezei.

b) In spatiul vectorial R® si consideram vectorii v;, v, v;, unde v, =
= (1, 1, 1), v, = (0, 1, 1) si vy =0, 0, 1) Fie B sistemul format cu wv,,
Uy, Vg, B = (vy, vy, vg). Vectorul zero al spatiului R? este (0, 0, 0) si va fi notat
cu 0 ca si scalarul zero.

Sistemul de vectori B are proprietitile :

1) vz = R? 3, Ay, Ay € R astfel incit

T = MUy + Al + Agls.

2) Dacd a0y + sl + o053 =0, cu oy, oy, a3 € R, atunci «; = a, =
= oy~

In adevir, fie v € R?, 2 = (a;, a, a;). Pentru a arita cd 1) este adevarat
trebuie sa determ;nam M, Ay Az € R astfel incit y

T = My + Aoly + gl
Avem : j
(@, @, @) = =N\b; + Ny + 03 =N(1, 1, 1) + 20, 1, 1) +
+)\3(0’ 0: 1) Gy (lly }\ly 7\1) +(0) 7\2)‘ }\-2) + (DJ 01 R3) =(111 7\'1 +)\21 7\1 +
4 Ay 4 Ag)
de unde
A = 4y,
AL A = az,
N Ay Ry = ay.

Rezultd cad A =@, Ay =@ — ay, Ay =a3 —a; §i 1) este verificat.
Fie acum o, o, a3 € R astfel incit

ojly o+ osly + agty =0,
Deducem ci ;
(o, (o oty ot o L) i==(0,, 0,20);
deci

0‘1':0,
N oy =0
o oy +ay =0,

desungera, =ioy =0y —0]
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Exemple ca cele de mai sus justifica introducerea urmitorului concept :
3.1. Definifie. Fie )
B = (e, €, ..., ¢) de vectori ¢

daca :

2) Daedt aye; +
Ay =0y == 4. 7= 0y

Din cele de mai sus rezulti ci orice sistem B = (v, v,) format cu doi
vectori diferiti de zero necoliniari formeazid o bazid a spatiului V al vecto-
rului de pozifie dintr-un plan euclidian.

Sistemul B = (v, v,, 5;), unde v; = (1,1, 1), », = (0,1, 1), v = (0,0, 1)

« formeaza o baza a spatiului vectorial I°. ;

2. Dependentd si independentii liniard. Strins legate de nofiunea de
bazi a unui spatiu vectorial V peste un corp K sint conceptele urmitoare :

i) Dacd v, 05, ..., v, € V, atunci un vector de forma

;\11')1 + 7\2”2 —I‘ Cifiell )\mvm

se numeste combinafie liniard (cu coeficienti in K) de vectorii vy, Uy, ..., Uy ;
scalarii Ay, Aq, .» An se numesc coeficientii combinatiei liniare.

ii) Spunem cd un vector x € V este combinalie liniard (cu coeficienti
in K) de vectorii vy, 05, ..., b, dacd existd Ay, Ay, ..., Ay € K astfel incit

(= K)

m
T =MU Al + ... - Aplp =.21?\1”1"
=

Spunem cd vectorii vy, vy, ..., v, formeazd un sislem de generalori
pentru spatiul vectorial V daci orice vector x = V se poate reprezenta ca
o combinatie liniard de vy, vy, ..., Uy ¢ s

% m
V& VAR e, A SR astiel tine iy s 3 0y
i=1

=
iif) Spunem ci sistemul de vectori vy, vy, ..., v, este liniar independent
(peste K) daci
Ol + Cly + ive F Xl =0 =0 =0z = ... =a, =0,
In caz contrar spunem ci .vectorii vy, v,, ..., v, sint liniar dependenii
(peste K). Asadar, vectorii vy, v, ..., 0, sint liniar dependenti (peste K)
dacd existd «y, oy, ..., ap & K, nu tofi nuli, astfel incit
Uy sty a il =10,
O egalitate de forma : ; ! ]
oty + el .o Aty =0, (o © K)
se numeste relafie de dependen{d liniard a vectorilor vy, v;, ...
. cel putin unul dintre scalarii e, @, ..., @, este diferit de zero spunem ci
avem o relatie de dependentd liniar nebanald.

, Uy ; dacd
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Asadar, vectorii v, v,, ..

s -, Uy sint liniar independenti daci $i numai
dacd singura relatie de dependenti liniari a lor este cea banali. De asemenea
un sistem de vectori B este bazi a lui V dacid si numai daci B este sisten;
de generatori liniar independent.

e Bl ey ot
Daci = € V, atunci existd. Ay, A, ,

-, €,) 0 bazd a spaliului vectorial V peste cél‘pu] K.
<., Ay € K astfel incit

m
T =NMe + Aoty £ ot - hae, = 3 Nen
. i=1

b . S& observim ci scalarii A Asy oo, A, Sintunic determinali de vectorul z
si baza B. In adevir, daci pentru Aj, A5, ..., A, € K avem de asemenea

’ v’ 4 A »
T =Ae + ey ... FAe, = ¥ Nes,
i=1
atunci i

7 . n n :
M — e + Ra — As)ey + ... el — i) e = She, — X Aigy =z—2=0
i=1 i=1
§1 cum sistemul de vectori ¢, e, ..., e, este liniar independent, rezulti ci
M=M=k —M=... =3, — A =0,
deci ‘
= S

4.2. Definifie. Fie V un spafiu vectorial peste corpul K, B — (¢, o,
-+ €y) 0 bazdi a lui V si x un vector din V. Sealarii unie determinati Ay, Ay, ...
v Ay € K astfel ineit

Z=Ney A heg ... + Aqe,

se numese coordonatele veetorului x in baza B.

Exemplu

Coordonatele in baza eanonicd a lui R*, in spafiul vectorial R® si consi-
derdm vectorii ¢, = (1, 0, 0), Eni==(0, 150, es.— (010, 1),
/ Dacd & & R*, @ = (a1, a5, ay), atunei:

T = (ay, 0, 0) + (O,‘az, 0) + (0, G a3) = a;(1, 0, 0) + ay(0, 1, 0) +
v + a5(0, 0, 1) = ae, + gty —+ agey,

deci B = (e), €, ¢;) este un sistem de generatori pentru R?,
Daca pentru oy, 0y, a; € R avem

o€ + ey o oze; =0,

atunci
(e &, o) = (0, 0, 0),
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de unde &, — a; = az; = 0. Asadar sistemul de vectori B este si liniar inde-
1 2 3 5

pendent, deci bazi a spatiului vectorial R?, numitd. baza canonicd a lui R®.

Cum pentru orice x = R?%, @ = (@, @, @) avem

T = a1 + dx¢; + dsey, i s

rezulti ci coordonatele in baza canonicd ale unui vector x = R? coineid

cu componentele acestuia,
Si observiam cid coordonatele unui vector diferd de la o baza la alta.

Astlel, daci o = (3, —2, 5) = R, cum
v =3¢, — 2¢; + Sey

coordonatele Iui v in baza canonicd a lui R* sint 3, —2, 5 (egale cu compo-
nentele lui v), Pe de alta parte, vectorii v, = (—1, 1, 1), v, = (1, —1, 1),
v; = (1,1, —1), formeazi, de asemenea, o baza a lui R* (v. Ex, R—1) si

1
coordonatele lui » = (3, —2,5) in baza v, v;, vy sint —, 4, —2— pentru ci

3 1
v :Er}, + 4, —|~?1:3.

Analog, in spatiul vectorial R"(sau chiar in K*, K fiind un corp oarecare)
vectorii :
e 0L T O e e (S ) e — (005 S Sl orin sz G
bazd a lui R* (resp. K" numitd baza canonicd a lui R* (resp. K"). Mai mult

pentru orice * = (a,, @, ..., @,) avem

T = @8 =k Gz k. = agey,

deci coordonatele lui 2 in baza canonicd coincid cu componentele sale, anume
(k) (o8 sy ot

Exercitiu rezolvat
’R iy 11 In spzlt,iui vectorial R® considerim vectorit v, = (a, 1, 1),

v, = (1, a, 1), 55 = (1, 1, @), unde « este parametru real.

1) Aritali ca sistemul de vectori u,, v, vy este liniar dependent daca
si numai dacid @ =1 sau a = --2.

2) Dacd a # 1 si a # —2, atunci B = (v, vy, v;) este bazd a lui V.
Cind a« = —1, gisili coordonatele vectorului v = (3, 2, 5) in baza B.

Solufie. 1) Fie o, a4, o, & R astlel incit
ol + gl + oty = 0.
Atunei

(a3‘1+°‘4+°(:;‘11’1‘““:4‘“;;@;""22‘!‘“13):(0! 0, 0),
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ceea ce este echivalent cu :
aey + oy + a3 =0,
(So) § &y + aa, + g = 0,
oty ooty aozs': 0.

Sistemul omogen (S,) im necunoscutele &, oy, o, admite solufii nebanale daci si numai dac#

deci dacd si numai daci (a + 2)(a — 1) = 0. Rezultd ci vectorii Uy, Uy, Uy sint liniar depen-
denfi dacd si numai daci a = —2 sau a = 1.

2) Fie z € R?, © = (a,, a,, a,). S4 aritim ci se pot determina scalarii )y, s, A3 € R
astfel incit :

T = Ny + ¥y + Rgly.
Trebuie séi avem
(@ + 23 + Ay M+ @ky 4 Ay, M+ Ay - adg) = (a4, @, ay)
ceea ce este echivalent cu :
ap; + A+ A =ay,
(8)] M+ @k + A =ay
M A A+ apy = a;.
Cum @ # 1 si @ # —2 determinantul A al sistemului (S) este diferit de zero.
A = (a + 2)a — 1) £ 0.

In acest caz sistemul (S) admite solutie (chiar unicd). Conform regulii lui Gramer aceasta este

a? — 1 1— 1—
A= ay + L a, + 2 ay,
A : A A
1—a a* — 1 1—a
A = a; + a, + ay,
A A A A
1—%5 1—a a* — 1'
=
a A a; + A a, + A ay "
Cind a = —15ia, =3, e, = —2, a, = 5 avem A = 4 gi aplicind formulele de mai sus gisim

AM=3/2, Ay =4, Ay = 1/2, deci

b= (3, ~2, 5) =— 0, 4do,+
2

o

Exercitii

1. Verificati proprietitile S,, S, si S, pentru mulfirea matricelor cu scalari.
2. Verifica{i proprietdtile S,, S, si S, pentru inmul{irea polinoamelor cu scalari.
/,}/3 Fie M o mullime nevidd si &(M) multimea tuturor functiilor f: M — M. Pe M definim
legea de compozifie externd cu operatori in F(M).

F(M)x M — M, ([, 2) — foromfz) = M.




:tﬁ,/ 4.

v

3.

J e

=]

8.
9.

10.

W .

/12,

E,

/13,

110

Ardtali cii @
1) falgsn) = (fog)ez, Vi, 9.= (M), zs M;
D L =, Vr € M.

Fie V =R} = {z = R| = > 0}. Ariitafi cii V este spatiu vectorial peste corpul it in raport
cu legile de compozifie. :

def def
® | g ay, 6T == o Vo R o V.
Fie V multimea tuturor sirurilor f de numere reale,
f= (ap, @y <.y ay, cens) {af <€ R).

Dacil o c—EBsi [0SV, f=(ay, ooy @y «+2), §=(bg; by, ..., by, ...) atunci punem

def X
f+ 9= (a + by, @y + b_lr b=t By Gt )
def
B = (Gt G0 o ) Gl et i)
Aritati ci V este spatiu vectorial peste corpul R in raport cu legile' de compozitie :
Vi ¥ ¥, (fa)—f+g
RxV—oY, (o )=+ af.
Fie K =Z = {8, f}. Enumerati toti vectorii spatinlui vectorial K. Care este numirul
vectorilor spatiului vectorial K" ?

Aritati ci pentru oricare doudi numere naturale p, n, eu.p prim, existdi un spatiu vectorial
Vecu p* vectori.

Fie V s 0 un spatiu vectorial peste corpul R. Aritafi ci E are o infinilate de vectori.
Fie V un spaliu vectorial peste corpul Z,, p numdr prim. Ardtaii ca

0=x42%+ ... + o(p ori), = Vi

Fie V un spatlu vectorial peste corpul K. Demonstrafi prm mductm cil
; (Vg & Vst oo+ 0y) = aby + oty +°Wn
si

(ot + otg + ...‘+a,,,)u:oc,u+a._.v+ B )
oricare ar i o, g .ouy Gy S B8,y Jo 0 V.

Fie vectorii », = (1, 1, 0), v, = (0, 1, 1), v, = (1, 0, 1) din spatiul vectorial K"

1) Ardtati cd sistemul de vectori B = (»;, U, ;) este o bazd a lui R
2) Reprezentati vectorul v = (2, —3, 5) ca o combinatie liniard de vectorii bazei I¥.

in spatiul vectorial V = M,(R) se considerii matricele

el em bl el w0 S lepng)

1) Aridtati ¢ B = (E,, E;, E; E,) este o bazd a lui V. P
2) Reprezentali matricea A ca o combinafie liniard de vectorii bazei B.

Fle fi, fu. fo © RIX] fi =(X=D)(X —¢), fi=(X — )X —a), fu=(X =a)(X — )
1) Aratafi ci puhunnmcle fiy fay [o sint liniar independente peste B dacd si numai
daci (@ — b)(b — ¢)(e — a) # 0.

2) Ardtati cd pentru orice polinom [ & R[X] cu grad f < 2, existd A, Ay, A; € R
unic determinati astfel inecit

f=NMfi + Aefy + Asfse
8) Determinafi A, Ay, A; cind f=1 42X — X', a=1, b=2, c=3.
Arvitafi ci fiecare din sistemele de polinoame din R[X],
' B =1, X, X%, XY,
B =1+ X, X4 X3, X2, X2 + X¥)
B0 — 1, F NS0 X s

sint liniar independente peste R si repreaeﬁtati polinomul f= X® — X9 X+1 ca
o combinatie liniard cu coeficienti din B de polineamele din B (resp. B’, B).

./ 15, Fie V un spatiu vectorial peste corpul K si »,, vy, v, un sistem de vectori liniar indepen-

denti. Ardtafi cd vectorii v; + v, vy + vy, vy + vy, sint, de asemenea, liniar independentis

{18, Fie v,, Uy, U3 un sistem de vectori dintr-un spafiu vectorial V peste corpul K. Aritati e

aplicatia
fi K* =V, f(x) = M0y + AUy + AUy V2= (A, Ay, X)) € R

este injectivd (surjectivéd, bijectivil) dacd si numai dacd vy, v, v, este un gistem liniar inde-
pendent (resp. sistem de generatori ai lui V, bazi a lii V). Generalizare.

3. 1) Pentru orice = <Mt aVém (fa) bufcv d(x)) = fa, .‘)(fr, d(‘r)) =act +ad + b=
=fae, aaro(®) 4 2= a4 B =a=1h.\

4. Pentru orice = = Z x Z, fq(x) are a 2-a componentd pard, deci f, nu este surjectivi ;
pentru orice y € Q x O, y = (4, y,), sistemul de ecuatii 3z, + x, = y,, 4z, 4 22, = y, are
solutie unicd, deci f, este bijectivi.

6. Primele egalitd{i prin verificare directi. Apoi se poate continua astfel :

1 0 1 0
Ry S = ReRa'( } = Rppo = Sppor etc.
Al Sl T 0-+0

\

7. Punefi condifia ca A si comute cu matricele (0 1), (0 0) si se obfine
00 10

e 2) = 1).

ﬂ.A=(1 O]sgi ,A:(*l 0).
(il 1 o1

12, Induclie dupd n (v. Teorema 4.2).

13. Avem n® — n = (n — Dn(n + 1)+(n® + 1) si 240 =2 X 3 x5 si .se aratd ci
n® — n se divide prin 24, 3 si 5.

16. Se aplicd regula lui Cramer.
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17. Fie ¢, = (1, 0), ¢, = (0, 1). Gum [ (e,) = fg(e;) rezultd ci (@y1; @ay) = (byy, byy) iar
din fa(e;) = fg(e.)- rezultd (a,s, _agz) = (B, bay), deci A = B etc.

a

b
18. Daci A®* = —E, atunci A = ( } cu a, b, ce¥, a'+f be+4+1=0 De
—a

¢

; 0 b 0 -1 5 5
exemp]uA:[ A 0 5 ; X & ( 5 . .

b L
] si din ATA = I rezulti :
d

19: Piooa 2[4 El st e 2 E
b, c

0

1 = det(£) = del(AT)det(A) = (ad — be)?,

1 U]:E:A"'A:a by fa c;a’+b’ ac -+ bd

0 1 (o ) i L ca + db ‘c‘+d’
deci ad — be = +1, a? + b? =1, ac + bd =0, ¢* f d?= 1. Daci ad — be =1, atunei
¢= —b, a =d Gum a* + b? = 1, existd 0 < [0, 2n) astfel incit a = cos O si b =sinf etc.

i 1
20. 4) B:-;—(A + AT), C = ?(A S

91, Existi n astfel incit a= bgy+ 1y, D=requ + 1, To=T1gz +Te -5 Ta2=
= P A Ty Mot = Pl 05 el <y <oy < SNl b (algoritmul lui FEuclid
pentru a si b). Atunci:

Iy = Ty D) =3, ([n—u r,) = (My_s, rﬂ—l) = aeii— (rn- r) = (b: ry) = (l], b).

22, Fie ¢, r = N astfel ineit a = bg 4 r, 0 £ < b. Avem:

90 {94 _ 1 — (a0 1)2r 427 — 1 =@~ 1)Q + 2" — 1, unde

Q= (@b 20 L, L2V L) s1 27— 1 2% _ 1. Deci dacd r este restul Impdrbirii
lui a prin b, atunci 2" — 1 este restul impér{irii lui 2¢ _ 1 prin 2° — 1. In particular, dacii d
este ultimul rest diferit de zero din algoritmul lui Euclid pentru a si b, atunci 2 — 1 este ul-
timul rest diferit de zero din algoritmul lui Euclid pentru 2* — 1 si 2% _ 1, de unde (2°* — 1,
2bk1):2(n'b)ﬁ1. \

23. Conform Ex. 22 este 'suficient s# ardtdm ci numerele 8¢ — 1, 6g + 1, 6q + 2,
6q + 3, 6g + 5, 6g + 7 sint relativ prime in perechi., Daci un numir prim p divide doui din
ele, atunci divide si diferenta lor in valoare absolutd. Diferentele in valoare absolutd posibile
sint 2, 3, 4, 6,8, 1, 5, deci p poate fi 2, 3 sau 5. Se observit ci 2 divide doar pe 6¢ -+ 2 iar3
doar pe 6¢ + 3. Singura complicatie poate apirea cind 5 divide pe 6q + 2 si 6 + 7, ceea ce
se exclude prin ipoteza ¢ % 3 (mod 5).

CAPITOLUL 11

1. Vezi Tablele II-1 si IL-2.

2. Vezi Tabla 1I-3.

3. Vezi Tablele II-4 si II-5.

4. Vezi Tablele II-6 si II-7.

5. Daci a, y = (2, oo)‘ atunei ® —2=>0, y—2>0, deei xy—2(x+y) +4=
— (v — 2}y —2)> 0. Cum xsy =y —2(x 4+ 0) +4+A—4, trebiie ca A = 6.
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6. Vezi Tabla II-8.

(e | 0.1, & .3 ®| 0 A2 =3 0. L2 8
00205l 28 3 0] o 0 0 o0 (ol [ DR )
1 1 2 5) 0 1 0 1 2 3 1_ 1 0 1 2 3

B LS ol sy S ol | R G
SHHE ATMn 8% i =L SH| RO R o L et B U |
; | PR BT )
Tabla 10-1 Tabla 11-2 Tala 113
=10 l % E’ Y Tl L B B¢ L) | i fi s
o o a. o* o o ﬁ Y N i [ s
[ R (8 o] | Lt Rl e S I O R i
| Ay e Syt | RSN falifs ) Bk
Tabla I1-4 P Tabla I1-H Tabla 11-8
il B G Sl Bl e 40 0 12
i [ i e e ) 1 RS IR TER D
LB Bl s Py Rt ) 2 RS 1 i e
2 | Tt o 3 gy g S B0 G 12
IS S S S TR I TR | 1 T B SER e 12
Gl SRoREaRER 0BT SR 6 AR ] RS TS 1)
(e SR O R R R U ) DRI S B B )
Tabla 11-6 Tabla LI-7

7. Elementul neutru este 0. Daed, x, y = [—1, o) alunci @ 4 L =0, y 4 1 = 0, deci
z4+y+ay+1=(y o= 1)(x -+ 1) = 0, de unde xxy = [—1, c0).
8. Operafia , | “ admile ca element neutru pe b cind H este [«, b] sau (a, 0] iar ope-
rafia , T “ admite ca element neutru pe a eind H este [a, b] sau [a, b).
9. Operatia , T “ admite ca element neulru pe 1. Operafia ,, 1 * nu admite clement 'nvu‘
tru, iar cea indusi pe H de , | “ admile ca element neutru pe 12.
12, Dacd e € Z este element neutru, puneli condiliile ex) = (0 si rsl |5
13. (1, n, p), (m, n, 1), (m, 2, 2);
el
14. 2a=0, b=0,sau 0 =—, b= 1.
5]
15. e= 2.
0

18. 3) Avem AV = A, VA & M daei V= [
0

New e = 1t
1

; P T L : 1
18. Operatia ,+“ nu esle asocialivd si admile element neulru  walricea — F, unde
2

E este malricea unitate.

20, Tie =, yeH, v =a + b V2, y = ¢4 d V2, atunci xy = (ue | 2bd) + fad + bey Y 2
i (ac_+ 2bd)* — 2(ad + be)? = a(e? — 2d2) - 2b(e? - 2d¥) = 1, deei ay = M. Cum (a |
+ BY2)a — bY2) = a* — 207 = 1, avem r' = d — by2.

?1. 2) A esle simelrizabil daeil si numai dacit @ 3 0 si b # 0 si avem

-t (g (1]
) ca=th=t b )°

e




24l o — 1, U= 2

25, Elementul neutru este (1, 0), elementele simetrizabile sint (1, b)si (—1, b) cu b € Z.

26, Fie b = M aslfel incit"a = aba. Fie e= ab si f= ba. Avem ey = abara = axa= y
si yf = avaba = axa = y, Yy = M. In particular e = ef = [.

27, Luind x arbitrar, y = e, u= e si v = ¢’ se obfine x =
u= e si » arbitrar se obfine v = ¢ | », de unde Acum avem x | y= (x T e _L
LleTy=(xl T (ely==Ty: Yo, y= M De asemenea, = | y= (¢T ) L
LplLeag=(lyT(Le=yTr=yluw

.l e Luind @ =i, = &4
(== T

28, 1) 30 ; 2) 3¢ ),

z .
pt"=1)L respectivi .

: 3) 3%, In general, pentru o multime cu n elemente, avem : n"',

30. Orice cuvint « & M se poate scrie sub forma o = «'¢’’, unde o’ este secventa for-
matd cu primele 5 litere ale lui « ; «' este seeventa formatd cu urmétoarele 3 litere ale lui o
Dacd «, B,y & M, o« = a'a”, B = BB, v = ¥y, atunci (esf)ry = @B Iy'y") = a'y”
= (x'a”) #(B'y") = ax(fay).

1. 41, +£i.

2, Dacd «, y's (=1, 1), atunci (x + y)/(x + zy) = (=1, 1).
Elementul neutru este 0 iar simetricul lui = este —a.

3. Vezi tabla III-1; 4. Vezi Tabla III-2. 5. Vezi Tabla III-3.

1 [ R e ! fv 1 I3 fs 2 ] O e

1_ 1 € e? It fi fa fa 1 fi fi fa fa fa fs fs
€ E g? 1 o Ta 12 fi fu fn fa fl f:l fl. fn ft rﬁ
g? (AR € fa [ I fi fa fal £ fa fs fo fu
Tabla I11-1 f| f.\ fJ fa fl f.; fa fs fs fl. fs f:l
Tabla T1I-2 fs Teat fon it e ie

foll s o o, e el T
Tabla III-3

10, Avem xyxy = axyy. Inmulfind la stinga cu 2t si la dreapta cu y—!, rezultd xy = yx.
11, Avem (xy)?= e= ee = x%? si se aplicd Ex. 10.

12, Pentru x arbitrar si y = erezulld * = (x T @) T x. Decia T = ¢, de undex | y—
= & T y. Aplicind Ex. 11, deducem si « | y =y | x.

e 9 .
1:.5:( 1]' ST SRR Ry T S
1 3 2 3 442 1 g G I IR

15, Cind =0 si k=0 demonstralie prin inductie. Daci h < 0 si
a'bt = (a M) N(b) T = (b e )T = (@ MRl = (BF)~Nah) Tl = bFak ete.

k < 0, atunei

16, Din ab = b'a rezultd ed b% = aba*. Atunci $8= b*be = bibt = aba—‘aba— = abla—1;
de unde bl — ab?, Atunei ab® = bab—= b*bid — a, de unde 5= e. Inmultind la stinga si
dreapta cu b egalitatea 6% = ab? rezultd ab = ba.

18. Vezi Teoremele 4,1 si 4.2, Cap. III, §4.
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/1.

19. Evident 127 < 3Z () 4Z. Daci a = 3Z (") 4Z, atunci 3| a §i 4| a si cum (3, 4) =
= 1 rezultd ci 3 x 4 = 12 divide a, deci a = 12Z.

(@, +)i D) H= (0, +).
1), Yz = (0, o) si flxy) = [()+f(y)
25. Funclia {:G — R, f(z) = tg(x), Y = G este un izomorflism de la (G, ») la (R, +).

20, a) H =
24. Se observd ci [(z) € (—1,

26. 1) Vezi Tabla 1II-4. 2) Definiti [:8 — G prin f(¢) = K, f('u)z A, [(0)= B si
f(w) =
E A8 A e fa ) e B}
Bl & alrmD @ L @ {a} (b} f{a, b}
WA e o e {a} {a} @  {a b} (b}
Bl B CEE a {) {0} {o b0} @ {a}
o B o R R W {a, b} | {a, 0} {p} {a} @
Tabla 1I11-4 Tabla 1II-5

28, Vezi Tabla ili-s; 2) f(e)= @, [(u) = {a}, [(v) = (b}, f(w) = {a, b}.

31. 1) = 2),Fie.« € H. Cum H este mullime finitd} aplicatia f: I — H, [(z) = ax, esle
bijectivd. Exista deci b = I astfel incit ab = a. Atunci b= e, deci e € H. Existd o’ € Il
astfel incit aa’ = e. Dar ' = a’ & H si deci J este subgrup.

32, 2) = 1), Existi e € G astfel incit ae= a. Pentru b = G avem be= yac= yo = b.
Analog existd ¢ = G astfel incit eb= b, V b € G. Evident, e = e’. Dacid a € G, exista a’,
a’’ € G astfel incit a’a = e = aa” si cum a' = a’e = a’(aa”) = (a'a)a” = ea” = a’’ se deduce
cit a! exista. ; '

33 1) =2),Daci H= 0= {0} se ia n= 0. Daci H # 0 lie x = H, © # 0. Cum si
_x = H rezulli ci H conline numere intregi strict pozitive si fie n > 0 cel mai mic numir
strict pozitiv din H. Avem nZ < H si folosind teorema fmpdrtirit (prin n) cu rest se arali si
H < n7. :

34, Fie z= cos @ 4 ising. Atuncl 1= z"= cosng +'isinne deci
h e 7. Rezulld ¢ z= cos 2rrc + isin 2rw, unde r = h/n =.Q. Reciproe, dacd r = Q, atunci
existi h, n = Z, n > 0, aslfel incit r = h/n si alunci z" = 1 dack z= cos2rmw + isin2rm.

ne = 2km  cu

a%. Notdm elemenlele 1, z,, zy, ..., 2, ale lui H asifel incil argumentele lor si satisfacd
0 <@ <Pa= .. <@uy < 2m. Cum argumentul lui zpzi! € II este @, — @, > 0, rezulli
ci @. — ¢; = ¢,. Exploatind aceastd idee se arald ci @, = ip, pentru 0 < i < nstng, = 2m.

2 2
Rezultd ¢a H — HE = U,, unde ¥ —cos —~ 4 isin == (v. Ex. R—2, § 4. Cap. 11I),
n

n

36, Fie f: Z —» Z un automorfism al grupului (£, +) st fie @ = f(1). Atunci f(.l -
=1+ 1)=f1)+ (1) = a + a=2a, f(—2) = ff(2)4 —2a elc., deci f(h) = ha, ¥V I =
Cum [ este surjectiy, existd b e Z astfel incit 1 = f(b) = ba. Deducgm cd a= +1. D
@ =1, atunci {= 1z iar daci a« = —1, atunci f= —1z, :

CAPITOLUL 1V

1. Elementul zero al lui A esle (0, 0), elementul unitate este (1, 0). Dacd (a, b)(x, y) =
3b 0
a

1)

It

(0, 0), atunei ax + 3by = 0 si bz + ay = 0. Gind (a, b) # (0, 0) avem det [Z

a® — 3b # 0, de unde z =0, y = 0, deci A nu are divizori ai lui zero.




0

3. Dacd ;1. * si " suatisfac conditiile din enunt, atunci pentru orice x, y =Z avem
r+§—a=(—a)l (y—ua)si ay—a=(r—a) Ty — a). Observind cd f este bijectiv
si notind  —a=u, y —-a¢=29, aven! u |l o=u+0+a si uT v=up 4 aun + av —
—a*—a, ¥Yu, 0=7. Elementul zero este —a, elementul unitate este 1 — a:

5, Elementul zero este (0, 0) iar (1, 1) este elementul unitate al lui A. Elementele inver-

sabile sint (1, 4%, (1, —1). (=1, 1) si (-1, 1).

7,.1) (1; 1), (1, —A), (2, 2y —1), (4, 1), (4, 1), (8, 1), (B, —1), (7, 1), (7, —1), (8, 1),

(m
’ 8. Vezi Tablele IV.1 si IV.2.
4 I (O0) (@520) “(051) (1N . ‘ (0,0) (1,0 (0, 1) (1, 1)
© 0] @©o0 o © 1 d 1) 0, 0) | (0, 0) (0, 0) (0, 0) *(0, 0)
(1,00) ] @ 0y (0,0) (L, 1) «0; 1) (1, 0) | (0, 0) (1, 0) (0, 0) (1,0)
©, 1) | (@ 1) (1, 1) (0. 0) (1,0) ©, 1) | (0, 0) (0, 0) (0, 1) (0, 1)°
(1, o (1) 0, 1) (1,0 (O 0 (1, 1) | (0,00 (1,0) (0, 1) (1, 1)

Tabla IV, 1, Tabla 1V. 2.

9. o +x=(x+2)2=(x +a)r+x)=x*fa* +x*{a?=2a 4+ 2+ x, deunde
¢+ x=0 sl deci x= —x, ¥ & € B. De asemenea,
oy = (E+ )= @+ +y =24 yxtay+y*=2+yx+ay + y, de unde yx +
+ 2y = 0, deci yr= —zy = xY. '

10. 1) 16 ; 3) Existd 6 elemente inversabile.

12 De@ePededa=(1O1PL1OLBYRa=0Qa= 0.
2) Se observd ¢i 5| € 0 < k < 5 si se aplici 1) si Ex. 11,

13. 1) Oricare ar fi ‘a, b, ¢ € R cu agc=0; 2) (E — UNE -+ U) = E.
14. Vezi tabla IV.3. : ‘

’ N

18w Bily=ill.

~ A AN

v 1 5 17 11
7 SRR A~ A, AN
A |t Bt
A A A R A
5 5 1 08 i o
A A ~ A A
7 FAEY J )
T (e A A A
T8I 5 e L

Tabla IV. 3.

a1 2)., 0), (—1, 0), (0, 1), (0, —1); 2) Aplicatia f:Z[i] —o‘.a\. f(z) = (a, b), ¥z = Z[i],
z= a -+ ib, este izomorfism.

23, Aplicatia : € — I, f(z) = (a, b), V z € €, z= a + ib este izomorfism.

24. Aplicatia [: K — &, f(z)=Inz, ¥ © € K, este un izomorfism.

A 20 S =
25. Aplieatia f: € \"271——~ IE, flr)y= (Z ], Vze Q(«/Z), z=@a + b\/2 este izo-
ik
morfism. ; .

26,17 o= b=y (:;:G;B)cz:i, =2,

11¢ ' :

A A A A
B fbg = Xt LAX {4 fg= Xo4 Xo 4 dxe paxd 0% 5
28. [y — 0.
A A A A A A A .‘\
29. 29 1 9Xs 41, 30 £ 9K 4 X 41, BX 2% 4 1.
A A A A A A ¥
30. 0, 1, 3, 3, 4, 5.

3. Fie f= ax + b, ¢ = ¢X + d. Punind conditia [z + g2 = X* 4 1 reznlta ¢ 4 ¢* = 1,

b+ @ = 1, ab + cd = 0. De asemenea, (2a + b)* 4 (2c -+ d) = 5, (Qa + b)(2e + d) = 2.
Deci 2a + b si 2¢ 4 d sint rdddcinile ecuatiei 2 — 51 4 2 = 0. Se giseste = iX - ‘— J
5 - 5
3 4
g=— X — — etc.
5 5

32. grécl f este 0 daci A= 1; 2 daci ).:_2; 3 dacd N £ 250 A
33 = X422, g=—X— 1
A A A A A
36. g = 4X* 4 4X 4 2,1 = 3X 4 2!
o 14, = gl
38, f= —1 4+ 4X — GX* 4 4X5,
39.a= 4i, b=0;a=1, b= +V3; a= —1, b= )2,
40, f(3) = 196.
A A A 'A A
41, q=5X°+3X* | 2X |5, r="'5.

42, Fie a, b € Z, a= 25, b= 2l + 1, astfel incit (@)= f(b) = 0. Gum a # b, poli-
nomul (X — a)(X — b) dividepe f, deci existd ¢ = Z[X] astfel incit f= (X — 25)(X — 21 —

« — 1)g. Se observid cd pentru orice k = Z unul din numerele k — 2s, k — 2 — 1 este par.

A3, R — SOy L e LID) e R Dy S R A e e TN ) O 1)
(X —1 i), X027 =(X34.3) (X* 38X 4 3) (X2 — 3% - 3)=n(X 4 iya) (X - iyD)
(X +2) (X +2) (X — 5) (X — z), unde z = (3+i /3)/2.

M f= (X 42X + X2 4 X + 1.

4. 1) v. Ex.2,§7;2) f= (X — ¥/2)(X* + V23X + VD= (X - V2UX - ¥2e)
(X — ¥/2e), unde ¢ = (— 1 4 i¥3)2. ;

46, Cum A este mulfime finitd este suficient s aritim ci f este functie injectivi. Paci
f(x) = f(x;), atunci 1 ¥ 2, =1 4 x,, de unde x; = =z, cici (4, +) este grup. Asadar
A= {{(0), f(1), f(a), [(b}}, deci [(0) + f(1) + f(a} - f(B)= 0 + L - a + b, ccea ce in grupul
(A; +) atrage 141 +1 4 1= 0. Dacil A este corp i 1 + 1 0, atunci 0 # (1 + 1) =
=141+ 14 1= 0. Contradictie.

48, Cum 1= (—1)*= ~ 1, avem ' 1} 1=0, deci o+ a= a(l }1)=a0=0,
6
Vae A. Avem: 1+z= (1 +x)‘=k2 CiaF =z + ot + 2 4 1, de tinde o= —2?= 2%
=0 !

In fine, * = a* = at.22 = 27 -2! — a! = 27,

ot
—
=3




49, 2) Fie fe A, f# 0= [, unde fy(z) =0 pentru orice z& (0, 1] este ele-
mentul zero al inelului. Fie I = (a, ) € [0, 1] cu @ < b astfel ineit f(z) = 0 = f, pentru
orice x € (a, b).

Detinim funciia g :[0,1] = R prin

(& —a) (x — &) dacd 2 &1 |
gle) = 0 daci z e [0, 1\

jur g este o funclie continud cu g & 0 si fg = 0, unde { este un divizor 4l lui zero,

Reciproc: dacipentruf e A,f # 0, 3g € A, g # 0 astfelincit fg = 0. Fie 2’ = [0, 1]
astlel tneit g(z’) # 0. Cum g este continud, existd 7 <[0, 1] astfel incit =’ =T i g(a) # 0,
orice x & I. Cum fo(x) = 0 = f(z) * g(x), orice & & I =f(z) = fo(x) = 0, pentru orice
z el % ;
3) Cum f% = f atunci f(f — fi) = 0 = f(2)[f{z)— 1) = 0 pentru orice z & [0,1] =
= f(z) € {0,1}, orice & < [0, 1], unde f, este elementul unitate al inelului, cu fi(z] = 1
pentru orice z < [0, 1]. Cum £([6, 1]) =0, ‘1}, iar f este continudi, si aplicind proprietatea
lui Darboux obtinem f = f, sau f = f. .

50. Avem f(1)=1, @) =1 + D= f1) + f)=1+1=2, f(-2)= —f@)= —2,
in general, f(n) = n, ¥ n = Z. Daci r € Q, atunci r = mn™, cum, n S Z, de unde f(r)=

— (fmn~1) = f(m)f(n) = fm)(f(n))™* = mn~ = r. Fie.g un automorfism al Jui Q(V’E)'. Evi-

dent g(r)=r, V1 Q. Daci = a + bJE ‘cu a, b = Q, atunci g(x) = g(a) + g(b)g(\f%_zz,
— a + by(y3). Dar 2= g@) = g3 VD= IYDg(YD = (2 ; deducem & (/2=
— 447 Dacii g(4/2) = 42, atunci g este automorfismul identic, iar dack g2 = —4/2,
atunci ¢ este automorfismul cu acliune a + bﬁ—va:— b,/i

51, Se observii i f(F)=r, ¥ r € Q (v. Ex. 50). Daci € R, > 0, atunci f(x) > 0,
In adevir, fie y € R, y > 0 astfel Ineit y* = x. Atunci f(x) = f@®) = (f{¥))* > 0.

Fie reR, e>0s5ir, 0 s—e<r<z<n<z-+e Atunc fla—e) <
< f(ry) < f(®) < f(ry) < f(= + ¢), deci r, < [(x) <715, de unde]|f(x) — x) < e. Rezultd cif
flx)y=12, Ve <R,

CAPITOLUL V

3, Avem f(gez) = fo(g(®)) = [(g(®) = (fog)(®) = (fog)s®; Ly +a = 1y (D)= 2.
6. K" are 2" vectori.

7. K", unde K= Z,.

8. Fie v = V, v # 0. Atunci aplicatia R — V, o —» ap este injectivi.

&

A A A A A A :
Tt fr=dz+1x 4 ... Flx=(0Q+1+... + D = pz = 0x = 0.
b e e D :
12. A= —bE, — E; + 6E,"— 2E,.

13, f=38fi — 9 + 5fs
4, f=1 4 (DX + (—1)X* X = 1-(14+ X*) + (=X + X2+ (—2)Xx2 + 1-

(X5 X% = 01 4 O(X — 1)/1! 4+ A(X — 1221 + 6(X — 1.
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6. Polinoame cu coeficienti intr-un inel comutativ i G T A w
7. Polinoame ireductibile. Descompunerea polinoamelor in produs de factori u'educ-
31 TS
8. Aplicatii ale corpnrllm‘ fmlte (facultatw)
Exercntu.........,..,..

Cap. V. SPAT:

1. Legi de compozilic externe 5

2. Definifia spatiului vectorial . . . . o

3. Dependenia si independenta liniara. anﬁ (.oordonate .
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